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ΣΣ ΥΥΝΝΟΟΨΨΗΗ ::  Μελετάται η συµπεριφορά των σύµµορφα επίπεδων σχεδόν Ερµητιανών πολλαπλοτήτων 

(γενικότερων 2n-διαστάσεων) όταν φράσσεται απόλυτα η ολοµορφική καµπυλότητα ή η καµπυλότητα Ricci 

αυτών, και συγκεκριµένα όταν οι πολλαπλότητες αυτές διαθέτουν Ερµητιανό τελεστή Ricci (δηλ. J-

αναλλοίωτο τελεστή Ricci, όπου J η σχεδόν µιγαδική δοµή της σχεδόν Ερµητιανής πολλαπλότητας).  

 Το κυρίως αποτέλεσµα είναι ότι, σε τέτοιες πολλαπλότητες, τόσο η απόλυτα φραγµένη ολοµορφική 

καµπυλότητα όσο και η καµπυλότητα Ricci (δηλ. οι πιο ειδικότερες µορφές καµπυλοτήτων) οδηγούν σε 

απόλυτους φραγµούς (διαφόρων τρόπων) γενικότερες µορφές καµπυλοτήτων καθώς και την γενικότερη 

όλων διτµηµατική καµπυλότητα. 

  11..   ΕΕιισσ αα γγ ωωγγήή   σσ ττ ιιςς   σσ ύύμμ μμ οο ρρ φφ αα  εεππ ίίππ εεδδ εε ςς   ππ οο λλ λλ ααππ λλ όό ττ ηη ττ εεςς   κκ ααιι   γγεενν ιικκ εεύύσσ εειιςς   αα υυττ ώώνν   

∆ίνουµε καταρχήν κάποιους γενικούς ορισµούς όσο αναφορά τις σύµµορφα επίπεδες πολλαπλότητες 
καθώς και κάποια βασικά αποτελέσµατα που χρειαζόµαστε στο δεύτερο µέρος του κειµένου όπου 
αντιµετωπίζεται το θέµα των απόλυτα φραγµένων ειδικών καµπυλοτήτων. 

ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ::::::::         11111111 ........ 11111111 ........         ΣΣ ύύ µµ µµ οο ρρ φφ ηη   µµ εε ττ ρρ ιι κκ ήή   (( CC oo nn ff oo rr mm aa ll   mm ee tt rr ii cc )) ..  Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-

διάστασης. Μια άλλη µετρική Riemann g  της πολλαπλότητας Μ, καλείται (( ΜΜ ,, gg )) -- σσ ύύ µµ µµ οο ρρ φφ ηη   

µµ εε ττ ρρ ιι κκ ήή , εάν και µόνο εάν ισχύει  

| | ( )   ( )   
U U

g e g , U , U N p , p Mσ
τσ= ∈ ∈ ∀ ∈F ,  

(όπου ( )UF  οι πραγµατικές συναρτήσεις στην περιοχή U  και ( )N pτ  το σύνολο των τ − ανοικτών 

περιοχών του σηµείου p M∈ ) δηλαδή, εάν και µόνο εάν για κάθε σηµείο Mp∈  υπάρχει U ανοικτή 

περιοχή του p, έτσι ώστε περιοριζόµενη η g  σ’ αυτή την περιοχή, να είναι σηµειακό πολλαπλάσιο της 

g, δηλαδή, να υπάρχει συνάρτηση σ ορισµένη στην U, έτσι ώστε να ισχύει | |
U U

g e gσ= . 

ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ::::::::         11111111 ........ 22222222 ........     ΟΟ µµ οο θθ εε ττ ιι κκ ήή   µµ εε ττ ρρ ιι κκ ήή   (( HH oo mm oo tt hh ee tt ii cc   mm ee tt rr ii cc )) ..  Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann 

n-διάστασης. Μια άλλη µετρική Riemann g  της πολλαπλότητας Μ, καλείται (Μ,g)-οο µµ οο θθ εε ττ ιι κκ ήή   

µµ εε ττ ρρ ιι κκ ήή , εάν και µόνο εάν ισχύει  

  c

/U /U
g e g , c= ∈� , Mp,  pNU τ ∈∀∈ )( , 
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δηλαδή, η συνάρτηση σ του παραπάνω ορισµού να είναι σταθερή. 

ΠΠΠΠΠΠΠΠ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         11111111 ........ 33333333 ........         Έστω ( , )M g  πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης. Εάν g  (Μ,g)-σύµµορφη µετρική, 

τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι η συµµορφικότητα των µετρικών διατηρεί τις γωνίες, δηλ. 

( ) ( ) ( )
g g

X,Y X,Y ,  X,Y M∠ = ∠ ∀ ∈X , 

όπου ( )g
X,Y∠  η γωνία των διανυσµατικών πεδίων ( )X,Y M∈X  της πολλαπλότητας, δηλ. 

( )
2 2

( , )
cos ( )

g

g X Y
X,Y ,  X,Y M

X Y
∠ = ∀ ∈X , 

ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ::::::::         11111111 ........ 44444444 ........     ΣΣ ύύ µµ µµ οο ρρ φφ αα   εε ππ ίί ππ εε δδ ηη   ππ οο λλ λλ αα ππ λλ όό ττ ηη ττ αα   (( CC oo nn ff oo rr mm aa ll ll yy   ff ll aa tt   mm aa nn ii ff oo ll dd )) ..  Μια (Μ,g) 

πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης καλείται σσ ύύ µµ µµ οο ρρ φφ αα   εε ππ ίί ππ εε δδ ηη   ππ οο λλ λλ αα ππ λλ όό ττ ηη ττ αα , εάν και µόνο 

εάν υπάρχει ( , )M g -σύµµορφη µετρική g  της g , για την οποία g , η πολλαπλότητα να είναι 

επίπεδη. 

ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ::::::::         11111111 ........ 55555555 ........     Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης. 

ΑΑΑΑΑΑΑΑ ........  ΣΣ ύύ µµ µµ οο ρρ φφ οο ςς   ττ αα νν υυ σσ ττ ήή ςς   WW ee yy ll   (( WW ee yy ll   cc oo nn ff oo rr mm aa ll   tt ee nn ss oo rr )) ..  Ένας ( )MX -τανυστής (1,3)-

τύπου 3

1
( )C M∈T  της µορφής 

        4: ( ) ( )C M M→X F , όπου ( ) ( ) ( )X,YC X,Y,Z,U g C Z,W ,  X,Y,Z,U M= ∀ ∈X ,  

  καλείτε (( ΜΜ ,, gg )) -- σσ ύύ µµ µµ οο ρρ φφ οο ςς   ττ αα νν υυ σσ ττ ήή ςς   WW ee yy ll , εάν και µόνο εάν 

  ( ) ( ) ( ) ( )1

2
X,Y X,Y

C Z R Z g Y,Z QX g X,Z QY ρ Y,Z X ρ X,Z Y
n

= − − + − +  −
  

   ( ) ( ) ( )
( 1)( 2)

s
g Y,Z X g X,Z Y ,  X,Y,Z M

n n
+ − ∀ ∈  − −

X , 

 όπου ρ  ο τανυστής Ricci της πολλαπλότητας.  

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........         ΠΠ ρρ οο ββ οο λλ ιι κκ όό ςς   ττ αα νν υυ σσ ττ ήή ςς   WW ee yy ll   (( WW ee yy ll   pp rr oo jj ee cc tt ii vv ee   tt ee nn ss oo rr )) ..  Ένας ( )MX -τανυστής (1,3)-

τύπου 3

1
( )P M∈T  της µορφής 

  4: ( ) ( )P M M→X F , όπου ( ) ( ) ( )X,YP X,Y,Z,U g C Z,W ,  X,Y,Z,U M= ∀ ∈X ,  

  καλείται (( ΜΜ ,, gg )) -- ππ ρρ οο ββ οο λλ ιι κκ όό ςς   ττ αα νν υυ σσ ττ ήή ςς   WW ee yy ll , εάν και µόνο εάν 

  =ZP X,Y ( ) ( )1

1
X,Y

R Z g X,Z QY g Y,Z QX
n

− −  −
, ( )X,Y,Z M∀ ∈X , 

 όπου Q  ο τελεστής Ricci, δηλ. ( , ) ( , ),   ( )X Y g QX Y X,Y Mρ = ∀ ∈X . 

ΛΛΛΛΛΛΛΛ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         11111111 ........ 66666666 ........     Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης.  

ΑΑΑΑΑΑΑΑ ........  Εάν C είναι ο (Μ,g)-σύµµορφος τανυστής Weyl, τότε ο C-Ricci τανυστής, µηδενίζεται 

ταυτοτικά, δηλαδή         
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  ( )
1

0, ( )
n

i i

i

C X,e ,Y,e   X,Y M
=

≡ ∀ ∈∑ X , 

 όπου 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. 

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........  Ο (Μ,g)-σύµµορφος τανυστής Weyl C, αποτελεί (Μ,g)-τανυστή καµπυλότητας κι επιπλέον 

ισχύει η σχέση  

  =∇∑
=

n

a

ijkaaC
1

( )3 1
 

2 2( 1)
i jk j ik jk i ik j

n
g s g s

n n
ρ ρ

 −
− ∇ −∇ − ∇ − ∇ − − 

,  
1

ni, j,k∀ ∈� , 

 όπου s  η αριθµητική καµπυλότητα, για τυχαία 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. 

ΓΓΓΓΓΓΓΓ ........  Για τον (Μ,g)-προβολικό τανυστής Weyl P, ισχύει η σχέση  

  ( ) ( )
1

2 3 1

1 2( 1)

n

a ijka a jika i jk j ik jk i ik j

a

n
P P g s g s

n n
ρ ρ

=

−
∇ −∇ = − ∇ −∇ + ∇ − ∇

− −∑ ,  
1

ni, j,k∀ ∈� , 

σε τυχαία 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. 

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 66 ΑΑ ..   Αποδεικνύεται άµεσα µε βάση τον Ορισµό 1.5Α. 

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 66 ΒΒ ..  Αποδεικνύεται επίσης άµεσα µε βάση τον Ορισµό 1.5Α, ότι ο σύµµορφος τανυστής 
Weyl C αποτελεί (Μ,g)-τανυστή καµπυλότητας. 

 Έστω 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. Από τον Ορισµό 1.5Α, παίρνουµε µε συναλλοίωτη 

διαφόριση 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )1

2
U U U U

C X,Y,Z,W R X,Y,Z,W g X,Z Y,W X,W g Y,Z
n

ρ ρ∇ = ∇ − ∇ − ∇  −

 ( ) ( ) ( ) ( )( )
  ( )

( 1)( 2)

U s
g X,Z g Y,W g X,W g Y,Z X,Y,Z,W,U M

n n
+ − ∀ ∈  − −

X   ((11..66ΒΒ..11)) 

και µε τη χρήση συνιστωσών  

+









∇−∇+∇−∇

−
−∇=∇ ∑∑∑∑∑∑

======

n

a

iaajk

n

a

ikaja

n

a

jkaia

n

a

jaaik

n

a

ijkaa

n

a

ijkaa gggg
n

RC
111111

2

1
ρρρρ

 

 ( ) 1

1

1
   
( 1)( 2)

n
n

a ik ja ia jk

a

s g g g g i, j,k
n n =

+ ∇ − ∀ ∈
− − ∑ � , 

από όπου, καθώς γενικά ισχύει 

1

2
n

i a ia

a

s ρ
=

∇ = ∇∑ , 
1

ni∀ ∈� , 

παίρνουµε  

1 1

1

2 2 2

n n
ji

a ijka a ijka i jk j ik jk ik

a a

ss
C R g g

n
ρ ρ

= =

∇ ∇
∇ = ∇ + ∇ −∇ + + 

−  
∑ ∑

 

 ( ) ( ) 1

1
,   

( 1)( 2)

n

i jk j iks g s g i, j,k
n n

 − ∇ − ∇ ∀ ∈ − −
�  , 
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δηλαδή 

( )
1 1

1

2

n n

a ijka a ijka i jk j ik

a a

C R
n

ρ ρ
= =

∇ = ∇ + ∇ −∇ +
−∑ ∑ ( ) ( )3

2( 1)( 2)
i jk j ik

n
s g s g

n n

−  ∇ − ∇ − −
,  

    
1

ni, j,k∀ ∈� .  ((11..66ΒΒ..22)) 

Επίσης, από την (1.6Β.1) έχουµε 

1 1 1 1 1 1

1

2

n n n n n n

j kaia j kaia ki j aa ka j ia j ki aa ia j ka

a a a a a a

C R g g g g
n

ρ ρ ρ ρ
= = = = = =

 
∇ = ∇ − ∇ − ∇ +∇ − ∇ + −  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

 
1

 
( 1)( 2)

n
j

ki aa ka ia

a

s
g g g g

n n =

∇  
+ − − −  

∑ ,  
1

ni, j,k∀ ∈� ,  

οπότε, κάνοντας χρήση του Λήµµατος 1.6Α, παίρνουµε 

( )
1

1
2

2

n

j kaia ki j j ik j ik

a

R g s n
n

ρ ρ
=

∇ = ∇ − ∇ + ∇ −
−∑

2

j

ik

s
g

n

∇

−
, 

1

ni, j,k∀ ∈�   

κι απλοποιώντας 

1

n

j kaia j ik

a

R ρ
=

∇ = ∇∑ , 
1

ni, j,k∀ ∈� .  ((11..66ΒΒ..33)) 

Από τη δεύτερη ταυτότητα Bianchi, έχουµε 

1 1 1

n n n

a ijka a kaij i kaja j kaia

a a a

R R R R
= = =

 
∇ = ∇ = − ∇ −∇ 

 
∑ ∑ ∑ , 

1

ni, j,k∀ ∈�  

κι εποµένως, από την (1.6Β.3), λαµβάνουµε 

( )
1

n

a ijka i jk j ik

a

R ρ ρ
=

∇ = − ∇ −∇∑ , 
1

ni, j,k∀ ∈� , 

από όπου, µε αντικατάσταση στην (1.6Β.2), συνάγουµε το ζητούµενο.            

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 66 ΓΓ ..  Έστω 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. Από τον Ορισµό 1.5Β, παίρνουµε µε 

συναλλοίωτη διαφόριση 

1 1 1 1

1

1

n n n n

a ijka a ijka ik a ja ia a jk

a a a a

P R g g
n

ρ ρ
= = = =

 
∇ = ∇ − ∇ − ∇ −  

∑ ∑ ∑ ∑ , 
1

ni, j,k∀ ∈� ,  

από όπου, καθώς γενικά ισχύει 

1

2
n

i a ia

a

s ρ
=

∇ = ∇∑ , 
1

ni∀ ∈� , 

παίρνουµε  

1 1

1

1 2

n n
j

a ijka a ijka i jk ik

a a

s
P R g

n
ρ

= =

∇ 
∇ = ∇ + ∇ − 

−  
∑ ∑ , 

1

ni, j,k∀ ∈� .  ((11..66ΓΓ..11)) 
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Από τη δεύτερη ταυτότητα Bianchi, έχουµε 

1 1 1

n n n

a ijka a kaij i kaja j kaia

a a a

R R R R
= = =

 
∇ = ∇ = − ∇ −∇ 

 
∑ ∑ ∑ , 

1

ni, j,k∀ ∈�  

κι εποµένως 

( )
1

n

a ijka i jk j ik

a

R ρ ρ
=

∇ = − ∇ −∇∑ , 
1

ni, j,k∀ ∈� . 

Αντικαθιστώντας στην (1.6Γ.1), έχουµε 

( )
1

1

1 2

n
j

a ijka i jk j ik i jk ik

a

s
P g

n
ρ ρ ρ

=

∇ 
∇ = − ∇ −∇ + ∇ − 

−  
∑ , 

1

ni, j,k∀ ∈� ,  

από όπου 

( )
1

1
2

1 2 2

n
ji

a ijka a jika i jk j ik i jk j ik jk ik

a

ss
P P g g

n
ρ ρ ρ ρ

=

∇ ∇
∇ −∇ = − ∇ −∇ + ∇ −∇ + − 

−  
∑ ,  

1

ni, j,k∀ ∈�  

κι άρα, λαµβάνουµε τη ζητούµενη σχέση.    ΟΟΟΟΟΟΟΟ ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         11111111 ........ 77777777 ........     ΘΘ εε ώώ ρρ ηη µµ αα   WW ee yy ll   [[ YY ,, KK ]] ..  Μια (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης, 3n > , 

είναι σύµµορφα επίπεδη, αν και µόνο αν, ο σύµµορφος τανυστής Weyl µηδενίζεται ταυτοτικά. 

ΠΠΠΠΠΠΠΠ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         11111111 ........ 88888888 ........     Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης. 

ΑΑΑΑΑΑΑΑ ........  Κάθε δισδιάστατη πολλαπλότητα Riemann, είναι σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα. 

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........  Εάν g  είναι µια (Μ,g)-σύµµορφη µετρική, δηλ. g e gσ=  όπου ( )Mσ ∈F , C ο (Μ,g)-

σύµµορφος τανυστής Weyl και C  ο (M,g ) -σύµµορφος τανυστής Weyl, τότε C e Cσ−= . 

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         11111111 ........ 99999999 ........     Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης. 

AAAAAAAA ........     Σε κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, διάστασης 3n > , ισχύει 

  ( ) ( ) [ ]1
( ) ( )  ( )

2( 1)
X YQ Y Q X X s Y Y s X ,  X,Y M

n
∇ − ∇ = − ∀ ∈

−
X . 

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........     Κάθε (Μ,g) τρισδιάστατη πολλαπλότητα Riemann είναι σύµµορφα επίπεδη, αν και µόνο αν, 

ισχύει 

  ( ) ( ) [ ]1
( ) ( )  ( )

2( 1)
X YQ Y Q X X s Y Y s X ,  X,Y M

n
∇ − ∇ = − ∀ ∈

−
X . 

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 99 ΑΑ ..         Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 1.7 στο Λήµµα 1.6Β, έχουµε 

( ) ( )1

2( 1)
i jk j ik i jk j iks g s g

n
ρ ρ  ∇ −∇ = ∇ − ∇ −

, 
1

ni, j,k∀ ∈� ,  ((11..99ΑΑ..11)) 

όπου 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. Έστω τώρα , ( )X Y M∈X , i

ieXX = , j
j
eYY =  κι έτσι  
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( ) ( ) [ ]=−
−

−∇−∇ XsYYsX
n

XQYQ YX )()(
)1(2

1

 

( ) ( )[ ]







∇−∇

−
−∇−∇ ijjiijji

ji
eses

n
QQYX

)1(2

1

,  

από όπου µε βάση την (1.9Α.1), παίρνουµε το ζητούµενο.  

 ∆ιαφορετικά, ορίζουµε ένα τανυστή L (0,2)-τύπου επί µιας πολλαπλότητας Riemann n-διάστασης, 
ο οποίος έχει τη µορφή 

( ) ( ) ( )1
, ( )

2 2( 1)( 2)

s
L X,Y X,Y g X,Y   X,Y M

n n n
ρ= − + ∀ ∈

− − −
X . 

Ο Η. Weyl [CH], απέδειξε ότι για µια σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης, 4n ≥ , 
ισχύει 

( )( ) ( )( ) , ( )
Z X
L X,Y L Z,Y   X,Y,Z M∇ = ∇ ∀ ∈X .  ((11..99ΑΑ..22)) 

Από τον ορισµό του τανυστή L, έχουµε 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )Z Z Z ZL X,Y L X,Y L X,Y L X, Y∇ = ∇ − ∇ − ∇ =

 ( )( ) ( ) ( )( )1 ( )

2 2( 1)( 2) 2( 1)( 2)
Z

Z s s
X,Y g X,Y Z g X,Y

n n n n n
ρ− ∇ + + +

− − − − −

 ( ) ( )1

2 2( 1)( 2)
Z Z

s
X,Y g X,Y

n n n
ρ+ ∇ − ∇ +

− − −
( ) ( )1

2 2( 1)( 2)
Z Z

s
X, Y g X, Y

n n n
ρ ∇ − ∇ =

− − −
 

 ( )( ) ( )1 ( )

2 2( 1)( 2)

Z s
Z g QX,Y g X,Y

n n n
− + +

− − −
( )( ) ( )1

2
Z Z

g Q X ,Y g QX, Y
n

 ∇ + ∇ = −

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )1
( ) ,

2
Z Z Z Z

g QX ,Y g QX, Y g Q X Y g QX, Y
n

 − ∇ + ∇ − ∇ − ∇ + −

 ( )( )
, ( )

2( 1)( 2)

Z s
g X,Y   X,Y,Z M

n n
+ ∀ ∈

− −
X . 

Εποµένως 

( )( )Z
L X,Y∇ = ( )( )1

2
Z

g Q X,Y
n

− ∇ +
−

( )( )
, ( )

2( 1)( 2)

Z s
g X,Y   X,Y,Z M

n n
∀ ∈

− −
X .  ((11..99ΑΑ..33)) 

Αλλάζοντας αµοιβαία τα Χ και Ζ στην τελευταία σχέση, παίρνουµε 

( )( )X
L Z,Y∇ = ( )( )1

2
X

g Q Z,Y
n

− ∇ +
−

( )( )
, ( )

2( 1)( 2)

X s
g Z,Y   X,Y,Z M

n n
∀ ∈

− −
X .  ((11..99ΑΑ..44)) 

Αφαιρώντας τις (1.9Α.3) και (1.9Α.4) κατά µέλη, και λαµβάνοντας υπόψη την (1.9Α.1), προκύπτει η 
ζητούµενη σχέση.        

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 99 ΒΒ ..  [Y,K]. ΟΟΟΟΟΟΟΟ ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         11111111 ........ 11111111 00000000 ........     Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης. 

AAAAAAAA ........     Σε κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, η παραλληλία του τανυστή Ricci ταυτίζεται µε 
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την τοπική συµµετρικότητα. 

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη και Ricci-επίπεδη πολλαπλότητα, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 11 00 ΑΑ ..  Η τοπική συµµετρικότητα, καταρχήν, είναι υποκλάση της παραλληλίας του 
τανυστή Ricci. Υποθέτουµε τώρα λοιπόν τη Ricci-παραλληλία. Από τη συναλλοίωτη διαφόριση του 
τανυστή καµπυλότητας, έχουµε 

( )( )U
R X,Y,Z,W∇ = ( )( ) ( ) ( )U UU R X,Y,Z,W R X,Y,Z,W R X, Y,Z,W− ∇ − ∇ −   

 ( ) ( )U U
R X,Y, Z,W R X,Y,Z, W− ∇ − ∇ , ( )X,Y,Z,W,U M∀ ∈X , 

αλλά µε βάση το Θεώρηµα 1.7, και χρησιµοποιώντας τον Ορισµό 1.5Α, παίρνουµε  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )[ −∇+∇
−

=∇ Y,WX,ZgY,WX,Zg
n

X,Y,Z,WR UUU ρρ
2

1

 
( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )U U U U

g X,W Y,Z g X,W Y,Z X,Z g Y,W X,Z g Y,Wρ ρ ρ ρ− ∇ − ∇ + ∇ + ∇ −

 
( )( ) ( ) ( )( )( )U UX,W g Y,Z X,W g Y,Zρ ρ− ∇ − ∇ −   

 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( 1)( 2)

U s
g X,Z g Y,W g X,W g Y,Z

n n
− −  − −

,  
( )X,Y,Z,W,U M∀ ∈X

, 

κι εξαιτίας της παραλληλίας του µετρικού τανυστή g και του τανυστή Ricci, δηλ. 0g∇ ≡  και 0ρ∇ ≡  
αντίστοιχα, θα έχουµε 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( 1)( 2)
U

U s
R X,Y,Z,W g X,Z g Y,W g X,W g Y,Z

n n
∇ = − −  − −

, ( )X,Y,Z,W,U M∀ ∈X . 

Από την παραλληλία του τανυστή Ricci, συνάγουµε τη σταθερότητα της αριθµητικής καµπυλότητας, 
που µέσω της παραπάνω σχέσης, δίνει τελικά την τοπική συµµετρικότητα. Άρα λοιπόν, συνάγουµε τη 
ζητούµενη ταύτιση. 

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   11 .. 11 00 ΒΒ ..  Από το Θεώρηµα 1.7, και χρησιµοποιώντας τον Ορισµό 1.5Α, συνεπάγεται η 
ολική επιπεδότητα της πολλαπλότητας. ΟΟΟΟΟΟΟΟ ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

  22..   ΑΑ ππ όό λλ υυττ αα  φφρρ άάγγμμ ααττ αα  κκααμμ ππ υυ λλ οο ττ ήή ττ ωωνν     

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 11111111 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα Riemann n-διάστασης. Κάθε (Μ,J,g) σύµµορφα επίπεδη 

πολλαπλότητα, είναι πολλαπλότητα Einstein, αν και µόνο αν είναι πολλαπλότητα σταθερής 

τµηµατικής καµπυλότητας. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  (A) Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα Einstein. ∆ιακρίνουµε τώρα τις δύο υποπεριπτώσεις: 
3n =  και 3n > . 

 (A1) Έστω 3n = . Τότε είναι γνωστό πως είναι πολλαπλότητα σταθερής τµηµατικής καµπυλότητας. 

 (A2) Έστω 3n > . Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), συνεπάγεται ο µηδενισµός του σύµ-
µορφου τανυστή Weyl, κι εφόσον η σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα είναι, από την υπόθεση (Α), 
πολλαπλότητα Einstein, θα συνεπάγεται και τη σταθερότητα της τµηµατικής καµπυλότητας. 

 (B) Έστω (Μ,g) πολλαπλότητα σταθερής τµηµατικής καµπυλότητας. Από τον ορισµό της 
καµπυλότητας Ricci r θα έχουµε 

( ) 1
( ) , ( )r X ρ X, X   X M,g= ∀ ∈X , 
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όπου 
1
( )M,gX  τα µοναδιαία διανυσµατικά πεδία της πολλαπλότητας ( )M,g , κι απ’ τον ορισµό του 

τανυστή Ricci, 

( ) )(,)( 1

1

gM,X  ,X,eX,eRXr
n

i

ii X∈∀=∑
=  

όπου 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική βάση. Με βάση τον ορισµό της τµηµατικής καµπυλότητας, η 

παραπάνω σχέση γράφεται 

( ) ( )2

1

1

( ) 1 , ( )
n

i i

i

r X Κ X,e g X,e   X M,g
=

 = − ∀ ∈ ∑ X , 

όπου K  η τµηµατική καµπυλότητα της πολλαπλότητας ( )M,g . Επειδή από την υπόθεση (Β) θα ισχύει 
K c≡ , c∈� , η προηγούµενη εξίσωση γράφεται  

( ) ( ) ( )2
2 2 2

1

1 1 1

( ) 1 , ( )
n n n

k

i i ki

i i i

r X c g X,e c n g X,e c n X g   X M,g
= = =

     
= − = − = − ∀ ∈     

     
∑ ∑ ∑ X , 

δηλαδή 

( )2

1
( ) , ( )r X c n X   X M,g= − ∀ ∈X ,  

Άρα ( 1)r n c≡ − , κι εποµένως, λόγω της σταθερότητας της καµπυλότητας Ricci, η πολλαπλότητα θα 
είναι τελικά Einstein.        OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........     

ΠΠΠΠΠΠΠΠ ΟΟΟΟΟΟΟΟ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΙΙΙΙΙΙΙΙ ΣΣΣΣΣΣΣΣ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 22222222 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . Κάθε (Μ,J,g) 

σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα που διαθέτει Ερµητιανό τελεστή Ricci (δηλ. που διατηρεί τον 

τελεστή Ricci J-αναλλοίωτο, Q J J Q=� � ), ανήκει στη δεύτερη κλάση των πολλαπλοτήτων Gray, δηλ. 

(Μ,J,g)  ΑΗ2-πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2( 1)
R X,Y,Z,W g X,Z ρ Y,W g Y,Z ρ X,W ρ X,Z g Y,W ρ Y,Z ρ X,W

n
= − + − −  −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Z g Y,W g Y,Z g X,W X,Y,Z,W M

n n
− − ∀ ∈  − −

X , 

κι εφόσον ο τελεστής Ricci είναι Ερµητιανός, ικανοποιείται η σχέση 

( ) ( ) ( ) ( ) , ( )R X,Y,Z,W R X,Y,JZ,JW R X,JY,Z,JW R X,JY,JZ,W   X,Y,Z,W M− = + ∀ ∈X , 

δηλαδή 

( ) ( ) , ( )G X,Y,Z,W G X,JY,Z,JW   X,Y,Z,W M= ∀ ∈X , 

κι εποµένως, (Μ,J,g) ΑΗ2-πολλαπλότητα. OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΛΛΛΛΛΛΛΛ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 33333333 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . Κάθε (Μ,g) σύµ-

µορφα επίπεδη πολλαπλότητα σηµειακά, σταθερής ολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας είναι 

πολλαπλότητα ασθενώς *Einstein και ισχύουν οι σχέσεις 
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( ) ( ) ( )2(2 1) , ( )
H

X,Y ρ JX,JY n f g X,Y   X,Y Mρ + = − ∀ ∈X , 2 (2 1)
H

s n n f= − , * 2
H

s nf= , 

όπου   ( )
H H

H f , f M≡ ∈F . 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7) και τον ορισµό της ολοµορφικής τµηµατικής 
καµπυλότητας H , συνεπάγεται ότι 

( ) ( )2 2 21
( ) , ( )

2( 1) 2(2 1)( 1)

s
Η X X ρ X,X ρ JX,JX X X   X M

n n n
= + − ∀ ∈  − − −

X , 

και καθώς η πολλαπλότητα είναι σηµειακά σταθερής ολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας, δηλαδή  

  ( )
H H

H f , f M≡ ∈F , 

η προηγούµενη σχέση γίνεται 

( ) ( ) 2
2( 1) , ( )

2 1
H

s
ρ X,X ρ JX,JX n f X   X M

n

 + = − + ∀ ∈ − 
X .  ((22..33..11)) 

Πολώνοντας (αντικαθιστώντας δηλ. τυχαίο διανυσµατικό πεδίο X  µε το επίσης τυχαίο X Y+ ), έχουµε 
άµεσα 

( ) ( ) 2
2( 1) , ( )

2 1
H

s
ρ X Y,X Y ρ JX JY,JX JY n f X Y   X,Y M

n

 + + + + + = − + + ∀ ∈ − 
X , 

και µε τη βοήθεια της (2.3.1), θα έχουµε  

( ) ( ) ( )2( 1) , ( )
2 1

H

s
ρ X,Y ρ JX,JY n f g X,Y   X,Y M

n

 + = − + ∀ ∈ − 
X .  ((22..33..22)) 

Ανάγοντας τη (2.3.2) στην αριθµητική καµπυλότητα, παίρνουµε 

2 ( 1)
2 1

H

ns
s n n f

n
= − +

−
 , 

δηλαδή 2 (2 1)
H

s n n f= − . Αντικαθιστώντας τώρα στη (2.3.2), παίρνουµε τελικά το ζητούµενο 

( ) ( ) ( )2(2 1) , ( )
H

ρ X,Y ρ JX,JY n f g X,Y   X,Y M+ = − ∀ ∈X .  ((22..33..33))  

Είναι τώρα γνωστό [S – Corollary 4.7], ότι στις πολλαπλότητες σηµειακά σταθερής ολοµορφικής 
τµηµατικής καµπυλότητας, ισχύει  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )* *
3 3 4( 1) , ( )

H
ρ X,Y ρ JX,JY ρ X,Y ρ JX,JY n f g X,Y   X,Y M+ + + = + ∀ ∈X .  

Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), παίρνουµε  

( ) ( ) ( ) ( )1
, ( )

2( 1) 2( 1)(2 1)

s
ρ X,Y ρ X,Y ρ JX,JY g X,Y   X,Y M

n n n

∗ = + − ∀ ∈  − − −
X  

και σε συνδυασµό µε την προηγούµενη σχέση καθώς και την (2.3.3), συνάγουµε ότι η πολλαπλότητα 
είναι ασθενώς *Einstein, µε * 2

H
s nf= . OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  
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ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 44444444 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . 

AAAAAAAA ........     Κάθε    (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, σηµειακά σταθερής ολοµορφικής τµηµατικής 

καµπυλότητας, Ερµητιανού τελεστή Ricci, είναι πολλαπλότητα σταθερής τµηµατικής 

καµπυλότητας. 

BBBBBBBB ........     Κάθε    (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα σχεδόν Kaehler, Ερµητιανού τελεστή Ricci που 

έχει σηµειακά σταθερή ολοµορφική τµηµατική καµπυλότητα, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

ΓΓΓΓΓΓΓΓ ........     Κάθε    (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, σηµειακά σταθερής ολοµορφικής τµηµατικής 

καµπυλότητας Ερµητιανού τελεστή Ricci κι επιπλέον ταυτίζονται απόλυτα η αριθµητική κι η 

*αριθµητική καµπυλότητα, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

∆∆∆∆∆∆∆∆ ........         Κάθε    (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα para-Kaehler, σηµειακά σταθερή ολοµορφικής 

τµηµατικής καµπυλότητα, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 44 AA ..  Από το Λήµµα 2.3, κι επειδή η σχεδόν Hermite πολλαπλότητα διαθέτει Ερµητιανό 
τελεστή Ricci, θα έχουµε, (2 1)

H
n f gρ = − , ( )

H
f M∈F , δηλαδή, (M,g) πολλαπλότητα Einstein. Σύµφωνα 

όµως µε το Θεώρηµα 2.1, συνάγουµε τελικά τη σταθερότητα της τµηµατικής καµπυλότητας. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 44 ΒΒ ..  Από το Θεώρηµα 2.4Α, η (Μ,g) είναι πολλαπλότητα σταθερής τµηµατικής 
καµπυλότητας, κι επειδή επιπλέον είναι και πολλαπλότητα σχεδόν Kaehler, σύµφωνα µε γνωστό 
αποτέλεσµα [O – Theorem], θα είναι τελικά επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 44 ΓΓ ..  Από το Θεώρηµα 2.4Α και από γνωστό αποτέλεσµα για τις σταθερές τµηµατικές 
καµπυλότητες, συνεπάγεται ότι η (Μ,g) είναι τελικά επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 44 ∆∆ ..  Επειδή (Μ,J,g) πολλαπλότητα para-Kaehler, θα έχουµε *s s= , και σύµφωνα µε το 
Θεώρηµα 2.4Γ, θα συνεπάγεται προφανώς ότι η (Μ,g) είναι τελικά επίπεδη πολλαπλότητα. OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 55555555 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . Κάθε (Μ,J,g) 

σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα που διαθέτει αντι-Ερµητιανό τελεστή Ricci (δηλ. που διατηρεί τον 

τελεστή Ricci J-αντιαλλοίωτο, 0Q J J Q+ ≡� � ), είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), παίρνουµε 

( )R X,JX,Y,JY =

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2( 1)
g X,Y ρ JX,JY g JX,Y ρ X,JY ρ X,Y g JX,JY ρ JX,Y g X,JY

n
− + − −  −

 ( ) ( )2 2
, ( )

2(2 1)( 1)

s
g X,Y Φ X,Y   X,Y M

n n
 − + ∀ ∈ − −

X ,  

όπου Φ  η σχεδόν µιγαδική µορφή, δηλ. ( , ) ( , ), ( )X Y g X JY   X,Y MΦ = ∀ ∈X , και εξαιτίας του αντι-
Ερµητιανού τελεστή Ricci, θα έχουµε 

( ) ( ) ( )2 2
, ( )

2(2 1)( 1)

s
R X,JX,Y,JY g X,Y Φ X,Y   X,Y M

n n
 = − + ∀ ∈ − −

X .  ((22..55..11))  

Κατά συνέπεια 

( ) 1, ( )
2(2 1)( 1)

s
H X   X M

n n
= − ∀ ∈

− −
X ,  ((22..55..22))  
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δηλαδή, καταλήγουµε στη σηµειακή σταθερότητα της ολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας. Από το, 
Λήµµα 2.3, λόγω του αντι-Ερµητιανού τελεστή Ricci, συνάγουµε την ολοµορφική επιπεδότητα, κι άρα, 
από την Θεώρηµα 2.4Α,τελικά παίρνουµε την επιπεδότητα της πολλαπλότητας. OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 66666666 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . Κάθε (Μ,J,g) 

σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, σηµειακά σταθερής ολοµορφικής διτµηµατικής καµπυλότητας, 

είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  Έστω 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική J-βάση. Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), 

παίρνουµε τις σχέσεις 

( )R X,Y,JX,JY = ( ) ( ) ( ) ( )21
, ( )

2( 1) 2( 1)(2 1)

s
Φ X,Y ρ X,JY JX,Y Φ X,Y   X,Y M

n n n
ρ− − ∀ ∈  − − −

X , 

( )R X,JY,JX,Y = ( ) ( ) ( )1

2( 1)
g X,Y ρ X,Y JX,JY

n
ρ− + +  −

( )2

2( 1)(2 1)

s
g X,Y

n n− −
,  ( )X,Y M∀ ∈X . 

Σύµφωνα µε την πρώτη ταυτότητα Bianchi, ισχύει 

( ) ( ) ( ) , ( )R X,JX,Y,JY R X,Y,JX,JY R X,JY,JX,Y   X,Y M= − ∀ ∈X , 

οπότε, αντικαθιστώντας τις δύο προηγούµενες σχέσεις, παίρνουµε 

( )R X,JX,Y,JY = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2( 1)
Φ X,Y ρ X,JY JX,Y g X,Y ρ X,Y JX,JY

n
ρ ρ − + + −       −

 ( ) ( )2 2
, ( )

2( 1)(2 1)

s
g X,Y Φ X,Y   X,Y M

n n
 − + ∀ ∈ − −

X .  ((22..66..11))  

Εφόσον από την υπόθεση έχουµε τη σηµειακή σταθερότητα της ολοµορφικής διτµηµατικής καµπυ-
λότητας, δηλ. ,  (M)

h h
h f f≡ ∈F , η σχέση (1) για X Y=  γίνεται 

( ) ( )2 2 21
, ( )

2( 1)(2 1) 2( 1)
h

s
f X g X,Y Φ X,Y   X M

n n n

 
 + = + ∀ ∈   − − − 

X , 

από όπου έχουµε 

2 (2 1)
h

s
f

n n
=

−
. 

Αντικαθιστώντας τη σχέση αυτή στην (2.6.1) κι αντικαθιστώντας ,     ( )
i j

X e Y e i j= = ≠  παίρνουµε την 
αριθµητική επιπεδότητα, από την οποία σύµφωνα µε το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), συνάγουµε 
την ολική επιπεδότητα της πολλαπλότητας.          OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 77777777 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . Κάθε (Μ,J,g) 

σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, σηµειακά σταθερής *τµηµατικής καµπυλότητας, είναι επίπεδη 

πολλαπλότητα, δηλ.  

*

*
( )

p K
K f ,  p M≡ ∀ ∈P , * ( )

K
f M∈F ,  

όπου ( )MP  τα εφαπτόµενα επίπεδα, δηλ. οι δισδιάστατοι διανυσµατικοί υπόχωροι των 
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διανυσµατικών πεδίων ( )MX  της πολλαπλότητας. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), παίρνουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2( 1)
R X,Y,JX,JY Φ X,Y ρ X,JY Φ X,Y ρ JX,Y

n
= − −  −

 ( )2
, ( )

2( 1)(2 1)

s
Φ X,Y   X,Y M

n n
− ∀ ∈

− −
X , 

και περιοριζόµενοι στα αντιολοµορφικά ζεύγη διανυσµατικών πεδίων ( )X,Y , συνεπάγεται 

( ) ( )0, ( )
a

R X,Y,JX,JY   X,Y M,J,g≡ ∀ ∈X , 

δηλαδή 

*
0, ( )

a

p pJp
K K   p M,J,g= ≡ ∀ ∈P , 

όπου ( )a M,J,gX  τα αντιολοµορφικά ζεύγη διανυσµατικών πεδίων και ( )a M,J,gP  τα αντιολοµορφικά 
επίπεδα (οριζόµενα από αντιολοµορφικά ζεύγη διανυσµατικών πεδίων) της σχεδόν µιγαδικής 
πολλαπλότητας ( )M,J,g . Εξαιτίας της υποθέσεως για τη σηµειακή σταθερότητα της *τµηµατικής 
καµπυλότητας, θα ισχύει γενικότερα 

*
0, ( )

p pJp
K K   p M= ≡ ∀ ∈P .  ((22..77..11)) 

Είναι γνωστό όµως ότι η σηµειακή *τµηµατική σταθερότητα της καµπυλότητας συνεπάγεται τη 
σηµειακή σταθερότητα της ολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας και συγκεκριµένα ισχύει,  

* , ( )
h

p K
H f   p M,J,g≡ ∀ ∈P , 

όπου ( )h M,J,gP  τα ολοµορφικά επίπεδα (οριζόµενα από ολοµορφικά ζεύγη διανυσµατικών πεδίων) 
της σχεδόν µιγαδικής πολλαπλότητας ( )M,J,g . Από τη σχέση (2.7.1), συνάγουµε λοιπόν την 
ολοµορφική επιπεδότητα της πολλαπλότητας, κι έτσι από το Θεώρηµα 2.4Α, καταλήγουµε άµεσα στην 
ολική επιπεδότητα της πολλαπλότητας.        OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 88888888 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . 

ΑΑΑΑΑΑΑΑ ........  Σε κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, ισχύει η σχέση *(2 1)s n s= − .        

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........  Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη, *Ricci-επίπεδη πολλαπλότητα, Ερµητιανού τελεστή Ricci, είναι 

επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 88 ΑΑ ..  Έστω 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική J-βάση. Από τον ορισµό του τανυστή 

*Ricci και το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), προκύπτει  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

*

1 1

1

2( 1)

n n

i i i iii

i i

X,Y Φ X,Y ρ Φ e ,Y ρ X,Je ρ e ,JY Φ X,e
n

ρ
= =

    
= − + −    −     

∑ ∑  

( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Y

n n
−

− −
, ( )X,Y M∀ ∈X ,  ((22..88ΑΑ..11)) 

κι ανάγοντας την προηγούµενη σχέση στις πρωταρχικές καµπυλότητες *Ricci, παίρνουµε 
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2
* 2

1

1

1
,  

2( 1) 2( 1)(2 1)

n
n

j ij ij ij ij

i

s
r g g j

n n n
ρ ρ

=

 
= + − ∀ ∈ − − − 

∑ � , 

δηλαδή 

( )* 2

1

1
,  

2( 1) 2( 1)(2 1)

n

j j j

s
r r r j

n n n
= + − ∀ ∈

− − −
� .  ((22..88ΑΑ..22)) 

Αθροίζοντας, θα έχουµε 

*

1 ( 1)(2 1)

s ns
s

n n n
= −

− − −
, 

δηλαδή, *)12( sns −= . 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 8 Β .  Έστω 
1

( )   ( ( ) )n

i i
e M ,g= X -ορθοκανονική J-βάση. Ισχύει τότε 

2

1 1 1 1 1

0
n n n n n

ii ii ii iiii
i i i i i

ρ ρ ρ ρ ρ
= = = = =

= + = − ≡∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 

οπότε, η σχέση (2.8Α.1) µπορεί να γραφεί 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

*

1

1

2( 1)

n

i i i i

i

X,Y g Je ,Y g QX,Je g e ,QJY g JX,e
n

ρ
=

 
= + −  

∑ ( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Y

n n
−

− −
,   

    ( )X,Y M∀ ∈X , 

δηλαδή 

( ) ( ) ( )* 1

2( 1)
X,Y g QX,Y g QJY,JX

n
ρ = + −  −

( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Y

n n− −
,  ( )X,Y M∀ ∈X , 

κι εποµένως 

( ) ( ) ( )* 1

2( 1)
X,Y X,Y JX,JY

n
ρ ρ ρ= + −  −

( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Y

n n− −
,  ( )X,Y M∀ ∈X .  ((22..88ΒΒ..11)) 

Λόγω της *Ricci-επιπεδότητας, δηλ. * 0ρ ≡ , από το Θεώρηµα 2.8Α, προκύπτει η αριθµητική 
επιπεδότητα, δηλ. 0s ≡ . Έτσι, η σχέση (2.8Β.1) σε συνδυασµό µε τον Ερµητιανού τελεστή Ricci, δίνει 
τη Ricci-επιπεδότητα, δηλ. 0ρ ≡ , η οποία µε βάση το Θεώρηµα 1.10Β, δίνει µε τη σειρά της τη 
ζητούµενη ολική επιπεδότητα της πολλαπλότητας. OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........     

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 99999999 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . 

ΑΑΑΑΑΑΑΑ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, διάστασης 2 6n ≥ , σηµειακά σταθερής 

αντιολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας, είναι πραγµατική χωρική µορφή. 

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη, *αριθµητικά επίπεδη πολλαπλότητα, σηµειακά σταθερής 

αντιολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

ΓΓΓΓΓΓΓΓ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, σηµειακά σταθερής αντιολοµορφικής 

τµηµατικής καµπυλότητας, της οποίας η αριθµητική κι *αριθµητική καµπυλότητα ταυτίζονται 

απόλυτα, δηλ. *
s s= , είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 
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∆∆∆∆∆∆∆∆ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα para-Kaehler, σηµειακά σταθερής 

αντιολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα σχεδόν Kaehler, διάστασης 2 8n ≥ , σηµειακά 

σταθερής αντιολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας, είναι επίπεδη πολλαπλότητα. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 99 ΑΑ ..  Επειδή (Μ,J,g) πολλαπλότητα σηµειακά σταθερής αντιολοµορφικής τµηµατικής 
καµπυλότητας, θα διαθέτει ως γνωστόν [F,F,K], Ερµητιανό τελεστή Ricci, οπότε από το Πόρισµα 2.2, 
θα είναι AH2-πολλαπλότητα, δηλαδή RK-πολλαπλότητα. Είναι όµως γνωστό [F,F – Theorem A], ότι 
κάθε RK-πολλαπλότητα, διάστασης 2 6n ≥ , σηµειακά σταθερής αντιολοµορφικής τµηµατικής καµ-
πυλότητας είναι µιγαδική ή πραγµατική χωρική µορφή. Επειδή όµως η µιγαδική χωρική µορφή, είναι 
πολλαπλότητα Kaehler [T1], η πολλαπλότητα θα είναι τελικά επίπεδη. Άρα λοιπόν, η πολλαπλότητα 
απόµένει τελικά να είναι πραγµατική χωρική µορφή. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 99 ΒΒ ..  Από το Θεώρηµα 2.8A, λαµβάνουµε την αριθµητική και *αριθµητική επιπεδότητα 
της πολλαπλότητας. Ισχύει όµως [F,F,K], για τις πολλαπλότητες σηµειακά σταθερής αντι-ολοµορφικής 
τµηµατικής καµπυλότητας, η σχέση *8 ( 1)( 1) (2 1) 3

A
n n n f n s s+ − = + −  όπου 

,  ( )
a

p A
A f p M,J,g≡ ∀ ∈P , ( )

A
f M∈F .  

Έτσι λοιπόν, συµπεραίνουµε την αντιολοµορφική επιπεδότητα της πολλαπλότητας, κι εποµένως η 
σχέση  

( ) 2( 1)
p A

H r X n f= − − , ,  ( )hX p p M,J,g∀ ∈ ∀ ∈P , 

που προκύπτει από τη βασική σχέση των πολλαπλοτήτων σηµειακά σταθερής αντιολοµορφικής τµη-
µατικής καµπυλότητας [G], γίνεται 

( )
p

H r X= , ,  ( )hX p p M,J,g∀ ∈ ∀ ∈P .  ((22..99ΒΒ..11)) 

Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7) και λόγω της *αριθµητικής επιπεδότητας, έχουµε τη σχέση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2( 1)
R X,Y,Z,W g X,Z ρ Y,W g Y,Z ρ X,W ρ X,Z g Y,W ρ Y,Z ρ X,W

n
= − + −  −

, 

 ( )X,Y,Z,W M∀ ∈X , 

από όπου  

1
( ),  ,  ( )

1

h

p
H r X X p p M,J,g

n
= ∀ ∈ ∀ ∈

−
P , 

κι άρα από την (2.9Β.1) συµπεραίνουµε την ολοµορφική επιπεδότητα, η οποία, βάση του Θεωρήµατος 
2.4Α, οδηγεί τελικά στην ολική επιπεδότητα της πολλαπλότητας. 

    ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 99 ΓΓ ..  Από το Θεώρηµα 2.8A, λαµβάνουµε την αριθµητική και *αριθµητική επι-πεδότητα 
της πολλαπλότητας, οπότε µε άµεση χρήση του Θεωρήµατος 2.9Β, συνάγουµε τελικά την ολική 
επιπεδότητα της πολλαπλότητας. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 99 ∆∆ ..  Άµεσο αποτέλεσµα από το Θεώρηµα 2.9Γ. 

 Α Π Ο ∆ Ε Ι Ξ Η :  2 . 9 Ε .  Από γνωστό αποτέλεσµα, κάθε (M,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Kaehler, διά-
στασης 2 8n ≥ , σηµειακά σταθερής αντιολοµορφικής τµηµατικής καµπυλότητας, είναι µιγαδική χωρι-
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κή µορφή. Όµως, από το Θεώρηµα 2.9∆, συµπεραίνουµε άµεσα τη ζητούµενη επιπεδότητα της πολλα-
πλότητας.            OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........  

ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 11111111 00000000 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 42 ≥n . 

AAAAAAAA ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, η οποία έχει απόλυτα φραγµένη την 

ολοµορφική τµηµατική καµπυλότητα, δηλ. , ( ),   ( )p Η ΗH f  p M  f M≤ ∀ ∈ ∈P F , θα έχει απόλυτα 

φραγµένες και τις υπόλοιπες καµπυλότητες, κατά τρόπο ώστε 

  2 (2 1)
Η

s n n f≤ − , 2
*

Ηs nf≤ , 

  2(2 1)
H

r r J n f+ ≤ −� , 

  
7 3

4   ( )
1

pq JpJq H

n
K K f , p,q M

n

−
+ ≤ ∀ ∈

−
P , 

  
7 3

2   ( )
1

h

pq H

n
H f , p,q M,J,g

n

−
≤ ∀ ∈

−
P , 

  
7 3

2   ( )
1

p Jp H

n
K K f , p M

n

−
+ ≤ ∀ ∈

−
P , 

  ( )* 5 2
cos 4 cos 2    ( )

1 1

H

p p p H

f n
K n f , p M

n n
δ δ

− ≤ + − ≤ ∀ ∈ − −
P . 

 όπου 
p

δ  η ολοµορφική απόκλιση του επιπέδου ( )p M∈P , δηλ. 

  
2 2

( , )
( , ),   ( , )     cos ,   ( , )

p p p p

X Y
X JY X Y B X Y B

X Y

Φ
δ δ= ∈ ⇔ = ∈� . 

ΒΒΒΒΒΒΒΒ ........  Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, η οποία έχει απόλυτα φραγµένη την 

ολοµορφική τµηµατική καµπυλότητα, δηλ. , ( ),   ( )p Η ΗH f  p M  f M≤ ∀ ∈ ∈P F  κι επιπλέον έχει 

µη-αρνητική την καµπυλότητα Ricci, θα έχει απόλυτα φραγµένες και τις (δι)τµηµατικές 

καµπυλότητες, κατά τρόπο ώστε 

  
7 3

4   ( )
1

pq H

n
K f , p,q M

n

−
≤ ∀ ∈

−
P , 

  
7 3

2  ( )
1

p H

n
K f , p M

n

−
≤ ∀ ∈

−
P , 

  ( )* 5 2
cos 4 cos 2    ( )

2( 1) 2( 1)

H

p p p H

f n
K n f , p M

n n
δ δ

− ≤ + − ≤ ∀ ∈ − −
P . 

ΓΓΓΓΓΓΓΓ ........     Κάθε (Μ,g) σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα Ερµητιανού τελεστή Ricci, η οποία έχει 

απόλυτα φραγµένη την ολοµορφική τµηµατική καµπυλότητα, δηλ. 

, ( ),   ( )p Η ΗH f  p M  f M≤ ∀ ∈ ∈P F , θα έχει απόλυτα φραγµένες και τις καµπυλότητες, κατά 
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τρόπο ώστε 

  (2 1)
H

r n f≤ − , 

  
7 3

2   ( )
1

pq H

n
K f , p M

n

−
≤ ∀ ∈

−
P , 

  
7 3

  ( )
1

p H

n
K f , p M

n

−
≤ ∀ ∈

−
P . 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 11 00 AA ..  Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7) και τον ορισµό της ολοµορφικής 
τµηµατικής καµπυλότητας, θα έχουµε 

( ) ( )2 2 21
( ) , ( )

2( 1) 2( 1)(2 1)

s
Η X X ρ X,X ρ JX,JX X X   X M

n n n
= + − ∀ ∈  − − −

X , 

ή αλλιώς 

( ) ( ) 2
2( 1) ( ) , ( )

2 1

s
ρ X,X ρ JX,JX n Η X X   X M

n

 + = − + ∀ ∈ − 
X . 

Παίρνοντας τις απόλυτες τιµές κι εφαρµόζοντας την υπόθεση του απόλυτου φράγµατος, δηλαδή 

( ) ( ) 2
2( 1) , ( )

2 1
Η

s
ρ X,X ρ JX,JX n f X   X M

n

 
+ ≤ − + ∀ ∈ 

− 
X ,   ((22..1100ΑΑ..11))  

κι αθροίζοντας για να πάρουµε την αριθµητική καµπυλότητα, έχουµε 

2 ( 1)
2 1

Η

n s
s n n f

n
≤ − +

−
, 

οπότε απλοποιώντας, έχουµε τελικά 

2 (2n 1)
H

s n f≤ − .  ((22..1100ΑΑ..22))  

Από τη (2.10Α.2), µε βάση το Θεώρηµα 2.8Α, άµεσα προκύπτει 2
*

Ηs nf≤ . Από την (2.10Α.1) και τη 
(2.10Α.2) συνεπάγεται η ανισότητα για τις καµπυλότητες Ricci 

2(2 1)
H

r r J n f+ ≤ −� .  ((22..1100ΑΑ..33)) 

Ο τανυστής Ricci κι η καµπυλότητα Ricci συνδέονται µε τη σχέση 

( ) 2 2 2
2 ( ) ( ) ( ) ,  ( )X,Y r X Y X Y r X X r Y Y X,Y Mρ = + + − − ∀ ∈X , 

από την οποία συνεπάγεται 

( ) ( ) [ ] 2
2 2 ( ) ( )X,Y JX,JY r X Y r JX JY X Yρ ρ+ = + + + + −

 [ ] [ ]2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( )r X r JX X r Y r JY Y X,Y M− + − + ∀ ∈X , 

και παίρνοντας τις απόλυτες τιµές, εφαρµόζουµε την ανισότητα (2.10Α.3), οπότε έχουµε 
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( ) ( ) ( )2 2
2(2 1) ,  ( )HX,Y JX,JY n f X Y g X,Y X,Y Mρ ρ  + ≤ − + + ∀ ∈  

X .  ((22..1100ΑΑ..44)) 

Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), έχουµε τη σχέση 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

2( 1)
R X,Y,Z,W g X,Z ρ Y,W g Y,Z ρ X,W ρ X,Z g Y,W ρ Y,Z ρ X,W

n
= − + − −  −

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Z g Y,W g Y,Z g X,W X,Y,Z,W M

n n
− − ∀ ∈  − −

X , 

και προσθέτοντας σ’ αυτή, την αντίστοιχη σχέση για τα J-διανυσµατικά πεδία, παίρνοντας τι 
απόλυτες τιµές, κι εφαρµόζοντας τις ανισότητες (2.10Α.2) και (2.10Α.4), συνεπάγεται 

( ) ( )R X,Y,Z,W R JX,JY,JZ,JW+ ≤ ( ) ( )2 22 1
 

1
H

n
f g X,Z Y W g Y,W

n

−   + +   −

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
g Y,Z X W g X,W g Y,W X Z g X,Z   + + + + + + +      

( ) ( )2 2
g X,W Y Z g Y,Z  + + + +  

( ) ( ) ( ) ( )2
  ,  ( )

1
H

n
f g X,Z g Y,W g Y,Z g X,W X,Y,Z,W M

n
 + + ∀ ∈ −

X .  ((22..1100ΑΑ..55)) 

Από την παραπάνω γενική σχέση, και καθώς ισχύει 

( ) 2 22 ,  ( )g X,Y X Y X,Y M≤ ∀ ∈X , 

παίρνουµε 

( ) ( ) 2 1
12

1
H

n
R X,Y,Z,W R JX,JY,JZ,JW f

n

−
+ ≤

− 1

4
,  ( )

1
H

n
f X,Y,Z,W M,g

n
+ ∀ ∈

−
X , 

δηλαδή 

7 3
4 ,  ( )

1
pq JpJq H

n
K K f p M

n

−
+ ≤ ∀ ∈

−
P , 

από όπου παίρνουµε και τη σχέση 

7 3
2 ,  ( )

1

h

pq H

n
H f p,q M,J,g

n

−
≤ ∀ ∈

−
P . 

Από τη σχέση (2.10Α.5), θα έχουµε επίσης 

( ) ( ) Hf
n

n
YJX,JY,JX,JRX,Y,X,YR

1

12
6

−
−

≤+ ( ) ( ) 1

2
,  ( )

1
H

n
f X,Y , Z,W M,g

n

⊥+ ∀ ∈
−

X , 

όπου 
1

( )M,g⊥X  τα ορθοµοναδιαία ζεύγη πολλαπλότητας Riemann ( )M,g , δηλαδή 

7 3
2 ,  ( )

1
p Jp H

n
K K f p M

n

−
+ ≤ ∀ ∈

−
P . 

Από τη σχέση (2.10Α.5), θα έχουµε τέλος 



ΤΤ ΟΟ ΥΥ ΛΛ ΙΙ ΑΑ ΣΣ   ΛΛ ..   ΘΘ ΩΩ ΜΜ ΑΑ ΣΣ   

  §§     22 ..   ΑΑ ππ όόλλ υυ τταα   ΦΦρρ άά γγ μμαα τταα   ΚΚαα μμππ υυ λλ οοττ ήήττωω νν   
1188 

( ) ( )R X,Y,JX,JY R JX,JY,X,Y+ ≤

 ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 22 1

1
H

n
f Φ X,Y X Y Φ X,Y Φ X,Y Y Y Φ X,Y

n

−    + + + + −   −

 ( )22
,  ( )

1
H

n
f Φ X,Y X,Y M

n
+ ∀ ∈

−
X , 

οπότε 

( ) 5 2
cos 4 cos 2  ,  ( )

1 1

H

pJp p p H

f n
K n f p M

n n
δ δ

− ≤ + − ≤ ∀ ∈ − −
P . 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 11 00 BB ..  Από το Θεώρηµα 2.10Α, η ανισότητα 

2(2 1)
H

r r J n f+ ≤ −� , 

λόγω της υποθέσεως της µη-αρνητικότητας της καµπυλότητας Ricci, µπορεί να γραφεί 

0 2(2 1)
H

r n f≤ ≤ − .  ((22..1100ΒΒ..11)) 

Ο τανυστής Ricci κι η καµπυλότητα Ricci συνδέονται, ως γνωστόν, µε τη σχέση 

( ) 2 2 2
2 ( ) ( ) ( ) ,  ( )X,Y r X Y X Y r X X r Y Y X,Y Mρ = + + − − ∀ ∈X , 

οπότε, λόγω ξανά της θετικότητας της καµπυλότητας Ricci και της ανισότητας (2.10Β.1), ο τανυστής 
Ricci φράσσεται απόλυτα κατά τρόπο ώστε  

( ) ( )2 2
2(2 1) ,  ( )HX,Y n f X Y g X,Y X,Y Mρ  ≤ − + + ∀ ∈  

X .  ((22..1100ΒΒ..22)) 

Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), έχουµε τη γνωστή σχέση 

( ) =X,Y,Z,WR ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
, , , , , , , ,

2( 1)
g X Z Y W g Y Z X W X Z g Y W Y Z X W

n
ρ ρ ρ ρ ρ− + −  −

 ( ) ( ) ( ) ( )[ ] )(  ,
1)2)(1(2

MX,Y,Z,WX,WgY,ZgY,WgX,Zg
nn

s
X∈∀−

−−
− , 

και παίρνοντας στην παραπάνω σχέση τις απόλυτες τιµές, κι εφαρµόζοντας την ανισότητα (2.10Β.2) 
καθώς και την ανισότητα 2 (2 n 1)

H
s n f≤ −  από το Θεώρηµα 2.10Α, συνεπάγεται 

( ) ≤X,Y,Z,WR ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 1
, , ,

1
H

n
f g X Z Y W g Y W g Y Z X W g X,W

n

−     + + + + +       −

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, ,g Y W X Z g X,Z g X W Y Z g Y,Z    + + + + + +      

 ( ) ( ) ( ) ( )2
 ,  ( )

1
H

n
f g X,Z g Y,W g Y,Z g X,W X,Y,Z,W M

n
 + + ∀ ∈ −

X , 

κι έτσι από την παραπάνω γενική σχέση, παρόµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.10Α, 
παίρνουµε τελικά τις ζητούµενες ανισότητες των καµπυλοτήτων. 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ::   22 .. 11 00 ΓΓ ..  Από το Θεώρηµα 2.10Α και λόγω του Ερµητιανού τελεστή Ricci, οι ζητούµενες 
ανισότητες συνεπάγονται άµεσα.  OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........   
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ΘΘΘΘΘΘΘΘ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ΩΩΩΩΩΩΩΩ ΡΡΡΡΡΡΡΡ ΗΗΗΗΗΗΗΗ ΜΜΜΜΜΜΜΜ ΑΑΑΑΑΑΑΑ ::::::::         22222222 ........ 11111111 11111111 ........     Έστω (Μ,J,g) πολλαπλότητα σχεδόν Hermite 2n-διάστασης, 2 4n ≥ . Κάθε (Μ,J,g) 

σύµµορφα επίπεδη πολλαπλότητα, της οποίας η καµπυλότητα Ricci φράσσεται απόλυτα, δηλ. 
r

r f≤ , 

( )
r

f M∈F , θα φράσσει επίσης απόλυτα και τις (δι)τµηµατικές καµπυλότητες, κατά τρόπο ώστε 

7 3
2   ( )

( 1)(2 1)
pq r

n
K f , p,q M

n n

−
≤ ∀ ∈

− −
P , 

7 3
  ( )

( 1)(2 1)
p r

n
K f , p M

n n

−
≤ ∀ ∈

− −
P , 

3 1
  ( )

( 1)(2 1)

h

p r

n
H f , p,q M,J,g

n n

−
≤ ∀ ∈

− −
P , 

* 3 1
cos cos 1    ( )

1 2 1 ( 1)(2 1)

r

p p p r

f n n
K f , p M

n n n n
δ δ

− ≤ + ≤ ∀ ∈ − − − − 
P . 

 ΑΑ ΠΠ ΟΟ ∆∆ ΕΕ ΙΙ ΞΞ ΗΗ ..  Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7) και τον ορισµό της ολοµορφικής τµηµατικής 
καµπυλότητας, έχουµε 

( ) ( ) 1

1
( ) ,  ( M )

2( 1) 2( 1)(2 1)

s
H X X,X JX,JX X

n n n
ρ ρ= + − ∀ ∈  − − −

X , 

οπότε παίρνοντας τις απόλυτες τιµές, κι εξαιτίας του απόλυτα φραγµένου τανυστή Ricci, θα ισχύει η 
ανισότητα 

1
,  ( )

1 2( 1)(2 1)
p r

s
H f p M

n n n
≤ + ∀ ∈

− − −
P .  ((22..1111..11))  

Από την υπόθεση του απόλυτου φράγµατος της καµπυλότητας Ricci, συνεπάγεται άµεσα ότι 2
r

s nf≤  
κι έτσι από την (2.11.1) θα φράσσεται τελικά απόλυτα κι η ολοµορφική τµηµατική καµπυλότητα, κατά 
τρόπο ώστε 

3 1
,  ( )

( 1)(2 1)
p r

n
H f p M

n n

−
≤ ∀ ∈

− −
P . 

Ο τανυστής Ricci κι η καµπυλότητα Ricci συνδέονται, ως γνωστόν, µε τη σχέση 

( ) 2 2 2
2 ( ) ( ) ( ) ,  ( )X,Y r X Y X Y r X X r Y Y X,Y Mρ = + + − − ∀ ∈X , 

οπότε, λόγω της υποθέσεως για την καµπυλότητα Ricci, ο τανυστής Ricci θα φράσσεται απόλυτα 
κατά τρόπο ώστε  

( ) ( )2 2
,  ( )rX,Y f X Y g X,Y X,Y Mρ  ≤ + + ∀ ∈  

X .  ((22..1111..22)) 

Από το Θεώρηµα Weyl (Θεώρηµα 1.7), έχουµε τη γνωστή σχέση 

( )R X,Y,Z,W = ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( )
2( 1)(2 1)

s
g X,Z g Y,W g Y,Z g X,W X,Y,Z,W M

n n
− − ∀ ∈  − −

X , 
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και παίρνοντας τις απόλυτες τιµές, κι εφαρµόζοντας την ανισότητα (2.11.2) καθώς και την ανισότητα 
2

r
s nf≤ , συνεπάγεται 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
,

2( 1)

rfR X,Y,Z,W g X,Z Y W g Y,W g Y Z X W g X,W
n

    ≤ + + + + +       −

 ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
g Y,W X Z g X,Z g X,W Y Z g Y,Z    + + + + + +      

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,  ( )
( 1)(2 1)

r

n
f g X,Z g Y,W g Y,Z g X,W X,Y,Z,W M

n n
 + + ∀ ∈ − −

X , 

κι έτσι από την παραπάνω γενική σχέση, παρόµοια µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.10Α, 
παίρνουµε τελικά τις ζητούµενες ανισότητες των καµπυλοτήτων. OOOOOOOO ........ ΕΕΕΕΕΕΕΕ ........ ∆∆∆∆∆∆∆∆ ........         
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