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Representacion graf
de funciones

El ser humano, a lo largo de Ja historia, ha utilizado las representaciones grificas como
expresién o como interpretacién de situaciones, objetos o fenémenos. En estas representa-
ciones estdn implicitas y se perciben de forma clara las caracterfsticas o propiedades més
notables de la situacién, objeto o fenémeno representado.

La curva o representacién grafica de una funcién nos permite visualizar sus caracteristicas
asociadas mds importantes en cuanto a continuidad, monotonfa, extremos relativos, ete. Por
tanto, es muy importante la representacién de las curvas o grificas de las funciones.

En esta unidad did4ctica utilizaremos las caracterfsticas generales de las funciones con el
fin de construir sus respectivas representaciones gralicas.

—_——

Representacién de un bisonte en las cuevas de Altamira, Cantabria, Espafia.
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ESQUEMA CONCEPTUAL

DOMINIO

| Dom f = [x =i F(x) €7}

| CONJUNTO IMAGEN O RECORRIDO
| Imf ={y=R|3x€R con f(x) =y}

‘ PUNTOS DE CORTE CON LOS E|JES

¢ Eje OX ¢ Eje OY
.V=f(X)L Y=f(X)l
Y= 0 x=0 g
SIMETRIAS

* Funcién par o simétrica respecto OY.
f(x) = f(~x); VxcDomf

‘ _ - = Funclon impar o simétrica respecto del origen.
REPRESENTACION f(x) = ~f(-x); VxEDom f
_ DE FUNCIONES o .
PERIODICIDAD

f(x) = f(x + KT); YKEZ
| T: periodo principal

ASINTOTAS

* Verticales: x=x,
*» Horizontales: y=y,
* Oblicuas: y=mx+ b

MONOTONIA Y EXTREMOS RELATIVOS I

——_'1 TIPO DE CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

B
— |NTERVALOS DE SIGNO CONSTANTE

ACTIVIDAD INICIAL

1. En las siguientes funciones estudia las caracterfsticas: dominio, los puntos de corte con los ejes, las si-
metrias, la periodicidad, las asintotas, la monotonia, los extremos relativos, ¢l tipo de concavidad y la
existencia o no de puntos de inflexién.

a) y=2x-8x b) y= ——
Xt =4
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1 Dominioy recorrido de una funcién

. Dominio de las funciones ’
mas usuales

B Dominio de una funcién f

* Funcionss polinémicas Dominio de una funcién fes el conjunto de valores de B que puede tomar la
Dom =R variable independiente para los cuales esta definida la funcion.
« Funciones racionales fraccionarias Dom f={x €] fix) ER}
P(x)
flX)=—===
x) Q)
pomf={x=7|Qx =0y | M Conjunto imagen o recorrido

| * Funcianes irracionales f(x) = V' g(x) Conjunto imagen o recorrido de una funcién es &l conjunto de valores de 2

. — Sinesimpar, Dom f= i que toma la variable dependiente.
— Sines par, " - . -
Dom f= (xR | g(x) = 0} Imf={y<h | 3x ER con f(x} = y}
s Funciones trigonometricas
— f{x) = sen [g(x)] T
— Ho= oos[ga] ) 2om 1= R
— f(x) = tg [g(x)]

Dom f= {x»:—"&i ERETE Keé’}

= Funciones exponenciales
fix)=aaci a>0,a=1
Dom =7

¢ Funciones logaritmicas

f(x) = logs [g(x)]
Dom = {x €| g(x) > 0}

ACTIVIDAD RESUELTA

1. Determina el dominio de las funciones:

x-1

a} oo = b) gx) =In (x* - 9)

a) Como f es una funcién irracional de indice par, su dominio es:

Dom = [x ER! E——:'ao}
| x4 2

Resolviendo la inecuacion correspondiente, obtenemos:
Dom f=(~w%, ~2) U1, 400) = R - [-2, 1)
b) La funcién g es de lipo logaritmico, por lo que su dominio sera:
Dom g = {x ER| x* -9 > 0}
Resolviendo la inecuacion correspondiente, oblenemos:

Domg=(-=-3)U (3, +x) = 2 - [-3, 3]

%
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2 Puntos de corte con los ejes. Simetria. Periodicidad

B Puntos de corte con los ejes

Son los puatos en los cuales la grifica de la funcidn f corta el eje de abscisas y/o
el eje de ordenadas.

Para determinar los puntos de corte con el eje de abscisas OX se resuelve al

sistema:
y=1fx)
y

Las soluciones de la ecuacién f(x) = 0, x), @y, ..., x, proporcionan los cortes con

0X: (x1, 0), ez 0), ..., (0 0).

Para determinar los puntos de corte con el eje de abscisas OY se resuelve &l
sistema: .
fx))

0

i
X

La solucién y proporciona el punto de corte con 011 (0, y1).

B Simetrias

Interesa estudiar las simetrias de una funcién de cara a su representacién grifi-
ca. Si la funcién es par o impar es suficiente representar la grafica correspon-
diente a las abscisas positivas.

Puede ocurrir que una [uncién sea par, impar o ninguna de las dos cosas. Para
determinar si existe o no simetria, hacemnos el siguiente estudio:

« Una funcion es par o simétrica respecto del eje de ordenadas si se verifica:

f{x) = f(—x); Yx=Dom f

* Una funcién es impar o simétrica respecto del origen de coordenadas si
se verifica:

f(x) =—-f(—x); Yx&Dom f

B Periodicidad

La funcién mantisa /(x') = & — £[x], o funcién que nos da la parte decimal de un

nimero real, es periddica de perfodo 1, pues verifica:

) =fx+ K- 1), KEZ

7'=1, perfodo principal
Observamos que la grdfica de esta funcién correspondiente al intervalo
[0, 7'} = [0, 17 se repite de forma indefinida. Esto ocurre en cualquier luncién
periédica.
Por tanto, para representar graficamente una [uncién peniédica es suficiente con

representar la parte correspondiente al intervalo [0, 7], siendo 7el periodo prin-
cipal. La grdfica de f ]a obtenemos por repeticién de la obtenida en [0, 7.
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. Cortes con los ejes

Cortes con OX:

(X, 0), (Xz, (8 ] LIS (X,,_. 0)

Cortes con QY':

(0, y1)

Visualizacion de las simetrias

= Simetria respecto del eje de
ordenadas. Una funcién con
este tipo de simetria define una
simetria axial de eje OY, por lo
que esta simetria se visualiza
colocando un espejo con su can-
lo coincidente con OY y perpen-
dicular al plano OXY.

Simetria respecto del origen de

coordenadas. Una funcién con |

este tipo de simetria define una si-

|

|

metria central o un giro de centro |

el origen de coordenadas y ampli-
tud 180°, por lo que esta simetria
se visualiza facilmente mediante
este giro.

i
fx) =x- E[x]
AR AT AR A0 48!
0 ; X
x X+°% x+2-1 x=31

fx)=fx+1)=f(x+2-1)=
f(X+3-1):,,,:f(xﬁ.K.1)
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e —— |
Cortes de la curva y la asintota |
|
Para las asintotas horizontales vy
oblicuas pueden darse las situacio- |
nes en las que estas y la curva se

corten.

Para localizar los citados puntos de
corte hay que resolver el sistema de
ecuaciones formado por la ecuacion
de la funcién y la ecuacién de la
asintota.

Cortes con asintotas horizontales {

y=ﬂﬂ} ;
Y=%
Cortes con asintotas oblicuas

y=1fx) }

y=mx+b

Posicion de la curva y la asintota

La posicién de la curva y = f(x) res-
pecto de la asintota horizontal y = y,
depende del signo de la expresion
f(x) — y, para valores grandes de x.

| La posicidn de la curva ¥ = f(x) res-

pectio de la asintota cblicua y= mx + b
depende del signo de la expresion
f(x) — (mx + b) para valores grandes
de x. [
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3 Asintotas y ramas infinitas

En la unidad didéctica 9. Limites de funciones, se realizé el estudio de las diversas
asfntotas y ramas infinitas o parabélicas de una funcién.

Recuperamos de forma resunida las definiciones ya conocidas.

B Asintotas verticales

La recta x = x. &3 una asintota vertical de la funcién fcuando existe al menos
uno de los seis siguientes limites:

: e )
P X'{J'n;n- f(X) S % xf, x»'/_ f(X) — = . X{"‘n:’c,' f(X) =+
o lm =—00 0 fim T . fim s
X Xg* kb= X —= Xg i X — Xg f(x) =—=
\ 41 ‘ y
| ‘, ,/ 3
| /\2
' \
=4 1 14 ——e \ S
" X 1 —
] |
—Vio\ B 0 3]10 01‘11\\;2/' .
3
| 9
- =3+ 2
A : Funcién f(x) = ‘l—;
Funcién f(x) =l (* - 9) at 41

Asintotas verticales: & = —3; v = 3 Asintota horizontal: y = 1
B Asintotas horizontales

La recta y = y, es una asintota horizontal de la funcién f cuando existe al
menos uno de los siguientes limites:

lim
X -» =

. Jim
X — 40

fX) =y 3 fix) = ¥o

B Asfntotas oblicuas

La recta y = mx + b &s una asintota oblicua de la funcién f cuando la pendiente
my la ordenada en el origen b pueden obtenerse mediante los siguientes limites:

- f X 2
em= lm X b= M () — g
X—=zx= x Xt
i
1 /('
3\ 4
2. 7
g \ & v 2 -
Funcién f (x) =
X 1
Asintota oblicua: y = x T a2 /01 & 8 x
. R
Asintota vertical: x = 0 P -2
7 \ =3
4 i

SENTACTION
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B Ramas parabélicas 4
f(x) = xe*
6
La funcién fpuede tener una rama parabélica cuando existe al menos uno de 5
los siguientes limites y la grafica no se aproxima a ninguna recta: i
i fi ;
im e im -
NN fiX) =~ ¥ Rk fix) = += f
-3 -2 -1
L T — o Mgy b {2 gt X
X —= +x X— 4w

Rama parabélica cuando X — +=

ACTIVIDAD RESUELTA

x3

(x - 1)

s Asintotas verticales. Como la funcién f es una funcién racional, sus asintotas verticales son los
ceros del denominador:

1. Encuentra las asintotas de la funcién f(x) =

x—-1¥=0 = x=1

3 3 3
- X E: 4 X
lim ——— =+x; f[im =@z fim ——— =

.
)(—-1—()(_1)2 x—= 1+ (x=1)? x—'](x_1)2_

Luego, la asintota vertical es x = 1.

* Asintotas horizontales. No existen, pues los limites siguientes son infinitos:

3 : X.‘S
=& fim = =+

Iim (Xf1)2 - ’ (X—1)2
X—= 4%

X = =3

Yi s Asintotas oblicuas. Calculamos los cocficientes
=5 ot de la asintota y = mx + b:
B
(x-1)° 8t ot
m= Iim e
?.Z—Z.p--_ - X - +00 { —})
&
6 3 2
1 X L X=X
b= i == el =)
§ Rl L 2 0 e s =2 H1
4 ’ -
Luego, la asintota oblicua es y = x + 2.
3
Q——b— = \
s ; Estudiamos si la grafica interseca a la asintota re-
' solviendo el sistema:
1
4 - | X3
-5 -4 -3 /-2 gl 848 %% | T 20 8
/ 42 ( P i=x= 37 K= 3
/,./ 3
/ =2 y=Xx+2
/’/ -3 J
= por tanto, la grafica de la funcién y la asintota

oblicua se cortan en el punto (%— %)
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Sophie Germain (1776-1831), nacida
en Paris, logré sus conocimientos de
torma autodidacta en la biblioteca de su
padre, ya que no pudo asistir a los cen-
tros habituales de Formacién.

Mantuvo correspondencia con los
grandes matemadticos de la época como
Gauss y Cauchy.

Sus primeros (rabajos y su primera
correspondencia las firma bajo ¢l seu-
dénimo de M. le Blanc. Afios més tar-
de se descubre su condicién femenina.

Sus trabajos en teorfa de niimeros y su-
perficies eldsticas fueron premiados
por la Academia de Ciencias de Paris.

A  Monotonia. Extremos relativos. Concavidad.
Puntos de inflexion

B Monotonia. [l estudio de lu monotonfa de una funcién / se hace a través
del signo de su derivada primera.
e Si f'(xy) > 0= la funcion fes estrictamente creciente en x,.

» Si f(x) < 0 == la funcion fes estrictamente decreciente &n X.

B Extremos relativos. Para el estudio de los extremos relativos de una
funcién / utilizamos sus dos primeras derivadas.

f(xo) < O == tiene un maximo relativo en (X, f(x)).

. f’(X()) =0 1 ! 41 )
{ F"(X0) > 0 = tiene un minima relativo en (xo, f(xo)).

B Concavidad. Elestudio de la concavidad de una funcién fsc hace a través
del signo de su derivada segunda.

* Si f"(x) > 0 = fes concava hacia las y positivas en x,.

¢ Si f{x) < 0 = fes cdncava hacia las y negativas en x;.

B Puntos de inflexién. El estudio de los puntos de inflexién de una fun-
cién f se hace a través de la derivada segunda y de la derivada tercera.

* (%) =0y f"(x) » 0 = ftiene un punto de inflexion en (x;, f(x)).

ACTIVIDAD RESUELTA : '

Wy
y=-3x+8

3

N
'

1. En un punto de inflexi6n, la tangente a la curva la atraviesa. Comprueba esta afirmacién para la
funcién f(x) = x* - 6x° + 9x.

Facilmente determinamos que f ticne un punto de inflexién en (2, 2);

f(x) = X% — 6x° + 9x

Fx)=3x"—12x+9 fx)=6x-12 f"x)=6

s P [ tiene un punto de inflexion

REE I S o 7 D)= 2]

Determinamos la recta tangente a la curva en su punto de inflexion:
y-f2)=r2)(x-2) = y=-3x+8

Esta recla corta a la curva. Para ver que la atraviesa estudiamos la con-
cavidad en un entorno lateral a la izquierda de 2 y en otro lateral a la
derecha de 2.

o "{x) >0, ¥x €(2, +%) == fes concava hacia las y positivas en (2, +=).

¢ ["(x) <0, ¥x € (=, 2j = fes concava hacia las y negativas en (-, 2).

Por 1anto, la tangente a la curva en su punto de inflexion la atraviesa.

ANA 1#F48
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5 Intervalos de signo constante. Regiones

En la representacién grifica de (unciones resulta muy dul el uso de la siguiente
propiedad, la cual nos delimita las regiones del plano en las cuales esté la gréfica
de la funcién.

Si una funcién fes continua en R o sélo tiene discontinuidades de salto infinito,
esta funcién conserva el signo en los siguientes intervalos:

(2, X1); (X1, X2); (Xau Xa); ... s (X, +00)

siendo x;, X, X3, ... , X, 10s ceros y los puntos de discontinuidad de salto infinito
de la funcién f, ordenados de forma creciente.

Sofia Sonia Kovalevky (1850-1891)
= : A ALY . fue una de las primeras mujeres que
[Esta propiedad nos permite dividir el plano en regiones, cada una de las cuales estd AR s ey

TUVICTON ACCeso d estuaios universita,

delimitada por el ¢je de abscisas y las rectas verticales de ccuaciones x = ;. rios.

. . . . . . ., Fuc alumna de Karl Weierstrass, bajo
Las regiones permitidas vienen determinadas por el signo que tienc la funcién en - : .
© cuya direccién se doctord en la Uni-

cada intervalo (v, x, 1). versidad de Gorringen.

Para calcular el signo de la funcién f en cada intervalo, se toma cualquier valor de] Sus trabajos abarcaron varios aspectos

oy b SsiiAid o L Flrketn de las Malematicas y fue profesora cn
Y Ly ' la Universidad de Estocolmo.

ACTIVIDAD RESUELTA

4 2
1. Estudia las regiones en las cuales estd definida la funcidn f(x) = —X;%

Fsta funcion es continua en todo R excepto en los puntos de discontinuidad de salto infinito x = —1
y x = 1, en los cuales existen sendas asintotas verticales. Por esto, podemos aplicar la propiedad o
teorema anterior.

Los ceros de fson x =3, x = 0 y x = 3. Por
tanto, los intervalos donde debemos estudiar
el signo de f son:

(o, =3); (=3, =1); (-1, 0)
(0, 1); (1, 3); (3, +%)
Vemos el signo en cada uno:

® f(-10) > 0 = en (-, -3} f es positiva.

* [(-2) < 0= en (=3, -1) f es negativa.
* f(-0,5) > 0 == en (-1, 0) f ¢s positiva.
® f(0,5) > 0 =>en (0, 1) [ es positiva.

¢ f(2) < 0= en (1, 3) f es negativa.

* f(4) > 0= en (3, +) [ es posiliva.

El signo de la funcién en cada uno de los intervalos nos permite conocer las regiones en las cuales
existe la curva, como podemos ver en la figura.
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Representacion gréfica

| de la cinta de Mébius

Augustus Ferdinand Mébius (1790-
1868), matematico y astrénomo ale-
man, descubrié una extrafa figura
que se conoce con el nombre de
cinta de Mébius.

Cinta de Mbbius

La propiedad fundamental de la cinta

de Mdébius es que un insecto puede
caminar a lo largo de la tira central

- de la cinfa alcanzando cualquier
| punto sin atravesar nunca el borde.

Esta propiedad inspiré al genial
artista holandés Maurits Cornelis
Escher (1898-1972) la composicién
de la siguiente serigrafia.

b

Hasta ahora, las funciones gue sabemos representar son las funciones elementa-
les. Sus graficas las obtenemos a partir de sus respectivas propiedades y con ayu-

da de una tabla de valores.

En general, para representar la grafica de una funcién cualquiera, dada en su for-
ma explicita, podemos hacer un estudio consistente en analizar las caracteristicas

que figuran en la siguiente tabla.

ten obtener la grafica de la funcién.

Representacion grafica de funciones

Los resultados obtenidos se llevan a un sistema de ejes cartesianos y nos permi-

* Dominio.

* Recorrido o conjunto imagen.

¢ Simetrias y periodicidad.

¢ Puntos de corte con los ejes.

* Asfntotas y ramas infinitas.

* Monotonfa: crecimiento y decrecimiento.

* Lixtremos relativos: maximos y minimos relativos.

* Tipo de concavidad.

* Puntos de inflexién.

* Intervalos de signo constante.

¢ Tabla de valores.

ficiente analizar las siguientes caracteristicas:

En la préctica no suele ser necesario hacer un estudio tan exhaustivo, siendo su-

¢ Domioio.

* Simetrias y periodicidad.

* Puntos de corte con los cjes.

¢ Asintotas y ramas infinitas.

I & v o e : L
* Exiremos relativos: mdximos y minimos relativos.

¢ Puntos de inflexién.

 —

* Intervalos de signo constante.

A3l4
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ACTIVIDADES RESUELTAS

1. Representa graficamente la funcion f(x) = x* - 3x + 2.

¢ Dominio. Como es una funcioén polinémica, Dom f=R.
» Simetrias y periodicidad. No tiene simetrias y no es periédica.

* Puntos de corte con los efes.
— Cortes con el eje OX:

k)

3;:2‘) ‘3“2J = x*-3x+2=0 = x+2) x-1)?=0 = x=-2;x=1
Luego, los puntos de corte con el eje OX son (<2, ) y (1, 0).

— Corles con el eje OY:

. 3_ -
y=x .’:x+2}=b o

x=0
Luego, el punto de corte con el eje QY es (0, 2).
* Asintotas y ramas infinitas. No tiene asintotas, pero tiene dos ramas infinitas parabélicas, pues se
verifica:

Iim (' =3x+2)=- lim (x’ =3x+2) =+

X — —% X = +x

* [xtremos relativos: méximos y minimos relativos.
o) =3 ~3 = =3 =0= x=%1;x==1
fix)=6x = f'(=1)<0; f*(1)>0

Luego, la funcién tiene un maximo relativo en (-1, f(1)) = (-1, 4) y un minimo relativo en
(1, f(1)=(Q,0).

s Puntos de inflexion.
fixy=6bx = 6x=0= x=0
f"x)=6 = f"{0)=0

Luego, la funcion tiene un punto de inflexion
en el punto (0, £(0)) = (0, 2).

* Intervalos de signo constante. Los intervalos a
considerar son:

(=2, =2); (=2, 1); (1, +2)
y el signo que loma f ¢s:

— f(~10) <0 = fes negativa en (-, —2).

— f(0)> 0 = {es positivaen (-2, 1).
— f(2)> 0 = fespositiva en (1, +=).

Por dltimo, Hevamos todos los datos anteriores
a un sistema cartesiano y obtenemos la gréfica
de fa funcién.

ANALISIS
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2. Representa graficamente la funcién f(x) =

x2

2-x

¢ Dominio. Como es una funcién racional, Dom = R - {2}.
* Simetrias y periodicidad. No tiene simetrias y no es periédica.
e Puntos de corte con los ¢jes.

— Cortes con el eje OX:

X ’
—X

Y=73 20w =0 = x=0

y= 0
Luego, el punto de corte con el eje OX es (0, 0).

— Cortes con el eje QY

2-X {= y=0
x=0
Luego, el punto de corte con el eje OY es (0, 0).
* Asintotas y ramas infinitas.

— Asinlola vertical. Es la recta x = 2, pues se verifica:

, X
lim S o lim
xwge =X

2

e GOS0 RS
m= [im S 1

X > %X
e [xtremos relalivos.
sl R 8
f(X) i (2 _X)')_ ’
iU =10 = ¥x=0:x=4
FH0)> 0: F1(4) < 0

Luego, f tiene un maximo relativo en (4, -8)
y un minimo relativo en (0, Q).

¢ [ntervalos de signo constante. Los intervalos a
considerar son:

(—o0, 0); (0, 2); {2, +)

y el signo que toma la funcion es:

— f{-2) >0 = [es positiva en (-x, 0).
— (1) >0 = {es positiva en (0, 2).
—1(4) <0 = [esnegativa en (2, +x).

Con todos estos elementos, obtenemos 1a grafi-
ca de la funcion.
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3. Representa graficamente la funcién f(x) = x + Vx*— 1.
* Dominio. Como es una funcién irracional de indice par, se tiene:
Dom f={x ERI x* =120} = (=, 1] U [1, +%)
* Simetrias y periodicidad. No tiene simetrfas y no es periodica.
* Puntos de corte con los ejes.

- Cortes con el gje OX:

f= AN = 3 g .
) = x+ Vx —1=0 = Notiene soluciones en R

=i

;

Luego, la gréfica no corla al eje OX.

— Corles con el eje OY:

Como la funcidn no esta definida en x = 0, no corta al eje OY.
* Asintotas y ramas infinitas.
— Asintolas verticales no existen.

— Asintota horizontal. Es la recta y = 0, pues se verifica:

im Ix+Vx* —1]1=0 Iim [x+Vx* —1] = +%

X — oo X —> +%

— Asintota oblicua. Es la recta de ecuacion y = 2x, pues se verifica:

x+Vx2 =1 o ind —_—
lim —— =0 m=Ilim —/—————=2 b= Ilim x+Vx —-1-2x|=0
X —* % X X — +% X % — 4

* fxtremos relativos: maximos v minimos

relativos.
= X . X ,-’v
Fx) =14+ —m—; ') =~ ————

Vxt =1 Vi -1y

No se anula la derivada primera; por tanto,
la funcién ne tiene extremos relativos.

* Puntos de inflexion.

No se anula la derivada segunda; por tanto, —
la funcién no tiene puntos de inflexion.

Para representar la funcion resulta Gtil co-
nocer los valores que toma en x = -1 y
el

f(x) = x+¥x2 -1

FE) ==1 + V1) -1 =1

fM=1+V1i-1=1

b ]
~
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4. Representa graficamente la funcién f(x) = In (x* — 4).
» Dominio. Como es una funcién logaritmica, su dominio es:
Domf={xER|x*—4>0} = (-0, -2) U (2, +x)

* Simetrias y periodicidad. Es una funcion par o simétrica respecto del eje de ordenadas, pues se
verifica f(x) = F (—x), ¥x € Dom f. No es periédica.

* Puntos de corte con los ejes.
— Cortes con el eje OX:
y=In(x*-4) ! g e
= fn X =4y=0 = x"=-4=1] = x=+ V5
y=0
Luego, los puntos de corte con el eje OX son: {—\f’fg, 0)y (Vg, 0).
— Cortes con el eje OY:
Como la funcién no estd definida en x = 0, su gréfica no corta al eje QY.
* Asintotas y ramas infinitas.

— Asintotas verticales. Existen dos de ecuaciones x = -2 y x = 2, pues se verifica:

Iim In(x*-4)=—= lim In(x* = 4) = —%
X ——2- x =2t

— No tiene asintotas horizontales ni oblicuas. Tiene dos ramas infinitas parabdlicas, pues se
verifica:

Iim In "~ 4) = + fim In(x*-4) =+
i Y - X = 4+x

» fxtremos refativos: maximos y minimos relativos.

_—2x'-8

2X crr
f (’() "k (X.' = 4);’.

Hixie———0
x*—4
Esta funcion no tiene extremos relativos, pues la derivada primera no se anula en Dom f.

= Puntos de inflexion. No tiene puntos de inflexion,
pues la derivada segunda no se anula.

e Intervalos de signo constante.
Los intervalos a considerar son:
I f . : =
(oo, — \'5); (=V/3, —2): (2, V'5); (V/5, +)

y el signo que toma la funcion es:

— f(-4) >0 = fes positiva en (=, \/5)
— f(-2,1) <0 = fesnegativa en (m\/'.TSI, -2)
— f(2,1) <0 = fesnegativa en (2, \/E)
— f(4)>0 = fes positiva en (V5, +)

Como la funcién es par, hubiera sido suficienle
haber hecho el estudio para las abscisas positivas,
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5. Representa graficamente la funcion f(x) = x - e'”.

* Dominio. Su dominio es: Dom f=R - {0)
* Simetrias v periodicidad. No tiene simetrias y no es periddica.
* Puntos de corte con los gjes.
— Cortes con el eje OX:
y=X: e”“ 10
= x-e =0 = No liene soluciones. No hay cortes en OX.
y=0
— Cortes con el eje OY:
Como la funcién no esta definida en x = 0, su gréfica no corta al eje OY.
* Asintotas y ramas infinitas.
— Asintotas verticales. Tiene una asintota vertical de ecuacion x = 0, pues se verifica:

lim [x-e™] =0 fim [x-e'"] =+
x— 0~ x -0t
— No tiene asintotas horizonlales. Tiene una asintota oblicua de ecuacion y = x + 1, pues se
verifica:
f(x) ,
m= lim —= = lim %=1
x—>xe X X >+

b= Jim [(fx)=mx] = lim [x- e —x] @ = lim x-[e" -1] @:
X—*zxm® X —= zx P -

firn __em =! C)\ -L’H‘pital_ fim — = Iim e =1
=i — [+] = = —

X X
e [xtremos relativos: maximos y minimos refativos.

i

i .l
(x=1)-e Frrix) =
X X

f'ix) =

3
fy=0y f(1)>0

Luego f tiene un minimo relativo en el punto
(1, f(1) =(, e).
¢ Puntos de inflexion.

La derivada segunda no se anula; por tanto,

la funcién no tiene puntos de inflexion.
* Intervalos de signo constante.
Los intervalos a considerar son:
(=2, 0); (0, +)

f=1) < 0 = fes negativa en (—=, 0}

f(1)> 0 = fes positiva en (0, +x)
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CALCULADORA GRAFICA Y FUNCIONES

Entre las multiples utilidades de una calculadora préfica se encuentran la representa-
cién grafica de funciones y los cdlculos asociados a las mismas. En estas paginas
veremos las posibilidades que ofrece la calculadora grafica sobre estos aspectos rela-
cionados con funciones.

W Representacion grdfica de funciones
Vamos a representar graficamente las funciones:

yix) = X' —3x+2

Los pasocs a seguir son:

1° Introducimos ambas funciones en el editor | Y= para lo cual
pulsamos las siguicntes secuencias de teclas: Y, = X*3-3*X+2

— SRS S~ = ST = =i Ad_Qx¥X? 2_
=X A3 B X 2 Oxmalaf e | Y25 (XT4=0XA(XT)
Vg =
I A A 3 ¥a=
Y5=

y obtencmos en la pantalla del editor las funciones tal y
como se muestran en la figura adjunta. Podemos observar
que los signos igual correspondientes a las funciones Y, e Y=
Y, aparecen resaltados, lo cual nos indica que ambas fun-

ciones estan activadas.

Para activar o desactivar una funcion colocamos el cursor sobre el signo igual y pulsamos la tecla
ENTER . Hemos de tener en cuenta que para representar funciones y trabajar con sus respectivas tablas,
estas funciones deben estar activadas.

2° Eslando activadas ambas funciones y pulsando la tecla [GRAPH |, obtencmos la representacion grafica
de las mismas como se muestra en la pantalla. Obviamente podemos obtener la grifica de una sola fun-
cion sin mas que desactivar la otra.

Para rastrear o movernos sobre las graficas pulsamos la tecla

Y, [F] X*3=-3*X+2 ' TRACE vy aparece en el angulo superior derecho un nime-

' 2 ro que indica la curva sobre la que esta situado el cursor.

Para cambiar el cursor de una a otra curva utilizamos las
teclas A y V.

Utilizamos las leclas (4 y (® para movernos sobre una
curva; y podemos ver un cursor parpadeante sobre ella y en
la parte inferior de la pantalla las coordenadas (x, y)
correspondienles al punto de la curva sobre el que esta
el cursor.

_— ol e —————

X =3.8297872" ' 1Y =6.0819302
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32 Podemos mejorar el aspecto de las graficas cambiando las escalas de los ejes coordenados. Esto
se consigue pulsando la tecla [WINDOW |, con lo que aparece una pantalla como la de la figura,
en la cual moviéndonos con las teclas [ENTER, [¥] y [a] introducimos el minimo valor para x
(Xmin), el méaximo valor para x (Xmax), la escala en el eje de abscisas (Xscl) y andlogamente para
las ordenadas. Con estos valores y pulsando | GRAPH |, obtenemos las graficas de la figura.

‘winpow | FORMAT

Xmin =-5
Xmax =5
Xscl =1
Ymin=-7
Ymax =7
Yscl=2
Xres = 1

42 Otra tecla que permite modificar cl aspecta de la representacion grafica de las funciones es  ZOOM .

Al pulsar esta tecla aparece el meni ZOOM:

: ZBox

s Zoom In

: Zoom Qut
: ZDecimal

: ZSquare

: ZStandard
1 ZTrig

: Zlnteger

L e I R

: Zoom©Stat

o W0

: ZoompFit

Seleccionamos la opcién “6: ZStandard” vy, pulsando la
tecla [ENTER|, obtenemos la representacion gréfica de la
funcion Y, que hemos seleccionado y que podemos ver
en la figura. Vamos a mejorar la representacién grafica
de una parte de la funcién mediante la opcién “1: ZBox”.
Para ello, activamos csta opcion con la tecla |[ENTER|
y aparece en la pantalla la grafica y un cursor parpa-
deante que movemos con las teclas (<, ], ¥]y [a],
y que podemos llevar, por ejemplo, a la posicion
(—4,6808511; 5,483871) y, pulsando |ENTER|, fijamos
ese punto. Con las mismas teclas de movimiento abri-
mos una ventana cuyo vértice opuesto es (4,6808511;
-3,548387) vy, pulsando [ENTER', obtenemos una am-
pliacion de la parte de la grafica interior a la ventana.

I

X =4.6808511

T

—-3.548387
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A continuacién describimos las restantes opciones del mentd ZOOM. Las opciones “2: Zoom In” y
#3: Zoom Qut” permiten ampliar el grafico que se encuentra alrededor del cursor. La opcion “4: ZDeci-
mal” representa las funciones en unos ejes coordenados cuyas divisiones son nimeros enteros. La opcion
“5:ZSquare” representa las funciones con la misma escala en ambos ejes coordenados. La opcién “8: Zin-
teger” mantiene la division entera de los ejes y transforma la representacién grafica en otra cuyo centro
geométrico de la pantalla es un punto de la gréfica seleccionado. La opcién “0: ZoomFit” ajusta YMin e
YMax entre XMin y XMax.

B Calculo de funciones

La calculadora gréfica dispone de un ment que nos permite efectuar calculos con funciones definidas y
representadas con anterioridad. Este ment aparece pulsando las teclas [2nd | CALC]:

1: value

2: zero

3: minimum
4: maximum
5: intersect
6: dy/dx

7+ [f(x)dx

La opcién “1: value” nos permite determinar la ordenada correspondiente a un valor de x dado.

La opcién “2: root” nos permite calcular los puntos de corte de la grafica con el eje de abscisas. Para ello
procedemos de la siguiente manera: nos situamos n la dltima pantalla correspondiente a la gréfica de la
funcion y,(x) = x* - 3x + 2. A continuacién pulsamos [2nd] CALC! y seleccionamos la opcién “2: zero” . Apa-
rece entonces la pantalla de la gréafica con un cursor parpadeante y la pregunta “Left Bound?”. Movemos
el cursor con las teclas [« [] y nos situamos, por ejemplo, en el punto X = -2,191037, ¥ = -1,945272 y
pulsamos [ENTER|, apareciendo otra pantalla anterior con la pregunta “Right Bound?”. Moviendo el cursor,
nos situamos, por ejemplo, en el punto X = -1,792666, Y = 1,616992 y pulsamos [ENTER y en la pantalla
aparece la pregunta “Guess?” v las coordenadas del punto anterior. Finalmente, pulsando [ENTER , apare-
ce la pantalla de la figura con el punto de corte (-2, 0). Para en-
contrar el otro u otros puntos de corte con el eje de abscisas se
procede de forma analoga.

Para determinar los puntos en los que !a funcién presenta mini- \
mos y méximos relativos utilizamos las opciones “3: minimum”

y “4: maximum” respectivamente, y procedernos de forma ana-
loga a como hemos hecho anteriormente. De esta manera obte- r 3E— —r-
nemaos:

ini aximum
Minimum Ma u Zero

X=1Y=0 Vi V=i X=-2 Y=0
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La opcion “5: intersect” nos permite hallar los puntos de interseccidn de dos funciones. Para ello,
introducimos las funciones a intersecar:

yix)=x>=3x + 2

yalx) = ~x'+4
Mediante la tecla [GRAPH| hacemos aparecer en pantalla
las graficas de ambas funciones. A continuacidn seleccio-
namos la opcion “5: intersect” del ment CALC. En pantalla
aparece la pregunta “First curve?” y con las teclas [« [»]
colocamos el cursor proximo a uno de los puntos de inter-
seccion. Después nos pregunta “Second curve?” y con las
mismas teclas movemos el cursor en la segunda curva a un _ )
punto proximo al de interseccién y pulsamos [ENTER]. En 4 \ S

pantalla pregunta “Cuess?” y volviendo a pulsar [ENTER
aparece el punto de interseccion que figura en el dibujo
adjunto.

Intersection i
X =1.618034 Y =1.301966

La opcién “6: dy/dx” nos permite calcular la pendiente de
la recta tangente a la curva en el punto en el que situemos el cursor.

La opcion “7: [f(x)dx” permite calcular la integral definida

de la funcion dada o el area del recinto limitado por la gra- ]
fica de la funcién, el eje de abscisas y las rectas verticales
de ecuaciones x = a (fower limit) y x = b (upper fimit). Te-
niendo la funcion Y, activada y su grafica en pantalla, pul-
samos 2nd ||CALE] y seleccionamos la opcion “7: [f(x)dx".
En pantalla aparece la pregunta “Lower Limit?” y movemos
el cursor, por ejemplo, al punto X = —-1,493889,
Y =1,7682967 y pulsamos |[ENTER|. A continuacion apare-
ce en pantalla la pregunta “Upper Limit?” y movemos el
cursor, por ejemplo, al punto X = 1,493889, Y = 1,7682967
y pulsamos |[ENTER| y aparece la pantalla que figura en el
dibujo, en la cual estd sombreado el recinto cuya area vale
9,7284983 unidades cuadradas.

Ji(x)dx = 9.7284983

B  Uso de funciones en célculos en la pantalla principal
Vamos a realizar célculos con las funciones Y, e Y; anteriores. Por ejemplo:
y1(3) + 2 - ya(=2)
para hacer este calculo, desde la pantalla principal, tecleamos:
[VARS| Y-VARS. 1: Function [ENTER| 1: Y, [ENTER [(|/3]) |[+[2][x][VARS | Y-VARS.
1: Function [ENTER][W] 2: v, [ener] 11/ 2] (1] [EnTeR]

y aparece en pantalla el valor buscado, que es 20.
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Actividades resueltas de pruebas de acceso a la universidad

(x-1?
x+1)°

1. Construye la curva f(x) =
¢ Dominio. Como es una funcién racional, su dominio es Dom f= R - {-1].
» Simetrias y periodicidad. No tiene simetrias y no es periddica.
e Punto de corte con los ejes.

— Cortes con el eje OX :

x-1)
x+1)
0

Y (x =1

g =0 = (x-1¥=0 = x=1

S
]

Luego, la grafica de esta funcidn corta al eje OX en el punto (1, 0).

— Cortes con el eje OY : f(0) = 1. Por tanto, la grafica corta al eje OY en el punto (0, 1).

* Asintotas y ramas infinitas.
— Asintotas verticales. Tiene una asintota vertical de ecuacién x = -1, pues se verifica:

lim f(x) = - lim f(x) = +=
x— -1 o b

— No tiene asintotas oblicuas. Tiene una asintota horizontal de ecuacién y = 0, pues se verifica:

lim fx)=0 lim fix)=0
X —» -2 X —
; 5 LT . 2s : ; %% < bx + 5)
» Extremos relativos: maximos y minimos relativos. La derivada primera es f'(x) = TERT

Por ser complejo el calculo de la derivada segunda, hacemos el estudio de los extremos relativos
mediante los intervalos de crecimiento y los intervalos de decrecimiento.

— fes estrictamente decreciente en (e, —1) U (=1, 1} U (5, +=).

— f es estrictamente creciente en (1, 5). Por
tanto, la funcion tiene un minimo relativo en
el punto (1, f(1)) = (1, 0), y un maximo

relativo en el punto (5, f(5)) = (5, %)
* Puntos de inflexion. Omitimos este estudio por

ser muy laborioso ¢l calculo de la derivada se-
gunda vy el de la derivada tercera.

* Intervalos de signo constante.
Los intervalos a considerar son: .
(==, =1); (=1, 1); (1, +2) ’

— f(=2) <0 = fes negativa en (-, ~1). ’

— f(0)> 0 = fes positiva en (-1, 1). |

— f(2)> 0 = fespositiva en (1, +ee),

324
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/
2. Calcula los cortes con los ejes y las asintotas de la funcién f(x) = In kx L )

x+2
* Punto de corte con los ejes.

— Cortes con el eje OX :

\
( ) = /n ] = x+1 =1 = No existen soluciones
y = +2 X+ 2

Luego, la grafica no corta al eje de abscisas o eje OX.
— Corles con el cje QY :
fih=In (%) = —In 2. Por tanto, la gréifica corta al eje QY en el punto (0, —in 2).

* Asintotas.

— Asintotas verticales. Hay dos asintotas verticales de ecuaciones x = =1 y x = -2, pues se verifica:

A
lim In(x+ 1 ):-cc Iim In (__x+ 1 ): +%
X"—]‘ X+2 X — -2 X+2

— No tiene asintotas oblicuas. Tiene una asintota horizontal de ecuacion y = 0, pues se verifica:

lim In (X+ 1 ) =0 lim In (m) =1
X X+ 2

X —= .x +2 X —» 4%

3. Conociendo la gréfica de la funcién f(x) = cos x, explica, de una manera razonada, cé6mo se obtendria
la grafica de la funcién g(x) = -2 + f(x + n). Realiza un dibujo aproximado de las dos gréficas.

A partir de la gréfica de la funcién flx) = cos x, podemos obtener la grafica de fa funcién
fix + m) = cos (x + =) sin mas que trasladar la grafica de la funcién f(x) = cos x segln el vector libre
V=i + ()j_)= i,

A partir de la gréfica de la funcion fix + 1) = cos (x + @), podemos obtener la grafica de la funcién
gix) =-2 + f(x + 1) = -2 + cos (x + m) sin mas que trasladar la grafica de la funcién f(x + xt) = cos (x + =)
segin el vector libre w = ~0j - 2= —27

1 f{x) = cos x
\ o { 3x 21 X
: : 2
<

f(x+m) = cos(x+ )

a(x)=-2 + cos (X + =)
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ACTIVIDADES DE ENSENANZA-APRENDIZAJE

Representa gréficamente las siguientes funciones:

a) y=lx+2l-x by y=Ix* - 4x + 3I c)y=x3——;"—ixl

Representa graficamente las siguientes funciones:

a) y=x(x+2)(x-2) b} y=x*=2x* ¢) y=2x"+5x" — 4x
3
d) y=x(x-1)(x~2) e)y:—x—+x il p=xt-2¢-28

6
Dada la funcién f(x) = x* + ax’ + bx + ¢, se pide:

a) Determina los valores numéricos de los coeficientes a, b, ¢ para los cuales la funcién
tiene un minimo para x = 1 y un punto de inflexién en el origen de coordenadas.

b) Representa graficamente la funcion f(x).

Consideramos la funcién f(x) = ax> + bx> + cx + d.

a) $Qué valores debe tomar a, b, ¢ y d para que en el punto (1, 2) posea un maximo y un
minimo en el punto (-1, -2)?

b) ;Tiene esta funcién a un punto de inflexién? Si la respuesta es positiva, determina la tan-
gente a la curva en ese punto.

¢) Con los datos anteriores, dibuja una grafica razonable de la funcion.

Encuentra una funciéon cuya expresion sea un polinomio del rmenor grado posible que pase
por (0, 0) y tenga un maximo en x = =1 y un minimo en x = 1. Realiza su representacién
grafica.

Sea fix)=x*+ax’ + bx + 7.

a) Halla a y b de manera que la gréfica de la funcion f(x) tenga para x = 1 una inflexion €uya
recta tangente en ese punto forme un angulo de 45° con el eje OX.

b) Representa graficamente la funcion.

Representa graficamente las siguientes funciones:

_ 4 s V. ;
a) y= " o by y= P ay £ e (Curva de Agnesi)
X2 x'+x2-2 -3 +2
d)y’_'x+2 = x2—3x =4 f)y=x2+3x+2
_ x4+ 1 . : = (x+ Dix+ 2)x
R e e LR e e L 3o vy
3 o X — 4x
i = k — | =
hy=3 i (x +1)? R
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2% + 1

X =

La recta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funcién f(x) = . Halla ef valor de k.

Realiza la representacion gréfica de la funcion resultante.

Se considera la funcién definida por f(x) = ax + b + 2
X

a) Calcula ay b para que la grafica de f pase por el punto (-2, —6) y admita en dicho. Una
tangente horizontal.

b) Realiza la representacién grafica de la funcion resultante.

Representa graficamente las siguientes funciones:

a)y=+\/;—l b)y=|\3/;]2 C),V=—\/2-X
24+x
d) y==xx = e) y=+ X f) v = L4
4x -1 V=4 =%

Representa graficamente las siguientes funciones:

a) y=Inx-2) b) y=e c)y=x-e'
& 2 . _Inx
) y=1In(x"=5x + 4) e)y-—x— f) v=inix+1|
o S s g i
g v=Invx' +4 h)y_gl_1 i)y= ¥
. 9Ty CHE TS X
) ¥rxe kh y=x"e hy=-~
In x

: > Inx
Calcula las constantes a y b para que las gréficas de las funciones f(x)= —— y gix)=alnx+b
X

: Z 5 : :
se corten en el punto (ez, o 3 4 tengan en él la misma recta tangente. Realiza la represen-
&

tacion grafica de las funciones resultantes.

A partir de las graficas de las respectivas funciones, demuestra que:

/nx>M; Vx> 1
+ 1

A partir de la grifica de la funcion f(x) = In x, dibuja de forma razonada las grificas de las
funciones:

a) f(x)=In Ixl b) f(x) = lin x| ) ) =Inix-2)
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“ 15 Representa graficamente las siguientes funciones:

1 :
1 sixm0 A“'SE‘D[——] si x =0
;-

f(x) = glx) =

x\’1+

1 sixe=0 0 six=0

a) Esboza la grifica de una funcién f(x) que cumpla, a la vez, que:
i) Enx=-3 tenga una discontinuidad evitable.
ii) En x = -1 tenga una discontinuidad de salto finito (admite limites laterales finitos
distintos).

iii) En x = 1 tenga un asintota can fm f{x) = + .
X==]

iv) Ademés, [im f(x)=3.

X =4

b) Obtén la expresion analitica de una de tales funciones. Razonar las respuestas,

Representa una funcidn que satisfaga las siguientes propiedades:

a) Dominio fix) = R — (3] by F)y=3 <) f4)=0
d) Asintota vertical: x =3 e) Asintota horizontal: y =1
f) lim flx) =+ g [lim fix) = 4o
x =1 x—3
hy Iim f(x)=+ i) im flx)=2 7y =0
X >t Aty

jExiste solo una funcién con estas propiedades?

IE Se dan las graficas de dos funciones: /
la de la funcian fix) = x €'y la de su
derivada 7'(x).

Se pide distinguir una de la otra, jus-
tificando razonadamente el porgué y
hallar los intervalos de crecimiento
y decrecimiento, concavidad, asi
como hallar las puntos donde hay

maximos, minimos e inflexiones de ___— — —  — a X
y = f(x).

= 19] Demuestra que la ecuacién x* + 4e” - (x — 1) = 0 tiene Gnicamente dos soluciones. ;Podrias

decir entre qué dos ndmeros consecutivos esta cada una de las soluciones?
A

Mota: Utiliza las grificas de las funciones: fx) = eXy glx) = RT;‘ 7
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Actividades propuestas en pruebas de acceso a la universidad

E Lacurvay = X’ + ax’ + bx + ¢ corta al eje de abcisas en x = 3 y tiene un punto de inflexién
en (2/3, 1/9). Halla a, b y ¢; y represenla graficamente la funcion obtenida.

&l Fncuentra una funcién cuya expresion sea un polinomio del menor grado posible que ticne

en (=1, 15) un maximo relativo y en (2, ~12) un minimo relativo. Realiza su representacion

arafica.

2

X
x=1"

Consideramos la funcién /(x) = Se pide:

a) Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos.
b) Intervalos de concavidad. Puntos de inflexion.
¢) Asintotas.

=
e

Halla el dominio de definicidn, los limites cuando x — +% y cuando x = —%, los ceros, las
asintotas y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion:

2
; X0 — X
159 et e
) x4+ 1
Dibuja luego un esquema sencillo de su grifica.
:
Representa graficamente la funcién f(x) = Tt calculando, en su caso, el dominio de

definicidn, maximos, minimos, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento y puntos
de corte con los ejes.

28 Dibuja la regién del plano comprendida entre las curvas:
y=Y16—=x X1 =12(y=1)
Y Se sabe que la gréfica de la derivada '(x)

de una funcién en el intervalo abierto
(=1, 5) es la que muestra el dibujo.

1-“.
/\ a) Sabiendo que f(0) = 0, dibuja de ma-
. : : . nera aproximada la gréfica de la fun-

= 0 1 2 3 5 X cion f(x) en el intervalo (-1,5).
1 b) Indica en esta grafica los maximos, los
| minimos y los puntos de inflexion.
Y
L Fste es el esquema que representa el grafico de

la funcion y = fix):
a) Haz otro esquema que represente el grafico /\ =

de la funcion y = - fix). o \\ X
b) Haz otro esquema que represente conjunta-

mente las grdficas de y = f(x) e y = 2f(x).

Explica el fundamento para la construccion de
estos esquemas.
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Entre los matematicos fue Galileo el primero en cuestionarse si el conjunto de los niimeros
naturales tiene mas o igual cantidad de numeros que el conjunto de los nlimeros pares.

Esta cuestién fue resuelta por Georg Cantor estableciendo
un emparejamiento o biyeccién de los ntimeros de cada
conjunto en la forma que se muestra continuacion:

Pares : 2 4 6 8 10 12
i3 t ¢ 20 0 3
R : 1 2 3 4 5 6

Cuando un conjunto A se puede hacer corresponder de
este modo (a cada clemento de A una etiqueta, ntamero
natural, distinta y no sobran etiquetas) se dice que A es
numerable.

Cantor logré demostrar, de manera analoga, que los
conjuntos formados por los ntmeros enteros o los nume-
ros racionales son nurerables. También demostré que el
conjunto de los ntimeros reales no es numerable, como se

Esta operadora nos da idca de lo que es una
biyeccién.

muestra a continuacion.

¢ Proceso diagonal de Cantor

El conjunto de nimeros decirnales comprendidos entre O y 1 no es numerable.

Demostracion:

Procedemos por reduccién al absurdo, suponiendo que el citado conjunto de nameros puede
etiquetarse con los numeros naturales. De esta forma pueden colocarse todos ordenadamen-
te. La lista podria ser como sigue:

Monumento cn honor de Georg Cantor,

nuamero 1l < 0,934826 ...

numero 2 <« 0,467624 ...

numero 3 < 0,023175 ...

namero4 <« 0,372146 ...

nuamero5 & 0,873160 ...
=

..............................

Veamos que en esta lista no estan todos. Para ello y
siguiendo a Cantor observamos el nimero formado por
las cifras de la diagonal: 0,953186...

Formamos otro numero, a partir de la anterior, de
manera que las cifras que ocupan el mismo lugar sean
distintas, por ¢jemplo: 0,13472...

Este ultimo ntimero no esté en la lista anterior, ya que el
numero es distinto del primer ntiimero al menos en la
primera cifra; el namero es distinto del segundo numero
al menos en la segunda cifra; y asi sucesivamente.

Es falso, por tanto, que estén todos en la lista: el
conjunto (0,1) no es numerable.

Concluimos con otra cita de Hilbert: «Nadie nos arrojara
del paraiso que Cantor ha creado para nosotros».




El infinito

«El infinito! Ningin otro problema ha conmovido tan pro-
fundamente el espiritu del hombre», decia el gran matemati-
co David Hilbert en los primeros afos del siglo xx.

El infinito ha sido pensado, analizado y representado por fi-
losofos, artistas y cientificos de todas las épocas.

Entre los griegos el conceplo de infinito hace su aparicién en
las célebres paradojas de Zendn que cuestionan la divisibili-
dad hasta el irfinito del espacio y del tiempo.

Las paradojas de Zenén son:

¢ Aquiles y la tortuga: describe la imposibilidad de que
Aquiles alcarice en su carrera a la tortuga.

* La dicotomia: muestra como el movimiento no existe.

¢ La flecha: una flecha lanzada por un arquero esta siempre
inmovil.

¢ El estadio: cuestiona el movimiento relativo y muestra cémo el tiempo no puede estar cons-
tituido por unidades atéomicas.

En las paradojas anteriores aparecen conceptos como lo infinitamente pequenio o infinitesimal,
| lo infinitamente grande y la continuidad. Estos conceptos matematicos que fueron estableci-
dos con rigor en los siglos x1x y xx por Karl Weierstrass, Richard Dedekind y Georg Cantor.

El concepto de infinito fue dibujado por Maurits C. Escher al representar todo el plano en el
interior de un circulo como puede verse en los dibujos que siguen.

En matematicas el infinito hace su apariciéon muy pronto, podemos fintuirlo en el desarrollo de
la sucesion de los nameros naturales, es decir, en los puntos suspensivos que siguen a la serie:

1,203,456 7, -




