
El ser humano, a ]0 largo de la Ihistoria, ha utilizado las representaciones gráficas como 
expresión o como interpretación de situaciones, objetos o fenómenos. En estas representa­
ciones están implícitas y se perciben de forma clara las características o propiedades más 
notables de la situación, objeto o fenómeno representado. 

La curva o representación gráfica de una ~unción nos permite visualizar sus características 
asociadas más importantes en cuanto a continuidad, monotonía, extremos relativos, etc. Por 
tanto, es muy importante la representación de las curvas o gráficas de las funciones. 

En esta unidad didáctica 1lltilizaremos las características generales de las funcion s con el 
hn de construir sus respectivas representaciones gráficas. 

Repl'esent.<J.Ción de UD bisollce en Ia-~ cuevas dé AJLarnira, Cantabria, Espafm. 
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ESQUEMA CONCEPTUAL 
: DOMINIO 

Dom {" (KEHI {(x) - } 

.­
CONJUNTO IMAGEN O RECORRIDO 

1m f ~ {yERl3x . con f(x) " y} 

PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES 

• Eje OX • Eje OY 

y'" f(x) l y=f(x) \ 
yoo O I X=O J 

,--

SIMETRíAS 

• Función par o simélrica respecto	 OY. 

f(x) =f(-x); "IxEDom f 

• Función impar o simétrica respecto del origen. 

f(x) =-((-x); VxEDom fItEPIIESENTA(¡IÓN 
Ci FICA 

1	 DE FuNCIONES "'--­

PERIODICIDAD 

f(x) " f(x + KT); V'KEl.
I 

T:	 período principal 

AsíNTOTAS 

• Verticales: x = xo 
• Horizontal'es: y" Yo 

• ObliCuas: y =mx t b 

MONOTONíA Y EXTR,EMOS RElATIVOS 

.­ -~"--

! 
TIPO DE CONCAVIDAD YPUNTOS DE INFLEXiÓN 

.. _. 
.1 

INTERVALOS DE SIGNO CONSTANTE
I	 I 

ACTIVIDAD INICIA,L 
1.	 En la . siguíente~ fun .1 nes estudia las caracte íSlicas: dominio, los puntos de COI' ~on los ejes, la si­

metría.l', la periodicidad, las asíntotas. la monotonía, los extremos I"(;lativos, eitipo de concavidad y la 

exislencia o no de puntCJI." de in exión. 

<\:3 
a) .If = 2.-r? -8.~ b) !I = 

,\,2_4 

30;­
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1 Oomi'nio y recorrido de una función 
Dominio de las funciones 
más usuales • Dominio de lma función f 
• Funciones polinómicas Dominio de una función f es el t:onjunto de valores de • que puede tomar la 

Oom (= SI variable independiente para Los .cueles está delinida la fun éln. 

Dom f ={x E~I f(x) R)
 

((x) =: P{x)
 
Q(x}
 

Dom ( '" (x EA IQ(x) .. O}
 

• Funciones racionales fraccion~rias. 

• Conjunto imagen o recorrido 

• Funciones irracionaleS (x) '" \Ig(x} Conjunto imagen o recorrido de una función es el conjunto de valores de 
- Si n es impar, Dom (=iR que toma la variabl'e dependiente.
 
- Si nes par,
 

1m f = (yEiR 3.x Ei en f(x) = y}Dom fW' {xElh I g(x) 2: O) 

• Funciones tri,gonometrieas 

-- f{x} =sen [g(X)]} Oom t~ N
 
- ((x) = cos [g(x)]
 f
 
- ((x) = Ig Lg(x}l
 

Dom (:;+ElR Ig(x) '" %+ K"T; KEf} 

• Funciones exponenciales 

((x) = a<; a F ,a> O, a .. 1
 

Ooml=
 

• Funciones logarítmicas 

({x) .. log, [g(x)]
 
Domf
Dom f-={xERI g(x) > Ol 

ACTIVIDAD RESUELTA 

1. Determina el dominio de las funcione: 

a) f(x) = b) g(x) = In (x2 
- 9) 

1m f 

d) Como ( es una función irracional d~ índice par, su dominio es: 

. { ;["])1 x-" }Dom t:::; x E[¡.¡.; -'--o ~ O 
I x + 2 ~ 

Resolviendo la inecuación correspondiente, obtenemos: 

Dom r=(--.u;, -2) U [J, +x) =IR - [-2,1) 

b) la función g es de lipo logarílrnico, por lo que su dominio será: 

Dom g = (x E., Ix':' - <) > ol 

Resolviendo la inecuación corr ,polldiente, obtenemos: 

lJom FJ =( r,¡ -3) U (J, +oc) =P!.- [-3, 3J 

301' 
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Puntos de corte con tos ejes. Simetría. Periodicidad 

• PU!lltos de corte con los ejes 

Son los puntos en los cuales la gráfica de la función/ corta el eje de abscisas y/o 
el eje ele ordenadas. 

Pa determinar los puntos de corte con el eje de abscisas OX se resuelve el 
sistema: 

y= f(xll 

y=o J 

Las soluciones de la ecuación/(.\') = O, ':\'1.' ;1.'), ... , :1.'" proporcionan los cortes con 

OX: ('\'1, O), (.\'1' O), ... , (.1:,1' O). 

Para delerminar los pu tos de corte con el eje de abscisas OY se resuelve el
 
sistema:
 

y = f(xr] 

x=o 1 

La solución YI proporciona el punto de cor(c con () 1': (O, .vI)' 

• Simetrías
 

1ntcrcsa estudiar las simetrías de una función de cara a su represeotación gdfi­

ca. Si b función es par o impar es suficiente rcpresentar la grá(jca corn:spon­


diente a las abscisas positivas.
 

Puede ocurrir que una fuución sea par, impar o ninguna de las dos casas. Para 

determinar si existe o no simetría, bact:rnos el siguiente estudio: 

• Una función es par o simétrica respecto del eje de ordenadas si se verifica: 

f(X) = f(-x); VxEDom f 

• Una función es impar o simétrica respecto del origen de coordenadas si
 
se verifica:
 

f(x) = -f(-x); VxEDum f 

• P~riodicida.d. 

La función mantisa/(.\') = .\' -El.\'], o función que nos da la parte decilTta.l dc un 

número rcal, es pcriódica de período 1, pues veri~~c'<l: 

f(.\) =.f(x +!{. 1); KEZ 

'l' = 1, período principal 

Observ;.¡mos que la grMica de esta función corrt:spondiente al il\lervalo 

[0, Tj - LO, 1] se repite de Forma. indefinida. Esto ocurre en cualquier Función 

periódi a. 

Por tanto, para. repn;sentar gráficamente UJla función periódica es su flcientc con 

representar la parte correspondiclll.c al intervalo [0, J'], siendo Tel pcdoJo prin­

cipal. La gráfiea def la ohtenemos por repetición de la obtenida en [0, t]. 

\ J'\. Al' " , ' 

J.; n 1" r- r~ I -t; I .... t .... t,., ! o .,. (; J<' A ]- 1 c.\ n I ¡. l ....- e 1 o ."i 

Cortes con los ejes 

y 

Cortes con OX: 

(x" O); (X2, O); ... ; (x"' O) 

Cortes con OY: 

(O, y,) 

Visualización de las simetrías 

•	 Simetría respecto del eje de 
ordenadas. Una función con 
este tipo de simetría define una 
simetría axial de eje OY, por lo 
que 6,sta simetria se visualiza 
colocando un espejo con su can­
to coincidente con OY y perpen· 
dicular al plano OXY. 

• Simetría	 respecto del origen de 
coordenadas. Una función con 
este tipo de simetría define una si­
metría central o un giro de centro 
el origen de coordenadas y ampli­
tud 180Q

, por lo que esta simetría 
se visualiza fácilmente mediante 
este giro. 

y 

(x) =x- E[x] 

(X) = (x + 1) '" f(x + 2· 1) = 
f(x + 3 . 1) - ... =- f(x + K· 1) 

:,09 
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,3 Asíntotas y ramas infinitas
 

Cortes de la curva y la asíntota 

Para las asíntotas horizontales y 
oblicuas pueden darse las situacio­
nes en las que estas y la curva se 
corten. 

Para localizar los citados puntos de 
corte hay que resolver el sistema de 
ecuaciones formado por la ecuacíón 
de la función y la ecuación de la 
asíntota. 

Cortes con asíntotas horizontales 

Y= f(X)'} 

Y=Yo 

CortéS con asíntotas oblicuas 

y= f(x) }" 
y- mx+ b 

Posición de la curva y la asíntota 

La posición de la curva y = f(x) res­
pecto de la asíntota horizontal y =Yo 
depende del signo de la expresión 
'(x) - Ya para valores grandes de x. 

La posición de la curva y - ((x) res­
pecto de la asíntota oblicua y= mx + b 
depende del signo de la expresión 
((x) - (mx + b) para valores grandes 
l:l x. 

En la unidad didáctica 9. Límites de Funcionc~, se realizó el estudio de las diversas 
asíntotas y ramas infinitas o parabólicas de una Función. 

Recuperamu~ dc forma resun,ida la~ dcfiniciones ya conocidas. 

• A..íntotas verticales 

La recta )( =x es una asíntota vertical de la función f cuando existe al menos 
uno de los seis siguientes límit,es: 

lím• 11m f(x) =+00 • Jím f(x) = -ro f(x):= +e<: x- XjJ- X---I' Xo- x-xc 

Ifm Iím lím• ((x) _-¡;r- ((x) '" ';t; • ((x) =-~ 
x~ xo+ x- Xo 

y y 

. /-3.1'+2
FunClónf(x) " ---­

x 2 + 1Función/(.x) ;: /.11 (.x2 
- 9) 

Asíntotas verticalcs: x =-.1; .1' = 3 Asíntuta hoc'zontal: .Y '" 1 

• Asíntotas horizontaJes 

La recta y = Yo es una as ntota horizontal' de la funcíón f cuando existe al 
menos uno de, los siguientes límites: 

• lím ((x) =Yo • lím f(x) = Yox-+ +(y, x-~-::¡; 

• Asíntotas oblicuas 

La recta Y = mx + "es una asíntota oblicua de la función f cuando la pendiente 
my la ordenada en él origen b pueden obtenerse mediante los siguientes Iímités: 

((x)• m:::: lím • b = lím [((x) - nv:]
X-:tx X x .'j::X: 

Yl4 /:y//
.' ,x

2 1
Funclónj(.1') =-­ /

/.x: 
/ 

Asíntota oblicua: y =: x -3 -2 -1/ o 1 2 3 x 
/ --1 

A íntota vertical: ~t = O / 

/ 
-2 

-3 

x 
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• Ramas parabólicas 
I(x) = xe X 

La función f puede tener una rama parabólica cuando existe al menos uno de'
 
lo siguientes límites y la gráfi'ca no se aproxima a ninguna recta:
 

• 11m '(x) ~-oc	 • lím f(x) = +x 
x~-;x,t	 x- -x 

• 11m	 11mf{x) =-0<) • f(x) = x;	 
01234X 
-1x-+x 

Rama parabólica cuando x +<x. 

ACTIVIDr\11 RE.SULLTJ\ 

3x1. Encuentra las asíntotas de la función {(x) :::: -""---, ­
(x- 1)1 

• Asíntotas verticales. Corno la función f es una función racional, sus asíntotas verticales son los 
ceros del denominador: 

(x - 1)2 :::: O ~ X =1 

x 3 1	 x3 
I¡'m - +00' lím x =+00 ~ lím --- :::: '+0: 

( 1)1 -, ( - 1)2	 (x _ 1) 1x-l- x- x-l+ X x-l
 

Luego, la asíntota vertiGII es x·= 1.
 

• Asíntotas horizontales. No existen, pues los límites siguientes son infinitos: 

lím 
x .....,.-x· 

y •	 Asíntotas oblicuas. Calculamos los coeficientes 
de la asíntota y =mx + b:9x3 

f(x)=-­
X-l)2 8	 .1 

m = 11m x = 1 
27 7 x . .,. ±JO x( . - 1)1 
4­

6 

b = lím [( ~j1)J. - xJ:::: lím 1 ~x~ -: 1 =25	 x _ ±::c X x _ ±x X X 

4 
Luego, la asíntota oblicua es y =x + 2. 

Estudiamos si la gráfica interseca a la asíntota re­
solviendo el sistema: 

2 3 4 5 6 X 

-2 

-3 
por tanto, la gráfica de la función y la asíntota 

-4	 

(2 8)oblicua se cortan en el punto 3':3 . 

3ll 
!\ :-l A 1 r S 1 ~
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4	 Monotonía. Extremos relativos. Concavidad. 
Puntos de ilnflexión 

•	 1Vlonolonía. El estudio de la monotonía de una [unciónl se hace a través 
del signo de su derivada primera. 

• Si f'(xo) > O= la función f eseslrictamente creciente en ~. 

• Si f'(xo) < O= la función fes estrictamenle decreciente en xo, 

'. Extremos relativos. Para e-\ el'tuJlo dc los extremos relativos de un¡t 
función/ utilizamos sus dus primeras derivadas. 

Sophíe Germain (1776·1831), nacida rf"(xo) < O=- tiene un máximo relativo en (xo. f(xo)). 
en París, logró sus conociluicntos de • f'(xo) = O • ¡f"(xo) > O=;> tiene un mínimo relativo en (x{), f(xu)).
forma ilulocEdacta en la biblioteca de' su 
padre. ya que no pudu asisl ir a los cen­

tros Iwbituales de fOrmación. • Concavid.ad. El csLudio de la concavidad de una funciónf sc hace a través 
del signo de su derivada segunda. ¡\I\antuvo CO,l'I'espondeneia con los 

erandes matemáticos de la época como 
• Si ("(xo) > O= fes cóncava hacia las y positivas en xo.Gauss y Cauchy. 

Sus pl'imeros rrahajos y su primera • Si f"(xo) < 0= f es cóncava hacia las y na ativas en xo.
 
correspondencia las firma bajo el seu­


dúú;lJlo de M. le Blane. Años más tar­
 • Puntos de inflexión. El estudio de los puntos de inflcxión de una fun­
de se descubre su condición feme, i na. ciónf se hace .t través de la derivada segunda y de la derivada tercera. 
Sus traLajú. en teoría de nL"n"l'OS y su­
perficies eb.,tiras fueron premiado • ("(xo) = OY f"'(xo) Ji 0= ftiene un punto de inflexión en (Xi), f(xo)), 
por la Academia de CienciaB de larís. 

ACTIVIDAD RESUELTA 

1.	 En un punto de inflexión, la tangente a la curva la atraviesa. Comprueba esta afirmación para la 
función ((x) =x] - 6'; + 9x. 

Fácilmente determinamos que {tiene un punto de inflexión en (2,2); 

\t y 
8'~	 f'(x)=3x 2 -12x+9 {"(x)=6x-12 ('''{x)=6 

{ 

y= -3x+ 8 

f"2.) =O' {"'(2) O:=;. Jf tiene ~n punto de inflexión 
l , ... len (2., t(2)) = (2, 2) 

6 
f(x) =x 3 - 6x2 ... 9x Determinamos la recta tangente a la curva en su punto de inflexión: 

y - m) ={'(2) (x - 2) = Y =-3x 8 

Esta recta corta a la curva. Para ver que la atraviesa estudiamos la con­
cavidad en un entorno Irlteral a la izquierda de 2 yen otro lateral él la 
derecha de 2. 

• {I'(xl > 0, Vx E (2, +00) ~ fes cóncava hacia las y positivas en (2., +X), 

• ("(x) < O, VxE (-00, 4) ~ fes cóncava hacia las y negativas en (_00, 2), 
x 

Por tanto, la tllngente a la curva en su punto ele inflexión la atraviesa. 

::112 
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Intervalos de signo constante. Regiones
 

En la representación gráÍica de funciones resulta muy útil el uso de la sisuiente 
propiedad, la cual nos delimita las regiones del plano en las cuales est<t la gráÍlea 
de la función. 

Si una función f es continua en iR: o sólo tiene discontinuidades de salto infinito, 
esta función conserva el signo en los siguientes intervalos: 

(-x, Xl); (Xl, X2); (X;!. Xl); ... ; (x"' +x) 

siendo X:, X2, X3 • .... X" los ceros y los puntos de discontinuidad de salto infinito 
de la función f, ordenados de forma creciente. 

Esta propiedad nos permite dividir el plano erl regiones, cada una de las cuales está 
delimitada por el eje Je abscisas y las rectas verticales de ecuaciones x =x;. 

Las regiones permitidas vienen determinaJ<is por el signo que tiene la función en 
cada intervalo (,í.¡> ;e J)'

" 

Para calcular el signo de la [unción/en cada intervalo, se toma cualquier valor del 
mismo y se sustituye en la [uf\l;:ión. 

ACTIVIDAD RF5UHTA 

Sofía Sonia T' oyalevky (1850-1891) 
fue una el" las primeras mll;el'(·~ que 

Tuvieron iicce~u "t e5tudios ulljvcnsita­

nos. 

Fue ,1Iumn,,- ele Kad 'Veicrstl'ass, bajo 
cuya din~cción se doctoró en la Uni­
\1ersiJ"d Je Gorringen. 

Sus trabajos abarcaron vario, {L>pectos 

de ¡as Matcmárieas y fue profesom en 

la Universioad dE' EsrocCJlnH). 

4 2 

-r. Estudia las regiones en las cuales está definida ia función {(x) =~ .; 9x 
x - 1

E;sta función es continud en todo ~ excepto en los punto de discontinuidc1d de salto infinito x =-1 
y x = 1, en los cuales existen sendas asíntotas verticales. Por esto, podemo dpl icor la propiedad O 
t~oremc1 anterior. 

Los ceros de r son x =-3, x '" () y x = 3. Por 
tanto, los intervalos donde debemos esltJlliar 
el signo de (son: 

(-:v, - ); (-J, -1); (-1, O) 

(0,1); (1, 3); (3, +00) 

Vemos el signo en cada uno: 

• (-10) > O = en (-:>:;,-3) r es positiva. 

• ((-2) < O =en (-3, -1) res negativa. 

• {(-O, ) > () = en H, O) f es positiva. 

• ((0,5) > O ~ en (O, 1) í és positiva. 

• ((2) < O = en ("1, 3) fes negativa. 

• (4) > () =;> en (3, +00) (es positiva. 

El signo ele la función n C;HJa uno de los inlervaJo. nos permite conocer las regiones en las cuales 
exislela curva, como podemos ver en la figura. 

J;. ¡{ F" f' n E s l' ,'... l' ,'"\ <; I u ~ e: R .\ L' I ( \ n F ro L: l"l <..: I O re. s 



Representación gráfica 
de la cinta de Mobius 

Augustus Ferdinand Móbius (1790­
1868), matemático y astrónomo ale­
mán, descubrió una extraí'la figura 
que se conoce con el nombre de 
cinta de M6bius. 

Cinta de M6brus 

La propíedad fundamental de la cinta 
de Móbius es que un insecto puede 
caminar a lo largo de la tira central 
de la cinta alcanzando cualquier 
puntó sin atravesar nunca el borde. 
Esta ¡¡ropiedad inspiró al genial 
artista holandés Maurits Cornelis 
Eséher (1898-1972) la composición 
de la siguiente serigrafía. 

6 Representación gráfica de funciones
 

Hasta ahora, las funciones yue sabemos representar son las funciones elementa­

les. Sus gráficas las obtenemos a partir de sus respectivas propiedades y con ayu­

da de tina tabla de valorcs. 

En general, para represent.'tr la gráfica d una función cualquiera, dada en su for­

ma explícita, podemos hacer un estudio consistente en analizar las características 

que figuran en la siguiente tabla. 

Los resultados obtenidos se llevan a un sistema de ejes cartesianos y nos permi­

ten ohtener la gráfica de la Función. 

• Dominio. 

• Recorrido o conjunto imagen. 

• Simetrías y periodicidad. 

• Puntos d corte con los ejes. 

• Asíntotas y ramas infinitas. 

• Monotonía: crecimiento y decrecimiento. 

• ExJremos relativos: máximos'y . ínimos relativos. 

• Tipo de concavidad. 

• Puntos de i.nflexión. 

• Intervalos de signo constante. 

• Tabla de valores. 

En la práctica no suele ser necesario hacer un es! udio tan exhaustivo, siendo su­

ficiente analizar las siguientes caracterís6cas: 

I 

• Domioio. 
'" 

• Simetrías y periodicidad. 

• Puntos de corte con los ejes. 

• Asíntotas y ramas infinitas. 

,. Extremos relativos: máxÍmos y mínimos relativos. 

• Puntos de inflexión. 

• Intervalos dé signo constante. 

jI, " ..{ L 1 1:1 I S 
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ACTlVJDAD($ IUSUEtTAS 

1. Representa gráficamente la función f(x) ;;; xJ 
- 3x + 2. 

•	 Dominio. Como es una función polinómica, Dom f =!R. 

•	 Simetrías y periodicidad. No tiene simetrías y no es periódica. 

•	 Puntos de corte con 105 ejes. 

- Cortes con el eje OX:
 

3x + 2} _
y =- x' - j	 2 
- X - :~x + 2 ;;; O =>	 (x + 2) (x - 1) = O ~ x;; -2; x = 1

y=O 

Luego, los puntos de corte con el eje ()X son (-2, O) Y (1, O).
 

- Corles con el eje OY:
 

y;;;X 
3 -3X+2}= y;;; 2 

x;;; O
 

Luego, el punto de corte con el eje OYes (O, 2).
 

•	 Asíntotas y ramas infinitas. No tiene asíntotas, pero tiene dos ramas infinitas parabólicas, pues se 
verifica: 

l/m (Xl - 3x + 2) ;;; -00 lím (x j - 3x + 2)=: +00 
); _-oc 

•	 Extremos relativos: m<Íximos y mínimos relativos.
 

{'(x) ;:; 3x~ - 3 = Jx 2 --.3 =O => x=: '1; x =-1
 

("(xl =: 6x =-> f"(-l) < O; f"(ll > O
 

Luego, la función tiene un máximo relativo en (-", ((1)) ::::. (-1,4) Y un mínimo relativo en 
(1, f (1 )) :::- (1, O). 

•	 Puntos de inflexión.
 

("(x) ::::. (,X = 6x;;; O = x =: O
 

f"'(x) ""6 => f"'(O) .. O
 

Luego, Ila función tiene un punto de inflexión
 
en el punto (O, f (O)) =: (O, 2).
 

•	 Intervalos d signo constante. Los intervalos a
 
considerar son:
 / 

(-x, -2); (-2, 1); (1, +00) 

y el signo que loma fes: 

- f (~·1 O) < O ~ fes negativn en (,-00, -2). 

--	 f (O) > O .= (es positiva en (....2,1). 

- f(2) > O = (es positiva en (1, +00). 

Por último, llevamos todos los datos anteriores 
a un sistema cartesiano y obtenemos la gráfica 
de la función. 

1\ ~: A 1,.. J .C; 1 .;;, 

-,-----:--- ­
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2. Jolepresenta gráficamente la función f(x) = 2 
x
_ x 

• Dominio. Como es llna función racional, LJom f -IR - PI. 

• Simetrías JI periodicidad. No tiene simetrías y no es periódica. 

•	 Puntos de cortf' con los c¡es.
 

- Cortes con el eje OX:
 

2V=-­x , 2-x =- ---=0
x 11 2-x 

y=O
 

Luego, el punto de corte con el eje OX es (O, O).
 

-Cortes con el eje OY:
 

Y=2~xl=-y=o
 
.\=0
 

Luego, el punto de cortc con el eje OYes (O, 0).
 

• I\síntotas y ramas infinitas. 

- Asíntota vertical. Es la recta x = 2, pues se verifica:
 

{' x· ' x-

l/Y) -- =+x {IIn -.-- =-oc 

x 2- 2 -x .,-2'" 2-x 

- No tiene asíntota horizontal y la oblicua es y = -x· 2, pues se verifica: 

2 x 
m = lím .(~_) =-1 b = lím [?~ + x] =-2 

); _'> +:1; .x x	 x_.:::.x. ... X 

•	 Extrcmos relativo.'>. 
y 

4x - ~ 11
 
('(x) =:: C2 _xf ; ("(x) = (2 _ x)J x2 6
 

f(x)=-­
2-x 

('(x) =O = x,., O; x =4 

("(Ol > O; ("(4) < O 

Luego, f tiene un máximo relativo en (4, -8) 

Y un mínimo relativo en (O, O). 

4 x
•	 Intervalos de signo constante. Los inlervalos a 

considerar son: 

(-~, O); (0, 2); (2, +~)
 

y el signo que toma 1,1 función es:
 

- (-2) > O =- f es positiva en (-x, O).
 

- f(1) > O =- fes positi.va en (O, 2).
 

- f(4) < O =;> í es negativa en (2, +00).
 

Con todos estos elementos, obtenemos la gráfi­

ca de la función.
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3. Representa gráficamente la función {(x) = x + '/X1- lo 

•	 Dominio. Como es una función irracional de índiu:: par, se tiene:
 

LJom f = Ix E IRI x" -1 ~ 01 = (-00, -1] U 11, +:c)
 

•	 Simetrías y periodicidad. No tiene simetrías y no es periódica. 

•	 Puntos ele corte con los ejes.
 

Cortes con el eje OX:
 

JI =x + \IX~- 1 ] =* x + Vx-_" = O = No tjen~ soluciones ell f~ 
V=· ()
¡ 

Luego, la gráfica no corla ctl eje Ox.
 

- Cortes con el eje OY:
 

(amo la función no está definida en x =O, no corta <11 eje OY. 

•	 Asíntotas y ramas inFinitas. 

- Asíntotas verticales no xisten.
 

- Asíntota horizontal. Es la recta y = O, pues se verifica:
 

lím	 rx + \/x" - 1] = O lím [x + \'/x2 -1 J = +0: 

- Asíntota obl ieua. Es la recta de ecuación y"" 2x, pues se verifica: 

V'~l - 1 X+V~ 
lím -----=0 m = 11m -----=2 b = lím Ix + V x - 1 - 2xl =O 

X--:.(; x	 .~ -+ +'X; x x -. +:L: 

•	 f:xtrunus rdaUvos: m,íximos y mínimos 
relativos. 

x 
['(x):::: 1 + -,r==,==,


Vx· - 1
 

No se ¡Ulula la derivada primera; por tanto,
 
lél función no tiene extremos relativos.
 

•	 Puntos de inflexión. 

No se anula 1<1 derivada segunda; por tanto, x 
la función no tiene puntos de inflexión. 

Para representar la función resulta útil co­

nocer los valor<:.s que toma en x "" -1 Y
 

2((x) = X + \' x - 1x:::: 1. 

f (1) = 1 + \/1 1 - 1 ,. 1 

, ' ­ t\ I I " r ~ 
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4. Representa gráficamente la función f(x) :: In (x 
2 

- 4)• 

•	 Dominio, Como es una función logarítmica, su dominio es:
 

Dom f:: Ix E IR ¡ xL - 4> al :: (-oc, -2) U (2, +x)
 

•	 Simetrías y periodicidad. Es una función par o simétrica resp(~cto del eÍ'e de orden<ldas, pues se 
verifica f(x) = ((-x), 'r/x EDorn f. No es periódica. 

• Puntos de corte cOn I().~ ejes, 

-	 Cortes con el eje OX:
 

y =In (>:2 - 4) }
 
In(x 2 -4)=O ~ x'-4=" ~ x=±\/5 

y-=()
 

luego, los puntos de curte con el eje OX son: {-VS, O) y (V5, O),
 

- Cortes con el eje ay:
 

Corno la función no está dcfinida en x = O, su gráfica no corta al ejc Oy.
 

• Asíntotas y ramas infinitas. 

-	 Asíntotas verticales. Existen dos de ecuaciones x =-2 Y x = 2, pues se verifica: 

lím In (Xl - 4) = -x lím In (Xl - 4) = -ex; 

x ~ -2- x ~ 2+ 

- No tiene asíntotas horizontales ni oblicuas. Tiene dos r<lnl<lS infinitas parabólicas, pUES se 
verifica: 

lím In (x: - 4) =+00 lím In (Xl ,- 4) =+00 
x ~ ---x x .'"' +x 

•	 Extremos relativos: máximos y mínimos reliJtivos.
 

/"( ) _ 2x ',,(, ) _ - 2X 
~ 

- 8
­

x _--_o ¡
x, - (x·' _ 4fx2 - 4 

Esta función no tiene extremos rclati,vos, pues la derivada primera no se anul< en /)orn r. 

•	 Puntos cfe inflexión. No tiene puntos de inflexión,
 
pues la derivada segunda no se anula.
 

• Intprvalos de signo constill/te. 

Los intervalos a considerar son: 

(-00, - \/5); (-V5, -2); (2, yS); (\15, +00) 

y el signo que toma la función es: 

-2 -1 O 
- f(-4) > O = fes positiva en (-00, -V5)
 
- f (-2, 1) < O =;. f es negativa en (-V5, -2)
 

f (2, 1) < O =;o fes négativa en (2, yS)
 

- f(4) > O = réS positiva en (\/5, +x)
 

Corno la fum.:ión ~s par, hubiera sido suficienle
 
haber hecho el estudiú para las abscisas positivas.
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5. Representa gráficamen,te la función f(x) == x . e l/r. 

•	 Dominio. Su dominio es: Dom f = IR - (O) 

•	 Simetrías y periodicidad No ti,ene simetrías y no es periódica. 

•	 Puntos de cOrte con {os fcs.
 

- Cortes con eJ eje OX:
 
/

1 .\ 1y= x· e 
~ x· f'l/~ =O No {iE:'ne soluciones. No hay cortes en OX. 

Y = O J 

-	 Cortes con el eje OY; 

Corno la función no está definid<l en x - O, su gráfica no corta al eje OY. 

•	 Asíntotas y ramas infinitas. 

-	 Asíntotas verticales. Tiene una asíntota vertical de E:'cuación x = O, pues se verifica: 

lím (x· f'JlX J == O lím [x· e]/'J == +00 
x --. 0- x 0+ 

- No íi'E:'lle asíntotas horizontales. Tiene una asíntota oblicua de ecuación y ¡;¡- \' + 1, pues se 
verifica: 

((x) l' l/x 11,m = 1m -- == 1m e' ==
 
X -> ±OC- X ~ ~ ±'X
 

b== Jírn [((x)-mxl = lím [x .e'/'-x18-00 == {ím x· [u l
,. -11 ().oo 

): -±OCI x :tx.: x --".=-x 

1	 CIDe¡!, -	 O ­
= /i'rn 1 \ -~Hópital I == lím :;: lím e l 

/. =1 
_ ,,---O x-:= 

X 

•	 b:.tremos relativos: máximos y mínimos rdativos.
 

(x - 1) . el" Ilx
 

(' (x) = ....::..:.--''-'--=--­ ("(x)=~ 
X x
 

('(1) =O Y ("(1) > O
 

Luego (tiene un mínimo relativo en el punto
 
(1, ((1)) = (1, e).
 

•	 Puntos de in(lexión. 

La derivada segunda no SE:' anula; por tanto, 
la función no tiene puntos de inflexión. 

•	 Intervalos de signo constante. 

Los intervalos a considerar son: 

(-00, O); (O, +::0) 

((-1) < O = (~s negativa en (-x, O)
 

((1) > O =* {es positiva en (O, +::0)
 

/. f(x) = x . e llx 
,..( 

/ 
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CALCULADORA GRAFICA y FUNCIONES 

Entre las múltiples utilidades de una calculadora grMica se encuentran la representa­
ción gráfica de funciones y los cálculos asociados a las mismas. En estas páginas 
veremos las posibilidades que ofrece la calculadora gráfica sobre estos aspectos rela­
cionados con ¡unciones. 

• Representación gráfica de funciones 

Vamos J representar gráficamente las funciones: 

Los pasos a seguir son: 

'1° Introducimos ambas funciones en el editor iy= Ipara lo cual 
pulsarnos las siguientes secuencias de teclas: Yl E X"3-3*X+2 

~ X-'-;-G]CiJGW0C&!;,8 3~[!JJJfx,T,(1laW Y2 ~ (X"4-9*X2)/(X2-1) 

Y3 = 
-'w0[X);iJli2]f lEJJJlx,T.nl x~lEOJJJ Y~ = 

y obtenernos en la pantalla del editor las funciones tal y Y5 = 
como se muestran en la figura adjunta. Podemos observar Y6 = 
que los signos igual correspondientes a las funciones Y1 e Y7 =: 

Y2 aparecen resaltaoos, lo cUdl nos indica que ambas fun­
ciones están activadéls. 

Para activar o desactivar una función colocarnos el cursor sobre el signo igual y puls~HT1os la tecla 
I[NTER j. Hemos de tener en cuentJ quc para rE-~presentar funci O[l(:S y trabajar con sus respectivas tabl,ls, 
estds runciones deben star activada". 

')0	 Estando activadas ambas funciones y pulsando la tecla GRAPHl, obtenemos la representación gráfica 
de las mismas como se muestra en la pantalla. Obvi<lmente poclemos obtener la gráfica de una sola fun­
ción sin más que desactivar la otrJ. 

Para rastrear o movernos sobre las gráficas pulsamos la tecla 
TRA~ y aparece en el ángulo superior derecho un núme­

2	 ro que indicJ la curva sobre la que está situ<ldo el cursor. 
Para cambiar el cursor de una a otra curva utilizamos las 
teclas ¡ y~. 

Utilizamos las leclas ~ y ~ para rnovcrnos sobre una 
curva; y podemos ver un cursor parpadeante sobre <:lIa y pn 
la parle inferior de I~l prtntalla las coordenadas (x, y) 
correspondie nle. al punto de la curva sobre el que está 
el cursor. 

y = 6.0819302 

3:¡O 
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]Q	 Podemos mejorar el aspecto de las gráficas Célmbiando las escaléis de Jos ejes coordenados. Esto 

se consigue pulsando la tecla IWINDOW 1, con lo que aparece una pantallél como la de la figura, 

en la cual moviéndonos con las teclas [ENT:fu!j, [!] Y :-!J introducimos el mínimo valor para x 

(Xmin), el máximo valor para x (Xmax), la es - la en el eje de abscisas (Xscl) y análogamente para 

las ord(~nadas. Con estos valores y pulsando rG"FiAPH], obtenernos Ids gráficas de la figura. 

Xmin --5 

Xmax =5 
Xscl;;;; 1 

Ymin :-7 
Ymax:; 7 

Yscl = 2 

Xres = 1 

4º	 Otra tecla que permite modificar el aspecto de la representación 8ráfica de las funciones es ZOOM. 

Al pulsar esta tecla aparece el menú ZOOM: 

1: ZRox 

2: Zoom In 

3: Zoom Out 

4: ZDecimal 

5: ZSquare 

6: ZStandard 

7: ZTrig 

8: Zlnteger 

9: ZoomStat 

O: ZoomFit 

Seleccionamos la opción "6: ZStandard" y, pulsando la 
tecla ENlIER , obtenernos la representación gráfica de la 
función Yl que hemos seleccionado y que podemos ver 
en la Figura. Vamos a mejorar la representación gráfica 
de una parte de la función mediante la opción "1: ZBox". 
Para ello, activamos esta opción con la tecla [ENTER] 
y aparece en la pantalla la gráfica y un cursor parpa­
deélnte que movemos con las teclas El, [8, y y ..l, 

Y qu podemos llevar, por ejemplo, a a posición 
(-4,6808511; 5,4B3871) y, pulsilndo ~RI, fijamos 
ese punto. Con las mismas tecltls de movimiento abri­
rnos una ventana cuyo vértice opuesto es (4,6808511; 
-3,548387) y, pulsando tENTER , obtenemos una am­
pliación de la parte de la gráfica interior él la ventana. 

: ..;6; 

.1 

I ±
 
X =4.6808511 Y =-3.548387
 

!\ l-lÁ LIS T S 
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A continuación describimos las restantes opciones del menú ZOOM. Las opciones "2: Zoom In" y 
"3: Zoom Out" permiten ampliar el gráfico que se encuentra alrededor del cursor. La opción "4: lDeci­
mal" representa las funciones en unos ejes coordenados cuyas divisiones son números enteros. La opción 
"5: ZSquare" representa las funciones con la misma escala en ambos ejes coordenados. La opción "8: Zln­
teger" mantiene la división entera de 1'05 ejes y transforma la representación gráfica en otra cuyo centro 
geométrico de la pantalla es un punto de la gráHca seleccionado. La opción "O: ZoomFit" ajusta YMin e 
YMax entre XMin y XMax. 

• Cálculo de Funciones 

La calcul'adora gráfica dispone de un menú que nos permite efectuar cálculos con funciones definidas y 
representadas con anterroridad. tste menú aparece pulsando las teclas !2n"dllcALCI: 

1: value 

2: zero 

3: minimum 

4: maximum 

5: intersect 

6: dy/dx 

7: If(x)dx 

La opción "1: value" nos permite determinar la ordenada correspondiente a un valor de x dado. 

La opción "2: root" nos permite calcular los puntos de corte de la gráfica con el eje de abscisas. Para. ello 
procedemos de la siguiente manera: nos situamos nlaúltirna pantalla correspondiente a la gráfica de la 
funciÓn Yl(X) '" Xl - Jx -+ 2. A continua .i6n pulsamos [zndllCAlCI y seleccionamos la opción "2: Jero". Apa­
rece entonces la pantalla de la gráfica con un cursor parpadeante y la pregunta "Left Bound?". Movernos 
el cursor con las teclas ~ [El y nos situamos, por ejemplo, en el punto X ",-2,191037, Y =-1 ,945272 Y 
pulsamos IENTER], aparecí.endo otra pantalla anterior con la pregunta" Right Bound?". Moviendo el cursor, 
nos situamos, por ejemplo, en el punto X ~ -1 ,792666, y = 1,616992 Y pulsamos [ENTERl yen la pantalla 
aparece la pregunta "Cuess?" y las coordenadas del punto anterior. Finalmente, pulsando !ENTER , apare­
ce la pantalla de la figura con el punto de corte (-2, O). Para en­
contrar el otro u otros puntos de corte con el eje de abscisas se 
procede de forma análoga. 

Para determinar los puntos en los que la funciÓn presenta míni­
mos y máximos relativos utilizamos las opciones "3: rninimum" 
y "4: maximum" respectivamente, y procedernos de forma aná­
loga a como hemos hecho anteriormente. De esta manera obte­
nemos: 

Minimum Maxirnum Zero 
X=--2x= 1 Y=O X .. -1 Y=4 y=O 



La opción 115: intersectll nos permite hallar los puntos de intersección de dos funciones. Para ello, 
introducimos las funciones a jntcrsecar: 

3y ,(x) =x - 3x + 2 

Mediante la tecla !GRAPH] hacemos aparecer en pantalla 
las gráficas de ambas funciones, A continuación seleccio­
namos la opción 115: intersectll del menú CALe. En pantalla 
aparece la pregunta 11 First curve!''' y con las teclas ... ~ 
colocamos el cursor próximo a uno de los puntos de inter­
sección. Después nos pregunta IISecond curve?" y con las 
mismas teclas movemos el, cursor en la segunda curva a un 
punto próximo al de intersección y pulsamos {ENTER!. En 

pantalla preeunta "Guess?1I y volviendo a pulsar ENTER 
aparece el punto de intersección que figura en el dibujo 

y =1.301966
adjunto, 

La opción 116: dy/dx ll nos permite calcular la pendiente de
 
la recta tangente a la curva en el punto en el que situemos el cursor.
 

La opción 117: ff(x)dx ll permite calcular la integral, definida 
de la función dada o el área del recinto 1imitado por la grá­
fica de la función, el eje de abscisas y las rectas verticaJes 
de ecuaciones x = a (lower limit) y x'= b (upper limit) , Te­
niendo la función Y2 activada y su gráfica en pantalla, pul­
samos 2111d [CALC] y seleccionamos la opción 117: ff(x)dx ll • 
En pantalla aparece la pregunta IILower LimiL?" y movemos 
el cursor, por ejemplo, al punto X = -1,493889, 
Y = '11 ,7682967 Ypulsamos ENTER. A continuación apare­
ce en pantalla la pregunta NUpper Umit?" y movemOs el 
cursor, por ejemplo, al punto X"" 1,493889, Y = 1,7682967 

ff(x)dx =9.7284983Y pulsamos ENTE"R y aparece la pantalla que figura en el 
dibujo, en la cual está sombreado el recinto cuya área vale 
9,7284983 unidades cuadradas. 

• Uso de funciones en cálculos en la pantalla principal 

Vamos a realizar cálculos con las funciones Y1 e Y2 anteriores. Por ejemplo: 

Intersection 
X - 11.618034 

para hacer este cálculo, desde la pantalla principal, tecleamos: 

IVARSI Y-VARS. 1,: Function I NT~ 1: Y1 ,ENTER ITJ 3, OJGOO )( IVMS IY-VAR5. 

1: Function fuRI~ 2: Y1 'ERIERI[]]IBJ[!]IJJ[ENTERI 

y aparece en pantalla el valor buscado, que es 20. 

It.. N .... L I ~ 1 ~ 
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Actividades resueltas de pruebas de acceso o la. universidad 

(x _ 1)2 
1.	 Construye la curva f(x) = (x + 1)3 

•	 Dominio. Como es una función racional, su dominio es Qom f = R - {-ll. 

•	 Simetrías y periodicidad. No tiene simetrías y no es periódica. 

•	 Punto de corte con los ej('s, 

- Cortes con el eje OX : 

v- (x - 1)2 l
, - (x + 1.)3 =;> (x - '1 )2 = O = x = 1 

y=O 

Luego, la gráfica de esta función corta al eje OX en el punto (1, O).
 

- Cortes con el eje OY : {(O) = 1 , Por tanto, la gráfica corta al eje OYen el puntO' (O, 1l.
 

• Asíntotas y ramas infinitas, 

- Asíntotas verticales. Tiene una asíntota vertical de ecuación x =-1, pues se verifica: 

lím {(x) = -:xl /(171 f(x) =+:>c 
x-->-l x--+-l' 

No tiene asíntotas oblicuas. Tiene una asíntota horizontal de ecuación y =O, pues se verifica: 

lím {(x) = O lím {(x) = O 
X	 -:x: 

__(x 2 .- 6x + 5)
• Extn>rno~ relativos: máximos y mínimos relativos. La derivada primera es {'(x) = (x + 1)4 

Por ser complejo el cálculo de la derivad,1 segunda, hacemos el estudio de los extremos relativos 
mediante los intervalos de crecimiento y los intervalos de decrecimiento. 

f es estrictamente dpcreciente en (-00, -1) U ( 1, 1) U (5, +:xl), 

f es estrictamente creciente en (1, 5)_ Por
 
tanto, la función tiene un mínimo relativo en
 
el punto (1, {el)) = ('1, O), Y un máximo
 

relativo en el punto eS, f(5)) = (5, }7 ). 

-1 O 

((x) = (x - 1)~ 
(x+ 1)" 

•	 Puntos de inflexíón. Omitimos este estudio por 
ser muy laboríoso el cálculo ele la derivada se­
gunda y el de la derivada tercera. Mínimo 

/- _________ __ Má,lI;imo 

•	 Intervalos de signo constante. 

Los intervalos a considerar son: 

(--=, -1); (-1, 1); (1, +(0)
 

- f(-2) < O =- f es negativa en (-oc, -1).
 

- f(Ol > O -=;. f es positiva en H, 1).
 

- f(2) > O = f es positiva en (1, +00),
 

\ " ... r. , s J ~
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2rr 

f(x + rr) - COS (x ¡. rr) 

x 

I 1 \ 
2. Calcula los cortes con los ejes y las asíntotas de la función f(x) = In I!..±...-).

\x + 2 
•	 Punto de corte con los ejes.
 

- Cortes con el eje OX :
 

=Jn (:: i) } In (X + 1 ) = O =- ~ = 1 => No existen soluciones 
x+2 x+2y=O 

I.uego, la gráfica no corta al eje de abscisa. o eje OX.
 

Corles con el eje OY :
 

((O) = In (~ ) = -·In 2. Por tanto, la gráfica corta al eje OYen el punto (0, -In 2). 

•	 Asíntota::;. 

-	 Asíntotas verticales. Hay dos asíntotas verticales de ecuaciones x = -1 Yx"" -2, pues se verifica: 

lím Jn (x + 1 ) = -x lím In (x + !)\ = +x 
x -> -1' X + 2. x --. -T X + 2 

No tiene asíntotas obl icuas. Tiene una asíntota horizontal de ecuación y =O, pues se verifica: 

Ifm In (x -l' 1 ) = ° lím In (~) = O 
x- x + 2 x +'" x+2 

1.	 Conociendo la gráfica de la función f(x) "" cos x, explica, de una manera razonada, cómo se obtendría 
la gráfica de la función g(x) =-2 + f(x + n). Realiza un dibujo aproximado de las dos gráficas. 

A partir de la gráfica de la función ((x) = cos x, podemos obtener la gráfica de la función 

i(x + n) = cas (x + rr.) sin más que trasladar la grMica de la función {(x) = (OS x seglm el vector libre 
-40 ~.....,. ~ 

v =-ni + Oj = -ni. 

A partir de la gráfica de la función ((x + rr) =ca.> (x + rt), podemos obtener la gráfica de la función 

g(x) =-2 + ((x + rr) =-2 + cos (x + n) sin más que trasladar la gráfica de la función f(x +;r) =cas (x + n) 
•	 ~ --iI'~-;, 

según el vector libre w =-Oi - 2j ;;;¡ -2j. 

y 

-3 
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ACTIVIDADES DE ENSENANZA~APRENDIZAJE 

Representa gráficamente las siguientes funciones: 
') 4 

a) y=1 +21-x b) y=: Ix2 
- 4x + 31 e) y = x.J - - lxl 

3 

11 Representa gráficamente las siguientes funciones: 

a) y=x(x+2)(x-2) b) y.:::x4 _2x 2 
e) y"" 2x 

l + 5x1 
- 4x(	 3 x	 , 4 2

d) y =x (x - 1) (x - 2) el y = -6 + x t) y=x -2x -B 

2Dada la función ((x) =x' + ax + bx + e, se pide: 

a)	 Determina los valores numéricos de los coeficientes a, b, e para los cuales la función 
tiene un mínimo para x = 1 Y un punto de infl'exión en el origen de coordenadas. 

b) Representa gráficamente la función {(x). 

Consideramos la función ((x) :;: ax 3 + bx2 + ex + d.
( 

a)	 ¿Qué valores debe tomar a, b, e y d para que en el punto (1, 2) posea un máximo y un 
mínimo en el punto (-1, -2)? 

b)	 ¿Tiene esta función a un punto de inflexión? Si la respuesta es positiva, determina la tan­
gente a la curva en ese punto. 

e) Con los datos anteriores, dibuja una gráfica razonable de la función. 

Encuentra una función cuya expresión sea un polinomio del menor grado posible que pase 
por (O, O) Y tenga un máximo en x = -1 Y un mínimo en x = 1. Realiza su represenlaciÓI1 
gráfica. 

( 
2Sea {(xl = Xl + ax + bx + 7. 

a)	 Halla a y b de manera que la gráfica de la función ((x) tenga para x =1 una inflexión cuya 
recta tangente en ese punto forme un ángulo de 45° con el eje OX. 

b) Representa gráficamente la función. 

Representa gráficamente las siguientes funciones: 

b) 2x e) y = + (Curva de Agnesi)y = x2 + 2 x + 4
( 

2	 x' + x2
- 2 x 2

- 3x + 2
d) y:;:	 e) y:;: ----,,----'--'--- f) y:;: ----:--- ­

xz	 2x+2	 _ 3x·- 4 x + 3x + 2 

):;: x + 1 h) y ... _x_ i) = (x + 1)(x + 2)x 
g Y (x + 2)(x + 3)(x + 4) 1 + Ixl y (x- Htx + 3) 

3 
k) ; x 

y (x + 1)2 
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La recta y =2x + 6 es una asíntota oblicua de la función {(x) = 2i + 1 . Halla el valor de k. 
x-k 

Realiza la representación gráfica de la función resultan 

Se considera la función deíinida por ((x) =ax + b + ~ 
x 

a) Calcula a y b para que la gráfica de (pa por el punto (-2, -6) Y admita en dicho. Una 
tangente horizontal. ( 

b) Realiza la representación gráfica de la fundón resultante. 

Representa gráficamente Ids siguientes funciones: 

~ 
a) y =+Vx- - 1 e) y =­

x - 1 2 Xf )y=­d) Y = ±x 
4x - 1 

( 
3-x 

Representa gráficamente las sigu ientes funciones: 

l1x
a) y = In (x - 2) b) Y = e e) y .. 

Ind) y= Jn (xL - 5x + 4) e) y=-- f) y:: In Ix + 11 
x 

~ p' 
g) y = InV Xl + 4 h) y=-- j) y=-l

E'~- 1 X 

( 
x 

k) Y =x 2 e • 1) V=­
, In x 

11 Calcula las constantes a y b para que las gráficas de las funciones ((x):= ~ y g(xl=a In x+b 
X 

se corten en el punto (e2, :L) y tengan en él la misma recta tangente. Real iza la represen­

tación gráfica de las funciones resultantes. 

A partir de las gráfkas de las re pectivas funciones, demuestra que: ( 
In x > 2(x -1 ; \fx> 1 

x + 1 

A partir de la gráfica de la función ((x) "" In x, dibuja de forma razonada las gr-áficas de 'as 
funciones: 

a) ((x) =In Ixl b) ((x) = IIn xl e) ((x) =In ( . - 2) 

A N Á J I ~ 
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51 
.:.:I	 Representa gráficamente las siguientes funciones: 

, [ 1 , •. sen -.; 

((x) = g(x) ~ 

o si Jo( '" Osi x = O 

( 
a)	 Esboza la gráfica de una función ((x) que cumpla, a la vez, que: 

i)	 En x =-3 tenga una niSCOrítinuidad evitable. 

ji)	 En x'" -1 tenga una discontinuidad de salto finito (admite límites laterales frnitos 
distintos). 

¡ii) En =, r nga un a íntolil on	 lím f() = + oc.
 
x --> 1
 

iv) Además,	 f(m {(x) = 3. 

(	 b) Obtén la expresión analítica de lIna de tales fundo es. Razonar la pue 

Representa una función que satisfaga las sig el tes propiedades: 

a)	 110minio f(1if.) = ~ - ¡ l b) ((O) -] e) «4)­

d)	 As'íntota vertical: x"" 3 e) Asíntota horizontal: y=l 

f) lím f(. ) '" +0C0 g) lím f ) '" +00
 
3'
 " ......:t 

h) lím ((x) = +00	 i) lím ((x) = 2 j) {(7) = O 
)_-JX( x-t::JO 

¡Existo sólo llna función con estas propiedades? 

y 

I	 Se dan I S gráficas d dos funciones:
 
la de la fun 'ón ( x) = x eX y I e su
 
d rivada f' }.
 

Se pid distinguir una de la otra, jus­

tificando razonadamente el ¡Jorqué y
 
halfar los intervalos de crecimiento
(	 y decrecimiento, concavidad, así 
como ha llar los punto' donde hay 
máximos, mínimos e inflexiones rJ. 
y = {(x). 

q¡.1!2I	 Demuestra que la ecuación )(4 + 4e . (x -1) = O tiene únLcamente dos so uciones. ¿Podrías 
decir entre qué dos números cOll5ecutivos está cada Una de las soluciones? 

,	 -x4 

NOld: Uti Ii:.:,a la gráfica de 1<1 fu IOfle-:f )~p'Xyg('f= 4(x-1 
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Actividades propuestas en pruebas de acceso a la universidad 

21m La curva y =- x> + ax + bx + e corta al eje de abcisas en x=-3 Y tiene un punto de inflexión 
en (2/.3,1/9). Halla a, h y c; y representa griHicamenle la función obtenida. 

I Encuentra una funci6n .uya expresión .<,e¡1 un polinomio del menor !'idu posible que ticne 
en (-1, 15) un rn{lximo rela.tlvo y en (2, -12) un mínimo relativo. Realiza su representación 
grMica.( 
Consideramos la función ((x) =- L 

x- 1
. Se pide: 

a) Intervalos de crecimi nto y dec:recimit'nto. Extremos relativos.
 

b) Intervalos de concavidad. Puntos de inflexión.
 

c) Asíntotas.
 

Halla el dominio de definición, los límites cuando x ~ +x y cuando x -Xo, los ceros, las
 
asíntotas y los intel'valos de ..cimiento y den "miento de la función:
 

2 . -x(	 t(x) = 8 l 1 

Dibujé;! luego un esquema sencillo de su gráfica. 

RElpr senta gráficamente la función ((x) '::: -,e' , alculanuo, en su casu, el dominio de 
-x 

definición, máximo, mínimos, asíntotas, intervalos de re<.:imiento y decrecimiento y plintos 
de corte con Jos ejes. 

Dihuja la región de plano comprendida entre las curvas: 

y =Vil 6 - x2 ,~J =- 12(y - 1) 
( 

y 

(
 

Se sabe que la gráfica d la derivad ('(x) 

de una función eh el intervalo, bierto 
(-1,5) es la que muestra I dibujo. 

a) Sabiendo que ((O) ; O, dibuja ele ma­
nera aproximada la ráfk:a de la fun­

5 X c.ión ((x) en el int lo (-1,5). 

b)	 Indica en esta gráfia los máximos, los 
mínimos y los puntos de inflexión. 

y	 \ 

EsLe es el esqu ma que repres nta I r: fico de 
I funcíól' y = f ): 
al Ha? otro esquema que represente el gráfico 

de la función y "'= - (x). o 

b) Haz t tro csquema que represente conjunta­
mente las gráficas de y = f(x) e y =- 2((x). 

pi ica el funda lf'nto para la comLru .ción de 
esto· e q! 'mas. 

ANAL.17~1~ 
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Entre los matemáticos fue Galileo el primero en cuestionarse si el conjunto de los números 
naturales tiene más o igual cantidad de números que el conjunto de los números pares. 

Esta cuestión fue resuelta por Georg Cantor estableciendo 
un emparejamiento o biyección de los números de cada 
conjunto en lél! forma que S~ muestra continuaeión: 

2 4 6 8 10 12 
nn:n:n ir n 
1 2 3 4 5 6 

Cuando un conjunto A se puede hacer corresponder de
 
este modo (a cada elemento de A una etiqueta. número
 
natural, distinta y no sobra! eUquetas) se dice que A es
 
numerable.
 

Cantor logró demostrar, de manera análoga. que los
 
conjuntos formados por los números enteros o los núme­

ros racionales son nurnerables. También demostró que el Esta operadora nos da idca de lo que es una
 

conJunto de los números reales no es numerable. como se biyección.
 

muestra a continuación.
 

• Proceso diagonal de Cantor 

El coryunto de números decimales comprendidos entre Oy 1 no es numerable. 

Demostración: 

Procedemos por reducción al absurdo. suponiendo que el citado co!'\lunto de números puede 
etiquetarse con los números naturales. De esta forma pueden colocarse todos ordenadamen­
te. La hsta podria ser como sigue; 

numero 1 0.934826 ... 
número 2 # 0.457624 ... , 
número 3 # 0,023175 ... 
numero 4 # 0,372146 ... 
número 5 # 0.873160 ... 

............ # .................. 

Veamos que en esta lista no están todos. Para ello y 
siguiendo a Cantor observamos el número formado por 
las cifras de la diagonal: 0.95316... 

Formamos otro número, a partir de la anterior. de 
manera que las cifras que ocupan el rrusmo lugar sean 
distintas, por ejemplo: 0.13472... 

Este último número no está en la ltsta antertor. ya que el 
número es distinto de! primer número al menos en la 
primera cifra; ei número es distinto del segundo número 
al menos en la segunda cifra; y así sucesivamente. 
Es falso. por tanto. que estén todos en la lista: el 
conjunto (0,1) no es numerable.
 

Concluimos con otra cita de Hllbert: «Nadie nos arrojará
 
del paraíso que Cantor ha creado para nosotros".
 

Monumento cn honor de Georg Cantor, 
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RESOLUCiÓN DE PROBLEMAS 

El infinito 

"¡El infinito! Ningún otro problema ha conmovido tan pro­
fundamente el espiritu del hombrefl , decía el gran matemáti­
co David Hilbert en los primeros años del siglo xx. 

El m:fmito ha sido pensado, analizado y representado por fi­
lósofos, artistas y cienüfi.cüs de todas las épocas. 

Entre los griegos el concepto de infinito hace su aparición en 
las célebres paradojas de Zenón que cuestionan la divisibili­
dad hasta el infInito del espacio y del tiempo. 

Las paradojas de Zenón son: 

•	 Aquiles y la tortuga: describe la imposibilidad de que 
Aquiles alcance en su carrera a la tortuga. 

• La dicotomia: muestra cómo el movimiento no existe. 

•	 La flecha: una flecha lanzada por un arquero está siempre 
inmóvil. 

• El estadio: cuestiona el movimiento relativo y muestra cómo el tiempo no puede estar cons­
iituido por unidades atómicas. 

En las paradojas anteriores aparecen concept.os como lo infinitamente pequeño o infinitesImal, 
lo infinitamente grande y la conttnuidad. Estos conceptos matemáticos que fueron stableci­
dos con rigor en los siglos X1X y XX por Karl Weierstrass, Richard Dedekind y Georg Cantor. 

El concept.o de infinito fue dibujado por Mamits C. Escher al representar todo el plano en el 
interior de un circulo como puede verse en los dibujos que siguen. 

gn mat.emáticas el infinito hace su aparición muy pronto, podemos intuirlo en el desarrollo de 
la sucesión de los números naturales, e~ decir, en los puntos suspensIvos qu s.igucn a la serie: 

1,2,3,4,5,6.7, ... 


