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6.1. Laresolucion de circuitos eléctricos, en general

Hasta aqui hemos enunciado y utilizado la Ley de Ohm y las Leyes de Kirchhoff
manifestando que las mismas constituyen las leyes fundamentales para la resolucion
de los circuitos eléctricos.

A partir de las mencionadas leyes, desarrollaremos dos técnicas importantisimas para
el andlisis de los circuitos eléctricos como son: el andlisis nodal, basado en la
aplicacion sistemética de la 1° Ley de Kirchhoff, el analisis de mallas, basado en la
aplicacion sistematica de la 2° Ley de Kirchhoff.

Estas dos técnicas nos permitirdan analizar cualquier tipo de circuito a través de la
obtencion de un juego de ecuaciones cuya resolucion permitirAn encontrar los valores
de las corrientes y tensiones impresas en el circuito.

6.1.1. Definicién de circuito

Es un conjunto de elementos activos y pasivos, incluidos acoplamientos
electromagnéticos, conectados en forma de constituir mallas o lazos cerrados.

6.2. Resolver un circuito

Significa, dado un cierto nimero de datos, obtener las incognitas planteadas.

Por lo regular, dados los elementos activos y pasivos componentes, se trata de
obtener las corrientes de las ramas o los potenciales de todos los nodos.

Otra manera de expresarlo es dadas las excitaciones se trata de obtener las
respuestas. En la mayor parte de los casos se conoce el diagrama, la matriz de los
elementos activos, la matriz de los elementos pasivos y se busca la matriz de las
corrientes de rama (o0 de las tensiones) o se buscan los potenciales de nodo.

6.2.1. Resolucion de circuitos simples

Existen circuitos simples, con una sola fuerza electromotriz, que pueden resolverse
mediante el empleo de los agrupamientos en SERIE, en PARALELO y en ESTRELLA
— TRIANGULO.

e Ejemplo.

CIRCUITO A SIMPLIFICAR

DIAGRAMA

3-a-2~c

Sin embargo, este método se puede

emplear en casos muy simples, como el del ejemplo planteado.

Se han desarrollado otros métodos que permitan resolver problemas mas
complicados.

Los métodos de resolucion se agrupan pueden agrupar de la siguiente manera:
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U Cuando interesan todas las v
corrientes en las ramas 4
0 Cuando interesan solo algunas v

corrientes en las ramas
v
v

6.2.2. NUumero de incégnitas de un circuito

Del circuito conocemos:

Método de las corrientes de malla
Método de los potenciales de nodo
Método de
Thevenin

Método aplicando el Teorema de Norton
Método aplicando el Teorema o Principio
de Superposicion

aplicando el Teorema

o Elementos activos (fuentes de tensién y/o corriente)
o Elementos pasivos (impedancias de rama)
o Esquema de conexiones

Las incOgnitas seran:

ad Corrientes en todas las ramas
d Las tensiones en todas las ramas
a Los potenciales en todos los nodos

Por lo tanto, dejamos establecido que:

NGmero de incégnitas = Namero de ramas de la red |

|NGmero de incégnitas = Nimero de nodos de lared |

Llamando R al numero de ramas y N al nimero de nodos:

[Incégnitas =R |

lIncognitas=N-1 |

Notese que se ha tomado N — 1 en vez de N porque a uno cualquiera de los nodos es
licito asignarle un potencial arbitrario, por ejemplo cero.

Por lo anterior concluimos que:

e Si deseamos calcular las R incégnitas de una red = deberemos plantear R

ecuaciones independientes.

e Si deseamos calcular los potenciales de los N nodos de la misma red =
deberemos plantear N— 1 ecuaciones independientes.

6.3. METODO DE LAS CORRIENTES DE MALLA

6.3.1.Introduccion

El método de las mallas se basa en la utilizacion de circuitos cerrados, que

comunmente se llaman mallas o lazos.

El método se funda en la suposicion de que en cada malla o lazo, existe una corriente
que le es propia y que se denomina “corriente de malla”
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La adecuada composicion de las diferentes corrientes de malla, permite conocer todas
las corrientes de las ramas.

MALLAS
CONS | DERADAS
2

-

7\

La ventaja del método consiste en que el nimero de corrientes de malla, es inferior
al numero de las corrientes de rama. Trataremos un ejemplo para efectuar algunas
consideraciones:

6.3.2. Definiciones
e Numero de nodos independientes: N; =N -1 siendo N el numero de nodos.
Para nuestro ejemplo: Nj=3-1=2

e Numero de mallas independientes: M = R — N = R - N + 1, siendo R la
cantidad de ramas.

Para nuestro ejemplo: M=R-N+1=5-3+1=3

Los nodos estan indicados con los numeros 1,2 y 3, mientras que las ramas son los
trayectos entre cada par de nodos.

En la figura vemos que se pueden tomar 3 mallas indicadas como A, By C y que
encierran los recorridos 1231, 131y 232.

En cada malla existira una corriente de malla, que denominaremos Ia, Is € Ic.

Ahora procedamos a aplicar las leyes de Kirchhoff a cada malla, y se tendra:

Malla 1231 Iz Z> + (lB - |c) Zs+ (IB - |A) Zs = E>
Malla 131 (lA—lB) Zs + Ia (Z'1+Z”1) =E;
Malla 232 Ic Z3 + (|C—|B) Zs= -E3

¢, Cudl es el origen de estas expresiones?

Son las sumas de las tensiones y de las fuerzas electromotrices a lo largo de cada una
de las mallas propuestas.

En cada impedancia, se tiene en cuenta las corrientes que circulan con su sentido
relativo.

Para las FEM, se tiene en cuenta las flechas colocadas al costado del simbolo, que
indican el sentido relativo correspondiente.

Reordenemos las ecuaciones planteadas:

Malla 1231 -1aZ5 + g (Zz+ Z4+Z5) —lc Z4 =E,
Malla 131 Ia (Zl + Z5) - g Zs =E;
Malla 232 - g Za + |c(Zg+Z4)= - Es
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Donde definimos como Z: =21+ 2"
Convengamos en llamar:

Ian=21+2Zs

Zes = Z> + Z4+ Zs Impedancias propias de malla

Zec =23+ 24

Zag =-2s

Zsn=-21s

Zsc=-24 Impedancias mutuas o de vinculacion
Zeg =-24 de mallas

ZAC =0

Zca= 0

Podemos definir:

e IMPEDANCIA DE MALLA: es la suma de todas las impedancias que se
encuentran recorriendo una malla.

¢ IMPEDANCIA MUTUA: es laimpedancia comin a dos mallas.
Reemplazando estos valores en el sistema de ecuaciones del ejemplo resulta:
Malla1231 |1 aZan +l8Zag + O = Ea

Malla 131 In Zga *+ I8 Zgs + Ic ZBc Es
Malla 232 0 +lgZce+tlcZcc= Ec

Donde hemos cambiado la denominacién de las FEM para encontrar expresiones mas
generales.

Resolviendo el sistema de ecuaciones encontramos las tres corrientes de malla I, Is e
lc. A partir de las corrientes de malla encontramos las corrientes de rama incognitas:

|1:|A |2:|B |3=|c |4=|B—|c |5=|A‘|B

'2 Va
6.3.3. Generalizacién del método. — "~
[ il
Considérese el circuito arbitrario ilustrado en la figura. @

Se numeran las mallas y se asigna un mismo sentido
de circulacion para recorrer las mismas, con el objeto
de obtener una ley de formacion y poder sistematizar
el método.

Con el mismo objeto el sentido de referencia para las
corrientes de malla independiente 1, 1> e I3 se eligen
todos coincidentes entre si e iguales al sentido de
circulacion adoptado.

Por aplicacion de la segunda Ley de Kirchhoff resulta:

malla | Vi+Vs =21 b+ Zs la + Zslo .
malla Il -V, =22l + Zs Is - Zs lg
malla Il -V3=V4 =23l3 - Z4 14 - Z5 |5

En el grupo de ecuaciones anteriores se desean expresar ahora las corrientes
compartidas entre dos mallas en funcion de las corrientes de malla independiente.

Con ese objeto conviene elegir para plantear la primera Ley de Kirchhoff a los nodos
indicados como A, By C y en consecuencia:
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nodo A: -1y +12 + Ig=0; nodoB: -lo+ Iz+Is=0;nodo C: l1-13- 1= 0

De este conjunto de ecuaciones pueden despejarse las corrientes compartidas en
funcion de las independientes:

le=1l1—12 Is=1,=I3e ls= 11— 1, reemplazando adecuadamente las ecuaciones sera:
malla | Vi+Vs = Z1 14 +24 (|1—|3) + Zs (|1- |2)

malla Il -\V> Zolo + Zs (|2—|3)- Zs (|1- |2)
malla Il -V3 Z3 lz- Z4 (|1—|3) - Zs (|2- |3)

ordenando las ecuaciones anteriores en funcion de las corrientes de malla
independiente:

(Zl+ Z4 +Ze)|1- Ze lo - Z4s Iz = V1 +V,4
'26|1+(ZZ+ZS+ZG)|2'ZS|3 = -V
-Za |1-Z5|2+(23+Z4+Z5)|3 = - V3=V,4

Nétese que en las tres ecuaciones de malla planteadas, el coeficiente de la corriente
independiente de las mismas esta formado por la suma de las impedancias que se
obtienen al recorrer la malla en cuestion.

Ademas, por ejemplo en la ecuacién correspondiente a la malla I, el coeficiente de la
corriente independiente de la malla Il es la impedancia de la rama compartida entre las
mallas | y II.

Estas impedancias compartidas aparecen precedidas por un signo negativo. Procesos
similares ocurren para las ecuaciones correspondientes a las mallas 1l y lll.
Finalmente, se observa que cada ecuacion de malla tiene como término independiente
a la suma de las tensiones de los generadores hallados al recorrer la malla
correspondiente, computadas con signo positivo cuando su sentido de referencia es
coincidente con el de circulacién adoptado, y con signo negativo en caso contrario.

A través del andlisis se advierte que existe una ley de formacion que permite escribir
las ecuaciones en forma sistematica, y que pueden tomar el siguiente aspecto:

Zin W+ Zio 1 + ... + Zimi |mi =2V (l)

Zor i+ Zo o + ... + Zomi |mi =XV (2)

Zmi]_ I]_ + Zmi2 |2 + + Zmimi Imi - Z V (ml)

en forma condensada y matricialmente puede escribirse: [ZV] = [Z] [|] y dice que

la matriz columna de tensiones de excitacién es igual a la matriz impedancia de malla
0 matriz impedancia del método de las mallas multiplicada por la matriz columna de
corrientes de malla independiente.

En la ecuacion se observa, principalmente, que aparecen dos tipos de impedancia,
una con subindices repetidos y otras con distintos subindice, y se denominan:

e Zu = IMPEDANCIAS PROPIAS DE LA MALLA
e Zs, = IMPEDANCIAS MUTUAS O COMPARTIDAS

Es de aclarar que Z,3 = Zg, para circuitos constituidos por elementos que se
componen en forma eléctricamente simétrica, es decir que la transferencia de energia
puede realizarse con igual facilidad en ambos sentidos.

Los elementos pasivos cumplen con esta condicion y se denominan BILATERALES.
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e Regla practica para escribir las ecuaciones del método de las mallas por
simple inspeccion.

1. Se determina el nimero de mallas independientes, se enumeran las mismas

asignando un mismo sentido para todas las corrientes en las mismas, en
coincidencia con el sentido de circulacion adoptado.

En el primer miembro se forma una matriz columna con tantos elementos como
mallas independientes tenga el circuito, cada uno de los elementos es igual a la
sumatoria, para la malla correspondiente a la fila en que se encuentran, de las
tensiones excitadoras halladas al recorrerlas integramente. Se consideraran
positivas aquellas tensiones de los generadores cuyo sentido de referencia sea
coincidente con el de circulacion, y negativas en caso contrario. El segundo
miembro esta constituido por el producto de dos matrices.

La matriz cuadrada de impedancia de malla se construye formando un cuadro con
tantas filas y columnas como mallas independientes tenga el circuito. Se coloca en
cada uno de los elementos definidos una impedancia caracterizada con las letras Z
con doble subindice. El primer subindice corresponde a la malla a la cual
pertenece la ecuacién, o lo que es lo mismo, al nimero de fila. El segundo
subindice corresponde a la corriente de la cual es coeficiente, o lo que es igual, a
la columna correspondiente. Las impedancias con subindices repetidos resultan de
las sumas de las impedancias encontradas al recorrer la malla identificada por
dicho doble subindice, siendo siempre positivas. Las impedancias con subindices
distintos son iguales a la impedancia de la rama compartida entre las dos mallas
identificadas por dichos subindices, cambiada de signo.

La matriz columna de corrientes incognitas esta constituida por tantos elementos
como mallas independientes tenga el circuito.

NOTA: En el ejemplo de la figura de la cual se derivd el método incluye generadores
de tensién. En el caso de que existan en la configuracién a resolver generadores de
corriente, con el objeto de aplicar la regla anterior, debe convertirselos en generadores

de tensién aplicando la transformacion de fuentes ya vista.

'

<

6.4. METODO DE LAS TENSIONES DE NODO
h v

El andlisis nodal o método de tensiones de nodo T:_—_}“ _’O
proporciona un procedimiento general para analizar 7
circuitos usando los voltajes de los nodos como =\
variables del circuito. 1|/ 23 N2
Considérese el circuito arbitrario ilustrado en la " /)‘ l'——{-o '\v
figura. "/ ¢ B
Se numeran los nimeros independientes y el nodo 3 , T,\ | '“ ' T j
se elige como referencia, computando respecto de ° v \"D 3 ¢ ,L
él, los potenciales de los deméas nodos.
Los generadores de corriente proveen Is e s, \\

, o : . 3 4
obviamente conocidas; los sentidos de referencia P

para las demas corrientes se han tomado en forma
arbitraria.
De la aplicacion de la 1° Ley de Kirchhoff resulta:

0
0

nodo1l: -h+l+lI3=1Is
nodo 2: li- 1o -la+1g
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En las ecuaciones anteriores Is e lg son las corrientes independientes impuestas por
los generadores. Las demas pueden expresarse en funcién de los potenciales y las
admitancias aplicando la Ley de Ohm en las ramas del circuito de la figura, y en
consecuencia:

Vo1 =Vo=V1i=V+7Z: 11 = |1=(V2—V1-V) Y1

Vor=Vo=Vi=-122> = |2:(V1—V1)Y2

Viz=Vi1-0 =13Z3 =5 I3 =V1Y3

V23:V2-0:-|4Z4 = |4:-V2Y4

reemplazando adecuadamente las ultimas ecuaciones en las de nodos resulta:
nodo 1: -(Vz—Vl-V)Y1+(Vl—Vz)Y2+V1Y3—|5:0

nodo 2: (Vz—Vl-V) Yl-(Vl—Vz) Yo+ VoYsa+le =0

operando las ecuaciones anteriores en funcion de los potenciales de nodo
independiente:

nodo 1: (Y1+Y2+Y3) Vi - (Y1+Y2) Vo=1s -V Y
nodo 2: -(Y1+Y2)V1+(Y1+Y2+Y4) Vo=-lg +V Y1

Noétese que en las dos ecuaciones de nodo planteadas, los potenciales de nodo
independiente tienen como coeficiente a la suma de las admitancias que concurren a
los respectivos nodos.

Ademas, en la ecuacién correspondiente al nodo 1, el potencial del nodo 2 tiene como
coeficiente la suma de las admitancias tendidas entre los nodos 1y 2, precedidos de
un signo negativo.

Proceso anélogo ocurre en la ecuacion del nodo 2, respecto al potencial del nodo 1.
Finalmente, se observa que cada ecuacion de nodo tiene como término independiente
a la suma de las corrientes independientes, provistas por los generadores, que
convergen al nodo al cual corresponde la ecuacién, computadas con signo positivo si
son entrantes en el nodo, y negativo en caso contrario. Adviértase que en el circuito en
estudio, ademas de los generadores de corriente, se ha incluido uno de tensién, y que
en las ecuaciones aparece transformado en uno de corriente. Al respecto se insistira
sobre esto en la regla practica.

A través del analisis se advierte que existe una Ley de formacion que permite escribir
las ecuaciones en forma sistematica, y que pueden tomar el siguiente aspecto:

Yiu Vi + Yo Vo+ ... + Ymi Vi = 2| (1)
Yor V1 + Yoo Vo4 ..oannll. + Yoni Vii =2 (2)
Yni V]_ + Yni2 V2 + o + Yn|n| Vn| - Z I (nl)

que en forma matricial y condensada puede escribirse : [ 2I] = [Y] [ V] Yy dice que
la matriz columna de corrientes de excitacion es igual a la matriz admitancia de nodo o
matriz admitancia del método de los nodos, multiplicada por la matriz columna de
tensiones de nodo independiente.
En las ecuaciones se observa, principalmente, que existen dos tipos de admitancias,
unas con subindices repetidos y otras con distintos subindices, y se denominan:

e Y . = admitancias propias de nodos.

e Y s = admitancias mutuas.
respecto de las admitancias mutuas Y.. € Yq valen las mismas consideraciones
realizadas en el método de las mallas para Z.. € Z.s . ESto es Yqs = Yp, para circuitos
constituidos por elementos bilaterales.
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e Regla practica para escribir las ecuaciones del método de los nodos por
simple inspeccion.

1. Se determina el numero de nodos independientes, eligiendo la referencia y
numerandolos.

2. En el primer miembro se forma una matriz columna con tantos elementos como
nodos independientes tenga el circuito. Cada uno de los elementos es igual a la
sumatoria, para el nodo correspondiente a la fila en que se encuentra, de las
corrientes excitadoras que convergen al nodo en cuestion. Se consideraran
positivas aquellas corrientes de los generadores cuyo sentido de referencia es
entrante al nodo, y negativo en caso contrario. El segundo miembro esta
constituido por el producto de dos matrices.

3. La matriz cuadrada de admitancia de nodo se construye formando un cuadro con
tantas filas y columnas como nodos independientes tenga el circuito. En cada uno
de los elementos definidos se coloca una admitancia caracterizada con la letra Y
con doble subindice. El primer subindice corresponde al nodo al cual pertenece la
ecuaciéon, o lo que es lo mismo, al numero de fila. El segundo subindice
corresponde a la tensién de la cual sera coeficiente, o lo que es igual, a la columna
correspondiente. Las admitancias con subindices repetidos resultan de la suma de
las admitancias de las ramas que concurren al nodo identificado por el doble
subindice, siendo siempre positivas. Las admitancias con distintos subindices
resultan de la suma de las admitancias de las ramas tendidas entre los dos nodos
identificados por los subindices cambiada de signo.

4. La matriz columna de tensiones incégnitas esta constituida por tantos elementos
como nodos independientes tenga el circuito.

NOTA: En el caso de que existan en la configuracion a resolver generadores de
tension, con el objeto de aplicar la regla anterior, debe convertirselos en generadores
de corriente aplicando el concepto de transformacion de fuentes.

6.5. Comparacion de los métodos de las mallas y los nodos. Campo de
aplicacién de cada uno.

El método de las mallas permite la determinacién de las corrientes de malla
independiente, y conociendo éstas pueden determinarse todas las demas incognitas.
Deben plantearse:

m; = ndmero de corrientes de mallaindependientes = r - (n - 1) ecuaciones.
Donde: (r) es el numero total de ramas, (n) es el nUmero total de nodos.

El método de los nodos permite la determinacién de las tensiones de nodo
independiente, y de alli se pueden determinar las demas incégnitas.

Deben plantearse:

ni = namero de tensiones de rama independiente = n - 1 ecuaciones.

Donde: (n) es el numero total de nodos.

En el caso de querer determinar una configuracion, una primera seleccion del método
a emplear puede hacerse teniendo en cuenta a aquél que provee el menor nimero de
ecuaciones. Es evidente que si mi < ni conviene emplear el método de las mallas, y
en cambio si mi > ni es recomendable emplear el método de los nodos.

6.6. TEOREMA DE THEVENIN

Este teorema se emplea cuando se requiere conocer una sola de las incégnitas de
un circuito.
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Ventaja: Menor trabajo material para conocer una incognita determinada.
Permite simplificar los circuitos para su estudio y medicion.

Inconveniente: No permitir conocer todas las incognitas.
Impide controlar el resultado.

6.6.1. Enunciado:

Una red compleja (circuito) que tenga elementos activos y pasivos lineales, puede ser
reemplazada por un generador equivalente, compuesto por una impedancia interior, y
una fuerza electromotriz.

Veamos el ejemplo utilizado en el método de las mallas:

Circuito equivalente
CIRCUITO ORIGINAL seqin THEVENIN

Cilculo de la f.e.m. E; Cilculo de 1la TT
1 iy 2 1 2

El método que desarrollamos, busca precisamente obtener el valor de la fuerza
electromotriz Er y la impedancia equivalente Zr, elementos ambos que constituyen el
generador equivalente de Thevenin.

Por aplicacién de la Ley de Ohm podemos calcular I3 = Et / (Z7 + Z3)

Para encontrar Et y Zt procedemos de la siguiente manera:

° 113 ET 113

El valor de la fuerza electromotriz Er se obtiene retirando la impedancia Z; por la
cual circula la incégnita propuesta, en nuestro ejemplo, retirando la impedancia
Zs; y determinando que tension queda entre sus terminales.

En el ejemplo, para conocer la tension a circuito abierto Uag habra que calcular I"», sea
por el método de las mallas o por simple aplicacion repetitiva del mismo método de
Thevenin.

Se observa asi que este procedimiento implica muchas veces recurrir a otros métodos.
Para nuestro ejemplo, determinada esa corriente auxiliar, se podra escribir:

Use =Er=1224+Es
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° “ZT”

La

determinacién de la impedancia interna del generador equivalente segun

Thevenin, se procede a quitar todas las fuentes activas, y el circuito nos queda
como ensefia la figura.

La

determinacion de la impedancia es sencilla, para este ejemplo, acudiendo a las

combinaciones de impedancias en serie y paralelo:

(Z'+27,)Z,
7 - VAR WA
T2 +Z27))(Zs)
Z' +727 +Z,

+2, (Z,)

+Z,+7,

En sintesis:

Para determinar una incognita de Thevenin, se retira laimpedancia por la que
circula dicha incognita, y se considera al resto del circuito como un
generador equivalente. La fuerza electromotriz de este generador equivalente
es latensién a circuito abierto, que se ve desde la incdgnita, mirando al resto
del circuito.

La impedancia interna de ese generador equivalente es la impedancia que se
ve desde la incégnita, si se consideran nulas todas las fuerzas
electromotrices actuantes.

Esto nos permite mejorar el ENUNCIADO dado al principio:

6.7.

e Una red compleja, que contenga elementos activos y pasivos lineales,
puede ser reemplazada por una fuente real de tensién, llamada generador
equivalente de Thevenin, cuya fuerza electromotriz sea la tension que se
mide en la red cuando se retira la impedancia por la que circula la
incégnita que se quiere determinar y cuya impedancia interna es la
impedancia que tiene la misma red considerando nulas todas las fuerzas
electromotrices.

e EI método de Thevenin es sumamente (til para operar en forma
experimental ya que la determinacion de los valores de Ery Zr se pueden
hacer por métodos experimentales de laboratorio.

TEOREMA DE NORTON

El Teorema de Thevenin enunciado

anteriormente establecia que todo
circuito lineal podia ser reemplazado

—A

Red conteniendo

por el denominado equivalente de | generadoresyresistencias| [o> &

Thevenin que estaba compuesto por

un

generador real, es decir por un B8

generador ideal de tension Er y una
impedancia Z.

El Teorema de Norton es similar pero difiere en el tipo de generador seleccionado para
hacer la equivalencia.

Ing.
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Utiliza una fuente que proporciona una corriente (que puede ser continua o alterna) y
que tiene acoplada en paralelo una impedancia.

El enunciado es el siguiente:

“La corriente que circula por un receptor de energia conectado a los terminales
de una red es igual a la corriente que circularia por ese mismo receptor,
conectado a un generador elemental consistente en una fuente de corriente,
igual a la que produciria si ponemos la red en cortocircuito, y una impedancia
interior en paralelo igual a la que presentan los terminales si las fuerzas
electromotrices no se consideran”.

Esto se ilustra en principio en la figura anterior.

Veamos un ejemplo.

A
wz &2 || o2 &
1= Al 2] =4, =
z .
+ + + L-i- y/
- » + b | +
8

A rr—————7° B
- | ° L—g
g, ”2 ll Io-:]‘.‘ :
| 6 d
| aissi
il L+
- | L_ — i [4
8 _______ 4 8

(c) (d)

En la figura vemos que:

(a) representa el circuito de resolver;

(b) se ha quitado la resistencia de carga y se han corto circuitado los bornes,
obteniéndose asi la corriente Icc.

(c) Se han pasivado las fuentes de tension (es decir se cortocircuitan) y se puede
calcular la impedancia equivalente ( en el ejemplo resistencia equivalente).

(d) Vemos el generador equivalente con una fuente de corriente | = Icc acoplada en
paralelo con una resistencia interior Ri.

6.8. TEOREMA DE SUPERPOSICION

En una red cualquiera compuesta por generadores e impedancias, la corriente que
circula por un punto de la misma, es la suma de las que circularian por ese mismo
punto si cada generador actuase solo e independientemente y los otros presentasen
Unicamente su impedancia interior.
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“El principio de superposicion establece que el voltaje (o una corriente) a través
de un elemento lineal es la suma algebraica de los voltajes (o corrientes) a
través del elemento debido a cada fuente independiente actuando sola”.

La figura que sigue nos da una idea del Teorema.

Py o R 4
4‘ ------- it R 5 R

2 A 4 "@ ,
" R | R T e
@) (b) (c)

En (a) vemos el circuito a resolver y en (b) y (c) el mismo circuito en la que actdan
independientemente los generadores, reemplazdndose los eliminados por sus
respectivas resistencias internas.

Cuando en (b) actia solamente Ei provoca en la red tres corrientes que son muy
faciles de calcular, lo mismo cuando actta sélo E; en (c).

La corriente real que circulard por cada rama cuando actien ambos generadores
simultdneamente debe ser:

Ilh=11+1"1

I, = |’2 + |”2

I=1"+1"

Las seis corrientes parciales son muy faciles de calcular y solo debe tenerse la
precauciéon de considerar correctamente sus sentidos.

6.9. TRANSFERENCIA DE ENERGIA DE UN CIRCUITO A OTRO

La transferencia de energia desde un generador a un receptor puede
hacerse de dos formas:

U Directamente.

O A través de un circuito de acoplamiento.

Generador

En el circuito de la figura podemos expresar a:

ZizRi+in=ZiZei ZezRe'l'le:Zeéee

La corriente circulante, en valor absoluto vale:
EO

= \/(Rl +Re )2 + (XI + Xe)2

La potencia desarrollada en la carga resulta:
EO2 Re

P.=FR,= 5 5
P+ + (X +
(Ri+R. )+ (X, +X,)

Si variamos la reactancia Xe manteniendo todos los elementos constantes, la potencia
transferida por el generador a la carga es MAXIMA cuando se cumple: X, =—X_
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2

Para esta condicion se cumple que: P, = EoiRez

(R +R,)
Si variamos R, obtendremos derivando la expresién de la potencia P. que la condicion
de MAXIMO es: R, = R,
Reuniendo las dos condiciones vemos que se transfiere maxima potencia cuando se
cumple que: Z, = Z'<(donde Z " es la impedancia conjugada de Z)
Este desarrollo se conoce con el nombre de “Teorema de la maxima transferencia
de potencia”
Veamos dos casos particulares:
a) Carga: Resistencia variable R,
b) Carga: Impedancia Z. con resistencia variable y reactancia fija

a) Carga: Resistencia variable R.:
E

JR AR +(X)?

La corriente en el circuito es (en modulo): | =

_ E02 Re
© (R +R) +(X)

La potencia suministrada a R.es entonces: P, =I> R

Para determinar el valor de Re para que la potencia transferida a la carga sea maxima,
se hace la primera derivada dP/dR. igual a cero, resultando:R, = /R’ + X.* = Z,|

En el caso de una resistencia pura variable se transmite la potencia maxima entre los
terminales de un circuito activo cuando la resistencia de carga es igual al valor
absoluto de la impedancia del circuito.

Si la componente reactiva de la impedancia en serie con la fuente es cero, 0 sea Xi=
0, se transfiere la maxima potencia cuando la resistencia de carga es igual a la
resistencia de la fuente, esto es: R, = R

e

b) Carga: Impedancia Z. con resistencia variable y reactancia fija.
Con la condicién X, constante se obtienen las mismas ecuaciones para la corriente | y

para la potencia P que en el caso general.
Igualando a cero la primera derivada de P respecto de Re se deduce:

RS =R +(X +X.,)) = R.=Z+jX,

Como Z; y Xe son magnitudes fijas se pueden combinar en una Unica impedancia.
Entonces, con Re variable, este caso se reduce al caso a) y la potencia maxima se
obtiene cuando Re es igual al valor absoluto de la impedancia del circuito.
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6.10. EJEMPLOS RESUELTOS.

6.10.1. APLICACION DEL METODO DE LAS MALLAS.

Escribir el sistema de ecuaciones en las corrientes de ma-

lla del circuito representado en la Figura 9-5. 4
En el esquema del propio circuito se han sefialado las

corrientes de malla a considerar. Como en la malla uno no L I I
existen fuentes de tension, el término independiente de la pri- g ! w .

vie . 10 pomp— 5/30°
mera ecuacién del sistema es cero

5 8
1,(~78) + (I, — 1)10 + (I, — 196 = 0 ® M—

sentido contrario a la ciclica de su malla, razon por la cual se
ha de considerar con signo menos.

La fuente 5/30° de la malla dos hace circular una corriente de (P /1?\
10/0°( ~ l
A

700
L(i4) + (I~ )8 + (I, —1)10 = —(5/30°) s
Aplicando la segunda ley de Kirchhoff a la tercera malla se
deduce Fig.9-5

T3+ i4) + (I, — 16 + (I — )8 = —(10/0°)

Agrupando términos resulta el sistema de ecuaciones siguiente:

—101, + (1844, — 8, = —(5/30°)
—5I, — 8, + (16+4)l; = —(10/0°)

Comparemos este sistema de ecuaciones del circuito dado con el del circuito de tres mallas general. La im-,
pedancia de la malla uno es Z;, = (5 + 10 — j§) = 15 — j8. La copedancia de las mallas uno y dos es
Z,, = Z,, = 10; ahora bien, como I, e I, son de sentido contrario circulando, por la misma impedancia, Z,,
lleva signo menos. Andlogamente, la copedancia Z;3 = —3. Obsérvese que Z,; = Zyy, Zy3y = Ly, Yy Zyy = Zs;.

La fuente de tension de la malla dos es 5/30° y lleva un signo menos porque hace circular una corriente de
sentido opuesto a la de malla correspondiente, como ya indicamos. Cada término del sistema de ecuaciones ob-
tenido tiene su imagen en el sistema mds general.
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6.10.2. APLICACION DEL METODO DE LOS NODOS

Escribir las ecuaciones de las tensiones en los nudos del circuito de la Fig. 10-4 y expresarlas en forma ma-

tricial.
I wfz 2
10 75 3
gs

5/0° 10/45° i
A W

.o

Fig.10-4

Elegir el nudo 3 como referencia y numerar los nudos en la forma en que se ha hecho en la figura. Suponer

que Las corrientes en las ramas se alejan de los nudos / y 2. Aplicando la primera ley de Kirchhoff a cada nudo,
se obtiene:

Vi— 500 Vi +10 45° V-V,

En el nudo /: T 5 t o S 0 (10)
En el nudo 2: v;_:;‘ + 3X2j4 + ‘—:;3 = 0 (11)
Agrupando términos,

—(ﬁ)vx e (5—5:?+§:1—].—4+%>V.3 = 0 (13)

En la matriz cuadrada que contiene las admitancias, Y, = 1/10 + 1//5 + 1/(2 + j2) por comparacién
con (6). Esto estd de acuerdo con la definicidn de Y, , como admitancia propia del nudo /. También Y,, = Y,, =
—1/(2 + j2) en concordancia con la definicién de coadmitancia.

I, en la notacion general se definié como la suma de las corrientes en el nudo /. De acuerdo con el conve-
nio del signo, la corriente de la fuente de la rama izquierda tiene signo positivo y la de la fuente de la segunda
rama, que se aleja de 7, tiene signo negativo. Por tanto, I, = (5/0°)/10 — (10/45° )/;5. La corriente I, en el nudo 2
es cero, ya que no hay fuente alguna en las ramas conectadas con el nudo 2.
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6.10.3. APLICACION DEL TEOREMA DE THEVENIN

Dado el circuito de la Fig. 11-3 determinar el circuito

; —Jb

equivalente de Thevenin con respecto a los terminales AB. | o
Utilizar el resultado para hallar la corriente en las dos n ; o
impedancias, Z, = 5 — j5 y Z, = 10/0°, conectadas su- "
cesivamente a los terminales 4B y determinar la potencia m
a ellas suministrada. 50/0° ~>1

En la Fig. 11-3 la corriente is

I = 50/0° /(5+ j5—j5) = 10/0° o B

La tensidon V' equivalente de Thevenin es entonces la caida
de tensidn en la impedancia 5 + j5. Por tanto, Fig.11-3

V' = Vg = I(5+j5) = 70,7/45°

La impedancia de entrada en los terminales AB es Z' = % = 5 —J5.

El circuito equivalente de Thevenin es el representado en la Fig. 11-4(a) con la fuente V' dirigida al terminal A4.

) Z i z _A z A
: ® ] JEESEEC ¢
5—j5 5—j5 5-3j5
L ol "
- <~> T vl z, v q~> t 2 z,
70,1/45° 70,1453 E 70,1/45° 10£0°
—e B - &
B B
(a) (b) ()
Fig.11-4

Si se une la impedancia Z, a los terminales del circuito equivalente de Thevenin, se tiene la Fig. 11-4(b). En
este circuito,

I, =(70,7/45° )/(5 = j5 + 5 — j5) =590 'y P, =5()*=125 W
Con la impedancia Z, en lugar de la Z,, Fig. 11-4(c), se tiene

I, = (70,7/45° )/(S — j5 + 10) = 447/6343° y P,

Il

10(1,)* = 200 W
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6.10.4. APLICACION DEL TEOREMA DE NORTON

Dado el circuito de la Fig. 11-6, determinar el circuito equivalente de Norton respecto de los terminales 4B
Utilizar el resultado para hallar la corriente en dos impedancias Z; = 5 - jSy Z, = 10/0° , unidas sucesiva
mente a los terminales AB y determinar las potencias a ellas suministradas.

M 1
Y . A
i 4 it

5002 (~) 50/0° G)t

35 5

B

Fig.11-6 Fig.11-7

En la Fig. 11-7, cuando se cortocircuita 4B, I’ = 50/0° /(—j5) = 10/90°. Al hacer la fuente igual a cero,

— —I5(5 +J5) _

4 e 5+35—375

5—j5.

El circuito equivalente de Norton es el de la Fig. 11-8(a). Obsérvese que la corriente va hacia el terminal A.

II_’ A l’—» . A ‘;_’ AA
10/90° 10/90° 14 10/90° 12‘
z Z, z Z,
55 5—j5 5 j5 10/0°
[ B ¥ s . S -
I X B I B
(d) (c)

Fig.11-8
Si se conecta la impedancia Z, a los terminales del circuito equivalente de Norton, se tiene la Fig. 11-8(b).
i zZ L =1 2 =10/90° ( 213 = 5/90°. La potenci ini
-a corriente que pasa por Z; es I, = Z7+2, )< 10 =410 . La potencia suminis-
rada a Z, vale P, = 5(I,)®> = 125 W.

Con la impedancia Z, unida a los terminales 4B se tiene [Fig. 11-8(c)]

I, = I'(5 — j5)/(15 — j5) = 4,47/63 43° y P, = 10(/,)* = 200 W
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6.10.5. APLICACION DEL TEOREMA DE SUPERPOSICION

Aplicar el teorema de superposicion al circuito de la Fig. 12-17 y obtener la intensidad por la
impedancia de 3 + j4 ohmios:

W 00
1‘ 3 :
V, = 50/90° 65 } ‘(~> Vy = 50/0°.

74

Fig.12-17

Sea V, = 0 y V, la unica fuente que hay en el circuito. Entonces,

Zr, = 5+ B+34i5 = 58 + j25 = 6,35/23,2°
3+ 39
L, = b = 8080  _ ggq/6680
1 Zr, 6,35/23,2° '

La corriente en la rama de 3 + j4 Q debida a V, solamente es
- 75 - of 15 ) = °
L, = I <3+].9> = 1,87/668 <3 T j9> 4,15/85,3

Haciendo ahora V, = 0 y dejando como unica fuente a V,,

Zr, = 5+ 5é3 :Jj:)_ = 25 + j6,25 = 6,74/68,2°
L o= o2 o S0 7,42/—68,2°
T2 Zr, 6,14/68,2° ’

La corriente en la rama de 3 + j4 Q debida solamente a V, es

I, = —(7,42[—68,2°)<8_fj4> = 415/853°

en la que el signo menos da a I, el mismo sentido que la corriente I del diagrama.
La corriente total en la rama de 3 + j4 Q es

I=1 +1, =4,15853° + 4,15/85,3° = 8,30/85,3°
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6.10.6. APLICACION DEL TEOREMA DE MAXIMA TRANSFERENCIA DE
POTENCIA

6.10.6.1. Ejemplo 1:

En el circuito de la Fig. 12-26 la carga Z esta for- .
mada por una resistencia pura R,. Hallar el valor Z, =10 + j20
de R, para el cual la fuente suministra la poten-
cia méaxima a la carga. Calcular la potencia ma-

xima P v ~5 1
La transferencia maxima de potencia tiene lugar cuando 00° A
R, = |Z,| = |10 + j20] = 224 Q

Ahora bien, I = V/(Z, + R) = (50/0° )/(10 +.f20 + 224) -
= 1,31/=31,7° y la potencia maxima suministrada a la .
carga es P = R, I* = (1,31)222,4 = 38,5 W. Fig. 12-26

6.10.6.2. Ejemplo 2:

Si la carga en el circuito de la Fig. 12-26 es una impedancia compleja.z,‘, que es Yariable eln Ry
y X, determinar el valor de Z, que da lugar a la maxima transferencia de potencia. Calcular
valor de la potencia méaxima.

=10 - j29
La maxima transferencia tiene lugar cuando Z, = ZJ. Como Z, = 10 + 20, resulta Z, = 10 — J

La impedancia total del circuito es Zy = (10 + j20) + (10 — ;20) = 20. Por tanto, 1= V/ix
(50/0°)/20 = 2,5/0° y P = R.I? = 10(2,5) = 62,5 W.

6.10.6.3. Ejemplo 3:

En el circuito de la Fig. 12-27 la carga conectada X, 2
entre los terminales 4B estd formada por una re- % /AﬁG’ t

sistencia variable R, y una reactancia capacitiva X >
que varia entre 2 y 8 ohmios. Determinar los valores
de R, y X que dan lugar a la transferencia de la 2
potencia maxima. Calcular la potencia maxima su-

ministrada a la carga. Fig. 12-27

Ry 10

La tension equivalente de Thevenin, en los terminales AB, es V' = 05, 2+/j10)=4 g
3 +j10( + j10) 5,6/60,3

La impedanc':ia c'leI circuito activo conectado a los terminales 4Bes Z' = 3(2 + j10)/(5 + j10) = 2,64 + 0,72
En el circuito dado, la transferencia de potencia méxima se produce con una impedancia Z, = Z'* =

2,6'4 & J0,72. En las condiciones del problema, X es ajustable entre 2 y 8 Q. En consecuencia, el valor mas
proximo de X-es 2 Q y

Ry = |Z, — jXc| = |2,64 + j0,72 — 2| = [2,64 — j1,28| = 2,93 Q
Ahora bien, Z = Z' + Z; = (2,64 + 2,93) + j(0.72 — 2) = 5,57 — j1.28 = 5,70/13° , con lo cual

s s A0l 8.0/73,3° 2 #
=z = o = M y P=Ry*=29380)7 = 1875 W

GIf/2015
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