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9.1. Introduccién

En gran parte de los circuitos técnicos, el

terminales y se llama cuadripolo.

generador y el consumo (carga) se encuentran )

vinculados por medio de un “circuito de < © S

acoplamiento” que normalmente tiene cuatro Generador Ur Cvadripolo /2 Gorgs
O O

La figura nos sirve para apreciar como esta
ubicado un cuadripolo en una red.

La relacién entre la tension de entrada U; y la
salida U, se llama relacion de transformacion

()
0

4 ¢
@) %
., ., . _ U1 8 0
o también funcién de transferencia: k = U
2
En la figura podemos ver cuatro tipos de 4 ¢ 4 J ¢
circuitos de acoplamiento a saber:
a) Acoplamiento a resistencia. ()
b) Acoplamiento a inductancia. 8 0
c) Acoplamiento a capacidad.
d) Acoplamiento a induccion, también denominado transformador.

(d)

9.2. Definicién de cuadripolo

Un cuadripolo es una configuracion arbitraria de elementos M 12

de circuito, que tiene dos pares de terminales para su N O
conexién con el resto del esquema eléctrico, debiendo t i
cumplirse como condicion adicional que los terminales de Y V2
_entra_lda estén vmculados con los de salida sélo a través del o ! l
interior del cuadripolo.

En la figura que sigue se representa su simbolo y los

correspondientes sentidos de referencia para las variables

eléctricas.

En virtud de la definicion es evidente que las corrientes de cada par de terminales son
iguales y opuestas.

Debido a que no se imponen restricciones sobre el tipo de circuito incluido dentro del
cuadripolo, la amplitud de la teoria en cuestion queda en evidencia, por lo cual los
conceptos podran aplicarse, por ejemplo, a circuitos amplificadores, a maquinas
eléctricas, a sistemas de transmision de energia, etc.

La representacion de un cuadripolo esta dada por un rectangulo y cuatro terminales:
dos de entrada (una tensién U; y una corriente |,) y dos de salida (una tensién U, y
una corriente 1)

9.3. Configuraciones tipicas
Si bien la definicion de cuadripolo no impone restriccion sobre la complejidad de la
geometria circuital interna, ciertos tipos de configuraciones se presentan

frecuentemente en la practica, por lo cual se les ha dado un nombre, y que se
presentan en la figura que sigue.
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9.4. Clasificacion de los cuadripolos
Los cuadripolos pueden clasificarse segun distintos criterios, a saber:

Segun el tipo de elementos que incluyan:
e Activos: son aquellos que incluyen fuentes de energia (generadores) como los
estudiados hasta aqui.
e Pasivos: son aquellos que no incluyen fuentes de energia.

Segun las caracteristicas de los elementos incluidos:
e Lineales: resultan aquellos en los que todos sus elementos son lineales.
e Alineales: resultan aquellos que tienen uno o més elementos alineales.
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Es de hacer notar que el andlisis a realizar en este trabajo se referira exclusivamente a
los cuadripolos lineales y pasivos.

Segun el sentido de transferencia de la energia:
e Bilaterales: son los que permiten la transferencia de energia en ambos
sentidos con igual facilidad.
e Unilaterales: son los que permiten la transferencia de energia con mayor
facilidad en un sentido que en el opuesto.

Segun en tipo de configuracion:

e Balanceados: son aquéllos que poseen un eje de simetria longitudinal. Por
ejemplo, en la configuracién “H” mostrada en la figura anterior, si las
impedancias en serie superiores o inferiores son iguales, el cuadripolo se
encuentra eléctricamente balanceado a tierra. En otras palabras, pueden
permutarse entre si, por un lado los terminales de entrada y por el otro, los de
salida, y dicho cambio no sera advertido desde los terminales mencionados.

e Simétricos: son aquéllos que poseen un eje de simetria transversal. Por
ejemplo, si en la configuracion “T” o estrella, posee los brazos horizontales
idénticos, es simétrica.

e Asimétricos: son aquellos que no poseen ningun eje de simetria. Por ejemplo
la configuracion “T” con brazos desiguales.

9.5. Tipos de problemas.

Los problemas que mas cominmente se presentan en los cuadripolos pueden
agruparse en tres clasificaciones mayores:

a) El problema de transferencia: trata de la determinacion de la tensién o la
corriente en los terminales de salida en funcion de la tension o la corriente en los
terminales de entrada. Este problema que aparece corrientemente en Electrénica,
presenta dos casos particulares de gran importancia y es cuando los terminales de
salida del cuadripolo se encuentran a circuito abierto o bien cortocircuitados. Como
se verd, este problema puede ser eficazmente resuelto en base a ciertos
parametros del cuadripolo, denominados de transferencia, y que precisamente se
definen para las condiciones antes especificadas.

b) El problema de transmision: trata de la determinacion de la potencia en un par
de terminales en funcion de la potencia en el otro par. Este problema se presenta
comunmente en las lineas de transmisién de energia, y un juego particular de
parametros llamados de transmisién permite resolver el problema en forma
sencilla, como se vera mas adelante.

c) El problema de insercién: Insertando un cuadripolo (por ejemplo un filtro) en un
circuito o sistema, se requiere estudiar el efecto (ya sea de corriente, tension o
potencia) que produce dicha insercion.

9.6. Ecuaciones y parametros caracteristicos.

De acuerdo a lo establecido al dar la definicion de cuadripolo resulta que solo dos de
las cuatro variables son independientes y la especificacion de cualquier par de ellas
determina el par restante.

La dependencia de un par determinado con respecto al otro par se describe de varias
maneras, depende de las variables independientes seleccionadas.
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Las combinaciones entre Vi e |1 y V> e |, seran (6) en total, de las cuales nos
detendremos en (3) a saber:

VARIABLES

PARAMETROS Independientes | Dependientes ECUACION
Impedancia [Z i . Vi=Zu1li+Z12 15
(o Ee circuitc[) ;bierto) Vi Ve 5 12 Vi=2Zo i+ Z2 s
Admitancia [Y] o VR, l1=YuVi+Y Ve
(o de cortocircuito) 12 L V2 l2 = Ya1 Vo + Y22 Vo
Transmision [T] Vi=AV.- Bl
(o constantes generales de A\ Vol 1 =CV2=-DlI,
circuito)

Las otras tres combinaciones de parametros dan origen a los denominados
parametros de transmisién inversa, hibridos e hibridos inversos.

Los pardmetros equivalentes de dos puertas de una red se pueden calcular con
mediciones de corriente y tension en los terminales de entrada y salida sin conocer
realmente los elementos especificos que constituyen la red. Consideremos las
distintas familias de parametros:

9.6.1. Parametros de admitancia en cortocircuito.

Consideremos el esquema general de una red I, L
de dos puertos, la cual se supone que no g;‘ | =g
. B +
contiene fuentes dependientes. Pl [ Red de v Port 2
_ ' | dos puertos €
o— b—0

Establezcamos dos ecuaciones que relacionen —— B idos d

H H 4 nare € dOos puertos con sentiados ae
las comen;es de entrada y Sa“qa en func_lon referencia estandar para los voltajes y las
de las tensiones de entrada y salida, es decir: corrientes que se indican.

L=y Vi + YV, 0
L=y Vi + ¥ V,
Los coeficientes son dimensionalmente admitancias, se puede observar que si

cualquiera de Vi1 6 V: es cero, los cuatro parametros se pueden definir en funcién de
un voltaje y una corriente por tanto:

I I
3/11=Vl1 V, =0 3/21=VL1 V, =0 (I)
_h _h
Yi2 = v, v,=0 Y v, V=0

La condicién V1= 0 6 V.= 0 se logra poniendo en cortocircuito el puerto 1 o el puerto 2.
Por tanto, los calculos o las mediciones de los cuatro parametros se efectian
utilizando una de las conexiones que se muestra en la figura que sigue.

J

— 2

. Lz
V‘@ Red | {1, | om | O

Puesto que se especifica una condicion de cortocircuito para cada una de las
funciones de las ecuaciones (Il), los parametros se conocen como parametros de
“admitancia en cortocircuito”.
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Si la red que se estudia es reciproca entonces se cumple que: y,, =y,, Yy se observa
que tres parametros son suficientes para especificar la relacion entre 14, 12, V1 y Va.

Podemos establecer partiendo de las ecuaciones caracteristicas de los parametros Y
(sistema I) el denominado equivalente de dos generadores que se muestra en la
figura que sigue.

[, I,
o— -~
0
+ +
F &
Vi y22 Vs
."IZVZ )’2] VI
o— —0

Red equivalente de dos generadores.
e Ejemplo 1.
Veamos la red de la figura, que corresponde a un
cuadripolo IT, en la que Ya, Ys y Yc son las admitancias,

lo—
ella nos permitira definir los parametros Y.
l'o

[y -
.21
Si aplicamos el método de los nodos resulta:

02
—02'

Si efectuados una comparacion del sistema de ecuaciones (I) y el sistema (1) resulta
que:

L=(Na+Ye)V, — Yo, ()
l,==Yc V; + (Yg +Yc) VY,

Yu=Ya+Ye; Vu==Yc ;| Yp==Yc ; Y,=Yg+Y
9.6.2. Parametros de impedancia en circuito abierto.

Consideremos la red de la figura que corresponde a
un cuadripolo T y planteemos el método de las mallas:

Vi=(Z,+Z)1, +Z.1, (v)
Vo=Zc 1l + (Z, +Z¢)),

Al igual que como se estableci6 al considerar los pardmetros Y, definimos los
parametros impedancia “Z” estableciendo la relacion entre las tensiones de entrada
y salida en funcion de las corrientes de entrada y salida, es decir:

Vi=zylh + 2551 V)
Vo=2, 1 + 251,

Los coeficientes son dimensionalmente impedancias, se puede observar que si
cualquiera de |1 6 I, es cero, los cuatro parametros se pueden definir en funcién de un
voltaje y una corriente por tanto:

V2

=0 Z21= m

= N I, =0 (V1)
1
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La condicién 1:=0 6 1,=0 se logra poniendo en circuito abierto el puerto 1 o el puerto 2.
Por tanto, los calculos o las mediciones de los cuatro parametros se efectdan
utilizando una de las conexiones que se muestra en la figura que sigue.

— ————O o—
+ + +

Il v, Red V, Vv, Red
- - -

Podemos establecer partiendo de las ecuaciones caracteristicas de los parametros Z
(sistema V) el denominado equivalente de dos generadores que se muestra en la
figura que sigue.

I I
— -~
+ I +
222
v,
21,

Red equivalente de dos generadores.
9.6.3. Parametros de Transmisién.

Los pardmetros de transmision sirven para relacionar el voltaje y la corriente de un
puerto con el voltaje y la corriente del otro.
En forma de ecuacion, esto se expresa como sigue:

V,=AV,—Bl, (VI
l,= CV,-Dl,

donde A, B, Cy D son los parametros de transmision.

Estos parametros se conocen con varios nombres, entre los que se encuentran los de
cadena y por supuesto los parametros ABCD.

Su primera aplicacion se hizo en el analisis de lineas de transmision de potencia, en
donde se conocen también como parametros de circuito general.

El signo negativo del segundo término de las ecuaciones (VII) se origina de dos
convenciones diferentes para asignar un sentido positivo a l,. En los problemas de
transmision de potencia se acostumbra a asignar a la corriente un sentido de
referencia opuesto al que se muestra en la figura cuando se establecio la definicién de
cuadripolo. Por tanto, los signos menos de las ecuaciones del sistema (VII) son para I»
y no para By D.

A continuacién se da la interpretacion de A, B, C y D en funcién de las relaciones de
circuito abierto y cortocircuito.

A partir del sistema de ecuaciones (VII) se pueden hacer las siguientes
identificaciones:

V. V.
A_\TllZ:o =I*lv2=o (Vi)
2
I I
C=1|_ D=1, _,
V2 I2 ) Vo
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Los parametros de transmisién son utiles para describir redes de dos puertos que
estén conectadas en cascada, como veremos mas adelante.

9.7. Asociacion de cuadripolos

: : . N LJ T . L

Los cuadripolos se pueden asociar entre si de ~ O===0 T R o= O
diversas formas, una de las mas frecuenteses - | - = - 3 = ™ ml =

: , . U THET Ui U3 vy Uyl T,
la ilustrada en la figura que se denomina 1 l | <
“asociacion en cadena o asociacion en  Oum=o O Ome = = =m0 OO
cascada” 4 1 * SN S—
Observando la figura deducimos facilmente lo =l I, a
que sigue:

Ui =Uy y lL=1

Uz =U" y 2" =12

Esta serie de igualdades expresa que las condiciones de salida de un cuadripolo son
las condiciones de entrada del siguiente. Las ecuaciones que representan los
parametros de transmision son:

V1 =A V2 - B |2

i =CV2= Dl

Expresando estas ecuaciones en forma matricial:

A ] = rel-ms

Esta ultima expresion deja establecido que las condiciones de entrada se obtienen
multiplicando las condiciones de salida por la matriz caracteristica del cuadripolo.
Por lo tanto para la asociacion en cascada que estamos considerando podemos
escribir:

[T =Tl [T Tl

Esta ecuacion nos dice que la matriz caracteristica de un cuadripolo formado por la
asociacion en cadena de varios cuadripolos parciales es el producto de las matrices de
cada uno de ellos. Apliguemos este concepto a la asociacion de cuadripolos simples
que son de aplicacién en la resolucion de circuitos complejos.

Ejemplo 2.- Consideremos el caso de una impedancia en ]—-=& — T,
paralelo y escribamos las ecuaciones de entrada y de salida en la o =
forma que sigue:

U =AU- Bl
|1 :CUZ— D|2

Para determinar el pardmetro A, tenemos que utilizar la primera ecuacion y haciendo
I =0, resulta: A=U;/U,=1, dado que U; = U..

Para determinar el parametro B, tenemos que utilizar la primer ecuacion y haciendo
U, =0, resulta: B=U./ I, =0, dado que al hacer U, = 0 resulta U; = 0.
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Para determinar el parametro C, tenemos que utilizar la segunda ecuacién y haciendo
I, =0, resulta: C=1,/U>,=Y, dado que I1 =Y Ua.

Para determinar el parametro D, tenemos que utilizar la primer ecuacion y haciendo
U, =0, resulta: D=1,/1, =1, dado que al hacer U, = 0 resulta |1 = I,.

Resumiendo, resulta:

U=1Ux2+ 0l

L =YUx +11 donde: HTH: v 1

10

Ejemplo 3.- Consideremos el caso de una impedancia en serie y
escribamos las ecuaciones de entrada y de salida en la forma que

sigue:
Ul =A Uz - B |2
1 =CU2= DI

Para determinar el parametro A, tenemos que utilizar la primera
ecuacion y haciendo |, =0, resulta: A= U1/ U, =1, dado que U, = U; al no tener caida
enZ.

Para determinar el parametro B, tenemos que utilizar la primer ecuacion y haciendo
U2 = 0, resulta: B = Ui/l; = Z, dado que al hacer U, =0resultaU;=h Z=1,Z

Para determinar el parametro C, tenemos que utilizar la segunda ecuacién y haciendo
l,=0,resulta: C=1,/U2,=0,dadoquel1=1,=0

Para determinar el parametro D, tenemos que utilizar la primer ecuacion y haciendo
U, =0, resulta: D=1, /1, =1, dado que al hacer U, = 0 resulta |1 = I,.
Resumiendo, resulta:

Ui=1U+ Z 1,

1 =0U, +11, donde: HTH: 0 1

1z

Ejemplo 4.- Si combinamos los resultados obtenidos en los ejemplos
2 y 3 podemos obtener la matriz caracteristica correspondiente al
cuadripolo de la figura anterior.

10 1z
Y 1] 0 1

1 z
Y 1+YZ

Ejemplo 5.- Si combinamos los resultados obtenidos en los
ejemplos 3 y 4 podemos obtener la matriz caracteristica
correspondiente al cuadripolo de la figura anterior.

142, Y Zy+Z,YZ, +2Z4
% 1+Y Z,

1z,
0 1

1z
Y 1+YZ,
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9.8. Ejemplos de aplicacién

9.8.1. Ejemplo 1.- Determine los parametros Z equivalentes para 1K
la red de dos puertas de la figura.

V1 = (1000+ 3000 )* |+ 3000% |,=4000* I, +3000% I,=Z,,* |, + Z,,* I,

V, = 3000% |, +( 10000+ 3000 )* |, =3000% I, +13000% I, = Z,,* I, + Z,,* I,

Zy = 4000Q ;  Z,, = 3000Q y Zxn=3000Q ; Z, = 13000Q

9.8.2. Ejemplo 2.- Las siguientes corrientes y tensiones de circuito abierto se
determinaron experimentalmente para una red desconocida de dos puertas. Las
mediciones fueron hechas a 300 Hertz.

L =10 £ Q° l,=4£0°

V1 =208.1 £ 54.8° V1 =53.24 £ -133°
V,=133.1 £ -133° V, =79.8 £ 25.54°
=0 lL=0

Determine:

a) Los parametros equivalentes de la red de dos puertas.
b) La corriente de salida si se conectan a un generador de 20 V, 300 Hz en la puerta
de entrada y una resistencia de 10 Q en la puerta de salida.

a) Determinamos los parametros impedancia, conforme los datos del problema:
Vi=ZulitZ2 12
Vo=2ZalitZ21l:2

_ Vi 208,1£54,8°

ara =0 = = — = = 20,81£54,8° = 12+ j17
p P Zi I 1020° J
7, = 1831£-183% _ 1551 1330 = -9.1-j9,73
10Z£0°
para |, =0 = Zi2 = Va o 53,242 -133 = 13,31£-133° = -9,1-j9,73
I 4.0°
7, = V2 o 198£2554% _ g5 o550 = 184 8.6
1, 4,0°

Conectamos la fuente, la carga y planteamos dos mallas
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20-7,,*
20-Z% 1, = 11752y = |1:&
Zu
20-7,,* *

1,%(Z+10) = -Zy* 1= 'Zmﬁ = 1,*(2,+10 -M)= -ZO*Q
11 Zu Zu

_o0* 13,31£-133°

20,81/54,8°

P v ox - > = 059£-16,3°
18+ 8,6+ 10 - 13,31/-133°*13,31/-133
20,812£54,8°

Lo ion =— 1, =059 163.7°

9.8.3. Ejemplo 3.- Determine los parametros Y equivalentes para la |1 5K 2

BEN 2
red de dos puertas de la figura. . +
I: =YuVitYV, ; l2 = YaVitYanV, ‘W 4K 2K VQ‘
N = 25045 ; Yg= L = 20045 : Yo = 1'—500,15
A7 40000 © TP 50000 ’ € 2000Q
Y =YatYe = 25045 +2004S = 450 uS ; Y1, = -Yg = -20045
Yu = -Yg = -20048 : Y2 = YctYg = 50045 +2004S =700 4S

9.8.4. Ejemplo 4.-Los parametros “Y” de cierta red de dos puertas son: Y11 = 14 mS,
Y22 =12 mS, Y12 = Y21 = - 10 mS. Suponiendo que una fuente de 50 V de c.c. esta
conectada en la puerta de entrada y una resistencia de 100 Q estd conectada en la
puerta de salida. Determine:

a) La corriente y la potencia demandadas por la carga;

b) La corriente de la bateria.

a) Planteamos dos nodos, uno a la entrada y otro a la salida

Y carea =

—— =10mS$S ; V, =50Volt
100Q

Laecuaciondel nododesalidaes: -Y Vi = (Yoot Yearen )V2 5 -(-10)V, = (12+10)v,
sustituyendo y despejando: 10*50=22*V, = V, = 22,73Volt
loron = VoYeaea = 22,734 10%10° = lcmen = 227,3MA
Pearon = (learoa ) * Roaroa = (227,310°)°.100 = 5,17 watt

I: = Yu*Vi+YRp*V, = 14%10°* 50+ (-10* 10°)* 22,73 = 472,7mA
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9.8.5. Ejemplo 5.- Para la asociacion de cuadripolos de la *~—\/\/
figura, hallar los pardmetros de transmision ABCD 10 20 50
considerando configuracion en cascada. 50 20 10

Para el cuadripolo T de la izquierda determinamos los pardmetros As; By; C1y Ds.

A= Vi ; V,=1,*60 = Il:V—l VZ:I1*50:£*50:§*Vl
Vy (1,0 60 60 6
V, 6
A5y 75
6
*
B, = Y, ; REQUW:10+750 20:10+@:@ S P Y, :L*1
=15 4,20 50+20 7 7 Requyv 170
V. =1 *@:L*V *@:@*V : — :VLZL*@*V =V71
2 /(I A (| I P2 2 170 ' 34
V.
B =-1=34
1 Vil 3
34
C1=V Il ; V, =1,*50
2 (1,=0)
_ L1
' 1,*50 50
D1: |1 1 Il: V1 :L*Vl = szll*@ =
I2 (v,=0) REQUIV 240 7
O _V_z_|1*100_§*|
20 7*20 7 °
| 7
Dl = 5 1 _g
*Il
-
Para el cuadripolo pi de la derecha repetimos los célculos:
A= ; =i - V, =10%1'=10% 1 = 1
V2 (1,-0) ’ 60 ’ 2 60 6
Vl
:—:6
~T
6
B = Vl _I :ﬁ
i I2(v2:o) ’ © 50
V
B, =—-=50
A
50
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C,=
Va (1,00
| 4
CZ = | 1 ZB
“1%10
4
D, = Ly
Iz (V,=0)
| 7
D2 = 2 1 :E
i*|
7 1
A Bl |A B
C D| [C, D
A 208
10

9.8.6. Ejemplo 6.-
Encontrar la matriz de transmision del cuadripolo de la figura,
por asociacion de los mismos.

Para el cuadripolo izquierdo

V.
Al:v -
2 (1,=0)
R
I2(v2:o)
B,=0
c =
V2 (1,=0)
l, 1
=1z 77
1 1 1

Ing. Gustavo L. Ferro — Prof. Adjunto Electrotecnia

60*20 ) VAR P 1
V=l R =W g0 T e
V, =1"*10 :'—1*10
4
50*20 100
Vlzll*REQUIV |1*50+202 1*7
| 100
Vi_t 72,
-, === =-"l
50 50 7
o 38 250 |28 o
*| 6 50 (_|10
n4Ae 717 8
5/ ]10 2 25 10
Ry 59
25 10
{1
i 22
Z, Z3
\
vV, =V, A1=\71=1
si V,=0 = V, =0
V,=V,=1,*Z,
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D, = L ; -1,=1
I, (v,=0)
D, =I—l=1
Il
Para el cuadripolo central
A2 =V—l , Vl =V2
Vz (1,=0)
Vl
:—:1
A, v,
B, - \'A : ~1, :ﬁ
Iz (v,=0) Zz
V
BZ :V—i:ZZ
ZZ
C, = L I,=1,=0
© Vs o) ’ ©
C, =£:O
V2
I1
D2 = ) - |2 = Il
Iz (v,=0)
|
D,=-1t=1
Il

Para el cuadripolo derecho:

V. V.
Vz (1,=0) ' ’ Vl
BS=—Vl ; si V,=0 = V,=0
Iz(vzzo)
B, =0
C,= L ) V, =V, =1,*Z,
Vz (1,=0)
l, 1
C =277,
1 3 3
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D, = Il ) -, =1
I2 (v,=0)
D3=£=1
Il
Z,+7Z, 7
A B:A1 B[ |A By, |A 53: 1 0*1 Z,|, 1 O: —23 2
C Dl c, O [c, D, [C, D, /]/Zl T 1 %3 Vo\z,+2,+2, 2,+2,
| Zl*ZS Zl
A:ZZ+Z3 B_7 C:ZI+22+23 D:Zl+22
ZS ’ Zl*ZS Zl
GIf/2015
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