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Resumen. En el presente trabajo se analiza el algoritmo Recursivo de
Minimos Cuadrados para identificar los pardmetros de una Planta de primer
orden. Para esto, el algoritmo se implementa en una placa EDU-CIAA dado
que contiene un microcontrolador de 32 bits el cual permite tener un mayor
poder de procesamiento, en comparacién con una arquitectura de 8 bits.

1 Introduccion

Muchos sistemas industriales resultan tener un modelo matematico que describe su
dindmica o evolucién en funcién del tiempo. Este modelo permite un andlisis
mediante sistemas computacionales para lograr un estudio profundo de su
comportamiento y de esta manera poder conocer o predecir sus estados transitorios y
estables. Por ejemplo, en el caso de un horno eléctrico [1-2], su modelado se puede
asemejar a uno de primer orden con lo cual, si se desea estudiar cémo evoluciona la
temperatura en funcién del tiempo, se lo podria realizar con dicho modelo. Para
conocer los pardmetros o constantes que modelan a un sistema de primer orden, se
puede emplear el algoritmo de Minimos Cuadrados el cual tiene gran efectividad en
sistemas embebidos [3].

Si bien el método tratado en [3], es de gran eficacia, es posible detallar algunos
inconvenientes a la hora de computar las ecuaciones correspondientes al mismo,
cuestiones que se plantean en el presente trabajo y que al mismo tiempo logran ser
superadas mediante el Algoritmo de Minimos Cuadrados Recursivo [4], un método
que parte de los mismos conceptos tedricos que su predecesor, pero que difiere en su
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desarrollo e implementacién. En [5-6] se detallan diferentes situaciones en las que
se logra implementar exitosamente.

El objetivo del Algoritmo Recursivo de Minimos Cuadrados [4] resulta ser el de
obtener los pardmetros de una planta', en este caso, de primer orden. Este presenta
mejoras en cuanto al tiempo de procesamiento, para lo cual, teniendo en cuenta que
su implementacién serd en una EDU-CIAA? (arquitectura de 32 bits), resulta
importante. Ademas el estudio de este algoritmo tiene en cuenta cémo afecta al
gasto computacional ya que en un sistema embebido, a diferencia de una
computadora convencional, los recursos tales como memoria y procesamiento, no
son excesivos. Es por esto entonces que resulta importante su analisis.

Actualmente el desarrollo de sistemas de control basados en sistemas embebidos,
resulta ser un area de gran interés [7-8-9-10], ya que se necesita procesamiento en
tiempo real sobre hardware, que tenga la mayor adaptacién posible en la industria.

Este trabajo se distribuye de la siguiente forma: La seccién niimero dos comenta
como se puede aplicar este algoritmo a una planta de primer orden, describiendo
ademas su funcionamiento. Esto da lugar a la secciéon tres, donde se comenta la
implementacion en la placa EDU-CIAA, la cual puede ejecutar al algoritmo en
tiempo real. Por ultimo, en la seccién cuatro se muestran los resultados para luego
poder comentar las conclusiones obtenidas.

2 Aplicacion del algoritmo en una planta de primer orden

Para la descripcion del algoritmo, se utiliza una planta de primer orden, basada en
un circuito R-C pues presenta sencillez en su forma de implementacién. Sin
embargo, el estudio permite tener un mayor alcance a otro tipo de plantas de primer
orden como por ejemplo, un horno donde se pueda medir la temperatura.

En la Fig.1 se muestra un diagrama en bloques de la Planta que se desea analizar.
La misma se encuentra modelizada en funciéon de la Transformada de Laplace.

1

Sistema fisico del cual se desea emular su comportamiento.

2

La EDU-CIAA es una version de bajo costo de la CIAA-NXP (Computadora Industrial
Abierta Argentina). EDU-CIAA es utilizada para promover la enseflanza de sistemas
embebidos con el fin de impulsar el desarrollo tecnolégico nacional y formar para el
trabajo a los estudiantes de distintos niveles educativos.
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X(s) — > G(S) — Y(s)

Fig. 1. Planta de primer orden representada como G(s), a través de la Transformada de
Laplace.

En un sistema de primer orden como este, la funcién de transferencia resulta ser:

_ k _Y|s] ¢))
s|= =
© l+st X|s]

Siendo:
k = Ganancia del sistema.

T = Constante de tiempo del sistema de primer orden.

G(s) = Transferencia en términos de la Transformada de Laplace.

Y(s) = Salida del sistema en términos de la Transformada de Laplace. En funcién
del tiempo seria y(t).

X(s) = Entrada en términos de la Transformada de Laplace. En funcién del
tiempo seria x(t).

En la transferencia G(s), se puede observar que los pardmetros caracteristicos
resultan ser la ganancia k y la constante de tiempo <.

Para obtener las constantes comentadas, se conecta en paralelo a la planta
descripta en la Fig.1, un sistema computacional. Este sistema captura los valores de
entrada y de salida (x(t) e y(t)), y en base a estos, se calculan las constantes de la
planta. Es importante aclarar que el sistema computacional, que en este caso se trata
de EDU-CIAA, utiliza el conversor analégico digital (A/D), para muestrear los
valores mediante un periodo de muestreo, T. Esto se observa en la Fig.2
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Excitacion Salida de la Planta
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Fig. 2. Planta de primer orden y sistema computacional. [4]

Una vez obtenidos los valores de entradas y salidas de la planta, el Algoritmo
Recursivo de Minimos Cuadrados calcula las constantes que caracterizan a la
Planta. Cabe recordar que en una planta de este estilo, el parametro a estimar es T, el
cual resulta ser el producto entre la resistencia ( R ) y el capacitor ( C), del circuito.
Por su parte, el valor de k queda definido en el valor 1, para un circuito R-C.

En la Fig. 2 se observa que, cuando el Modelo (EDU-CIAA), termina de calcular las
constantes, la respuesta del mismo debe ser similar al de la planta. Para comparar
estas salidas, se utiliza el error de estimacién, el cual contempla las salidas de la
planta y del modelo. Cuando ambas tienen gran similitud, el error tiende a cero.

Para este trabajo, los valores de R y C son fijos desde un principio pero luego, en un
momento aleatorio, se modifican sus valores con el objetivo de analizar si el
Algoritmo Recursivo de Minimos Cuadrados puede detectar este cambio con éxito y
continuar la estimacién de pardmetros sin problema alguno. A diferencia del trabajo
[3], en donde el Algoritmo de Minimos Cuadrados es estatico, esta prueba carece de
valor ya que la estimacion se realiza en base a valores fijos de Ry C.

Habiendo descripto el objetivo que se persigue con este algoritmo en la
aplicacién de plantas de primer orden, a continuacién se procede con el analisis del
algoritmo, de manera que se pueda comprender como funciona.

2.1 Descripcion del Algoritmo Recursivo de Minimos Cuadrados

El algoritmo a estudiar se desprende de un método mas general, el de Minimos
Cuadrados el cual, cuando los pardmetros de la planta cambian, su estimacion
pierde eficacia. El Algoritmo Recursivo de Minimos Cuadrados solventa este
inconveniente. Para comprender mejor esta idea, a continuacién se expresa la
ecuacién con la cual el algoritmo de Minimos Cuadrados puede estimar los
pardmetros de una planta:

-1
0, =05 %] =9y xY, @
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Siendo:

Bx: Vector que contiene las constantes del sistema.

k: Cantidad de instantes considerados para la obtencién del 0.

O« : Matriz que contiene todos los valores de salidas y entradas del sistema
evaluados para cada instante.

Y«: Vector que contiene los valores de salida evaluados en cada instante.

A continuacién, se enumeran las principales desventajas de este algoritmo:

1) A mayor k, mayor es el tiempo de procesamiento que requiere el algoritmo para
obtener By.

2) La obtencién de 0y requiere el célculo de la inversa de la matriz [¢"c . ¢.] , un
proceso considerablemente costoso computacionalmente, sobre todo para aplicarlo
en microcontroladores. Esto es suponiendo que la matriz sea inversible, es decir,
que sea no singular.

3) El método mantiene un registro de todas las instancias evaluadas hasta el
momento, lo que ocasionard que el modelo pierda fidelidad ante cambios
imprevistos de las propiedades de la planta.

El Algoritmo Recursivo de Minimos Cuadrados resuelve cada una de las
problematicas descriptas anteriormente. Permite, al igual que su predecesor,
automatizar la bisqueda de la relacién causa-efecto entre la excitacion y respuesta
de un proceso dado, pero de forma recursiva [5-6]. Mediante los valores ingresados
en la entrada del sistema, y su salida (Fig.1), se obtiene un vector 0, el cual contiene
las constantes de la planta de primer orden. Este vector es actualizado en cada
iteracion, descartando las constantes previas y centrandose Unicamente en las
actuales.

El algoritmo propuesto para la identificacion de este parametro es el siguiente:
P,=x, * x, 3)

P, *xx 4
K, = kT X

- T
1+Xx, * P, * X,
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0'=0"_ 1+ K* yk_xl{*ekal )

Siendo:

k: El instante evaluado.

Xx: par entrada-salida.

P: Matriz de covarianza.

Ky: Matriz que define el impacto que tiene el error (diferencia entre las salidas)
sobre cada coeficiente.

yi: Salida de la planta evaluada en el instante k.

B«:Vector que contiene las constantes que multiplican a los valores de salidas y
entradas evaluados en el instante k.

Como se puede apreciar, en este método se trabaja directamente con Xy, en lugar
de la matriz @, indispensable en el método tradicional. Esto no solo agiliza el
algoritmo, sino que ademas le permite adaptarse ante cambios repentinos de las
propiedades intrinsecas de la Planta (t).

Tampoco se requiere de la inversa de una matriz, lo que agiliza ain mas el
algoritmo.
De esta manera, se va refinando el valor de 0’ en cada iteracion, buscando que la

diferencia del valor de salida entre la planta y el modelo (Y, — X,{ * 0 'k - 1) sea cero,

provocando que 8i’= 8’ , definiendo asi las constantes del sistema.

3 Implementacion en la placa de desarrollo.

Dado que la planta se encuentra modelizada mediante la Transformada de
Laplace (ec.(1)), resulta necesario llevar este modelo a uno discreto para que el
microcontrolador pueda accionar. Para lograr esto, se utiliza la transformacién de
Tustin, la cual viene dada por:

_2*xz-1 (6)
s=2Xxz—1
T *(z+1)

Utilizando la ec.(6) en la ec.(1), es posible deducir la expresion de la planta en el
dominio de frecuencia discreta (en términos de “z”), es decir:
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Y(Z)_ z+1 7

Una vez descripta G(z), sera posible obtener la ecuacién en diferencias expresada
en términos de “k” (tiempo discreto) capaz de ser programada dentro del
microcontrolador. Esta ecuacién permite obtener un valor de salida a partir de un
valor de entrada, simulando asi, a la planta de primer orden, de forma digital o
discreta. En base a esto, la ecuacién en diferencias queda:

[ }_—T+T*2

ylk]= x x|k ]+ x [k 1]] ®)

>|<y[k—1]+L
TH+T*2 TH+T*2

Siendo:
y[k]: Salida de la planta de primer orden discretizada.

x[k]: Entradas de la planta de primer orden discretizada
T: Periodo de muestreo. Este resulta necesario en el microcontrolador, para tomar

muestras de las entradas y de las salidas.

La cual es posible reducir a la siguiente expresion:

ylkl=A* ylk-1]+B* U, 9)

Donde:
A: coeficiente correspondiente al vector de salida y[k-1].
B: coeficiente correspondiente al vector de entrada x[k].
Uk: conjunto de entradas evaluadas x[K].

A partir de la simplificacién de la ec. (9) hacia la ec. (10) es posible apreciar que
A y B guardan una estricta relacién con la constante de tiempo T. Tras definir un
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periodo de muestreo (T), si el algoritmo se implementa adecuadamente, debera ser
posible obtener el valor de T a partir de estas. Sin embargo, a la hora de
implementar las ecuaciones correspondientes al algoritmo encargado de deducir
dichas constantes (A y B), resulta conveniente expresar a y[k] en su forma vectorial,
ya que todo sistema computacional se utiliza el procesamiento de matrices. Por
ende, conviene expresar dicha ecuaciéon de la siguiente manera:

yi=x, * 0, (10)

Siendo:
X{:[Yk—pUk} an
0=[A,B] 12)

No obstante, dado que la planta ya posee sus constantes definidas (t) lo mismo le
corresponde a 0, lo que le permite definir una salida especifica para cualquier
entrada elegida.

Lo que aqui concierne es construir un modelo equivalente que posea como dato
aquellos pares de entrada-salida, y como incdgnita la constante 8 (convenientemente
denominada 0’), la cual contendra intrinsecamente a la constante T, que resulta ser
el valor a determinar.

De esta forma, queda definido nuestro modelo:

V=X %0 13)

El codigo desarrollado para la EDU-CIAA, implementado en C, contiene cada
una de las ecuaciones descritas al final de la seccién 2. La placa, ademas, se
programo para tomar pares de muestras entrada-salida, y asi, calcular cada una de
estas ecuaciones dentro de un bucle de forma independiente, obteniendo para cada
instante un nuevo valor de 6°.

4 Resultados obtenidos.

En base a la descripcion hecha hasta aqui, a continuaciéon se describen dos
ensayos posibles, que permiten la obtencién de los resultados: el primero hecho en
Scilab, software que permite el anélisis matricial para corroborar lo planteado y el
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segundo, la implementacion en EDU-CIAA, para lograr la implementacién del
algoritmo.

4.1 Implementacion en Scilab

Se realizaron pruebas para diferentes combinaciones de resistencias y
capacitores, con el fin de constatar el correcto funcionamiento del programa
realizado. Este ensayo consiste en cambiar el valor de la variable R cada 8
segundos, comenzando por R = 147Q hasta llegar a R = 32.970Q. El valor de C
es 96 pF.

1 —‘ HldE ('T (T (1
- il [ [ ff\ f\l f“\l 1
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Fig. 3. Comparacion Planta-Modelo implementado y graficado en Scilab.

Para construir la Figura 3 se simulé por separado tanto la respuesta de la planta
como del modelo. La entrada de ambos sistemas corresponde a una sefial cuadrada
de 3.3Vpp, con un valor medio de 1.65V y un periodo de 2 segundos. La variable R
alterna sus valores en los instantes 8, 16, y 24 segundos, en los que toma el valor de
1.198, 6.750 y 32.970 () respectivamente. La misma, junto a la variable C= 96
(uF), constituyen diferentes valores de t. Fue necesario graficar la Planta y el
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Modelo de forma independiente, dado que al hacerlo sobre la misma ventana los
graficos se solapan, obstaculizando la posibilidad de diferenciar entre ambos.

4.2 Implementacion en EDU-CIAA.

Una vez comprobado el funcionamiento del algoritmo en Scilab, se procede a
implementar el mismo sobre la placa EDU-CIAA, esta vez utilizando un circuito R-
C real, a partir del cual el sistema embebido intentara obtener sus constantes (t). El
cambio de las resistencias se ejecuta manualmente tras apreciar una semejanza
considerable entre ambas salidas. En cada una de las imagenes que se muestran a
continuacion, la respuesta de la planta se encuentra en color amarillo. Por su parte,
la salida del modelo se ve reflejada en color violeta. Cabe aclarar que estas
imagenes fueron tomadas a finales del afio 2019 y corresponden a una
implementacién que, al momento de presentacion de este trabajo, no se pudo
actualizar. Las modificaciones de estas imagenes no fueron posibles de obtener
debido al cierre de la Universidad en la que se realiza la experimentacion, a causa
del aislamiento social preventivo y obligatorio presente en todo el territorio
argentino debido al virus COVID-19.

Fig. 4. Comparacion Planta-Modelo con R= 32.970Q; C= 96pF; 1= 3.16512 s.
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Fig. 7. Comparacion Planta-Modelo con R= 147Q; C= 96pF; t= 0.01411 s.
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En las Fig. 5, 6 y 7 se observa como el algoritmo permite una rapida adaptacion
frente a cambios repentinos en la planta. Este procesamiento en tiempo real, es el
que facilita su implementacién en la industria, ya que en lugares con maquinarias o
sistemas que realicen perturbaciones importantes sobre sistemas embebidos, con
este algoritmo se puede seguir calculando las constantes de la planta sin problemas.

En la Tabla 1 se muestran las distintas combinaciones con los valores de T
(esperados), T’ (obtenidos) y %E (porcentaje de error medido). T’ es, en realidad, un
promedio de los ultimos 20 valores de T’ obtenidos.

Tabla 1. Valores t y 1" obtenidos a partir del célculo y estimacién respectivamente. %E
representa el error medido en cada caso particular..

C/R 32.970Q 6.750Q
96pF T = 3.165s T =0.648s
T =2.981s T = 0.630s
%E=6.17% %E=2.8%
C/R 1.198Q 147Q
96uF T =0.115s T =0.0141s
T =0.112s T =0.0135s
%E=2.67% %E= 4.4%

De la Tabla 1 se puede observar que el algoritmo estima a las constantes de
forma aproximada dado el pardmetro %E, el cual expresa el porcentaje de error
cometido entre Ty T’.

5 Conclusiones.

Dadas las limitaciones del algoritmo de Minimos Cuadrados y su implementacion
en EDU-CIAA [3], este trabajo permiti6 presentar la puesta en marcha del algoritmo
Recursivo de Minimos Cuadrados, para comprobar las ventajas de este frente al
anterior descripto.

Con esto, no solo se demostré la virtud del algoritmo al obtener las constantes de la
planta en una implementacion real, sino que fue posible percibir su adaptabilidad a
través de Scilab, demostrando asi su mejora ante el método tradicional. Ademas,
cabe recalcar que la optimizacion en el tiempo de respuesta resulta fundamental a la
hora de implementar este tipo de algoritmos en un sistema embebido, el cual cuenta
con recursos limitados si se lo compara con un ordenador convencional.
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Se puede decir que este algoritmo resulta conveniente y ventajoso a la hora de
modelar el comportamiento de este tipo de sistemas, lo cual resulta de gran
importancia para la industria, sobre todo en sistemas que se puedan asemejar a uno
de primer orden, como puede ser el caso de una planta térmica. Como trabajo a
futuro, se podria evaluar el comportamiento de este algoritmo frente a plantas de
segundo orden, para notar su desempefio.

Este trabajo fue el resultado de los temas aplicados en el Laboratorio Abierto de
Sistemas Embebidos, tomando a su vez, conocimientos de la materia “Metodologia
de Identificacion y Control”, de la Carrera Ingenieria en Informética de la
Universidad Nacional de Avellaneda.
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