Matematikai statisztika el6adas, 2. hét, februar 17.

Leiré statisztika; a stlirtiségfiiggvény becslése

1. Kvantilisek, boxplot

Ahogy lattuk, a tapasztalati eloszlasfliggvény a mintaelemszam novekedésével a valédi eloszlasfiiggvényhez
tart (Glivenko—Cantelli-tétel). Gyakran azonban nem kozvetlentil az eloszldsfiggvényre, vagyis

a P(X < t) valdsziniiségre vagyunk kivancsiak (ahol most az X megfigyelt mennyiség eloszlasa
ismeretlen), hanem a kvantilisekre vagyunk kivancsiak, azaz arra, hogy adott z esetén mi lehet

az a ¢, amire P(X < ¢) = z teljesiil. Példdul ha X egy foly6 legnagyobb vizélldsa egy évben, és

z = 0,95%, akkor ¢ mondja meg, hogy mi az a legnagyobb vizéllds, aminél a foly6 csak 5%-kal

megy magasabbra — ha ilyen magas gatat épitiink, az 95% valdszintiséggel megfeleld lesz. Vagy,

ha X a sziikséges kérhazi dgyak szdmanak maximuma egy varosban egy év alatt, és q az eloszléds
z-kvantilise z = 95%-kal, akkor ¢ kérhazi dgy 95% valdszintiséggel lesz elég (a példaban nem
szémolva azzal, hogy nem minden beteget tudnak barmelyik egységben megfeleléen elldtni).

Emlékeztetoul: az X valdszinliségi valtozé z-kvantilise a legkisebb olyan g szam, melyre teljestil,
hogy P(X < q) = F(q) = 2.

Kérdés, hogy a kvantiliseket hogyan tudjuk a megfigyelt X1, X, ..., X,, mintabdl becsiilni. Itt
tehat az a feltételezésiink, hogy az X1, Xo,..., X, valoszintiségi valtozdk fiiggetlenek, azonos
eloszlastak, azonban ezt az eloszlast nem ismerjiik.

A tapasztalati z-kvantilisre t6bb definiciét is szoktak hasznélni, egy lehetéség:

1.1. Definici6é (Tapasztalati kvantilis). Legyen X7 < X5 < ... < X' rendezelt minta, és
z € [0,1] adott szam. Ekkor a minta tapasztalati z-kvantilise:

s = X[ gy + (0 +1) = 20+ D) - (X 01 — XJamrny)-
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1. dbra. Hétkoznap utazassal t6ltott id6 hisztogramja a teljes mintara (n = 28, illetve tapaszta-
lati eloszldsfiiggvény kiilon (n; = 17 né, ny = 11 férfi), 2020. februari adatok

Ehhez nagyjabol azt kell megnézni, hogy a tapasztalati eloszlasfiiggvény hol éri el z-t, mivel
pedig tipikusan z két felvett érték kozé esik, azoknak az értékeknek a linearis kombinacidjat
vesszilk, amiknél még éppen kisebb, illetve mar nagyobb z-nél a tapasztalati eloszlasfliggvény.
Példdul az (1, dbra alapjan keressiik meg a férfiak utazési idejének 40%-os kvantilisét, vagyis azt
az értéket, ami azt a g id6t becsiili, aminél a férfiak 40%-a tolt kevesebbet utazéssal. Latjuk,
hogy a 60 gyakran szerepel, és 59 percnél kevesebb id6t a mintdban a férfiak kevesebb, mint
30%-a szan utazasra, 61 percnél kevesebb id6t pedig tobb, mint a 60 szazalékuk. Ez alapjan



mondhatnank a 60-at is becslésnek, hiszen a tapasztalati eloszlds fiiggvény itt 1épi at a 40%-ot,
és az R ezt is adja vissza:

> ferfi<-c(60, 30, 70, 60, 20, 60, 10, 120, 60, 120, 130)
> quantile(ferfi, probs=c(0.4, 0.8))
40% 80%
60 120
Ha pedig a fenti képletet alkalmazzuk (bar az R nem pontosan ezt hasznélja): z = 0,4 ésn = 11,
igy z(n+ 1) = 4,4 alsé egészrésze: |z(n+ 1)| = 4. Ez alapjan
G:=X;+0,4- (X5 —X})=60+0,4- (60— 60) = 60,
hiszen a rendezett minta 4. és 5. eleme is 60-nal egyenld.
A 80%-os kvantilist is hasonléképpen szamolhatnank ki.
A kvantilisek koziil az alabbiak gyakran el6fordulnak, tobbek kozott a boxplot dbran :
Els6 kvartilis: z = 1/4-kvantilis, harmadik kvartilis: z = 3/4-kvantilis, a medidn pediga z = 1/2-

hez tartozd tapasztalati kvantilis.
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2. dbra. Boxplot dbra négy varos éves kozéphémérséklet adataibol (forrds: Orszdgos Meteo-
rolégiai Szolgalat), illetve testmagassag adatok boxplotja n = 96 elemii mintabdl kiilon a férfiak
és nok esetében és Gsszesitve

Ahogy a2l abran lathatjuk, a boxplot abra segitségével tobb adatsort hasonlithatunk Gssze.
A boxplot készitéséhez sziikséges adatok:

e minimum: a legkisebb mintaelem (99);

e els6 kvartilis: a z = 1/4-hez tartozé kvantilis (118,2 = X* 40,25 - (X§ — X?));

e median (141,5);

harmadik kvartilis: a z = 3/4-hez tartozé kvantilis (181,5);

e maximum: a legnagyobb mintaelem (218).

Az egyes dobozok hatarait az els6 és a harmadik kvartilis adja meg, a k6zéps6é vonal a median,
a vonalak pedig a legkisebb, illetve legnagyobb mintaelemig tartanak.

Megallapithatjuk példaul, hogy Szombathelyen még a maximum is kisebb volt, mint a masik
hiarom varosban barmelyik megfigelés, vagy hogy Szegeden a megfigyelések negyede kb. 10,1
és 10,3 fok kozé esett (ez az els6 kvartilis és a medidn kozotti tartomany). A jobb oldali
abrardl pedig azt vehetjiik példaul észre, hogy a mintadban szereplo legalacsonyabb férfinal a nok
nagyjabdl negyedrésze alacsonyabb.
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3. dbra. Az USA &llamaiban mért munkanélkiiliségi rata boxplotja (forrds: https://www.
r-bloggers.com/2015/11/free-webinar-learn-to-map-unemployment-data-in-r/)

2. Kozépértékek

A mintat, kiilonosen, ha mas adatsorokkal akarjuk Osszehasonlitani vagy az idébeli valtozast
figyeljiik, gyakran csak egy, ra jellemz6 szammal, kozépértékkel jelenitjiikk meg. Erre is tobb
lehetbség van, a kovetkezokben azt nézziik meg, hogy a két leggyakoribb kozépérték egymashoz
viszonyitva hogyan viselkedik.

Minta: (X1, Xo,...,X,), mintaelemszam: n.

2.1. Definicié (medidn). Ha n pdratlan: a rendezett minta kozépsd, (n+ 1)/2. elemét, azaz
X (*n +1) /2—t a minta medianjanak nevezziik.

Ha n pdros: a rendezett minta n/2. és n/2 + 1. elemének dtlagdt, azaz a

X+ Xy 041

2

mennyiséget a minta medianjdnak nevezzik.

Megjegyzés: paros n esetén a teljes [X:L /2 X /2 +1] intervallumot (vagy annak barmely elemét)
is a minta medianjanak lehet hivni.

2.1. Az atlag és a median osszehasonlitasa

Normalis eloszlas
Tekintsiink egy 500 elemii fiiggetlen mintat: Xi, Xo, ..., X500 fliggetlenek, eloszlasuk normalis
eloszlas m = 1 varhaté értékkel és o = 1 szorassal

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
-1.9840 0.2847 0.9842 0.9863 1.6930 3.6110

Exponencialis eloszlas

Vegylink egy masik, 500 elemi fiiggetlen mintat is: Y1, Ya, ..., Y500 fliggetlenek, eloszlasuk ex-
ponencialis eloszlas b = 1 paraméterrel. E(Yy) =1 és D(Yy) = 1 minden k = 1,2,...,500-ra.
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.001326 0.282700 0.637300 0.984900 1.349000 5.895000

A két mintat Osszehasonlitva azt vehetjiik észre, hogy a normaélis eloszldsi, szimmetrikusabb
esetben az atlag és a medidn értéke majdnem megegyezik, 1ényegében mindegy, hogy melyiket
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4. dbra. A normalis, illetve exponencialis eloszlast mintdk hisztogramja
hasznaljuk. Az exponencidlis eloszlas sliriiségfiiggvénye viszont nem szimmetrikus, ilyenkor az
atlag és a median eltér, ilyenkor érdemes lehet mindkett6t feltiintetni, ha pedig az aszimmetridt

tobbek kozott kiugrd, részben hibasnak vélt mérések okozzak, akkor az atlag helyett a medidnt
hasznalni.

Az atlag
e "t6bb informaciét hasznal”
e érzékenyebb a kiugré adatokra, azaz egy hibas mérés is konnyen megvaltoztathatja

e nem szimmetrikus esetben eltérhet a leggyakrabban megfigyelt értékektol
A medidnt (is) érdemes hasznélni, ha

e vannak kiugré (esetleg hibas) adatok;

e ha az eloszlds nem szimmetrikus, és az dtlag és a medidn jelentésen kiilonbozik (mint a
fenti példdban az exponenciélis eloszlas esetén).

2.2. Kozépértékek kozelitése osztalykozos gyakorisagokkal

Tegylik fel, hogy az adatokat nem ismerjiik pontosan, csak a hisztogramot, vagyis hogy az egyes
osztalyokba, intervallumokba hény megfigyelés esik. Legyen x; a j. osztalykozép (az alsé és felsé
hatér atlaga), és f; a j. osztélyba es6 megfigyelések szama, tovabba n = f1 + fo + ... + fi az
Osszes megfigyelés szama. Ekkor

e az atlag kozelitése:

fizi+ fera+ .+ frxp
n )

e a median kozelitése: 2 F
n/2 — _
tme+ me—1

Jme

ahol t,. a mediant tartalmazoé osztdly alsé hatara, Fie—1 a medidant tartalmazoé osztélyt
megel6z6 osztalyok gyakorisagainak osszege, fie a mediant tartalmazo osztaly gyakorisaga,
hme a medidnt tartalmazé osztaly szélessége.

: hm67



3. Indexek szamitasa

Indexeket kiilonb6zé mennyiségek Osszehasonlitdsira, hatdsok Osszehasonlitdsara, vagy kozvet-
leniil nem Gsszemérheté mennyiségek valtozasanak leirdsara szoktak hasznalni (példaul: a GDP
kozvetleniil nem Osszehasonlithaté mennyiségek keveréke).

A leir6 statisztikdnak ebbdl a témakorébol egy példat néziink meg alaposabban.

Tegyiik fel, hogy egy id6ben valtoz6é mennyiség egy iddszakban (targyidészakban) mért értékeit
szeretnénk egy korabbi, hasonlé idészakban (bazisidészakban) mért értékekkel Gsszehasonlitani,
hogy az dtlagos véltozast leirhassuk. Példaul tekinthetjiik a fogyasztéi arindexet (példdul:
https://www.ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_evkozi/e_qsf001.html vagy http://wuw.
ksh.hu/interaktiv/fogyar_radar/index.html), ami az inflicié6 mérdszama, a lakossag altal
vasarolt termékek és szolgdltatasok drainak dtlagos valtozasat fejezi ki. A béazisidészak lehet az

7”1y

,el6z0” év, a targyidOszak a vizsgilt év.

Tegyiik fel, hogy az arindexbe az 1,2, ..., n termékek forgalmat épitik be. Legyen
® qo; a j. termékbdl eladott mennyiség a bazisidészakban;
® g1 a j. termékbdl eladott mennyiség a targyiddészakban;
® po; a j. termék egységara a bazisidészakban;

e pi; a j. termék egységdra a targyidészakban.
Ekkor

e bazisidészaki sulyozasu vagy Laspeyres-féle drindex (annak hédnyadosa, hogy az 1j arakkal,
de a bazisidészak fogyasztasaval mennyivel nétt az Osszes kiadas a régebbi iddszakhoz
képest):

21 40,P1,j
D i=140,5P0j

e targyiddszaki silyozdsu vagy Paasche-féle drindex (annak hényadosa, hogy az ij drakkal
és az \j fogyasztdssal mennyivel nétt az osszes kiadas):

n . .
Zj:l 41,jP1,j
n . .
Zj:l 41,5P0,;

e bazisidészaki stilyozasi vagy Laspeyres-féle volumenindex (a régi arakkal szdmolva hényszoroséara
nétt az Osszes kiadds, vagyis a régi drakkal szdmolva mennyivel nétt a fogyasztés):

n . .
Zj:l 41,510,
n . .
Zj:l 40,5P0,;

e targyiddszaki sulyozdst vagy Paasche-féle volumenindex (az 1 drakkal szamolva hanyszorosara
nétt az Osszes kiadds):

n
D=1 Q5P
n . .
Zj:l 40,5P1,5
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Figure 10: Density Function Estimations of EU Countries and Sweden (left) and Ireland (right) in
2001.

5. dbra. A svédorszagi és irorszagi jovedelmek siirtiségfiiggvényének becslése egy Osszetettebb
modszerrel, a megfelel6 ponton Gauss-magfiiggvénnyel (forras: [1])

4. Stlirtségfiiggvény becslése

Statisztikai minta: (X, Xo,..., X)) valésziniiségi valtozok (azaz: valdsziniiségi vektorvaltozd).
Mintaelemszam: n

A minta fiiggetlen, ha az (X1, Xs,...,X,,) valészintiségi valtozdk fiiggetlenek (példdul ha a
megkérdezetteket fiiggetlentil valasztottuk, vagy ha a mérések nem befolydsoljak egymaést), azaz

P(Xy <t1,Xo<tg,..., X, <t) =P(X1 < tq) - P(Xp < tg) - ... - P(X,, < 1)

teljesiil tetszoleges t1,to, ..., t, valds szamok esetén.

Az (X1, Xa,...,X,) valészinliségi valtozdk eloszlasa nem ismert: nem tudjuk, hogy mennyi
P(X; < t), vagyis nem ismerjiik az eloszlasfiiggvényt, vagy mennyi Xy varhaté értéke, szordsa.
A cél a valdsziniiségi valtozok eloszlasanak a becslése, ra vonatkozd hipotézisek eldontése a
megfigyelések, vagyis az adatok alapjan.

Abban az esetben, amikor az ismeretlen eloszldsrodl feltételezhetjiik, hogy abszolut folytonos
eloszlast, vagy ilyen médon modellezziik (példdul nincsenek olyan kitiintetett értékek, amik a
valoszintiségi valtozd pozitiv valdszinliséggel venne fel, amire onnan kovetkeztethetiink, hogy
a megfigyelések mind vagy majdnem mind kiilonbozbek), az eloszlas stirtiségfiiggvényét sem
ismerjiik, viszont az adatok alapjan megprébélhatjuk megbecsiilni.

Ahogyan tobb példan ldttuk (akar a {4l dbran), elég sok megfigyelés esetén a hisztogram és
a slrtségfiiggvény kozel esik egymashoz. Ezt hasznalhatjuk ki a strliségfiiggvény pontosabb
becslésekor, ugyanakkor itt is kérdés, hogy milyen intervallumhosszat hasznaljunk.

Az aldbbiakban a slriségfiiggvény becslésének Parzen—Rosenblatt-féle modszerét ismertetjiik.

X1, Xo,..., X, fuggetlen azonos eloszlasi abszolut folytonos minta. A siriiségfiiggvény f, azaz

b
Pla < X; <0b) = / f(t)dt minden a < b-re.
a

Az f fiiggvény ismeretlen. Hogyan tudjuk f(t) értékét becsiilni az X7, ..., X, megfigyelések
segitségével?

Ehhez az alabbibdl indulhatunk ki:
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6. dbra. A testmagassiag hisztogramja n = 96 elem{ mintdbdl (valds adatokbdl), a
strliségfliiggvény becslése Gauss-magfiiggvénnyel.
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7. abra. A strlségfliiggvény becslése téglalapos és haromszoges magfliggvénnyel az 1,3, 3,6, 8, 8,8
mintabol

n

b 1
P(agXlgb)—/f(t) ~ L3 e < X; <)
a j=

azaz a becslés a és b kozé es6 mintaelemek ardnya. A jobb oldalon éppen az (a, b] intervallumba
esO mintaelemek relativ gyakorisdga szerepel, ez hasonld, mint ami a hisztogramban is szerepel.
Ez az aldbbi definiciéhoz vezet.

4.1. A sturiségfiiggvény becslése kiillonb6z6 magfiiggvényekkel

A[7 4bra bal oldaldn az alabbi mintédbdl készitett becslést lathatjuk (X1,...,X7): 1,3, 3,6, 8, 8,
8. Minden oszlop kozepe egy megfigyelés, a magassag a gyakorisagtol fﬁgg, az oszlop szélessége
pedig 2h, ahol h az ablakszélesség, ez valaszthatd a becslés soran.

Ezt dltalanosabban az alabbi médon irhatjuk fel.

Téglalap magfiiggvény: k(y) = 1/2, ha —1 <y < 1, nulla kiilonben, azaz k(y) = 3I(jy| < 1)
és h az ablakszélesség.

1 1 1 t—X
725 (6= X;) < h) = hz( )

A téglalapon kivil més alaku fliggvényeket is szoktak hasznélni a becsléshez, ezt példaul a
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8. dbra. A stlirliségfiiggvény becslése Gauss-féle magfiiggvénnyel az 1,3,3,6,8,8,8 mintabdl
h =0,5 és h = 2-es ablakszélességgel

abra jobb oldalan, illetve a [§ abrakon lathatjuk. Ilyenkor a fenti leirasban k szerepe ugyanaz,
csak k-t véalasztjuk masképpen.

Haromszoéges magfiiggvény: k(y) = max(1 — |y|,0) és h = 1/2 az ablakszélesség.

Xj>.

. 1 & -
fn(t) = nth:<t 5
=

Gauss-magfiiggvény: k(y) = % exp(—y?/2) és h = 1/2 az ablakszélesség.

1 — t— 1 " (y—Xj)Q)
— Nk =——— Ve 2 ),
n-h 1 ( > n.h.\/2ﬂj§1xp< 2h2

]:

Minta (X): 1, 3, 3, 6, 8, 8, 8. Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/%exp(—yzﬂ) és h = 2 az

ablakszélesség (sdvszélesség, bandwidth).

fult) = n?thz(t —=
j=1

) ()

2. A stuirtségfiiggvény Parzen—Rosenblatt-féle becslése

A fenti médszer dltaldnositott valtozata a Parzen—Rosenblatt-féle becslés. Ezt a kdvetkezéképpen
definialhatjuk:

Legyen k : R — R, olyan fliggvény, mely korldtos, limy ,o yk(y) = 0, tovdbba h, olyan
szdmsorozat, melyre lim,, oo by = 0 és lim,, oo nh, = co. A slirliségfliggvény becslése a t pont-
ban a Parzen—Rosenblatt-mddszerrel a k magfliiggvénnyel és h,, sdvszélességgel az X1,..., X,

fliggetlen minta alapjan:
. 1 <& t— X
() = k 2.
o= 3ok {(5)

A mintaelemszam novelésével a fenti mddszer hatarértékben pontos eredményt ad, mindegyik
fent bemutatott magfiiggvényre. Megfelels feltételek mellett fn(t) — f(t) minden t-re, ha
n — oo (szitkséges példaul, hogy f folytonos legyen). Szokdsos magfiiggvények példaul (ebbél
harmat mar lattunk):

e Gauss-magfiiggvény: k(y) = \/% exp(—y?/2).
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9. dbra. A testmagassag slriiségfiiggvényének becslése n = 96 megfigyelésbél; a bal ol-
dalon: haromszoges (piros) és téglalapos (fekete) magfiiggvénnyel (ez utébbihoz tul ki-
csi a savszélesség); a jobb oldalon: héromszoges magfiiggvény 1/3-szoros sivszélességgel
(fekete), téglalapos magfliggvény 3-szoros savszélességgel (kék), Epanechnikov-magfiiggvény
alapértelmezett savszélességgel (piros)

e Haromszog magfiiggvény: k(y) = (1 — |y|), ha ez nemnegativ, nulla kiilonben.
e Epanechnikov-magfiiggvény: k(y) = %(1 —9?%), ha ez nemnegativ, nulla kiilonben.

e Téglalap magfiggvény: k(y) =1/2, ha —1 <y < 1, nulla kiilénben.

Szokasos sdvszélesség-vélasztasok (normadlis eloszlds és Gauss-magfiiggvény esetén az elsé op-
timalis), ezekre h,, — 0, de nh, — oc:

*

o Iy = 0,7

, min(sy,, g)
nl/5’

By = 0,7 - RO

ahol s a korrigalt tapasztalati szérds, ¢ a harmadik és els6 kvartilis tavolsaga.

Ugyanugy, mint a hisztogramnal, a tdl nagy savszélesség tul kevéssé részletes abrahoz, a tul kicsi
sdvszélesség tul részletes abrahoz vezet. Ezt figyelhetjitk meg a[9] dbrdn: a tul kicsi sdvszélesség
esetén a minta esetlegességei is benne maradnak a becslésben, til nagy savszélesség esetén
azoknak a tartomanyoknak til nagy silya lesz, ahova csak néhany megfigyelés esik.

Hazi feladat februar 24., szerda, 9:00-ig Tekintsiik a kozOsségi médiaval toltott idorol
gyljtott mintat. Készitsiik el a stirliségfiiggvény becslését (R-ben: density) gy, hogy

e csak az elsé 5 megfigyelést hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-magfiiggvény;

e csak a 25 évesnél fiatalabbak adatait haszndljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-
magfliggvény;

e csak a 25 évesnél idGsebbek adatait hasznaljuk, és a magfiiggvény az Epanechnikov-mag-
fliggvény;

e az Osszes megfigyelést hasznaljuk, és legalabb kétféle ablakszélességet, amiknek a hanyadosa
legalabb 3.

Milyen kovetkeztetést vonhatunk le a 25 évesnél fiatalabbak és id6sebbek kozosségi médidval
toltott idejének becsiilt strliségfiggvényének Osszehasonlitdsabol, mennyire kiilonbozik a két
becslés? A két kivalasztott ablakszélesség koziil melyik tlinik megfelelébbnek, hogy informativ
becslést kapjunk?

Kapcsolédé6 irodalom:
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