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第一部分 狭义相对论的几何图景

1 记号和约定

1.1 四矢量及度规的定义

时空中的一个事件以四矢量描述，而四矢量以其在 .某 .一 .参 .考 .系中的坐标分量表示，例如：
xµ =

(
x0, x1, x2, x3

)
(1.1.1)

此文约定，时间坐标放在最前，即 x0 = ct,
(
x1, x2, x3

)
= x 则为空间坐标。

在相对论时空观中，一个粒子运动的轨道被称为世界线。考虑从时空原点发出的光子，取其世
界线上的某一 .定 .点，有：

x2 − (ct)
2
= (ct)

2 − x2 = 0 (1.1.2)

该等式在参考系变换（坐标变换）下保持不变（光速不变原理）。

由此，定义该四维线性空间的范数。首先，记时空的度规为 ηµν，矩阵表示：

(
ηµν
)
=


−1

1

1

1

 or


1

−1

−1

−1

 (1.1.3)

从而，该空间的范数 s 可表示为：

s2 = ηµνx
µxν (1.1.4)

更一般地，定义 xµ, yµ 的内积为 ηµνx
µyν , 从而可以引进正交的概念。

进一步，考察该空间的对偶空间，其元素为：

xµ = ηµνx
ν (1.1.5)

xµ 的模方可以简洁地表示为 xµx
µ. 同时，可以对称地定义 ηµν , 其各分量数值上与 ηµν 相同，即：

xµ = ηµνxν (1.1.6)

注意到，假定基底长度变为原来的 k 倍，则 xµ 变为原来的 1
k , 由此称 xµ 为逆变矢量。又，

xµx
µ 在上述变化下不变，从而 xµ 变为原来的 k 倍，故称为协变矢量。

1.2 度规的矩阵表示

如果将 xµ 视为列矢量，则 ηµν 可视作双线性泛函。事实上，可以用行指标 µ, 列指标 ν 的矩
阵表示 η，其作用于两个列矢量时，将其一转置后左乘，另一右乘。写成二次型的形式，为：

ηµνx
µxν = xµ

(
ηµν

)
xν (1.2.1)
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同时，xµ 可视为作用于单个列矢量的线性泛函，从而可以简单地看作行矢量；而此时 ηµν 则
可以看作列矢量空间到其对偶空间——行矢量空间的同构关系。符合矩阵相乘规则的写法为：

xµ = xν
(
ηνµ

)
(1.2.2)

注意，ηµν 与矩阵的区别在于，其双下标表示它必须依次作用于两个对应的上标，才能得一常
量；ηµν 则与之相反，作用于两个下标（即行矢量）。对矩阵如何与其他量相乘则无此限制。

1.3 坐标变换与各类张量的引入

若 xµ 可以用一系列基底 (λµ)ν = Λµ
ν 的线性组合表出，则有：

xµ = Λµ
νx

′ν (1.3.1)

x′ν 是该事件在 (λµ)ν 对应的参考系中观测到的坐标，Λµ
ν 即联系两个参考系的洛伦兹（逆）变换。

上述结论隐含了一项假定，即坐标变换是线性的，这可以由相对性原理导出。

同样，视逆变矢量为列矢量，则 Λµ
ν 可看作以 µ 为行指标、ν 为列指标的矩阵。当然，由于

上下标的不同，Λµ
ν 的作用规则与 ηµν 不同——Λµ

ν 作用于一列矢量，得到另一列矢量；若进一步
将其作用于一行矢量，则得到一常量。对比如下：

Λµ
ν : V −→ V

或, V ⋆ × V −→ R

ηµν : V × V −→ R
(1.3.2)

满足这类运算规律的线性泛函即为张量。不论所描述的空间（流形）具有何种度规，总是将
ηµν 定义为 ηµν 的逆，即 ηαβηβγ = δαγ , 而其余张量的指标升降则通过与 ηµν 或 ηµν 相乘（称为缩
并）定义。例如，与 xµ 类似，有：

Λµ′ν = ηµ′µΛ
µ
ν : V × V −→ R (1.3.3)

若取 (−,+,+,+) 的度规约定，则 Λµν 与 Λµ
ν 的矩阵表示在 µ = 1, 2, 3 行完全一致，在 µ = 0

行相差一符号。事实上，每升、降一指标，该指标等于 i = 1, 2, 3 时的值不变，该指标为 0 时的值
变号。类似地，还可定义：

ηµν = ηµση
σν = δµν (1.3.4)

由于 η, δ 是对称张量，不必区分指标顺序，故可不错开上下标书写。

据此规律，有：

xµ = ηµρΛ
ρ
σx

′σ = Λµσx
′σ = Λµση

σνx′
ν = Λ ν

µ x′
ν (1.3.5)

可见，Λ ν
µ 和 Λµ

ν 互为对偶，其指标顺序一致，上下颠倒。注意其矩阵表示，数值上有：

Λ ν′

µ′ = ηµ′µΛ
µ
νη

νν′
,

Λ 0
0 = Λ0

0, Λ i
0 = −Λ0

i, Λ 0
i = −Λi

0, Λ j
i = Λi

j

(1.3.6)

由于负负得正、负正得负，取任一种度规约定，该结论均成立。
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根据前面的约定，Λ ν
µ 作用于逆变矢量，相当于将其表示矩阵左乘于对应的行矢量前，这是怎

么实现的呢？事实上，应当先将待作用的行矢量转置为列矢量，再用 Λ ν
µ 的表示矩阵作用，将得到

的列矢量转置回行矢量，得到的便是作用结果。

1.4 四维时空的单位正交基

当且仅当坐标对应的基底为单位正交基时，其范数可采用前述 (1.1.4) 公式计算。物理上，这
是惯性系的基本特性。用公式表述，即为：

ηµν(λ
µ)α(λ

ν)β = ηαβ, 或 ΛTηΛ = η (1.4.1)

将基底组表示为张量，上述关系可简化为：

ΛµαΛ
µβ = δβα, 或 Λ σ

µ Λµ
ν = δσµ (1.4.2)

而根据逆的定义，有
(
Λ−1

)
σ
µΛ

µ
ν = δσµ , 从而，(

Λ−1
)
µ
ν = Λ µ

ν (1.4.3)

事实上，利用 (1.3.1), 可得：

x′µ = Λ µ
ν xν (1.4.4)

这也表明
(
Λ−1

)
µ
ν = Λ µ

ν . 其矩阵表示与 Λµ
ν 的关系如下所示：

注：简记 Λ =
(
Λµ

ν

)
由上述讨论可知，Λ 描述了一种类似于三维转动的四维转动，其全体构成了洛伦兹群 O (1, 3);

如果不允许时间反演和宇称变换，则满足条件的 Λ 构成子群 SO+(1, 3), 它是洛伦兹群包含单位元
的联通部分。这意味着，

detΛ = 1, Λ0
0 ≥ 0

同时，有
(
Λ0

0

)2 −∑i Λ
i
0 = 1, 这表明有：

Λ0
0 ≥ 1

事实上，所有 SO+(1, 3) 中的元素可以表示为两类旋转（两类生成元，generators）的合成：

1. 空间旋转（rotation），可以用刚体运动学的方法描述（例如欧拉角），含三个生成元 Ji；
2. 不含空间旋转的时空“旋转”（boost），由指定的某一空间方向 n（与时间轴 ct 垂直）和
“旋转角度”θ（称为 rapidity）描述，同样是三个生成元 Ki。

一般来说，一个坐标平面定义一种 n 维旋转，故生成元总数为
(
n
2

)
. 此外，一般的洛伦兹变换还包

含时空坐标的平移（构成 Poincare group），下为简单起见，取两坐标系的起点重合。
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2 典型洛伦兹变换的表示及意义

2.1 Boost 的参数表示

下面尝试写出 boost 的基本形式。为简单起见，假定变换前后，x′
2 = x2, x

′
3 = x3, 即选取空间

方向 n = x̂. 记：
S

Λ−−→ S′, xµ Λ−1

−−−→ x′µ

此时只需用二阶矩阵表示 Λ, 有：

Λ =

(
Λ0

0 Λ0
1

Λ1
0 Λ1

1

)
, Λ−1 =

(
Λ0

0 −Λ0
1

−Λ1
0 Λ1

1

)
(2.1.1)

由此，可计算新基矢在原坐标系中的坐标，有：

λ0 = Λ

(
1

0

)
S

=

(
Λ0

0

Λ1
0

)
S

, λ1 = Λ

(
0

1

)
S

=

(
Λ0

1

Λ1
1

)
S

, (2.1.2)

同时，要求 ∥λ0∥2 = η00, ∥λ1∥2 = η11. 一般来说，单位化的类时矢量具有模方 η00, 单位化的类空
矢量具有模方 ηii.

因此，假使标准正交基 e0, e1 构成 R2 直角坐标系的纵、横基矢，那么 λ0, λ1 的端点将被限制
在一组双曲线上。（该组双曲线等同于欧几里德空间 E2 中的单位圆。）具体而言，有：

λ0 ∈
{
(ct, x)

∣∣∣ (ct)2 − x2 = 1
}
, λ1 ∈

{
(ct, x)

∣∣∣ (ct)2 − x2 = −1
}

(2.1.3)

同时，ηµν(λ
µ)0(λ

ν)1 = η01 = 0. 这导致 λ0, λ1 关于直线 x = ct 对称。

综上，两组基矢的位置关系如下所示：
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且上述讨论对任一种度规约定均成立。

因此，可以用双曲函数表示 λ0,1, 不妨设：

λ0 =

(
cosh θ

sinh θ

)
S

, λ1 =

(
sinh θ

cosh θ

)
S

(2.1.4)

进一步可表达出 Λ 以及 Λ−1, 从而有洛伦兹变换：

x′µ =

(
cosh θ − sinh θ

− sinh θ cosh θ

)
xµ (2.1.5)

可见，boost 可以用双曲函数构成的对称矩阵来描述。

2.2 参数 θ 的物理意义

假想以下情形：t = t′ = 0 时，两参考系 S, S′ 在 R3 中的空间坐标重合，且 S′ 系整体以恒定
速率 βc 沿 S 系的 x 轴正方向平移。事实上，S, S′ 对应的四维标架原点重合，两者相差一个 x 方
向上的 boost（“夹角”为 θ）, 标架之间 .并 .没 .有 .相 .对 .运 .动。

在这种情况下，考察 S′ 系的坐标原点，选定其世界线上的某定点，其时空位置可用 S 坐标表
示为 (ct, x), x = βct, 亦可用 S′ 坐标表示为 (ct′, 0). 代入洛伦兹变换式（或逆变换式），可得：(

ct

βct

)
=

(
cosh θ sinh θ

sinh θ cosh θ

)(
ct′

0

)
=

(
ct′ cosh θ

ct′ sinh θ

)
(2.2.1)

取两个分量的比值，易见：

tanh θ = β (2.2.2)

先前定义的 θ 只是一数学上的抽象参数，由此实例我们便找到了其对应的物理意义——它是
描述空间参考系相对速率的一个参量，故其名为 rapidity（有人译为快度）。由此便可以给出四维
标价旋转的物理意义——其实际上对应于三维空间中相对运动参考系之间的切换。进一步，有：

cosh θ =
1√

1− β2
≡ γ, sinh θ =

β√
1− β2

= γβ (2.2.3)

从而，

xµ =

(
cosh θ sinh θ

sinh θ cosh θ

)
x′µ =

(
γ βγ

βγ γ

)
x′µ,

x′µ =

(
cosh θ − sinh θ

− sinh θ cosh θ

)
xµ =

(
γ −βγ

−βγ γ

)
xµ.

(2.2.4)

2.3 自然单位制下的时空一体性

在相对论的研究中，常取自然单位制 c = 1. 此时，时空可以对等，例如光子的运动轨迹可以
简洁地写为 t = x. 当然，这种单位制在数值计算时并不方便，因此可能需要将最终计算结果通过
量纲分析恢复到国际单位制。
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在自然单位制下，β = v, 洛伦兹变换可以对称地写出：

t′ = γ (t− vx), x′ = γ (x− vt), (2.3.1)

其中，v = tanh θ, γ = 1√
1−v2

. 下文中统一采用自然单位制，相对国际单位制来说，它与相对论时
空观更加吻合。除此之外，如无特别说明，采用引力研究中最常用的度规约定——东海岸约定，即
(−,+,+,+).

3 数学方面的补充知识

3.1 双曲函数的一些特性

须留意双曲函数与三角函数的关系，例如，

tanx =
sinx

cosx =
1
i sinh ix

cosh ix
=

1

i
tanh ix (3.1.1)

即 tanhx = −i tan ix. 利用这些关系，可以方便地将三角恒等式化为双曲恒等式。例如，

tanh (x+ y) = −i tan (ix+ iy) = −i
tan ix+ tan iy

1− tan ix tan iy
=

tanhx+ tanh y

1 + tanhx tanh y
(3.1.2)

3.2 时空图的几何特征

时空图上到原点的等距线族为：

x2 − t2 = s2, s2 ⪌ 0 (3.2.1)

其中，距离 s 是根据 η 定义的四维范数，并非表观距离。

s2 = 0 对应过原点的一组相交直线，其与 t2 > x2 的区域构成光锥，从原点出发的信号只能在
光锥内传播。

欲确定某一事件 P 的坐标，过点 P 作坐标轴的平行线，通过其与坐标轴的交点读出 P 的坐
标值。注意到，其中一坐标轴的平行线总是与某一等距线相切，切点恰为该平行线与另一坐标轴的
交点。该结论可通过几何方法方便地证明；除此之外，还可考察函数关系：

s2 = s2(xµ)

根据欧拉的齐次函数定理，xµ ∂s2

∂xµ = 2s2 = 2ηµνx
µxν , 从而，

∂s2

∂xµ
= 2ηµνx

ν (3.2.2)

若某一分量为 0，则 s2 对该分量的偏微商为 0，从而此处的切线平行于坐标轴。

前面说明了 θ 的物理意义，下面考察时空图上 θ 的几何意义。事实上，θ/2 为轴 x, x′ 与等距
线 x2 − t2 = 1 所围成曲边三角形的表观面积。有：

A0 =

ˆ ϕ0

0

1

2

(
cosh2 θ + sinh2 θ

)
dϕ (3.2.3)
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其中表观夹角 ϕ 与快度 θ 有如下关系：

tanϕ = tanh θ
d−−−→

(
1 + tan2 ϕ

)
dϕ =

(
1− tanh2 θ

)
dθ (3.2.4)

代入化简，易得 A = θ
2 .

3.3 时空图上的曲线

在此基础上，可以对时空图上的曲线进行参数化。首先，我们得为粒子的世界线取定一参数描
述；这个参数最好是个洛伦兹常量，此处记为 λ, 积分则给出时空间隔：

∆s =

ˆ
Ω

√
ηµν

dxµ

dλ
dxν

dλ dλ (3.3.1)

然而，根号下的内容并不总是正定的！因此，对一般粒子而言，采用原时来描述世界线的长度：

∆τ =

ˆ
Ω

√
−ηµν

dxµ

dλ
dxν

dλ dλ (3.3.2)

由此可见，(−,+,+,+) 度规约定保持了空间成分的正定性，与习惯一致，但在处理实物粒子
的世界线时不得不引入一个负号，这不免有些遗憾。由于实物粒子的运动始终落在光锥以内，可以
保证根号下的内容始终正定，总不会发生负数开根的情形。

在此基础上，可以用 τ 对世界线进行参数化，这类似但不同于弧长参数；在该度规定义下，严
格意义上的弧长参数只能是虚数。如果取 (+,−,−,−) 的度规约定，则 τ 正是弧长参数，这也是西
海岸约定（高能物理中常用约定）的优势之一。
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4 洛伦兹变换的基本推论

4.1 钟慢效应

考虑 S′ 系中定点 x′
0 世界线上的任一点，其时间坐标 t′ 在 S 系中的观测值为：

t = γ (t′ + vx′
0) (4.1.1)

从而，∆t = γ∆t′ > ∆t′, .看 .起 .来（S 系的观测者认为）其时钟变慢了。

也可由时空图得到此结论。不妨取 x′
0 = 0, 将 t′ 轴上的 t′0 点投影到 t 轴上，得 t0, 再将 t′0 点

沿着等距线对应至 t 轴上与 t0 比较，易得：t0 > t′0.

上面给出的论述是基于洛伦兹变换的局部结论；对于一般的世界线段，可计算原时：

dτ =
√
−ηµν dxµ dxν (4.1.2)

其物理意义是明确的：考虑质点所在的共动瞬时惯性参考系（comoving instantaneous inertial ref-
erence frame，又称 instantaneous rest fram, IRF）, 粒子相对此参考系瞬时静止，有：

dx = 0, dτ = dt (4.1.3)

但须注意，往往 d2x ̸≡ 0（可以类比经典力学中的瞬心概念以加强理解）。可见，假想粒子携带一
个时钟，该时钟走过的时间 t 便恰好对应粒子的原时 τ，因此原时又称为固有时。

展开 ∆τ , 有：

∆τ =

ˆ √
(dt)2 − (dx)2 =

ˆ
dt
√

1− v2 < ∆t (4.1.4)

这便是一般性的钟慢效应。

4.2 同时的相对性

考虑 S′ 中 t′0 时刻在 x′
1, x

′
2 处同时发生的两个事件，利用：

t = γ (t′0 + vx′) (4.2.1)

可得 ∆t = γv∆x′ ̸= 0. 从时空图上看，显然总有 ∆t ̸= 0.

一般来说，两分立事件在两不同参考系中观测到的时间有如下关系：

∆t = γ(∆t′ + v∆x′) = γ∆t′
(
1 + v

∆x′

∆t′

)
(4.2.2)

参考系的 |v| < 1, 因此 ∆t,∆t′ 异号仅在
∣∣∣∆x′

∆t′

∣∣∣ > c 时可能发生。

如果两事件有因果联系，由于信号传递以光速为极限，故必有
∣∣∣∆x′

∆t′

∣∣∣ < c, 因此 ∆t,∆t′ 同号。
考察相应的时空图，可能的第二事件必落在第一事件的光锥内，也可得出 ∆t,∆t′ 同号的结论。因
此，光速极限保证了因果律；也可以说，正因为因果律不可违背，光速必为信息传递的极限。
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4.3 尺缩效应

考虑 S′ 中静置于 x′ 轴上的一把直尺，其端点坐标 x′
1, x

′
2, 观察其两端在同一时刻 t′0 反射的光

子，可得其长度 L = x′
2 − x′

1. 在 S 系看来，两端点的光子不是同时发出的，因此直尺的长度等于
坐标 x1, x2 的差值，再减去 t1, t2 间隔内参考系移动的距离，即有：

L = x2 − x1 − v (t2 − t1) = γL0 − v (γvL0) =
√
1− v2L0 (4.3.1)

这是一种直接但愚蠢的计算方法；事实上，应观察直尺两端在 S 系中同一 t0 时刻反射的光子。
虽然在 S′ 系看来这两个光子并不是同时发出的，但是直尺静止于 S′ 系中，任选两时间点，分别
去测量两端点的坐标，都将是 x′

1, x
′
2, 因此不必考虑测量的同时性。从而，

L = ∆x
∣∣
t0

=
1

γ
∆x′ = L0

√
1− v2 (4.3.2)

因此，在 S 系看来尺子变短了。

5 相对论性运动学

5.1 四速度的引入

在四维时空中考察粒子的运动，其“速度”可通过世界线 xµ 的切矢量来定义：

uµ ≡ dxµ

dτ (5.1.1)

注意有 uµu
µ ≡ −1 = −c2. 可见，uµ 是个类时的单位化逆变矢量，其变换规律与 xµ 一致，从而：

u′µ =


cosh θ − sinh θ

− sinh θ cosh θ

1

1

uµ (5.1.2)

在粒子的共动惯性系中，有 uµ = (1, 0, 0, 0); 在一般参考系中，利用 d
dτ = dt

dτ
d
dt , 可以将四速度

用 vx,y,z 表示，即：

uµ =
1√

1− v2

(
1, v

)
(5.1.3)

代入上述变换公式，有：
1

v′x
v′y
v′z

 =

√
1− v′2√
1− v2︸ ︷︷ ︸
α


cosh θ − sinh θ

− sinh θ cosh θ

1

1




1

vx

vy

vz

 (5.1.4)

可见，实际的速度变换与洛伦兹变换相差一个因子 α. 考察第一分量，可以写出 α 的表达式：

α =
1

cosh θ − vx sinh θ
=

√
1− β2

1− vxβ
(5.1.5)

其中，为区分粒子速度与参考系平移速度，将后者记为 β.
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另，系数 α = dt
dτ
/ dt′

dτ = dt
dt′ , 其表达式也可直接由洛伦兹变换导出。

5.2 再论速度变换公式

不难验证，boost 作为快度 θ 的函数，具有以下特性：

Λ(θ)Λ(φ) = Λ(θ+φ), Λ(−θ) = Λ−1
(θ) (5.2.1)

这可以由双曲函数的和角公式导出。

考虑时空坐标为 (t, x) 的质点所在的共动惯性系 S̃，质点在此时此刻相对 S̃ 静止，而 S̃ 相对
S 以速度 v 匀速直线运动，相对 S′ 以速度 v′ 匀速直线运动。有变换关系：

S′ Λ̃′

−−−−→ S̃ ∼= S′ Λ(−θ)−−−−→ S
Λ̃−−−−→ S̃

Λ̃′ = Λ̃ Λ(−θ)

(5.2.2)

x 方向上，Λ(ϕ′
x)

= Λ(ϕx)Λ(−θ),

v′x = tanhϕ′
x = tanh(ϕx − θ) =

tanhϕx − tanh θ

1− tanhϕx tanh θ
=

vx − β

1− vxβ
(5.2.3)

或者更直观地，考虑速度叠加，则利用 Λ̃ = Λ̃′Λ(θ), 有：

v′x = tanhϕ′
x = tanh(θ + ϕ‘x) =

tanh θ + tanhϕ′
x

1 + tanhϕ′
x tanh θ

=
β + v′x
1 + βv′x

(5.2.4)

而 y, z 方向上的速度变换相当于两个不同方向 boost 的叠加，用这种方法推导就较为繁琐，可以通
过定义直接证明，例如，

v′y =
dy′
dt′ =

dy
γ (dt− β dx) = vy

√
1− β2

1− vxβ
(5.2.5)

5.3 匀加速粒子的运动

将速度变换进一步微分，可以得到加速度的洛伦兹变换；注意到，伽利略变换中加速度是不变
的，而洛伦兹变换中加速度会发生复杂的变化（除非 a = 0, 那么依然有 a′ = 0）。

下面考察的匀加速运动，是相对前述的粒子瞬时共动惯性系（IRF，此处取为 S′）而言的；仅
考虑一个维度，vx = v = β, a′ = a′x 则加速度变换可以简化为：

a′ = (1− v2)−
3
2 a (5.3.1)

令 a′ = a0, 解微分方程，给出粒子的轨迹为 (t, x) 图上的一支双曲线。事实上，由于粒子不断加速，
而速度上限是 c, 可以想象粒子必然沿着一条以 x = t− t0 为渐近线的曲线运动。

有意思的是，由时空图可见，匀加速运动的观测者具有视界，在渐近线另一侧的事件永远无法
被该观测者观察到，他/她/它只能看到视界一侧的时空。
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6 狭义相对论动力学初步

我们将从最小作用量原理出发，结合洛伦兹不变性，再加上一些对称性考虑，从而最终表示出
相对论性自由粒子的作用量。

根据粒子的作用量，我们可以写出其拉格朗日量，进而导出相对论性动量、能量的表达式。

6.1 相对论性自由粒子的作用量

首先，对相对论性自由粒子而言，作用量 S 必须是洛伦兹标量。其原因是，S 是粒子世界线
的泛函；虽说在不同的坐标系中粒子的世界线有不同的坐标表示，但是这些坐标表示指代的是四维
时空中的同一主体，该主体的存在与坐标表示无关。

除此之外，对相对论性 .自 .由 .粒 .子而言，其时空平移不变性要求由 S 导出的拉格朗日量 L 不能
显含时空坐标。因此，S 应完全由洛伦兹标量构造而出。

事实上，自由粒子世界线唯一具有的标量参量正是 ∆τ . 此外，粒子的静质量 m0 也可以出现
在表达式中，它描述了粒子本身的力学性质。上述 dτ , m0, c 是可能构成作用量的所有洛伦兹标
量。采用量纲分析的方法，保留光速 c 而不用 1 代替，可得：

S = −m0c
2 ∆τ = −m0c

ˆ
Ω

√
−ηµν

dxµ

dτ
dxν

dτ dτ (6.1.1)

取 −1 为系数，是为了保证 δS = 0 时 S 取极小而非极大（自由粒子的原时最长）。

6.2 相对论性自由粒子的拉氏量、动量和能量

对 S 的积分表达式执行变量替换 τ → t, 得到粒子在直角坐标系中的拉格朗日量：

L
(
x, ẋ, t

)
= −m0c

2

√
1−

(v
c

)2
(6.2.1)

该式不显含 x, 我们自然得到了相对论性粒子的动量表达式以及该粒子的运动方程：

p =
∂L

∂v =
m0v√
1−

(v
c

)2 , dp
dt = 0 (6.2.2)

首先，该动量定义在非相对论情形下退化为牛顿力学中的动量，可见其合理性；同时，其形式
又与经典定义不尽相同；如果坚持使用经典表达式 p = mv, 只能相应地修改 m 的定义，故引入动
质量的概念，这在普通物理中是常用的手段。然而，在实际研究中，往往倾向于修改动量的定义，
本文亦如此；故此后去掉 m0 之角标，直接以 m 表示粒子的静质量。

除此之外，注意到 L 不显含 t, 我们得到相对论性自由粒子的能量表达式：

E = p · v − L = γmc2 (6.2.3)

这正是著名的质能方程。注意，此处 γ = γ(v) 是 .粒 .子 .速 .度的函数，并非标架平移速度的函数。
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还可以直接将拉格朗日量表示为四维情形，此时重取自然单位制，有：

L
(
xµ, ẋµ, τ

)
= −m

√
−ηµν ẋµẋν , ẋµ =

dxµ

dτ (6.2.4)

数值上有 L|C0
≡ −m = −mc2, 但我们关注的是 L 对 ẋµ 的依赖关系。

类似地，L 不显含 xµ, 从而可定义四动量：

pµ =
∂L

∂ẋµ
= mẋµ, pµ = muµ (6.2.5)

进一步得粒子的世界线方程：

dpµ
dτ = 0,

d2xµ

dτ2 = 0 (6.2.6)

它是四维时空中的一条直线；事实上，该结果与 (6.2.2) 完全一致。

注意到，上述定义使得 pµ 的空间分量恰好正是 p, 又 E = γm, 故有：

pµ = (γm, p) = (E, p) (6.2.7)

其模长 pµp
µ = −m2 = −E2 + p2, 即：

E2 = m2 + p2 (6.2.8)

上述简洁的质能关系又一次体现了自然坐标的优越性；进一步，若考虑粒子的共动参考系，则
更有 E = m, 简洁有力。

可以在相对论情形下推广牛顿力学（矢量力学），依然定义：

F =
dp
dt (6.2.9)

可以验证，“动能定理”依然成立：

F · dx = v · dp =
1

2γm
dp2 = dE (6.2.10)

另外，在粒子的瞬时共动惯性系中, v = 0，不难验证恰有 F = ma, 经典的牛顿第二定律成立，此
时恒力将给出恒定加速度。

6.3 作用量的二阶变分

作用两前的负号源于闵氏时空的几何性质；前已论证，有所谓钟慢效应，即闵氏时空中的直线
实际对应固有时的 .极 .大而非极小。事实上，在 m > 0 的前提下，考虑二阶变分：

δ2S =

(
δẋµ ∂

∂ẋµ

)2

S(ẋµ) (6.3.1)
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注意到，对实际路径，
√
−ηµν ẋµẋν = 1, 则：

δ2S = −m

ˆ
Ω

∂

∂ẋµ

1

2
√
−ηαβ ẋαẋβ

∂

∂ẋν

(
−ηρσẋ

ρẋσ
)
δẋµ δẋν dτ

= −m

ˆ
Ω

∂

∂ẋµ

−ηνσẋ
σ√

−ηαβ ẋαẋβ
δẋµ δẋν dτ

= −m

ˆ
Ω

(
∂

∂ẋµ

(
−ηνσẋ

σ
)
−
(
−ηνσẋ

σ
) ∂

∂ẋµ

√
−ηαβ ẋαẋβ

)
δẋµ δẋν dτ

= −m

ˆ
Ω

(
−ηµν + ηνσẋ

σ 1

2

∂

∂ẋµ

(
−ηαβ ẋ

αẋβ
))

δẋµ δẋν dτ

= −m

ˆ
Ω

(
−ηµν + ηνσẋ

σ(−ηµρẋ
ρ)
)
δẋµ δẋν dτ

= m

ˆ
Ω

(
ηµν + ẋµẋν

)
δẋµ δẋν dτ

(6.3.2)

总有 δ2S > 0. 若取 +1 为系数，将导出 δ2S < 0, 这与 .最 .小作用量的观念不符。

7 零质量粒子的情形

零质量粒子指的是静止质量 m = 0 的粒子。此时，上述讨论部分失效，需要加以修正。下面
以光子为例，讨论其动力学特性。

7.1 光子的动量和能量

首先我们论证：零质量粒子必定总以光速行进。假定某粒子 m = 0, 而 v < c, 那么在任何惯性
参考系中套用动量、能量公式，都有其动量、能量为 0：

p = 0, E = 0, pµ = 0

假定该粒子与某正常粒子碰撞，根据动量、能量守恒，正常粒子的运动不会收到任何影响。这
表明，即使这类粒子存在，它们也无法和其他粒子相互作用，从而永远无法被探测到。除非，该粒
子以光速行进，则：

p = k̂ c lim
m→0
v→c

m√
1−

(
v
c

)2 (7.1.1)

右侧极限为 0
0 形式，因此 p 可能非零。此时，动量、能量关系简化为：

E = pc, pµ = (p, p) (7.1.2)
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取 c = 1, 则 E = p, pµ = (E,p). 对光子而言，E = hν = ℏω, 则：

p =
hν

c
=

h

λ
= ℏk (7.1.3)

由此定义波四矢：

kµ = (ω,k), pµ = ℏkµ (7.1.4)

下面给出光子的运动学描述。光子的世界线是特殊的，其表观长度各异，但总有 ∆s = ∆τ = 0.
因此，无法以固有时或弧长将其自然地参数化；只得从粒子在某一特定惯性系中的方程出发，考虑
可能的参数取法。例如，对世界线 x = t, 可取：

xµ = uµt, uµ = (1, 1, 0, 0) (7.1.5)

其中 uµ 源于该参考系中的速度（但此时为 null 矢量, 即 uµu
µ = 0），λ 源于该参考系的时间 t. 要

求 uµ 按矢量规律变换，则 t 进化为一适用于任意参考系的洛伦兹标量。光子的匀速运动，通过恒
等式 duµ

dt ≡ d
dt
(dxµ

dt
)
= 0 得以体现。

往往进一步取一仿射变换：λ = at+ b, 使得：

pµ =
dxµ

dλ (7.1.6)

注意此时的 λ 含有 m−1 的量纲。

7.2 相对论性多普勒效应

z′

x′

y′

β

z

x

y

考虑光子四动量 pµ 的洛伦兹变换。设从 S′ 系中的一静止光源发出波长为 λ0 的光子； .在 S

.系 .看 .来，光子沿与 +x 夹角为 ϕ 的方向运动，观测其波长为 λ. 略去 z 分量，有：

pµ = (p; p cosϕ, p sinϕ), p =
h

λ
, (7.2.1)

依惯例，设两参考系沿 x 方向 .相 .对 .靠 .近，速率恒定为 β，从而，

p′µ =

p′

p′x
p′y

 =

 γ −γβ

−γβ γ

1


 p

p cosϕ
p sinϕ

 (7.2.2)
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易得，

p′µ = p
(
γ(1− β cosϕ) ; γ(cosϕ− β), sinϕ

)
(7.2.3)

又 p ∝ 1
λ , 从而，

λ = λ0γ(1− β cosϕ) (7.2.4)

这正是多普勒效应的公式表示。

除此之外，S, S′ 系中光子的运动方向并不相同，有：

cosϕ′ =
cosϕ− β

1− β cosϕ, sinϕ′ =
sinϕ

γ(1− β cosϕ) (7.2.5)

注意到该式与速度变换惊人地相似；乘上一个因子 c 即可发现，它正是洛伦兹速度变换。逆变换：

cosϕ =
cosϕ′ + β

1 + β cosϕ′ , sinϕ =
sinϕ′

γ(1 + β cosϕ′)
(7.2.6)

注意到，有 ϕ < ϕ′, 在 S 系看来，光线聚集到 +x 方向上，正所谓前灯效应。

8 狭义相对论中的理想流体

粒子数在洛伦兹变换下守恒；然而，体积元乃至粒子的速度均会随参考系变换而发生变化。因
此，有必要讨论经典流体力学在狭义相对论下的形式。

8.1 连续性方程

首先约定，与体积元共动的参考系中的物理量以不带撇的记号表示；例如，粒子数密度：

n′ =
N

V ′ =
N

V /γ
= γn (8.1.1)

重记粒子数通量为 N, 注意到，

N i = n′vi = γnvi = nui (8.1.2)

由此，可以自然地定义通量四矢：

Nµ = nuµ (8.1.3)

考察静止系中的粒子数守恒，有连续性方程：

∂n′

∂t
+∇ · N = 0 (8.1.4)

注意到，N0 = nu0 = n′, 因此连续性方程可以自然地推广到十分美妙的四维协变形式：

∂µN
µ = 0 (8.1.5)
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8.2 能动量张量

考虑粒子的能量（动质量），有 ρ′ = (γn)(γm) = γ2nm = γ2ρ. 注意到表达式中的 γ2 因子，这
暗示着它源自两个四矢量的并矢。事实上，有：

Tµν = pµNν = ρuµuν (8.2.1)

等式右边的 ρ = nm 是静质量的空间分布。

能动量 / 协强张量之概念源自连续介质力学。下面给出其在经典流体力学框架下的物理意义。
根据牛顿第二定律，有：

ρ
dv
dt = f = fp + fext (8.2.2)

其中作用力密度 f 分为两项：一项是粒子间相互作用 fp，可以用压强 p 表征；另一项是长程相互
作用，如重力场中的流体受力 fext = −ρgk̂.

下面将 dv
dt 和 f 用场的物理参量表示出来，首先有：

dv
dt =

d
dtv

(
x0, t

)
( Euler 观点)

=
d
dtv

(
x(x0, t), t

)
( Lagrange 观点)

=
∂v
∂t

+ v ·∇v (8.2.3)

由定义，可将 fp 用 p 表示为：

fp =
1

dV

‹
∂(dV )

p dσ , p = −pn̂为作用力面密度，

=
1

dV

‹
∂(dV )

−pdσ

=
1

dV

˚
dV

−∇pdV

= −∇p

(8.2.4)

将上面得到的表达式代入牛顿第二定律，便得到了著名的欧拉方程：

ρ

(
∂v
∂t

+ v ·∇v
)

= −∇p+ fext (8.2.5)

对 fext = 0, 结合欧拉方程与连续性方程，考察流体的动量变化：

∂

∂t

(
ρvi
)
=

∂ρ

∂t
vi + ρ

∂vi

∂t

=
(
−∂j

(
ρvj
))

vi + ρ

(
−vj∂jv

i − 1

ρ
∂ip

)
= −∂ip− ∂j

(
ρvivj

)
= −∂j

(
p δij + ρvivj

)
(8.2.6)
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由此，可以自然地引入 T ij , 有定义：

T ij = p δij + ρvivj (8.2.7)

对实际流体而言，T ij 的对角元表示沿法向的动量传递，主要与压强相关；非对角元则主要由液体
的粘滞剪切贡献（当然，由于上述模型之简化，该项未体现在表达式中）。类似连续性方程，有：

∂

∂t

(
ρvi
)
+ ∂jT

ij = 0 (8.2.8)

下面回到四维时空的情形。在前面给出的 (8.2.1) 中并未考虑压强的贡献；若考虑压强，且考
虑粒子的共动坐标（v = 0），则同样有：

T ij = p δij (8.2.9)

同时，还有 T 00 = ρ, 这给出一种最简单的流体之能动量张量：

Tµν = (ρ+ p)uµuν + pηµν (8.2.10)

分析上述 Tµν , 可见该流体在静止参考系中没有粘滞性、没有热传导；可以认为它是理想气体
的推广，称之为理想流体。当然，对尘埃而言，上述表达式退化为 (8.2.1). 同时，(8.2.8) 化为能动
量守恒关系：

∂µT
µν = 0 (8.2.11)

考察该式在 uν 方向与垂直 uν 方向的投影，分别得到能量守恒方程与欧拉方程。

9 相对论性电动力学

狭义相对论本就是为电动力学量身定制的动力学理论；下面我们在四维时空的框架下重新书
写 Maxwell 方程，从而自然验证其协变特性。

9.1 Maxwell 方程的协变形式

考察高斯制下的 Maxwell 方程组：

∇ · E = 4πρ

∇× B − ∂tE = 4πJ

∇× E + ∂tB = 0

∇ · B = 0

(9.1.1)

其中我们依然取定了 c = 1. 方程组中，电和磁并不是完全对称的；在磁荷不存在的前提下，我们
得以引入电磁势：

(
A0,A

)
, 使得：

E = −∇A0 − ∂A
∂t

, B = ∇× A (9.1.2)
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注意此时取度规约定 (−,+,+,+), 定义达朗贝尔算子 □2 与 L：

□2 ≡ − ∂2

∂t2
+∇2 = ∂µ∂µ

L ≡ ∂A0

∂t
+∇ · A = ∂µA

µ

(9.1.3)

如此便可以电磁势重写 Maxwell 方程；其中的齐次方程自动得到满足，而非齐次方程化为：

□2A0 +
∂L

∂t
= −4πρ

□2A −∇L = −4πJ
(9.1.4)

将上述方程用分量形式书写，注意到 Ai = Ai, 有：

∂µ∂µA
0 + ∂0∂µA

µ = −4πρ

∂µ∂µAi − ∂i∂
µAµ = −4πJi

(9.1.5)

统一将 Aµ 替换为 Aµ, 注意到 A0 = −A0, 有：

∂µ∂µA0 − ∂0∂
µAµ = +4πρ

∂µ∂µAi − ∂i∂
µAµ = −4πJi

(9.1.6)

两式相加，定义 Jν = (−ρ,J), 即 Jµ = (ρ,J), 便得到：

∂µ∂µAν − ∂ν∂
µAµ = ∂µ(∂µAν − ∂νAµ) = −4πJν (9.1.7)

定义反对称张量：

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (9.1.8)

则 Maxwell 方程组中的非齐次部分简化为：

∂µFµν = −4πJν (9.1.9)

或换用上指标书写，则为：

∂µF
µν = −4πJν (9.1.10)

考察 Fµν 的分量；首先，有：

Fi0 = ∂iA0 − ∂0Ai = −∂iA
0 − ∂0Ai = Ei (9.1.11)

此外，注意到有 Bk = ϵklm∂lAm, 故：

ϵijkB
k =

(
δliδ

m
j − δmi δlj

)
∂lAm = Fij (9.1.12)

或者说，数值上 Fij = Bk, 当 (i, j, k) 构成 (1, 2, 3) 的偶排列时。

综上所述，我们成功地把 Maxwell 方程组的非齐次成分用 (9.1.10) 表达了出来；而根据电磁
势以及 (9.1.8) 的定义，齐次方程此时自然成立，这便得到了相对论性电动力学。
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\ [

上述计算给出了 Maxwell 方程的协变形式，但 Aµ, Jµ 只是分量的组合，我们并未说明其协变
性；这里我们将验证，Jµ 确实是一个四矢量，从而表明 Maxwell 理论自然协变。首先，我们发现，

Jµ = ρ
dxµ

dt (9.1.13)

这里 ρ(x, t) 表征电荷分布；ρ,dt 在洛伦兹变换下的变化规律一致，均相差一个因子 γ, 因此 Jµ 确
实是个逆变四矢量。事实上，这里的 Jµ 完全可以和前文中的 Nµ 类比。

在此基础上，根据 Maxwell 方程，Aµ 也是逆变四矢量，从而 Fµν 是严格意义上的张量。可
见，Maxwell 理论自然具有协变性质。

9.2 由电磁势的外微分导出场强张量

考察上述推导，结合 A 的引入过程，可见 1–形式：

A = Aµ dxµ (9.2.1)

具有关键的意义。计算其外微分，有：

dA = dAµ ∧ dxµ = ∂νAµ dxν ∧ dxµ = ∂µAν dxµ ∧ dxν

=
1

2
(∂µAν − ∂νAµ)dxµ ∧ dxν

(9.2.2)

可见自然得到了 Fµν .

欲得到 dA 的分量表示，我们需要将反对称张量积 ∧ 表示为一般张量积 ⊗. 一般有：
p∧

i=1

f i =
∑
σ∈Sp

sgnσ

p⊗
i=1

fσ(i) (9.2.3)

对 dA 应用上述公式，有：

dA =
1

2
Fµν dxµ ∧ dxν

=
1

2
Fµν

(
dxµ ⊗ dxν − dxν ⊗ dxµ

)
=

1

2
Fµν dxµ ⊗ dxν − 1

2
Fνµ dxµ ⊗ dxν

= Fµν dxµ ⊗ dxν

(9.2.4)

可见，Fµν 正是 dA = F 的分量。一般来说，对 p 形式：

T =
1

p!
Tµ1µ2...µp dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp (9.2.5)

假定分量记号 Tµ1µ2...µp 已经反对称化，则类似有：

T = Tµ1µ2...µp
dxµ1 ⊗ dxµ2 ⊗ · · · ⊗ dxµp (9.2.6)
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同时，我们还可一般地写出 p 形式外微分所得 p+ 1 形式的分量表式：

dT =
1

p!
∂µ0Tµ1µ2...µp dxµ0 ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp

=
1

p!
∂[µ0

Tµ1µ2...µp] dxµ0 ∧ dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp

=
1

(p+ 1)!

(
(p+ 1) ∂[µ0

Tµ1µ2...µp]

)
dxµ0 ∧ ∧ · · · ∧ dxµp

(9.2.7)

可见，

(dT )µ0µ1µ2...µp
= (p+ 1) ∂ [µ0

Tµ1µ2...µp] (9.2.8)

其中，记号 [·] 表示将方框内的指标反对称化，一般地，若框内含 p 个指标，则：

T···[·]··· =
1

p!

∑
σ∈Sp

sgnσ
(
T···σ(·)···

)
(9.2.9)

第二部分 描述弯曲时空的数学工具

下面我们尝试将狭义相对论中的结论推广到弯曲时空。首先，度规张量不再是常数了！我们用
gµν 来代替 ηµν , 相应地，协变、逆变量的定义都应参照 gµν 相应地发生变化。

须注意，弯曲时空中 xµ 不再是一个矢量了，它只是坐标；只有其微分 dxµ 是一个（余）矢量。
在平直时空中，由于切空间与原空间完全重合，因此若取仿射坐标——即 xµ 是标准直角坐标的线
性变换加平移，则 xµ 也可以看作矢量来处理。这是一个美好的巧合，但一旦不取仿射坐标，例如
E3 中取球坐标，则 xµ 不再满足矢量叠加原理；如今对于弯曲空间，自然更是不再成立。

10 流形上的微分

10.1 时空中的有向体积元

为掌握相应参量的变化规律，最好从有关的不变量开始研究。高维空间（流形）最显见的几何
量便是其面积 / 体积。然而，由于我们处理的是赝黎曼流形，需要小心地避免负数开根的情况。推
广 n ≤ 3 维空间中的体积元，得到 n+ 1 维时空体积元之定义：

dΩ =
√
|g|dx0 ∧ · · · ∧ dxn (10.1.1)

这里的 |g| 指的是 |det g|, 即度规张量行列式的绝对值。

这里回顾一下行列式的一般定义。首先，对 (1, 1) 张量 Λ, 有：

detΛ = ϵµ0···µn
Λµ0

0 · · ·Λµn
n (10.1.2)

其中 ϵµ0···µn 是 Levi-Civita .符 .号，其分量在所有参考系中均是 0 或 ±1, 故不是严格意义上的张量。
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可见，(1, 1) 张量的行列式即其矩阵表示的行列式，由此矩阵行列式的一些特性得以直接应用。
在定义式中，Λµ

ν 的下指标以 0, 1, 2, . . . , n 顺序排列。交换两列，行列式的符号发生改变；也就是
说，有如下关系：

ϵν0···νn detΛ = ϵµ0···µnΛ
µ0

ν0
· · ·Λµn

νn
(10.1.3)

定义上指标的 Levi-Civita 符号与下指标的对应数值相等，则有 ϵν0···νn
ϵν0···νn = (n+ 1)! , 从而：

detΛ =
1

(n+ 1)!
ϵµ0···µn

ϵν0···νnΛµ0
ν0

· · ·Λµn
νn

(10.1.4)

对于 (0, 2) 张量 g 来说，同样依照其矩阵表示定义其行列式：

det g =
1

(n+ 1)!
ϵµ0···µnϵν0···νngµ0ν0

· · · gµnνn
(10.1.5)

注意！这里采用的定义中，ϵν0···νn 并不是由 ϵν0···νn 指标上升得到的；事实上，考虑 g−1,

ϵν0···νn = ϵµ0···µn
gµ0ν0 · · · gµnνn det g (10.1.6)

它与一般的指标上升差了个 det g 因子。

类似地，可以定义张量 Λ 的迹：

trΛ = Λµ
µ = Λµ

ν δ
ν
µ = gµνΛµν = gµνΛ

µν (10.1.7)

即将 Λ 的指标完全缩并后的值，从而有：

tr g = gµµ = gµνgνµ = δµµ = n+ 1 (10.1.8)

可见，与行列式不同，(0, 2) 张量的迹 .并 .不 .等 .于其矩阵表示的迹。事实上，张量的迹是一洛仑兹标
量，而其行列式不是。例如，考虑 det g 在坐标变换下的行为，由于：

gµν = g̃αβ
∂x̃α

∂xµ

∂x̃β

∂xν

定义 Jacobian J = det
(
∂x̃α

∂xµ

)
, 则有：

det g = J2 det g̃, det g̃ = J−2 det g (10.1.9)

再看 Levi-Civita 符号本身，在 (10.1.3) 中令 Λµ
ν = ∂x̃µ

∂xν , 可得：

ϵν0···νn
= J−1 ϵµ0···µn

∂x̃µ0

∂xν0
· · · ∂x̃

µn

∂xνn
, ϵµ0···µn

= J ϵν0···νn

∂xν0

∂x̃µ0
· · · ∂x

νn

∂x̃µn
(10.1.10)

可见，det g 和 ϵν0···νn
在坐标变换下的变化类似于张量，但相差一个 Jk 因子；这种量称为张量密

度，k 称为张量密度的权（weight）。

这表明，虽然 det g 不是张量，但： √
|g| ϵµ0···µn (10.1.11)

是一个货真价实的张量！这里我们考虑保持定向的坐标变换，从而 J > 0. 这自然保证了上面定义
的体积元（volume form）是一几何量，因为：

dΩ =
√
|g|dx0 ∧ · · · ∧ dxn =

1

(n+ 1)!

√
|g| ϵµ0···µn dxµ0 ∧ · · · ∧ dxµn (10.1.12)
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10.2 高维时空中的 Hodge 对偶

在这一节的讨论中，为不失数学上的一般性，考虑 n 维时空（而非上一节的 n + 1 维时空），
允许度规场正则形式中含有 s个负元。如采用本文的号差约定，则一般有 n = 4, 时间维数 s = −1,
空间维数 n− s = 3. 使用记号 s, 可使结论同样适用于另一种号差约定。

利用 (10.1.6), 可以给出提升指标的体积元张量分量：

(
(dΩ)♯

)µ1...µn
=

√
|g|

det g ϵµ1...µn =
sgn g√

|g|
ϵµ1...µn =

(−1)s√
|g|

ϵµ1...µn (10.2.1)

这里利用了关系式 sgn g = (−1)s. 当然，假定度规张量是非退化的。

在此基础上，对 p 形式 A, 定义 Hodge 对偶：

(⋆A)µ =
1

p!

√
|g| ϵνµ Aν ,

⋆A =
1

p! q!

√
|g| ϵνµ Aν dxµ ,

(10.2.2)

为简洁起见，引入了多重指标记号标 ν, µ, 且记 q = n− p.

这一定义并非空穴来风，为指出其来源，考察 R3, 取标准直角坐标，有：

⋆ (A ∧B)k =
1

2
ϵijk(A ∧B)

ij (10.2.3)

其中 A = Ai dxi , B = Bi dxi, 从而 (A ∧B)ij = A[iBj], 这表明：

⋆ (A ∧B)
k
=

1

2
ϵijkA[iBj] = ϵijkAiBj (10.2.4)

可见它是矢量 × 在高维中的推广。

考察某些特殊 p 形式的 Hodge 对偶，可以体会其几何内涵；例如，令 A = 1,

⋆ 1 =
1

n!

√
|g| ϵµ dxµ = dΩ (10.2.5)

正是体积元。此外，根据 (10.2.2) 及指标升降规则，可得：

(⋆A)
µ
=

1

p!

(−1)s√
|g|

ϵνµ Aν ,

⋆A =
1

p! q!

(−1)s√
|g|

ϵνµ Aν gµµ′ dxµ′

(10.2.6)

另取 A = dxρ, ρ 是一 .给 .定指标集，则有 Aν = δρν , 其中 δρν 是推广的 Kronecker-delta, 根据 ν, ρ 排
列的奇偶一致性取 ±1 或 0. 这给出：

⋆dxρ =
1

p! q!

(−1)s√
|g|

ϵνµ δρν gµµ′ dxµ′

=
1

q!

(−1)s√
|g|

ϵρµ gµµ′ dxµ′
(10.2.7)
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为理解这一结果之意义，不妨考察一特殊情况，即取正交曲线坐标，此时 gµν 仅有对角元，√
|g| =

∏
µ

√
|gµµ|, 从而：

⋆
√

|gρρ|dxρ = (−1)s
∑
µ

1

q!
ϵρµ
(
sgn gµµ

)√
|gµµ|dxµ

= (−1)s
(
sgn gσσ

)√
|gσσ|dxσ

=
(
sgn gρρ

)√
|gσσ|dxσ

(10.2.8)

其中，恰当选取 σ, 使得 (ρ, σ) 是 (1, 2, . . . , n) 的偶排列。不难看出，这正是 dz = ⋆ (dx ∧ dy) 之推
广，只是此时多出了一个

(
sgn gρρ

)
=
∏p

i=1 sgn gρiρi
因子。

取单位正交活动标架，使得 ωµ =
√

|gµµ|dxµ, 则上述结论可简记为：

⋆
∧
ρ

ωρ =
(
sgn gρρ

)∧
σ

ωσ, ϵρσ = 1 (10.2.9)

利用此式，容易证明 ⋆ ⋆A = (−1)s+pqA.

其实也可从定义直接证明这一结论，事实上，利用 ϵν
′µ = (−1)pq ϵµν

′ ,

(⋆ ⋆A)ν =
(−1)s

p! q!
Aν′ ϵν

′µ ϵµν ,

=
(−1)s+pq

p! q!
Aν′ ϵµν

′
ϵµν

=
(−1)s+pq

p!
Aν′ δν

′

ν

= (−1)s+pqAν

(10.2.10)

对于 R3, 总有 (−1)s+pq = (−1)pq = (−1)0×3 = (−1)1×2 = 1, 从而可以略去这一系数。

10.3 以外微分形式书写的 Maxwell 方程

利用 Hodge 对偶记号，可以使 Maxwell 方程进一步简化。前已给出平直时空中的方程：

F = dA , ∂µFµν = −4πJν , ∂µF
µν = −4πJν (10.3.1)

参考 Lorenz 规范下的矢量方程 □2Aν = −4πJν , 可考虑计算 A 的二阶外微分；然而，d2 = 0, 在
R3 中，这意味着梯度场无旋，因此并不能把 □2 替换为 d2.

事实上，利用 ⋆, 还可以构造出一种微分算子：

⋆d ⋆ :
∧p

T ∗ −→
∧p−1

T ∗ (10.3.2)

在 R3 中，该算子作用在 1 形式上，相当于取其散度；梯度场的散度便是 Laplacian. 在此基础上，
考察四维时空中的 ⋆d ⋆dA, 可得：

⋆d ⋆dA = 4πJ ♭ (10.3.3)
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11 联络的基本概念与几何意义

对于弯曲流形而言，各点处的切空间互不重合；因此，为比较流形上不同点处的张量场，需要
建立各切空间的联系。

有两种办法可以实现这一目的，一是通过取定一微分同胚：ϕ，从而将后一切空间处的几何量
拉回至前一切空间处进行比较；这一办法无需对流形赋予新的结构，利用这一办法定义的微分运算
即为李导数。

另一办法直接具体 .定 .义切空间中矢量的等价关系，这是一个新的几何结构，成为联络。联络的
具体形式可以通过 .定 .义平行移动或协变导数运算得到。

11.1 矢量对易子及李导数

如果 X,Y 是坐标基，亦即可表示为 eµ = ∂µ, eν = ∂ν , 则其对易子：

[X,Y ] = XY − Y X = ∂µ∂ν − ∂ν∂µ ≡ 0 (11.1.1)

反之，若 [X,Y ] ≡ 0, 则总可以重取参数（Frobenius），使得 X = ∂µ, Y = ∂ν . 对于非坐标基构成
的矢量场 X,Y——例如正交归一的活动标架而言，则有 [X,Y ] ̸≡ 0.

事实上，在曲面上沿 X,Y 方向作微小平移，以 ϵ 表征平移量，记 U = ϵX, V = ϵY , 有：

[U, V ] = ∆|UV −∆|V U +O
(
ϵ3
)

(11.1.2)

∆|U 表示沿 U 两端的差异，如图所示；可见，[X,Y ] ̸= 0 说明 X,Y 积分曲线无法闭合为一四边
形，即 X,Y 不是坐标基底。

利用矢量的对易子 [X,Y ]，我们便可以将仅适用于坐标基的某些结论推广，使之适用于一般的
活动标架，这将给相应几何量的定义带来极大的便利。

上述讨论存在一些漏洞，事实上，弯曲空间中矢量方向导数 V 的确切几何意义，其实并不明
确。但我们知道，矢量的对易子是一种协变但不依赖联络的微分运算。事实上，矢量对易子是李导
数的一种特殊情况，有：

[V,U ] = LVU (11.1.3)
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如何一般性地定义李导数呢？考察 p 点处的矢量场 V (p), 沿 V (p) 的积分曲线由方程：

dxµ(p, t)

dt = V µ, xµ|t=0 = xµ(p) (11.1.4)

确定。方程解的存在唯一性在数学上可以得到保证。

事实上，矢量场 V 的积分曲线（族）构成了微分同胚 ϕ, ϕ(p, t) 即是将 p 沿积分曲线平移至 t

处。因此，可以将 t 处的张量 T 拉回至 t = 0 即 p 处，从而考察其变化：

∆tT = ϕ∗(p, t)T
(
ϕ(p, t)

)
− T (p) (11.1.5)

相应地，导数便可定义为：

LVT = lim
t→0

∆tT

t
(11.1.6)

如果重取坐标，使得 V 之积分曲线即为 x0 曲线，则李导数具有异常简洁的分量形式：

LVT =
∂T

∂x0
(11.1.7)

当然，这里的 x0 与参量 t 应当一致。应当说明的是，这里的 x0, t 不一定就是时间坐标，只是一般
记号而已。在此基础上，不难证明 [V,U ] = LVU .

须注意，李导数不仅以来一点处的 V , 还依赖 V 在邻域内的行为，否则无法确定积分曲线。事
实上，从 LVU = [V,U ] 即可看出，至少需要矢量场 V 的一阶微分信息；此外，有：

LfXY = LXY − Y [f ]X (11.1.8)

等式右侧的第二项也体现了这种依赖的影响。一般来说，对任意张量，有：

(LXT )µ1...µr
ν1...νs

= Xσ(∂σT
µ1...µr

ν1...νs
)

− (∂σX
µ1)Tσµ2...µr

ν1...νs − . . .− (∂σX
µr )Tµ1...µr−1σ

ν1...νs

+ (∂ν1
Xσ)Tµ1...µr

σν2...νs
+ . . .+ (∂νs

Xσ)Tµ1...µr
ν1...νs−1σ

(11.1.9)

11.2 一般的仿射联络

下面我们采用另一办法，即通过引入联络来比较各处的张量。事实上，定义联络的一种最为基
本的办法正是 .指 .定矢量场的协变微商 ∇XY , 这样定义的联络称为仿射联络。要求：

1. 双线性，分别对应指定方向 X 与被微分矢量场 Y；
2. 正比于方向，指定的方向如果差一个标量函数倍，则该标量函数可以直接提出，即：

∇fX = f ∇X (11.2.1)

这意味着协变微分仅依赖一点处的方向 X, 并不需要 X 在邻域内的变化信息，这与李导数不同。
3. 莱布尼茨法则，张量场的标量函数倍之微分满足：

∇X(fY ) = X[f ]Y + f ∇XY (11.2.2)

注意，标量场的普通微商即是协变的，∇Xf = X[f ].
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∇XY 的几何意义也是明确的，它给出了切空间之间的等价关系；具体而言，给定一点处 U(p),
∇VU = 0 给出沿 V 平行移动后的 U(q).

然而，对 .一 .般的仿射联络 ∇ 而言， .即 .便 X,Y 是坐标基，也 .并 .不 .要 .求 ∇ 关于 X,Y 对称，也
就是说，一般有：

∇XY ̸≡ ∇YX,

即便 ∂µeν ≡ ∂νeµ, 也可以有 ∇µeν ̸≡ ∇νeµ
(11.2.3)

这一不对易性可通过挠率来衡量。

11.3 平行移动与挠率的几何意义

什么样的联络才是最为自然的呢？可以将流形光滑嵌入到高维时空 M, 将其中的矢量微分式
投影到切空间上得到 ∇XY , 也就是说，

∇XY =
(
∇X
∣∣
M Y

)T
(11.3.1)

在一点的邻域内，该联络对应的平行移动与M 中矢量的平行移动一致。再次强调，此一致性仅对

.无 .限 .小平移成立。
对非无限小平行移动而言，平移结果与路径有关。不妨考虑球面上沿赤道切向的某一矢量，通

过将球面嵌入 E3 获得其上的标准平行移动。

可见，沿赤道和沿经纬线平移半周的结果恰好相反；同时，不难看出，沿赤道的平移与 E3 中
的平移并不一致（see Nakahara, page 255）。但如果平移距离无限小，两者总可以近似等同。

若M是平直时空 Em,n,这样得到的联络便是 Levi-Civita联络；若高维时空M并不平直，则
这样得到的联络将具有非零挠率。事实上，挠率张量 T (U, V ) 刻画了无限小矢量 U, V 平行移动后
构成图形的不封闭程度，如图所示：
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例如，定义球面上的某种非标准平行移动，使其保持切矢与经纬线的夹角，则容易看出，该平
行移动将导致非零的挠率（see Nakahara, page 255）。而对于标准的平行移动而言，由于其嵌入的空
间是平坦的，总有 U, V, U�, V� 构成封闭平行四边形（see Nakahara, page 285），因此 T (U, V ) ≡ 0.

注意到，挠率的定义只依赖一点处的 X,Y , 因此必然有：

T (fX, gY ) = fg T (X,Y ) (11.3.2)

但为了方便地将 X,Y 的平行移动结果用协变微分表出，可以取 X,Y 为区域上的矢量场。

事实上，结合 ∇ 和 [, ] 的几何意义，可以给出挠率基于 ∇ 的表达式，如图所示：

不难看出，

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] (11.3.3)

12 黎曼几何的基本定理

前面我们已经证明，通过将流形光滑嵌入高维平直时空诱导得到的联络具有无挠的特性，这是
最最自然的一种联络。下面我们将说明，度规相容的无挠联络具有唯一性，从而可不依赖嵌入而形
式化地定义 Levi-Civita 联络。
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12.1 联络系数与张量的协变微分

为了具体计算的便利，下面重新回归坐标基底。根据协变导数的特性，要知道任意矢量场的协
变微商，只要知道坐标基 eµ ≡ ∂µ 的协变微商即可。不妨设：

∇µeν = eλΓ
λ
µν , Γλ

µν = gλξ ⟨eξ,∇µeν⟩ (12.1.1)

其中 ⟨, ⟩ 指以 g 为度规的标准内积。由此可见，给定 Γλ
µν , 便完全确定了仿射联络；Γλ

µν 即联络系
数，它仅仅是个符号，依赖坐标选取，因此并不是个张量。

对于一般的联络而言，不要求 ∇XY 关于 X,Y 对称，自然便不要求 Γλ
µν 对指标 µ, ν 对称；事

实上，对坐标基计算挠率，有：

Tλ
µν = eλT (eµ, eν) = Γλ

µν − Γλ
νµ (12.1.2)

可见挠率给出了交换 µ, ν 引起的联络系数变动。

事实上，对不同的坐标基计算联络系数，根据莱布尼茨法则，

Γλ′

µ′ν′ = dx̃λ′
∇ ∂

∂x̃µ′
∂

∂x̃ν′ = Γλ
µν

(
∂x̃λ′

∂xλ
∂xµ

∂x̃µ′
∂xν

∂x̃ν′

)
+ dx̃λ′

(
∂̃µ′ ∂̃ν′xν

)
eν (12.1.3)

等式右边的第二项仅与坐标变换有关，这表明，任给两种联络，它们对应的联络系数均不是张量，
但联络系数的差值是一个张量。这是个有意思的结论。

取坐标基，注意到 ∇µX
ν ≡

(
∇µX

)ν , 而：

∇µX = eν∂µX
ν +XνeλΓ

λ
µν = eν

(
∂µX

ν +XλΓν
µλ

)
(12.1.4)

可见，对任意矢量，其协变导数有分量表示：

∇µX
ν = ∂µX

ν +XλΓν
µλ (12.1.5)

在此基础上，引入一形式的协变微分；注意到 dxν eσ = δνσ, 合理地定义 ∇µδ
ν
σ ≡ 0, 要求张量

积的协变微分满足莱布尼茨法则，有：

∇µdxν ≡ −Γν
µλ dxλ (12.1.6)

进一步利用莱布尼茨法则，可以定义任意 (k, l) 型张量的协变微分。

12.2 度规相容条件

若流形光滑嵌入高维时空M，则其度规 g 可视为 gM 限制在流行上的结果，即 g 是 gM 的诱
导度规。通过这一特性，我们可以得到所谓的度规相容条件。

平直空间中，矢量内积的微分满足莱布尼茨法则，即：

dM⟨X,Y ⟩ = ⟨dMX,Y ⟩+ ⟨X, dMY ⟩ (12.2.1)
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限制在流形上，指定微分方向 W , 则得到：

W ⟨X,Y ⟩ = ⟨∇WX,Y ⟩+ ⟨X,∇WY ⟩ (12.2.2)

这便是度规相容条件不依赖坐标的表达式。

注意到，等式右边只有两项，而根据张量积的协变微分，左边还有一项对度规张量的协变微
分，左右要能相等，当且仅当度规张量的协变微分始终为零。这给出度规相容条件在坐标基下的表
达式：

∇ρgµν ≡ 0 (12.2.3)

12.3 Levi-Civita 联络系数的内蕴导出

给定以下条件：

1. 无挠（torsion-free），即 Γλ
µν 对指标 µ, ν 对称；

2. 度规相容（metric-compatible），即 ∇ρgµν ≡ 0,

可给出 .唯 .一的 Γλ
µν . 事实上，直接求解度规相容方程（组），在过程中利用 Γ 的对称性，即得：

Γσ
µν =

1

2
gσρ(∂µgρν + ∂νgρµ − ∂ρgµν) (12.3.1)

可见，Levi-Civita 联络源于高维空间中的平行移动，但可以通过完全不依赖嵌入的方式形式
化地导出，这一非平凡的结论称为黎曼几何的基本定理。

由此可见，无须人为地赋予流形新的几何结构，也可引入一种联络，它便是 Levi-Civita 联络。
后文的讨论均在 Levi-Civita 联络的基础上给出。

12.4 时空流形的对称性

利用 Levi-Civita 联络这一强有力的工具，我们可以方便地讨论流形具有的对称性；具体来说，
我们可以寻找可能的平移（旋转），使得变换前后流形的度规不变。这样的平移（旋转）正是所谓
保距同胚。

假定 xµ → xµ + δxµ 满足上述条件，不妨取 δxµ = ϵKµ, Kµ 即是保距变换的生成元，称为
Killing 矢量；利用李导数，不难给出它应当满足的方程：

LKg = 0 (12.4.1)

利用无挠联络的对称性，可重写张量李导数的公式，将其中的 ∂ 全部替换为协变微分 ∇; 进一步，
利用度规相容特性，可得：

LKgµν = Kσ ∇σgµν +
(
∇µK

λ
)
gλν +

(
∇νK

λ
)
gµλ = 2∇(µKν) (12.4.2)

这便得到了 Kµ 满足的方程：

∇(µKν) = 0 (12.4.3)
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根据李导数的特性，假定度规的分量 gµν 不显含某一坐标 x0, 则沿 x0 的平移就是一 Killing
矢量。度规的平移不变性正是时空的平移不变性，根据分析力学原理，对自由粒子而言，此时存在
守恒的动量分量 p0. 对一般的 Killing 矢量 K 来说，守恒量便是 ⟨K, p⟩, 这意味着，粒子在该方向
上不受引力作用。

13 测地线

13.1 测地线方程

在前述讨论的基础上，我们可以定义沿曲线的协变微分：

D = dxµ ∇µ (13.1.1)

考虑静质量非零的自由粒子，利用 D, 可以表达其四加速度为：

aµ =
D
dτ

dxµ

dτ (13.1.2)

几何上，κ = |∥aµ∥| 是曲线的（测地）曲率；测地线即是直线在弯曲空间中的推广，也是自由
粒子的轨迹。对一般参数 λ = λ(τ), 测地线方程为：

D
dλ

dxµ

dλ =
τ̈

τ̇

dxµ

dλ (13.1.3)

其中 τ̇ = dτ
dλ . 可见，如果 λ 是原时的仿射变换（这称为仿射参数化），则等式右边为零，这便是标

准的测地线方程。

利用协变微分和测地线方程，我们可以验证前述 ⟨K, p⟩ 的守恒性，有：

D
dτ ⟨K, p⟩ =

⟨
DK

dτ , p

⟩
= (uµ ∇µKν) p

ν = muµuν ∇µKν (13.1.4)

注意 uµuν 成分对 µ, ν 的对称性，可将 ∇µKν 对称化为 ∇(µKν) = 0, D
dτ ⟨K, p⟩ = 0, 证毕。

上述讨论是在给定曲线 xµ(λ), 判断其是否为测地线出发的；若是给定初值，求解方程：

D
dλ

dxµ

dλ = 0

自然得测地线及其仿射参数；此过程对零测地线同样适用，可由此 .定 .义零测地线的仿射参数。事实
上，初值与测地线的对应关系给出了切空间到流形的指数映射 exp.

我们可能会 naïve 地认为，零测地线的方程可由：

gµνu
µuν = 0 (13.1.5)

给出，事实上这是不完整的。这一方程的解是所谓的零路径，但零路径并不一定是零测地线。平直
时空中光锥面上的螺旋线便是一个反例。
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13.2 适用于零质量粒子的作用量

利用变分原理，不难证明测地线便是短程线。事实上，对赝黎曼流形中的类时曲线而言，测地
线使得原时最大，因此称为短程线似乎名不符实；短程实际只对类空曲线成立。

对于零质量粒子而言，∆τ = 0, m = 0, 上述变分方法失效，粒子的作用量：

S = −m∆τ = −m

ˆ
Ω

√
−gµν

dxµ

dλ
dxν

dλ dλ ≡ 0× 0 = 0 (13.2.1)

也不再实用。但是，我们可以从这一作用量出发，构造出一有用的新作用量。首先，对 m ̸= 0, 有：

δS = −m

ˆ
Ω

δ

√(
dτ
dλ

)2

dλ = −1

2
m

ˆ
Ω

∣∣∣∣dτdλ

∣∣∣∣−1

δ

(
dτ
dλ

)2

dλ (13.2.2)

取 e(λ) = 1
m

dτ
dλ > 0, 则作用量进一步简化为：

δS =
1

2

ˆ
Ω

e−1(λ) δ

(
gµν

dxµ

dλ
dxν

dλ

)
dλ (13.2.3)

上面定义的函数 e(λ) 是一个新的独立函数，体现了重参数化的自由度；对零质量粒子而言，
e(λ) 是 0

0 形式，因此可能具有非零值。把 e−1(λ) 移至变分号内，可得：

δS =
1

2
δ

ˆ
Ω

e−1(λ) gµν
dxµ

dλ
dxν

dλ dλ− 1

2

ˆ
Ω

−
(

dτ
dλ

)2(
−e−2(λ)

)
δe dλ (13.2.4)

有趣的是，第二项中的被积函数正好化简为 m2 δe, 因此：

δS =
1

2
δ

ˆ
Ω

dλ
(
e−1(λ) gµν

dxµ

dλ
dxν

dλ −m2e(λ)

)
(13.2.5)

我们成功地找到了一个同时适用于有质量粒子与零质量粒子的作用量，它是：

I =
1

2

ˆ
Ω

dλ
(
e−1(λ) gµν

dxµ

dλ
dxν

dλ −m2e(λ)

)
(13.2.6)

由此获得的测地线方程：

D
dλ

dxµ

dλ =

(
1

e

de
dλ

)
dxµ

dλ (13.2.7)

不显含固有时 τ , 不必担心 dτ ≡ 0. 仿射参数化条件：

de
dλ = 0 ⇐⇒ e(λ) = const. (13.2.8)

此外，注意到作用量中并不包含 e(τ) 导数，即 e 是没有动力学的，只是一个辅助变量，等价
于一个约束方程。同时，注意到一个有趣的现象：I 对应的拉氏量与经典的 1

2mv2 − V 具有十分相
似的结构，可以将两者进行对照、比较。
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13.3 沿测地线和非测地线的标架移动

作为对上述数学知识的应用，我们考察运动参考系之标架的移动。若观测者沿测地线运动（自
由落体参考系），不难猜想，其标架应当沿测地线平行移动。物理实际告诉我们，事实确实如此。

然而，若运动参考系受到引力以外的其他力，从而有非零的 4-加速度，其坐标时的时间方向应
当与其四速度方向一致。此时，由于参考系的运动轨迹不再是测地线，其时间方向沿轨迹不再是平
行移动。这种情况下，空间方向沿轨迹的自然平移应当通过 Fermi-Walker 移动确定。

运动参考系对应的标架场实际上正是满足一定约束条件的活动标架。用 eα 表示沿世界线的标
架场，已知的约束有：

1. 基矢正交归一；
2. 时间方向 e0 沿世界线切矢，即等于参考系的四速度；

这些条件已经可以极大地约束 eα 的选取；若给定空间部分的转动，即可给出唯一的标架场。

一般来说，有活动标架的运动公式：

D
dτ eα = eβ Ω

β
α (13.3.1)

其中 Ωβ
α 可视为一矩阵，乘在基底组右边，作为旋转的生成元，表征基底组的变动。

首先，α = 0 的情况由参考系的四加速度给出：

a =
Du

dτ =
De0
dτ (13.3.2)

再利用正交性，有 ⟨e0, ei⟩ ≡ 0, 求协变微分，得 Dei
dτ 的时间分量：

η00
⟨
e0,

Dei
dτ

⟩
= ⟨a, ei⟩ (13.3.3)

事实上，Dei
dτ 的空间分量由一个任意的转动贡献得到，有：

Dei
dτ = eαη

αβ

⟨
eβ ,

Dei
dτ

⟩
= u⟨a, ei⟩+ ej δ

jk

⟨
ek,

Dei
dτ

⟩
= u⟨a, ei⟩+ ej ω

j
i

(13.3.4)

其中 ωj
i 是一表征空间转动的反对称张量，反对称性源于基矢的正交归一性。综上所述，有：

De0
dτ = a,

Dei
dτ = u⟨a, ei⟩+ ej ω

j
i,

Deα
dτ = −a⟨u, eα⟩+ u⟨a, eα⟩+ eβ ω

β
α

(13.3.5)

若空间部分没有额外转动，即参考系不存在自转，此时标架的运动即称为 Fermi-Walker 移动。
一般来说，参考系中的物理量在随之运动的过程中，均遵循 Fermi-Walker 移动；考虑随不自转的
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参考系运动的四矢 v, 将其分解为分量的组合，有：

v = −u⟨u, v⟩+ ej δ
jk⟨ek, v⟩ (13.3.6)

在该参考系中随动观测者看来，其各分量在运动过程中不应发生变化，从而：

Dv

dτ = −a⟨u, v⟩+ u⟨a, v⟩ (13.3.7)

与 ei 满足的方程一致。这便定义了任意矢量的 Fermi-Walker 移动。

14 曲率

14.1 黎曼曲率张量及其几何意义

考虑矢量 W 沿无限小非坐标基 U, V 构成的五边形平行移动一周的结果。W 可能发生了一个
明显的转动，其变化可以用矢量 R(W,U, V ) 来描述。不难看出，R 只依赖一点处的 W , 因此，

R(fW,U, V ) = fR(W,U, V ) (14.1.1)

但为了方便地将 R 用协变微分表出，类似 T 的定义，我们将 W 扩充为该邻域内的矢量场。

事实上，平行移动 p → q 之结果 W�|q 可以利用泰勒级数表示：

W�∣∣q =

(
1−∇X+

1

2
∇x

2 +O
(
ϵ3
))

W (X) (14.1.2)

从而有沿图示逆时针平移一周：

W� =

(
1 +∇U+

1

2
∇2

U

)(
1 +∇V+

1

2
∇2

V

)
·
(
1−∇[U,V]

)(
1−∇U+

1

2
∇2

U

)(
1−∇V+

1

2
∇2

V

)
W +O

(
ϵ3
)

=
(
1 + [∇U,∇V]−∇[U,V]

)
W +O

(
ϵ3
)

(14.1.3)
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这便得到了平移一周的变化量（精确到 ϵ2）：

R(U, V ) ≡ [∇U,∇V]−∇[U,V],

R(W,U, V ) = R(U, V )W,
(14.1.4)

前面已经说明，R 仅与一点处的 W 值有关，即 R(fW,U, V ) = fR(W,U, V ); 基于上述表达
式，不难证明，对宗量 U, V 有同样的特性，即：

R(fW, gU, hV ) = fghR(W,U, V ) (14.1.5)

这并不容易从定义上直接看出。由此可见，R(W,U, V ) 是多线性函数，且仅与一点处的宗量有关，
可见它描述的是流形独立于矢量场的几何性质；不难看出，R(W,U, V ) 的大小与流形的弯曲程度
正相关，称之为黎曼曲率张量。

为便于讨论，延拓 U, V 使之为坐标基，从而 U, V 积分曲线构成封闭的四边形；根据上述分析
可知，延拓方式并不影响 R(W,U, V ) 的值。注意黎曼张量的定义与挠率无关，因此这儿的表达式
甚至不要求联络是无挠的。在无挠前提下，我们可以取测地线为坐标曲线，此时积分曲线构成的四
边形逼近平行移动构成的四边形；我们可以重新定义 R(U, V )W :

R(U, V )W = W 沿 U, V 构成的平行四边形平移一周的变化 (14.1.6)

这一定义更加简明清晰，但并不便于计算。

计算无挠条件下 R(W,X, Y ) ∝ R(W,U, V ) 的分量，取坐标基，可得：

Rλ
σµν = gλξ ⟨eξ, R(eµ, eν) eσ⟩

= dxλ R(eµ, eν) eσ

= dxλ ∇µ∇νeσ − µ ↔ ν

= dxλ ∇µ

(
eξΓ

ξ
νσ

)
− µ ↔ ν

= ∂µΓ
λ
νσ + Γλ

µρΓ
ρ
νσ − µ ↔ ν

(14.1.7)

其中简记符号 µ ↔ ν 指的是前面的表达式交换 µ, ν 后的结果。

14.2 黎曼张量的对称性

根据前面的讨论，我们得到：

Rλ
σµν = dxλ R(eµ, eν) eσ, Rλσµν = ⟨eλ, R(eµ, eν) eσ⟩ (14.2.1)

其中 R(X,Y ) 是一微分算符，作用于矢量得到矢量，作用于标量得 0. 事实上，这一现象的本质是
平行移动的保距特性，平移前后的切空间相差一旋转（holonomy group）。这导致，⟨

R(X,Y )U, V
⟩
+
⟨
U,R(X,Y )V

⟩
= R(X,Y ) ⟨U, V ⟩ = 0,

Rλσµν +Rσλµν = 0,
(14.2.2)
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我们已经知道，R(X,Y ) 关于 X,Y 反对称；根据上述讨论可见，Rλσµν 关于前两个指标也是
反对称的。因此，可以将 R 的指标分组，有：

Rλσµν = R[λσ][µν] (14.2.3)

此外，根据 (14.1.6) 给出的几何意义，如图所示，还有如下 Bianchi 恒等式：

R(U, V )W +R(V,W )U +R(W,U)V = 0,

Rλ[σµν] = 0,
(14.2.4)

注意到，图示 U, V,W 互相平行移动均可构成封闭的平行四边形，这利用了无挠条件。此外，
将恒等式简写为 Rλ[σµν] = 0, 需要利用 µ, ν 指标的反对称性。

利用 Rλ[σµν] = 0, Rλσµν = R[λσ][µν], 可以得到一个不可思议的结论，那就是：

R[λσ][µν] = R[µν][λσ] (14.2.5)

这并不是一个新的对称性，而是上述对称性的导出结论。

事实上，写出 Bianchi 恒等式的所有置换：

Rλσµν +Rλµνσ +Rλνσµ = 0,

Rσµνλ +Rσνλµ +Rσλµν = 0,

Rµνλσ +Rµλσν +Rµσνλ = 0,

Rνλσµ +Rνσµλ +Rνµλσ = 0,

(14.2.6)

利用反对称性重新排列指标，使 µ, ν 尽可能靠前，λ, σ 尽可能靠后，有：

Rλσµν −Rµλνσ +Rνλµσ = 0,

−Rµσνλ +Rνσµλ −Rλσµν = 0,

Rµνλσ −Rµλνσ +Rµσνλ = 0,

−Rνλµσ +Rνσµλ −Rµνλσ = 0,

(14.2.7)

整理，注意保留 Rλσµν 及 Rµνλσ, 自然得：

2Rλσµν −Rµλνσ +Rνλµσ +Rµσνλ −Rνσµλ

= 2Rµνλσ −Rµλνσ +Rµσνλ +Rνλµσ −Rνσµλ

(14.2.8)

Rλσµν 及 Rµνλσ 以外的其他项两两抵消，得证。
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在这些对称性的基础上，我们可以考察 Rλσµν 的独立分量。首先，根据 Rλσµν = R[λσ][µν] =

R[µν][λσ], 可知独立分量个数至多为：

1

2

(
n(n− 1)

2

)(
n(n− 1)

2
+ 1

)
对 n = 2, 可见 Rλσµν 只有 1 个自由度。对 n ≤ 3, Bianchi 恒等式蕴含在上述约束当中；对 n ≥ 4,
还将给出额外的约束，约束的个数为

(
n
4

)
. 从上述表达式中扣除这些自由度，即得到 Rλσµν 的独立

分量数目：
1

2

(
n(n− 1)

2

)(
n(n− 1)

2
+ 1

)
−
(
n

4

)
=

1

12
n2
(
n2 − 1

)
代数上，Bianchi 恒等式的成立依赖 Jacobi 恒等式（see Nakahara, page 269）：

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (14.2.9)

将 X 替换为 ∇X, 考察曲率张量对场点的函数依赖，可得另一 Bianchi 恒等式：

∇[ρRλσ]µν = 0 (14.2.10)

可见，上述独立分量仅是一点处数值上独立，其对场点的依赖关系实际上并不独立。

14.3 二维流形的黎曼张量

前已说明，二维流形的 Rλ
σµν 仅有一个独立分量。取坐标基，不难证明，此时的独立分量 R1212

满足如下变换规则：

R̃1212 = J−2R1212 (14.3.1)

我们已经知道，det g̃ = J−2 det g, 两者相除，可得洛仑兹标量：

K =
R1212

det g (14.3.2)

在一点处取正交归一基，有：

Rλσµν = R1212 (δλµδσν − δλνδσµ)

= K (gλµgσν − gλνgσµ)
(14.3.3)

然而，等式两边均为张量，这表明该式实际上对一切标架均成立！我们得到普适公式：

Rλσµν = K (gλµgσν − gλνgσµ) (14.3.4)

考察 K 的几何意义，可见它是矢量沿单位面积区域边界平行移动一周的转角 ∆ϕ. 对有限大
区域，则应当取积分：

∆ϕ =

¨
Ω

K dσ (14.3.5)
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事实上，K 正是传说中的高斯曲率。在曲面论中，曲面上的法矢量给出了曲面到单位球的高
斯映射，高斯曲率定义为高斯映射的面积放大率。两种定义的一致性源于 Gauss-Bonnet 定理：∮

∂Ω

κdℓ+
¨

Ω

K dσ = 2π (14.3.6)

若采用 K = R1212

det g 的定义，则 (14.3.5) 是平凡的；而若按曲面论的方法定义 K, 则 (14.3.5) 是非平
凡的，它是 Gauss-Bonnet 定理的直接推论。

15 曲率张量的应用和推广

15.1 截面曲率

二维曲面上一点处的曲率可用通过该点曲线的曲率来衡量。类似地，对高维流形M，我们可
以引入截面曲率（sectional curvature）的概念，它反映了流形在特定方向上的弯曲情况。

在切空间中选取二维平面 σp, 它是 TpM 的子空间，利用指数映射 expp 可以给出该平面对应
的子流形 expp σp, 它是一个二维曲面；所谓截面曲率 K(σp), 即定义为该曲面的高斯曲率。

根据上一节的讨论，不难给出：

K(σp) =
Rλσµν

gλµgσν − gλνgσµ

∣∣∣∣
σp

=

⟨
U,R(U, V )V

⟩
∥U∥2∥V ∥2 − ⟨U, V ⟩2

, ∀U, V ∈ σp (15.1.1)

分母是基矢 U, V 张成平行四边形的面积。

须注意，K(σp) 仅仅依赖平面 σp 的方向，U, V ∈ σp 的选取是任意的，只要两者线性无关，均
给出一致的 K(σp) 值。常使用简记符号：

K(U, V ) = K(σp)

其中宗量 (U, V ) 只是表示其张成的平面，也就是说，

K(U, V ) = K(αU + βV, λU + µV ),
∣∣∣ α β
λ µ

∣∣∣ ̸= 0 (15.1.2)

上面由几何的角度由二维的高斯曲率推广得到了高维的截面曲率，下面我们将从代数的角度
通过黎曼曲率张量直接提取关于曲率的部分信息，从而得到 Ricci 曲率。

15.2 Ricci 曲率和 Einstein 张量

如同对二阶张量计算 tr 一样，我们也可以对 Rλ
σµν 的指标进行收缩。根据指标的对称性，我

们只需考虑：

Rµν = Rλ
µλν , R = gµνRµν (15.2.1)
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前者为 Ricci 张量，后者为 Ricci 标量。同样，Rµν 和 R 与流形的弯曲程度正相关，是曲率的一种
描述。根据 Riemann 张量的对称性，不难看出：

Rµν = Rνµ (15.2.2)

这表明，Ric(U, V ) = dxλ R(eλ, V )U 可以看作某种度规，甚至有“余弦定理”：

Ric(U, V ) =
Ric(U,U) + Ric(V, V )− Ric(U − V,U − V )

2
(15.2.3)

也就是说，给定所有方向 V 对应的 Ric(V, V ), 则 Ric(U, V ) 可以完全确定。

在此基础上，不妨取正交归一基，则：

Rµµ = ηλσ⟨eσ, R(eλ, eµ) eµ⟩ =
∑
λ ̸=µ

ηλλK(eµ, eλ) ηµµηλλ = ηµµ
∑
λ̸=µ

K(eµ, eλ) (15.2.4)

可见，Ricci 张量与截面曲率有密切联系。对任意方向 V , 欲知 Ric(V, V ), 只需任取单位正交基
{V,Ui}, 从而有：

Ric(V, V ) = ∥V ∥2
∑

λ
K(V,Uλ) (15.2.5)

同样，可在单位正交基下计算标量 R, 有：

R =
∑

µ
ηµµRµµ =

∑
µ̸=ν

K(eµ, eν) (15.2.6)

可见，Ricci 曲率与截面曲率有丰富的联系。按照此文中的定义，无论对二维黎曼流形（度规正定）
还是对二维时空（一种赝黎曼流形）而言，均有：

R = 2K (15.2.7)

16 关于时空对称性的进一步讨论

前面我们引入了 Killing 矢量来描述时空的对称性；这里我们利用曲率张量这一强有力的工具
进一步分析其背后的数理意义。这一节中，K 表示 Killing 矢量而非截面曲率。

16.1 Killing 矢量场与曲率的联系

注意到，一旦选定无挠联络，度规 g 即决定了流形的一切内蕴几何——包括流形的联络系数
和各种曲率。一般来说，有：

LKg = 0 =⇒ LKΓ = 0, LKR = 0 (16.1.1)

其中 R 可以是各种曲率张量、曲率标量。下面考察这一结论的深刻意义。
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首先看 LKΓ = 0. 需要说明的是，联络系数 Γλ
µν 并不是张量的分量，但其变分 δΓλ

µν 是一个张
量。这是因为，

Γ̃λ
µν = Γλ

µν + δΓλ
µν (16.1.2)

实际给出了一个新的联络（一般来说，这不是一个无挠联络）。根据联络系数在重取坐标前后的变
化规律，可知 Γ̃λ

µν − Γλ
µν 是一个张量，这导致了 δΓλ

µν 的张量特性，从而有：

LXΓλ
µν =

δΓλ
µν

δX
(16.1.3)

下面给出 δΓλ
µν . 应当注意，根据变分的定义，δ, ∂ 对易而 δ,∇ 一般不对易！比较方便的做法

是从度规相容条件出发，求解方程组，可得：

δΓσ
µν =

1

2
gσρ(∇µδgρν +∇νδgρµ −∇ρδgµν) (16.1.4)

写成李导数形式，即为：

LXΓσ
µν =

1

2
gσρ(∇µLXgρν +∇νLXgρµ −∇ρLXgµν)

= gσρ
(
∇µ∇(ρXν) +∇ν∇(ρXµ) −∇ρ∇(µXν)

)
=

1

2
gσρ
(
[∇µ,∇ρ]Xν + [∇ν ,∇ρ]Xµ + {∇µ,∇ν}Xρ

)
=

1

2
gσρ
(
[∇µ,∇ρ]Xν + [∇ν ,∇ρ]Xµ − [∇µ,∇ν ]Xρ + 2∇µ∇νXρ

)
(16.1.5)

上面的计算中利用了度规张量的李导数表达式 LXgµν = 2∇(µXν), 使得沿 X 的微分转化为对
X 的微分。进一步，利用黎曼曲率张量和指标升降，

[∇µ,∇ρ]Xν = gνλ [∇µ,∇ρ]X
λ = gνλR

λ
ξµρX

ξ = RνξµρX
ξ = XξRξνρµ (16.1.6)

代入原式，利用黎曼张量的对称性（含 Bianchi 恒等式），有：

LXΓσ
µν = gσρ

(
−XξRξµνρ +∇µ∇νXρ

)
= ∇µ∇νX

σ −Rσ
νµλX

λ (16.1.7)

因此，若 X = K 是 Killing 矢量场，则有：

∇µ∇νK
σ = Rσ

νµλK
λ (16.1.8)

利用 LKR = 0, 对标量曲率 R, 注意有 LXR = ∇XT = ∂XR, 还可得到：

∇KR = ∂KR = 0 (16.1.9)

16.2 Killing 矢量场构成李代数

我们知道，∇µ∇νK
σ = Rσ

νµλK
λ, 即 Killing 矢量的二阶微分可以用其自身表示。把这一恒等

式看作一微分方程加以求解，或更直接地，考虑 Killing 矢量场的 Taylor 展开，可以得到一个深刻
的结论：邻域内的 Killing 矢量场由一点处的 Killing 矢量及其 .一 .阶微分完全确定。
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对 Rn, 不难猜测，平移不变性和转动不变性贡献了所有线性无关 Killing 矢量，数目为：

n+
n(n− 1)

2
=

n(n+ 1)

2
(16.2.1)

事实上，该数目正是一点处 Killing 矢量及其一阶微分之分量的线性组合具有的自由度数目。这里
考虑了 Killing 矢量场协变微商的反对称性，这正是旋转生成元具有的特性。因此，n 维流形至多
有 n(n+1)

2 个线性无关 Killing 矢量场，此时便称该流形具有最大对称性。

一般来说，平移不变称为齐次（homogeneous），转动不变即为各向同性（isotropic）。这是最
大对称空间具有的普遍特性。

在此基础上，还可进一步证明，Killing 矢量场的对易子仍是 Killing 矢量；换句话说，Killing
矢量场构成李代数。利用 ∇µ∇νK

σ = Rσ
νµλK

λ, 可以通过直接计算得到这一结论；然而，更为优
雅的推导应当不依赖联络。事实上，李导数具有如下基本性质：

[LV,LW] = L[V,W ] (16.2.2)

对任意张量验证这一特性无疑是非常麻烦的，但考虑李导数对张量积遵循莱布尼茨法则，只需
对标量和矢量验证这一结论即可。对标量而言，李导数、协变微商、偏微商一致，上述结论是平凡
的；而对矢量而言，考虑 Jacobi 恒等式：

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (16.2.3)

不难上述结论；进一步，可自然导出 Killing 矢量场的对易子依然是 Killing 矢量场。

注意到，曲率张量满足的 Bianchi 恒等式也源自 Jacobi 恒等式，这也印证了 Killing 矢量场和
曲率张量的内在联系。

16.3 最大对称空间的性质

下面考察最大对称空间的性质。首先，各向同性表明，流形沿任意方向的截面曲率相同；因此，
原本限制在截面 σp 上的关系：

Rλσµν = K (gλµgσν − gλνgσµ) (16.3.1)

可以扩充到任意方向，从而与二维情形一致。

对一般的二维流形来说，K 还依赖于位置；而根据齐次（即平移不变）特性，对最大对称空
间，K = const. 也就是说，最大对称空间具有常（截面）曲率。当然，根据：

R =
∑
µ̸=ν

K(eµ, eν) (16.3.2)

不难得到 R = n(n− 1)K, 即常截面曲率意味着常标量曲率。当然，这一结论也可通过对黎曼张量
指标进行两次缩并得到；若仅缩并一次，则得到 Ricci 张量正比于度规张量：

Rµν = (n− 1)Kgµν (16.3.3)
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考虑最大对称空间的度规形式；n = 1 的情形显然是无趣的，对于 n ≥ 2, 可设：

ds2 = dρ2 + r2(ρ)dΩ2 (16.3.4)

这里，为避免一大堆有碍观瞻的括号，约定 d♢2 = (d♢)2 ̸= d(♢2).

这一模式显然源自二维平面上的极坐标，沿 ρ径向为为测地线，此即测地极坐标系。其中，dΩ2

为角向线元，r2(ρ) = ρ2 + · · · , 高阶修正项蕴含了曲率的信息。

事实上，dΩ2 正是 Sn−1 上的距离；任意各向同性 n维流形可以 Sn−1 为基础沿径向生长出来，
这在数学上称为 Foliation.

将此度规限制在任意截面上，可以描述二维常曲率曲面；由各向同性，对流形整体，亦有：

r2(ρ) =
sin2

√
Kρ

K
=

sinh2
√
−Kρ

−K
(16.3.5)

与二维曲面完全类似。

另一种确定度规的方案即通过嵌入外围空间再进行投影（将笛卡尔坐标限制在流形上）；利用
球极投影，可以得到常曲率流形与平坦空间的共形关系，即得到了常曲率流形的共形平坦性。还可
以通过正交投影的办法得到另一种常用的参数，如图所示：

这样得到的参数显然具有巨大的缺陷，它实际只能覆盖正曲率流形的一半区域。但是，其度规
形式却相应比较简单；对球面，有曲率半径 1√

K
, 从而：

r =
1√
K

sin
(
ρ

/
1√
K

)
, r2 = G(ρ), dr2 =

(
1−Kr2

)
dρ2 (16.3.6)

这得到度规（Reduced-circumference polar coordinates）：

ds2 =
dr2

1−Kr2
+ r2 dΩ2 (16.3.7)

对正曲率流形，坐标奇点出现在 r = 1√
K
即赤道上，而非南极点。

宇宙学中，常将 k, r 无量纲化；引入尺度因子 R, 使 r → rR, k = KR2, 可得：

ds2 = R2

(
dr2

1− kr2
+ r2 dΩ2

)
(16.3.8)
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这便是标准宇宙学（Friedmann–Lemaître–Robertson–Walker, 或 FRW, 或 RW）度规的空间部分。注
意这里的 R 不是标量曲率，而是尺度因子；有时为了区分，也用 a 表示。一般来说，R = R(t), 而
其他部分对时间的依赖性则可以忽略。

17 测地偏移与曲率

这一章实际为前述讨论的继续，我们将考察测地偏移，并在此基础上计算测地偏移对平坦度规
的影响，从而进一步探寻曲率张量的几何意义。

17.1 测地偏移的定量描述

考虑单参数族测地线 γs(t), 其中 t 是固有时或弧长；它们构成测地线汇，确定了所在时空的一
个二维子流形。记测地线的切矢为 Tµ = ∂xµ

∂t , 定义测地偏离矢量：

Sµ =
∂xµ

∂s

∣∣∣∣
t

(17.1.1)

不难看出，测地偏移矢量沿测地线的变动（事实上是二阶微分）可以衡量时空流形的弯曲程度。

利用 (s, t) 将曲面参数化，从而 {S, T} 构成坐标基；一般来说，S, T 不正交，但总可以进行正
交化，即重取 s, 使得新的 S 与 T 正交。无论 S, T 正交与否，结合无挠条件，总有：

∇T∇TS = ∇T∇ST = (∇T∇S −∇S∇T)T = R(T, S)T (17.1.2)

上式将测地偏移与黎曼曲率张量联系在了一起，称为测地偏离方程。写成分量形式，有：

D2

dt2
Sλ = Rλ

σµνT
σTµSν (17.1.3)

将测地线汇的概念稍加扩展，即可得到一点附近的 Fermi 正则坐标（FNC）。其构造过程如下：
任取通过点 O 的某一曲线 γ0 为中心 s 曲线，其切向为 S; 选取正交径向 T1, T2, . . . , 我们希望沿
γ0 各基矢没有额外转动，即 Ti 沿 γ0 遵循 Fermi-Walker 移动。

对特定的 i 指标, 沿 γ0 以 Ti 为初值生成测地线汇, 构成 ti 曲线；用这一系列曲线将流形参数
化，得到的便是 O 点附近的 Fermi 正则坐标。

所谓“正则”，英文为 normal, 亦有法向、正交之意。Fermi 正则坐标的正交性不止体现在原
点 O 处；事实上，任一 s 曲线与其余坐标曲线正交，但“离轴”的坐标曲线不保证正交，也不一
定是测地线。

上述构造意味着在原点 O 处看来，Fermi 正则坐标并不是各向同性的，它有一特殊方向 S; 但
这实际上是非常物理的，因为四维时空的时间方向正是一特殊方向。事实上，γ0 可视为运动参考
系的世界线；s 曲线是类时曲线，而 t 曲线是类空曲线。这样看来，似乎交换 s, t 记号更符合其物
理意义；以下讨论中，重记 (s, ti) 为 xµ = (t, xi).
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\ [

更进一步，若 γ0 缩成一点，即参考系静止在时空流形中的 O 点（显然这是非物理的），所有
xi 曲线退化为经 O 点的径向测地线。这样的坐标便是测地极坐标 / 测地球坐标。对 O 点而言，它
是各项同性的。

我们知道，在 Rn+1 中，球坐标 (ρ,Ωi) ∈ R×Sn 与标准直角坐标 xµ 可以相互转化；将这一对
应关系应用到测地极坐标 / 测地球坐标上，便得到了 O 点附近的另一种正则坐标，称为 Riemann
正则坐标（RNC）。在 RNC 中，经过原点的测地线可以统一写作：

xµ = V µt (17.1.4)

这自然是极好的。然而，有得必有失，这一简洁性代价是原点以外的标架一般不再正交。这显然不
如 FNC 方便，虽然 FNC 也不是完美的正交标架，但至少保留了更丰富的正交性。

\ [

利用 RNC, 我们可以更严密地定义 FNC 坐标的类空成分。对任意点 P，考虑沿中心 t 曲线
γ0 之法向出发的唯一（类空）测地线段 γP , 使其恰抵达点 P ; 记其起点为 t = t0, 长度和方向为：

(ρ,Ωk) ∈ {P | t = t0} (17.1.5)

将其转化为 xi, 便得到了 FNC 坐标的类空成分。可见，FNC 坐标的类空部分正是超曲面 t = t0

上的 RNC 坐标。
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17.2 曲率张量作为正则度规的二阶修正

在 Fermi 正则坐标中，取 γ0 为测地线，对应物理上的自由落体参考系，有：

gµν |γ0 = ηµν , Γλ
µν

∣∣
γ0

=
(
∇µeν

)λ∣∣
γ0

= 0, ∂λgµν |γ0 = 0, (17.2.1)

其中第三式是第二式的直接推论。可见，在理想的（尺度无限小的）自由落体参考系中，时空好像
是平坦的，这正是所谓等效原理。

对 Γλ
µν

∣∣
γ0

= 0, 说明如下：

1. 若 µ, ν 指标之一对应 s, 则由标架沿 γ0 平行移动，结合无挠条件，自然有 Γλ
µν

∣∣
γ0

= 0.
2. 若 µ, ν 指标对应坐标 ti, tj , 则根据 RNC 坐标的特性，沿 γ0 法向出发的类空测地线可表示
为 xi = V it; 结合测地线方程，可知联络系数必定为零。

若对整个时空取 RNC 坐标，(17.2.1) 仅在原点一点处成立。

在此基础上，考虑度规在原点 O 附近的 Taylor 展开，有一阶级项为零。特别地，对 RNC 坐
标，其二阶近似可由曲率张量表示。下面尝试计算 RNC 坐标中度规的二阶近似1。

首先，将原点和 x 用测地线段 γ0 连接，要求原点处的标架沿 γ0 平行移动。这等于是在 RNC
坐标中重取了 FNC 坐标。记活动标架为 eα = eµα∂µ = eµe

µ
α, 注意这里的 eµα 和前述 Ωβ

α 不同，前
者表示活动标架相对坐标基的变动，而后者为两点处活动标架之间的转动生成元（见 (13.3.1)）。

进一步，约定：

eµαe
α
ν = δµν (17.2.2)

注意 eαν 不是（也不能）由 eµα 指标升降得到。在此基础上，可以写出一般矢量的分量：Xα = eαµX
µ.

此时，沿 γ0, 测地偏移矢量 S 满足：

D2

dt2
Sµ = Rµ

λσνT
λTσSν (17.2.3)

由于该活动标架实际构成 FNC 的坐标基矢，活动标架的分量同样满足这一方程，无需担心非坐标
基的修正项；同时，由于沿 γ0 联络系数始终为零，从而协变微分退化为通常的微分，有：

d2

dt2S
α = Rα

γδβT
γT δSβ (17.2.4)

若取测地极坐标 / 球坐标，角向的坐标基自然是测地偏移矢量；坐标变换，便得到 RNC，此
时自然的测地偏移矢量可表示为 S = t ∂ν . 代入上式，可得：

d2

dt2
(
t eαν
)
= t eβν

(
Rα

γδβT
γT δ

)
= t eαµ

(
Rµ

λσνT
λTσ

)
(17.2.5)

可以通过迭代的办法获得该方程的级数解，或者说，将 eαν 视为 δαν 的微扰展开。量子力学中，
通过完全类似的方法获得含时微扰的 Dyson 级数。具体过程如下，首先将方程表示为积分形式：

eαν = δαν +
1

t

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dt
(
Rµ

λσνT
λTσ

)
t eαµ (17.2.6)

1参见 https://arxiv.org/abs/gr-qc/0010096.

https://arxiv.org/abs/gr-qc/0010096
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这里利用了 t = 0 时 eαν = δαν , 它导致初值：t eαν = 0, d
dt
(
t eαν
)
= 0. 迭代，可得：

eαν = δαν +

∞∑
n=1

(
eαν
)(n)

=

∞∑
n=0

(
eαν
)(n)

(
eαν
)(n+1)

=
1

t

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dt
(
Rµ

λσνT
λTσ

)
t
(
eαν
)(n) (17.2.7)

考察递归关系，可知
(
eαν
)(n) 至少具有 O

(
t2n
)
= O

(
|x|2n

)
精度。而已知 eαν , 便可毫无困难地

得到 gµν . 事实上，gµν = ηαβe
α
ν e

β
µ, 为获得 O

(
|x|2
)
的近似，只需保留到

(
eαν
)(1) 项，有：

eαν = δαν + δαµ

(
1

t

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dt
(
Rµ

λσνT
λTσ

)
t

)
+O

(
t4
)

(17.2.8)

代入，利用黎曼张量的对称性，得度规的近似式：

gµν = ηµν +
1

t

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dt
(
Rµλσν +Rνλσµ

)
TλTσ t+O

(
|x|4
)

= ηµν +
2

t

ˆ t

0

dt′
ˆ t′

0

dtRµλσνT
λTσ t+O

(
|x|4
)

= ηµν +
2

t
· t

3

6
RµλσνT

λTσ +O
(
|x|3
)

= ηµν +
1

3
Rµλσν (T

λt) (Tσt) +O
(
|x|3
)

= ηµν +
1

3
Rµλσν x

λxσ +O
(
|x|3
)

(17.2.9)

综上所述，弯曲时空度规与平坦时空度规的偏离可通过测地偏离来衡量，而测地偏离可通过
黎曼曲率张量来衡量，因此，度规的高阶修正可通过黎曼曲率张量表示出来。直观上这是十分自然
的，上述过程利用严谨的计算证实了这一联系。

17.3 Ricci 张量与体积元

对上述度规的近似表达求行列式，可得体积元 dΩ 相对标准体积元 dx0 ∧ · · · ∧ dxn 的偏离。如
何求行列式呢？这里介绍一个矩阵公式，它与著名的 Cayley-Hamilton 定理有关：

det (1+A) = exp tr ln (1+A), ∥A∥ < ∥1∥ (17.3.1)

这里不考究其背后的代数渊源，只求证明，可以利用 Jacobi 公式：

δ ln detM = tr
(
M−1 δM

)
(17.3.2)



17 测地偏移与曲率 50

下面首先给出 Jacobi 公式的一个不甚严谨的推导。求变分，有：

δ ln detM = ln det (M + δM)− ln detM

= ln det
(
M−1(M + δM)

)
= ln det

(
1+M−1 δM)

)
∼ ln

(
1 + tr (M−1 δM)

)
∼ tr

(
M−1 δM

)
(17.3.3)

这便证明了 Jacobi 公式。注意区分矩阵 1 与数字 1.

取 M → eM = etΛ, 对 t 求变分，注意迹的相似不变性，不难得到另一著名的等式：

det eM = etr M (17.3.4)

进一步，取 M = ln (1+A), 或在 Jacobi 公式中直接取 M = 1+A, 均可得到：

det (1+A) = exp tr ln (1+A) (17.3.5)

利用这一公式，不难给出体积元系数（Jacobian）的表达式。事实上，有：√
|g| =

√
−det (η + h)

=
√

det (1+ ηh)

= exp
(
1

2
tr ln (1+ ηh)

) (17.3.6)

注意到，trh 具有 O
(
|x|2
)
精度，因此，

√
|g| = exp

(
1

2
tr ln (1+ ηh)

)
= 1 +

1

2
tr ηh+O

(
|x|3
) (17.3.7)

上面的展开式中的 tr 实际上是 E4 中矩阵的迹，重记为 tr′。在弯曲时空中，

trh = gµνhµν (17.3.8)

考虑 O
(
|x|2
)
近似，恰有 trh ∼ tr′ ηh. 因此，实际有：√

|g| = 1 +
1

2
trh+O

(
|x|3
)

(17.3.9)

将 gµν 展开式带入上式，可得：

dΩ = dΩ0

(
1− 1

6
Rµνx

µxν +O
(
|x|3
))

= dΩ0

(
1− 1

6
t2 Ric(V, V ) +O

(
|x|3
)) (17.3.10)

其中，dΩ0 = dx0 ∧ · · · ∧ dxn.
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可见，Ric(V, V ) 表征了 V 方向上的体元与标准体积元的偏离。这一现象是十分自然的，回忆
Ric(V, V ) 的另一表达式，它同样印证了 Ric(V, V ) 作为 V 方向上面积 / 体积修正因子的意义：

Ric(V, V ) = ∥V ∥2
∑

λ
K(V,Uλ) (17.3.11)

第三部分 广义相对论的基本内容

18 真空场方程

18.1 测地偏离与潮汐力

前面关于测地线汇的讨论是一般性的，且略微侧重由一点出发的类空测地线汇；这一讨论有助
于坐标选取，但本质上是非物理的。这里我们着重考察物理的类时测地线汇，不难发现，它实际给
出了力场中潮汐力的数学描述。

考虑以 γ0 为中心的一族类时测地线，它们具有类空的测地偏离矢量；因此，可以将指标限制
为 i, j, · · · = 1, 2, 3, 有：

d2

dτ2S
i =

(
Ri

kljT
kT l
)
Sj =

(
eiµ R

µ
λσνT

λTσeνj
)
Sj = −Ki

jS
j (18.1.1)

牛顿引力中，记真空区域内的势函数为 Φ(x), 运动方程：

d2xi

dt2 = −δij∂jΦ (18.1.2)

测地偏离 Si ∼ δxi, 取一阶近似，即得经典的测地偏离方程：

d2

dt2S
i = −δijSk∂k∂jΦ = −Ki

jS
j , Ki

j = δik∂j∂kΦ (18.1.3)

可见，对弯曲时空和牛顿引力场而言，真空中的测地偏离方程具有一致性，这是连接两个理论
的桥梁。对牛顿引力场来说，还有附加条件：∇2Φ = 0, 这表明：

trK = Ki
i = 0 (18.1.4)

我们推测，这一真空条件对弯曲时空同样成立，这导致恒等式：

RµνT
µT ν = 0 (18.1.5)

前面假定，γ0 是任意类时测地线；而 Rµν 并不依赖 γ0 的选取，因此唯一的可能便是：

Rµν = 0 (18.1.6)

这正是真空中的爱因斯坦方程。



18 真空场方程 52

注意到，n ≤ 3 时，Riemann 张量的独立分量数目 1
12n

2(n2 − 1) 不多于 Ricci 张量的表观独立
分量数目 1

2n(n+ 1), 而 Ricci 张量实际由 Riemann 张量缩并产生，这意味着此时 Ricci 张量的实
际独立分量数目与 Riemann 张量一致，即 Ricci 张量完全决定了 Riemann 张量。从而，

Rµν = 0 ⇐⇒ Rλ
σµν = 0 , n = dimM = 1, 2, 3 (18.1.7)

这意味着，只有 n ≥ 4 时存在非平凡（非平直）的时空。

我们期望，在弱场近似与非相对论情形下，该方程的解应当回归牛顿引力。下面分别通过近似
计算和精确求解以检验这一结论。

18.2 弱场近似下的真空场方程

一般性地求解场方程（即便是在真空中）都是十分困难的，这是由于方程具有明显的非线性特
征。然而，在弱场近似的条件下，场方程可以转化为线性方程，进而回归牛顿引力。

可设 gµν = ηµν + hµν , 其中 hµν 是小量，即：

hµν ∈ O(ϵ) (18.2.1)

一切计算都只近似到最低阶修正，我们期待最终得一线性方程，故弱场近似又称线性化引力。

在此基础上，不难得到：

gµν = ηµµ − hµν , hµν = ηµµ
′
ηνν

′
hµ′ν′ , (18.2.2)

Γσ
µν =

1

2
ησρ(∂µhρν + ∂νhρµ − ∂ρhµν), (18.2.3)

进一步还可将各种曲率用 hµν 的高阶微分表示。由此可见，线性化引力可以认为是在平坦时空中
关于对称张量场 hµν 的理论，正如电磁理论是关于矢量场 Aµ 的理论。

事实上，hµν 和 Aµ 具有惊人的相似性；首先，两者都具有一定的规范冗余性。考虑无限小坐
标变换 xµ → xµ + ζµ, 其中 ζµ ∈ O(ϵ). 在此坐标变换下，背景时空的主要成分依然是平坦的，而
扰动场则发生规范变换：

hµν → hµν − Lζηµν (18.2.4)

可以预期，在这一变换下，曲率张量是不变的：δRµνρσ = 0. 可进一步通过选定规范来简化讨论；
在电磁学中，我们常取 Lorenz 规范：∂µA

µ = 0, 这里我们考虑十分类似的调和规范：

∂µ∂
µxσ = □2xσ = 0 (18.2.5)

须知，方程中的 xσ 不是一个矢量，它仅仅是个坐标分量。事实上，给定指标 σ, 则 xσ 是一函
数；对 xσ 的微分与 xρ 无关，如果 ρ ̸= σ. 这意味着，方程可直接拆分为四个独立的分量方程：

□2t = 0, □2x1 = 0, □2x2 = 0, □2x3 = 0, (18.2.6)

应当强调，调和规范并未完全固定所有的规范自由度。事实上，□2xµ = 0 正是经典的波动方
程，对满足调和规范的坐标加上任一合适的波动项，则新的坐标依然满足调和规范。



18 真空场方程 53

调和规范并不仅适用于线性化引力；事实上，它可以推广到显著弯曲的时空背景上，以处理一
般的张量扰动。一般来说，有：

□2 = ∇µ∇µ = gµν ∇µ∇ν (18.2.7)

由上述讨论可知，∇µx
σ = ∇µ(x

σ) = ∂µx
σ,与此相比，对矢量X,则有∇µX

σ = (∇µX)
σ ̸= ∇µ(X

σ).
将算子作用到 xσ 上，可得：

0 = □2xσ = gµν ∇µ

(
∂ν(x

σ)
)
= gµν

(
∂µ∂νx

σ − Γλ
µν∂λx

σ
)
= −gµνΓσ

µν (18.2.8)

通过上述计算，我们得到了调和规范的实用形式：gµνΓσ
µν = 0，它不直接依赖于坐标函数，且

适用于弯曲时空。对线性化引力，则有：

0 = gµνΓλµν = ∂µh
µ
λ − 1

2
∂λh = 0 (18.2.9)

利用这一关系，Ricci 张量可以简洁地表示为：

Rµν = −1

2
□2hµν (18.2.10)

综上所述，真空场方程自然转化为度规扰动满足的波动方程：

□2hµν = 0 (18.2.11)

这强烈地暗示了引力波的存在；而在点源周围求解上述方程，应当得到与牛顿引力一致的结果。

18.3 球对称时空的近似解

利用点源周围空间的各项同性，可以简化方程的求解。我们从一个球对称的度规 ansatz（德
文，意为拟设，即假定，或 educated guess）出发，参考 (16.3.4), 有：

ds2 = gab(t, ρ)dxa dxb + r2(t, ρ)dΩ2 (18.3.1)

指标 a, b = 0, 1, 对应 (t, ρ) 坐标。由球面 t = t0, ρ = ρ0 出发，沿与球面 .正 .交的方向延伸 (t, ρ) 坐
标，可保证度规中不会出现形如 dxa dΩk 的交叉项，从而使度规形式尽可能地简化。

坐标变换 (t, ρ) → (t, r), 可得：

ds2 = gab(t, r)dxa dxb + r2 dΩ2 (18.3.2)

(t, r) 可以正交化，从而进一步化简，得到：

ds2 = gtt(t, r)dt2 + grr(t, r)dr2 + r2 dΩ2 (18.3.3)

可见， .只 .要空间具有球对称性，其度规便可用上式简洁地表示出来。这里，我们加上静态的假
定，则可以进一步去掉度规分量对 t 的依赖，从而有：

ds2 = gtt(r)dt2 + grr(r)dr2 + r2 dΩ2 (18.3.4)

事实上，度规分量不含时间坐标，只能称为一个稳态时空；这里的稳态意味着可以存在匀速稳
定的运动，稳态时空的 g0i 分量即表征了这种运动。但对于球对称真空解而言，稳态即意味着静态，
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因为我们可以通过重取坐标（即上述 (t, ρ) → (t, r) 的正交化过程）消除掉 g0i 分量，此时的度规
满足时间反演不变性，这便是静态时空。

在此基础上，我们希望将度规的空间写成共形平坦的形式，从而便于与笛卡尔坐标相互转换、
与平坦度规 ηµν 比较，进而给出扰动 hµν 具有的形式。重定义 ρ = ρ(r), 考虑 dΩ 和 dρ , dr 的系
数之比，可得，

ρ = ρ0 exp
ˆ r

r0

√
grr dr
r

(18.3.5)

从而有度规：

ds2 = gtt(ρ)dt2 + a2
(
dρ2 + ρ2 dΩ2

)
= gtt(ρ)dt2 + a2

(
dx2 + dy2 + dz2

)
, a =

r

ρ

(18.3.6)

不难看出，这一坐标变换引入了额外的自由度：对 ρ → kρ, 度规形式不变；因此，我们可以规
定 a 的渐进行为：

r → ∞, a → 1 (18.3.7)

这实际上固定了 ρ0/r0, 有：

ρ0 = r0 exp
(
−
ˆ ∞

r0

√
grr − 1

r
dr
)
,

a =
r

ρ
=

r

r0
exp

(
−
ˆ r

r0

√
grr

r
dr +

ˆ ∞

r0

√
grr − 1

r
dr
)

= exp
ˆ ∞

r

√
grr − 1

r
dr

(18.3.8)

综上，我们得到了稳态球对称度规应当具有的形式；其非对角元为零，且在 r 充分大时，有
gµν ∼ ηµν . 接下来，应用弱场近似；且为简化讨论，进一步取所谓的牛顿极限，即加上缓变条件：

∂thµν/hµν ∼ O(ϵ), ∂thµν ∼ O(ϵϵ) (18.3.9)

且要求粒子慢速运动，即 dxi

dt ≪ c, 或 dxi

dτ ≪ dt
dτ .

考察测地运动。注意到，测地线方程中含有 dxi

dτ 的项与联络系数相乘之后均成为高阶项，可以
丢弃；综合考虑缓变条件，可得：

d2xµ

dτ2 + Γµ
tt

(
dt
dτ

)2

= 0, Γµ
tt = −1

2
ηµλ∂λhtt (18.3.10)

对 µ = 0, 给出 d2t
dτ2 = 0, dt

dτ = const. 进一步对 µ = i, 可得：

d2xi

dt2 =
1

2
δij∂jhtt (18.3.11)

我们发现，只要取 htt = −2Φ, 运动方程即与牛顿力学一致；同时，场方程等价于 ∇2hµν = 0,
这正好给出了牛顿引力势满足的拉普拉斯方程 ∇2Φ = 0. 对空间分量，同样有 ∇2hii = 0; 由对称
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性，同样应当有 hii ∝ Φ, 从而：

htt = −2Φ, hij = kΦ δij (18.3.12)

此时，相对论性的引力确实与牛顿引力达成了一致，这构成了对场方程的初步验证。

然而，根据上述讨论，似乎难以确定 hii 与 Φ 的比例系数。这是因为，在上述近似中，h00 与
htt 不再耦合，因此两者的关联无法体现。通过精确求解场方程，或考虑场源对度规扰动的贡献形
式，可以确定 k. 下面首先讨论真空场方程的精确求解。

18.4 球对称时空的精确解

上面我们在稳态 / 静态假定的基础上给出了球对称时空（不完整的）近似解；事实上，从
(18.3.3) 出发，无须稳态假定，也可得到一致的结果。这表明，真空 Einstein 方程的球对称解具有
唯一性，且这一解是一个静态的时空，这被称为 Birkhoff 定理。

从 (18.3.3) 出发，我们预计，

r → ∞, gtt → −1, grr → 1 (18.4.1)

故可设 gtt = −e2α, grr = e2β , 这样便自动满足了渐进条件。

代入 Rµν = 0, 我们发现，必须有 β = β(r), 且 α+ β = g(t). 因此，总可以重取时间坐标 t, 将
因子 g(t) 吸收到时间坐标内，使得：

ds2 = −e2α(r) dt2 + e−2α(r) dr2 + r2 dΩ2 (18.4.2)

这便证明了，球对称时空必定是静态的；当然，所谓静态，实际上是对 ∞ 观测者而言的结果，
但不难看出这对有限远处的静止观测者而言（r = r0）依然成立。在此基础上进一步求解，不难得
到著名的 Schwarzschild 度规：

ds2 = −(1 + 2Φ) dt2 + (1 + 2Φ)
−1 dr2 + r2 dΩ2 (18.4.3)

方程仅能给出 Φ ∝ 1
r , 与牛顿极限比较，即可确定：Φ = −GM

r .

基于 Schwarzschild 度规的计算成功解释了水星的进动，同时给出了引力红移、光线偏折及雷
达回波延迟的精准预测。这极大地验证了真空场方程。

进一步，利用上一节给出的一般公式，可以将度规表示为共形平坦的形式；我们只要求达到
O
(
1
r

)
精度，从而：

a = exp
ˆ ∞

r

√
grr − 1

r
dr = exp

(
−
ˆ ∞

r

Φ

r
dr
)
+O

(
1

r2

)
= e−Φ +O

(
1
r2

)
= 1− Φ+O

(
1
r2

) (18.4.4)

从而，a2 = 1− 2Φ +O
(

1
r2

)
, 也就是说，线性化的度规形式为：

ds2 = −(1 + 2Φ) dt2 + (1− 2Φ)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
(18.4.5)
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这便搞定了上一节的遗留问题，即得到了完整的扰动张量：

hµν = −2Φ δµν (18.4.6)

19 物质告诉时空如何弯曲

前面的讨论完全基于 .真 .空场方程 Rµν = 0, 我们得到了与实际高度吻合的结果。下面的问题在
于，考虑物质分布的情况下，如何对方程进行修正，从而得到完整的引力理论。

19.1 线性化的场方程

我们依然从线性化引力出发，已知真空场方程：

□2hµν = 0 (19.1.1)

及其在点源附近的解：hµν = −2Φ δµν . 下面我们尝试将其拓展为非齐次方程，要求其至少满足如
下两个条件：

1. 点源的场应当与求解真空场方程得到的结果一致；
2. 方程不应违背局域的能动量守恒 ∇µTµν = 0.

根据前面的讨论，我们知道，真空中的场方程与牛顿引力存在对应关系：

Rµν = −1

2
□2hµν = 0 ∼ ∇2Φ = 0 (19.1.2)

而牛顿引力中的非齐次方程为 ∇2Φ = 4πGρ, 因此最为合理的猜想便是：

Rµν
?
= 4πGTµν (19.1.3)

暂不论上述等式正确与否，首先考察能动量张量作为场源的革命性意义——这看似是一个自
然的过程，但其中隐含了一个前所未有的假定，即压强可以贡献引力。这是违背直观的，可它确是
协变性的必然结果。

然而，Rµν ̸= 4πGTµν . 这里考虑的理想场源只具有 T 00 分量，而显然 hµν 及 Rµν 的其他对角
元也非零，从而方程的解与球对称解不一致。我们尝试在满足协变条件的前提下，以 hµν 为基础，
定义另一张量 h̄µν , 可设：

h̄µν = hµν +
(
· · ·
)
ηµνh (19.1.4)

要求 h̄ij = 0, 即确定了待定系数
(
· · ·
)
= − 1

2 . 此时，h̄00 = h00 − 1
2h = −4Φ, 得到与真空解一致的

线性化场方程：

Gµν = −1

2
□2h̄µν = 8πGTµν , h̄µν = hµν − 1

2
ηµνh (19.1.5)
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h̄µν 称为迹相反的扰动，这是因为对四维时空，有：

h̄ = h− 1

2
· 4h = −h (19.1.6)

相应地，Gµν 正是迹相反的 Ricci 张量，称为爱因斯坦张量。考虑到 Rµν 与 hµν 的对应关系，我
们便可复原一般的引力场应当满足的方程。

19.2 完整的 Einstein 场方程

对一般的非线性引力场，我们预计，类似有：

Gµν = 8πGTµν , Gµν = Rµν − 1

2
gµνR (19.2.1)

此即考虑物质分布的爱因斯坦场方程。由弱场近似的结果可知，它自然满足前述第一个要求，即与
真空解相容；对于第二个要求，即能动量守恒，结合 Bianchi 恒等式，可得：

∇νR = ∇νg
µσgλρRλµρσ

= gµσgλρ ∇νRλµρσ

= −gµσgλρ
(
∇λRµνρσ +∇µRνλρσ

)
= gµσgλρ

(
∇λRµνσρ +∇µRλνρσ

)
= ∇ρRνρ +∇σRνσ

= 2∇µRµν

(19.2.2)

也就是说，总有 ∇µGµν = 0, 因此能量守恒条件自动得到满足！这正是我们所期待的结果。

然而，这里的讨论其实有一个微小的漏洞：度规相容条件 ∇σgµν 实际上提供了一种可能性，使
我们可以在方程的左边加上一个与度规张量成正比的项；这一变更不会破坏能动量守恒，且若比例
系数 Λ 充分地小，则这一模型对太阳系行星运动的预测将和之前一致。或者说，只有当考察的尺
度充分大时，这一修正才有明显的观测效应。

Λ 便是著名的宇宙学常数；含有宇宙学常数的场方程为：

Gµν + Λgµν = 8πGTµν (19.2.3)

Λgµν 出现在方程的左边，这意味着正的宇宙学常量等效于一个普遍的斥力。如果没有 Λ, 则宇宙
注定是非静态的；爱因斯坦起先意图通过 Λ 构建一个静态的宇宙，而随后哈勃发现宇宙膨胀，爱
因斯坦便舍弃了这一想法。如今我们发现，宇宙竟然在加速膨胀，故重新引入正的 Λ, 以作为加速
膨胀的一种描述（或解释）。

19.3 对场方程和能动量张量的一些说明

爱因斯坦方程实际上是一个高度非线性的方程组。对于四维时空，考察独立方程的数目——由
对称性，可知至多有 10 个独立方程；再考虑 Bianchi 恒等式给出的 4 个约束，则至多只给出 6 个
独立方程。相应地，度规场貌似具有 10 个自由度，场方程给予 6 个约束，剩余的 4 个自由度通过
具体的坐标选取 / 规范固定得以确定。也就是说，度规场的 10 个分量可以分为两类：
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• 6 个动力学自由度，由场方程确定；
• 4 个规范自由度，与时空几何无关，由坐标选取确定。

场方程的高度非线性源于引力场与自身的耦合；事实上，引力场本身就携带有能动量，因此可
以作为自身的源。因此，广义相对论从一开始便注定是一个非线性的引力理论。

相应地，引力场以外的物质场则由能动量张量 Tµν 描述。并不是任意的 Tµν 均可作为场源；通
常，对 Tµν 的限制有如下几类：

1. 弱能量条件（WEC）：所有观测者看到的能量密度都应非负，这导致 ρ ≥ 0, p ≥ −ρ;
2. 主能量条件（Dominant EC）：物质能流不应超光速，这导致 |p| ≤ ρ.

还有一些其他的能量条件，但上述两个是最为显然和重要的。这实际对物态方程作出了限制。

\ [

可利用作用量原理给出场的运动方程。这里我们参考电磁场的作用量：

SEM = − 1

16πc

ˆ
dΩFµνF

µν (19.3.1)

其中 dΩ 为体积元；与之类比，便可得到著名的 Einstein-Hilbert 作用量：

SEH =
1

16πG

ˆ
dΩR (19.3.2)

我们期待，通过对 SEH 的变分，应当自然地获得 Gµν 的表达式；下面验证这一事实。在开始
之前，须注意，dΩ = d4x

√
|g|, 不能忽略

√
|g| 的变分之贡献。于是，有：

δ
(
R
√
|g|
)
= δ
(
gµνRµν

√
|g|
)

(19.3.3)

其中，δ
√

|g| = 1

2
√

|g|
δ|g|, 而 δ|g| 可利用 Jacobi 公式 (17.3.2) 化简：

δ det g = (det g) gµν δgµν , δ|g| = |g| gµν δgµν = −|g| gµν δgµν (19.3.4)

将其带入上式，果然，出现了 Rµν − 1
2gµνR = Gµν ,

δ
(
R
√
|g|
)
=
√
|g|
(
Gµν δg

µν + gµν δRµν

)
(19.3.5)

进一步，考虑 δRµν . 将其用 Γλ
µν 展开，注意到 δΓλ

µν 的张量特性，我们发现，

δRµν = ∇λδΓ
λ
µν −∇νδΓ

λ
µλ (19.3.6)

与 gµν 缩并后，不难看出这是个全（协变）微分；由此积分转化至边界上进行，结果为零，从而该
项对运动方程没有贡献，可直接丢掉；这便自然得到了标准的场方程。

须注意，我们假定边界上的积分趋零——这是一个微妙的假定，事实上需要更为细致的讨论。
虽然边界项趋零在物理上大体符合直观，但这在数学上是不可能的；原因在于，边界项既包含 gµν ,
又包含其法向微分；令上述二者的变分同时为零，等于同时取定 Dirichlet 和 Neumann 边值，只
能导出平凡解。



20 运动物质与时空的耦合 59

由此可见，Einstein-Hilbert 作用量在数学上是不完善的，必须进行修正，以保证边值为零可
以实现。不妨直接从 Einstein-Hilbert 作用量中扣掉所有边界项，这给出 Einstein 作用量，但此作
用量本身不具协变性，比较糟糕；另一方案是尝试抵消边界项中的法向微商，从而干掉 Neumann
边值成分，得到纯粹的 Dirichlet 边值问题。著名的 Gibbons-Hawking-York 边界项便是此方案的
一种实现。

无论如何，修正后的引力场作用量 Sg 都将给出变分：√
|g|Gµν δg

µν (19.3.7)

从而自然给出 Einstein 张量。在此基础上，我们可以相应地给出宇宙学常数对应的作用量：

SΛ =
1

16πG

ˆ
dΩ
(
−2Λ

)
(19.3.8)

加上这一项后，考察变分过程，可见其相当于使场方程中的 R → R− 2Λ, 从而：

Gµν → Rµν − 1

2
(R− 2Λ) gµν = Gµν + Λgµν (19.3.9)

20 运动物质与时空的耦合

在上一章中，我们由作用量原理导出了场方程中引力场的贡献项；对于物质场的贡献 Tµν , 尚
未给出严格的解释。这里我们依然从作用量原理出发，探讨 Tµν 的来源及其效应。

20.1 能动量张量的定义

参见 8.2, 回顾 Tµν 的定义，我们发现，它来源于 Tij 结合协变性的自然推广；显然，它并不
是一个严格定义的量，尽管其值基本可由物理意义和协变性完全确定。

这里，在引力场作用量 Sg 的基础上，我们进一步考虑经典场的作用量：

Sm =

ˆ
d4xLm (20.1.1)

对 Sg + Sm 变分，我们期待得到场方程，这一过程实际给出了 Tµν 的严格 .定 .义：
Tµν = − 2√

|g|
δLm

δgµν
(20.1.2)

对点粒子，我们有 Sm = −m
´

dτ ; 推广至一般的连续介质，为简洁起见，首先考虑狭义相对
论情形，此时取标准直角坐标，有 m =

´
d3x ρ(x, t), 这导致：

Sm = −
ˆ

d3x ρ

ˆ
dτ =

ˆ
d4x

(
−ρ

dτ
dt

)
(20.1.3)

这里的 m, ρ分别为（静）质量和相应的（静）质量分布，它们在洛伦兹变换下相差一个 γ 因子，与
8.2 中的动质量分布 ρ′ 不尽相同。
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考虑被积函数，其在变分过程中应当展开为：(
−ρ

dτ
dt

)
=

(
−ρ

dτ
dt

)√
−gµν

dxµ

dτ
dxν

dτ = −ρ

√
−gµν

dxµ

dt
dxν

dt (20.1.4)

等式左边的 τ 是原时参数，而等式右边的 τ 在变分后一般不再是原时参数，因此必须进行区分。为
方便起见，参照电磁理论中的处理办法，引入流四矢：

Jµ = ρ
dxµ

dt ,

(
−ρ

dτ
dt

)
= −

√
−JµJµ (20.1.5)

实际上，Jµ 正是协变的四动量密度。再次强调，上述 ρ是静质量的分布，与电荷分布类似，它
并不是洛伦兹标量；但如果考虑局部的共动参考系，则：

ρ
dτ
dt −→ ρ (20.1.6)

这样 .重 .定 .义得到的共动静质量分布 ρ 是一标量场，此时有 Jµ = ρuµ, Sm = −
´

d4x ρ, 进一步将
积分变量由 d4x 推广到一般的 dΩ, 我们便得到了物质场的作用量：

Sm = −
ˆ

dΩ
√
−JµJµ (20.1.7)

下面对这一作用量进行变分。应当注意，不可能保持 ρ 而对度规进行变分，否则将破坏质量守
恒！类似的情况在电动力学中也出现过——在求解两根导线的相互作用力时，不能忽略电磁感应对
电流的阻碍。

因此，为了方便起见，定义 pµ = ρ
√
|g|uµ, 对 ρ

√
|g| 整体进行变分；具体计算参见 Dirac, 最

终我们得到：

Tµν = ρuµuν (20.1.8)

与前面给出的尘埃能动量张量一致。

20.2 慢转星体周围的时空

在上述讨论的基础上，进一步考虑非相对论极限，即 O
(
v
c

)
级近似，则 Tµν 的非零成分为：

T0µ = Tµ0 = ρuµ = Jµ (20.2.1)

弱场近似下的场方程简化为：

□2h̄0µ = −16πGJµ (20.2.2)

这一方程与 Maxwell 方程：

□2Aµ = −4πJν (20.2.3)

具有高度的相似性；事实上，完全可以平行地引入引电场、引磁场，前者由静质量分布引起，后者
由运动造成。更有意思的是，相应的测地线方程也与洛伦兹力导致的运动方程完全类似。
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这里，不妨设 h̄0µ ∼ (−4Φ,A), 其中的 A 满足：

∇2A = −µ j, µ = 16πG, j = ρv (20.2.4)

须注意指标升降带来的影响；最终对度规的修正体现在 g0i = gi0 分量上，大小为 Ai = −Ai.

考虑慢转黑洞，完全照抄电磁学中的结论，有偶极场：

A =
µ

8π

J × x
ρ3

=
2G

ρ3
J × x, J = Iω, ρ =

√
x2 + y2 + z2 = ∥x∥ (20.2.5)

在线性化引力的框架下，慢转星体的引力场在共转参考系中退化为（线性化的）Schwarzschild 时
空。然而，在高速转动的情形下，上述讨论失效，转动星体的时空与 Schwarzschild 时空存在本质
差异，其结构须由高度非平凡的 Kerr 几何来描述。

取标准直角坐标，令 z 轴与 J 一致，此时有：

ds2 = −(1 + 2Φ) dt2 + (1− 2Φ)
(
dx2 + dy2 + dz2

)
+

2GJ

ρ3
(y dx− xdy)dt

= −(1 + 2Φ) dt2 + (1− 2Φ)
(
dρ2 + ρ2 dΩ2

)
− 2GJ

ρ
sin2 θ dϕdt

(20.2.6)

其中，Φ = −GM
ρ ; 这是个稳态时空，与我们的预期一致。
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