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EJERCICIOS TEMA 2

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales, transformada de
Laplace y funcidn de transferencia
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Algunos derechos reservados

Este documento se distribuye bajo la licencia “Atribucién-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
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Problema 2.1. Para cada una de las siguientes funciones de transferencia, escribe la ecuacion
diferencial correspondiente:

_X() 7
8 Gl)= F(s) (s+11)(s+12)
b) G(S)=X(s)_ S+2

F(s) s°+10s’+11s+18

Problema 2.2. La dinamica de un sistema viene representada por la siguiente ecuacion diferencial
ordinaria:

d’y(t) .. dy(t) _
o 12= 2 32y(0) =321 ()

a) Obtén la funcién de transferencia del sistema.

b) Si f(t) es una entrada impulso unitario &(t), calcula la salida y(t) utilizando el método de
la transformada de Laplace. Considera que todas las condiciones iniciales son iguales a
cero.

c) Repite el apartado anterior considerando que la entrada es ahora un escalon unitario u(t).

Problema 2.3. Una impresora laser emplea un haz de luz para copiar rdpidamente documentos. El
laser se posiciona mediante una entrada de control r(t), que representa la posicion deseada del haz
del laser, mientras que y(t) representa la salida (posicion del haz), de manera que se tiene:

5(s +100)
s? + 60s + 500

Y(s)= R(s)

a) Si r(t) es una entrada escalon unitario, averigua la salida y(t).

b) ¢Cudl es el valor final de y(t)?

Problema 2.4. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada impulso unitario de
los sistemas representados por cada una de las siguientes funciones de transferencia:

5(s+2) 2(s+6)

B G.8)= sis +8$+15i 2 GS(S)ZSZ+23+5
5(s+2) d) G,(s _os-11

D) G (5)= s(s? +65+9) O ressa
5(s+2)

e) G.(s)=
) G:(5) s(s? + 65 +34)
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Modelado de sistemas eléctricos

Problema 2.5. Considera un circuito eléctrico con una fuente de tension ve y dos elementos tal y
como se muestra en la figura. Dicho circuito se denomina “RC en serie”, ya que esta formado por
una resistencia R y un condensador C, conectados en serie. La tension de salida vs se toma del
segundo elemento:

R
AAAY °

Ve () C —

=

Vs

A

Estos dos elementos pueden ser una resistencia R, un condensador C o una bobina L, calcula la
funcién de transferencia G(s)=Vs(s)/Ve(s) para las seis combinaciones en serie posible, es decir,
para los circuitos RC, CR, RL, LR, CL y LC en serie.

Problema 2.6. Calcula la expresion de la salida vo(t) en funcién del tiempo para el circuito CLR
en serie de la figura, ante una entrada vi(t) = o(t) (impulso unitario) con R=5 Q, L=1 Hy C=1/4 F.
Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

L

I R
I °

Ci) Vi(t) % R V(1)

Problema 2.7. Calcula la expresion de la salida vo(t) en funcién del tiempo para el circuito CRL en
serie de la figura, ante una entrada vi(t) = uo(t) (escalon unitario) con R=2 Q, L=1 Hy C=1/5 F.
Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

o

VVVA

R

Ct) Vi(t) L Vo(t)

(]
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Problema 2.8. Extrae la funcion de transferencia G(s)=Vo(s)/Vi(s) del circuito, dejandola en
funcion de R, L y C. Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

Para R=20 Q, L=10 H y C=0,1 F, calcula la expresion de la salida vo(t) en funcién del tiempo ante
una entrada vi(t) = o(t) (impulso unitario).

Ci) Vi(t) Vo(t)

ansas

Modelado de sistemas mecanicos de traslacion y rotacion

Problema 2.9. El sistema mecanico de la figura consta de una masa M y de un amortiguador de
coeficiente de friccién B.

a) Extrae la funcion de transferencia G(s)=X(s)/F(s) del sistema mecanico.

b) Calcula la expresion de la salida x(t) en funcion del tiempo ante una fuerza de entrada f(t),
impulso unitario, para cualquier valor de M y B. Considera todas las condiciones iniciales
iguales a cero.

c) Repite el apartado anterior para una fuerza de entrada f(t), escalon unitario. Interpreta el
resultado obtenido.

Problema 2.10. Encuentra la funcién de transferencia G(s)=X2(s)/F(s) para el siguiente sistema
mecanico de traslacion con dos grados de libertad, que estad formado por dos masas moviles, M1 y
Mz, tres muelles con constantes elasticas, K1, Kz, Kz, y un amortiguador con coeficiente de friccion
viscosa, fvz. Ambas masas presentan rozamiento con el suelo, modelado mediante sendos
coeficiente de friccion, fy1 y fvo. La entrada es una fuerza aplicada f(t) sobre la masa M y la salida
es la posicion de la masa Mz, xa(t).
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Problema 2.11. La figura (a) muestra un diagrama esquematico del sistema de suspension de un
automavil. Una versidn simplificada del mismo aparece en la figura (b), donde xi(t) es la entrada
(irregularidades del terreno) y xo(t) es la salida (movimiento vertical del coche con respecto a su
posicion de equilibrio).

k §> $ b x,
Centro de masas

\. Cuerpo del coche

o o ©

() (b)
a) Extrae la funcion de transferencia G(s)=Xo(s)/Xi(s) del sistema segun el modelo (b).
b) Calcula la expresion de la salida xo(t) en funcion del tiempo ante una entrada xi(t) escalon

unitario con M=1000, b=4000 y k=4000. Considera todas las condiciones iniciales iguales a
cero.

c) Repite el apartado anterior si ahora b=0y k=1000. Justifica el resultado obtenido.

Problema 2.12. Encuentra la funcion de transferencia G(s)=61(s)/T1(s) para el siguiente sistema
mecanico de rotacion, al que se le aplica un par Ti(t) (entrada) y que se mueve un angulo 6i(t)
(salida). EIl sistema consta de dos ruedas dentadas con Ni y N2 dientes, un cilindro con un
momento de inercia J, un muelle de torsion de constante K y un amortiguador de torsion con
coeficiente de friccion viscosa D.
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Ti(H) 61(0)
Ny

% 2(1) D

Area de Tecnologia Electrénica

Diagramas de bloques: Simplificacion mediante algebra de bloques

Problema 2.13. Dado el siguiente motor de corriente continua controlado por campo y su
diagrama de bloques de control en lazo abierto, donde la entrada es la tension V(t) y la salida es la

posicion angular 6(t):

Armature
Stator
winding

: o ‘\\ Z%/;

N Shaft (p/ %
+ ////@ Brush
Commutator
Vf Ly @, 0 — \B P S
2 Inertia = J earings
Friction = b Inertia
B load
Field Angle
Load 0
(a) (b)
Disturbance
T4(s)
Field Load [ Speed
o L e [ B ¥ 6o 1 o) [
() ey > > > > —
/ Rp+ Lys + Js+b s

‘Capyright ©2011 Pearscr Eccston. Ine publahing o5 Prentie ot

b

Position
a(s)
Output

a) Calcula la funcion de transferencia global del sistema (suponiendo que no existe

perturbacion, es decir, Tq(s)=0).

b) Siendo J=R=L=1, K=2, b=3y Tq(s)=0, obtén la expresion de la salida #(t) en funcién del

tiempo ante una entrada V(t), impulso unitario.

Problema 2.14. Calcula la funcion de transferencia Girc(s)=Y(s)/R(s) utilizando el &algebra de

bloques:
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R(s) oo+ Yis)
A » 1/ 1/s

h 4
v

Problema 2.15. Calcula la funcién de transferencia Grc(s)=Y(s)/R(s) utilizando el algebra de
bloques:

|
vt

» Y(s)

R(s) —(

_:\./
|

Problema 2.16. Calcula la funcion de transferencia Grc(s)=Y(s)/R(s) utilizando el &algebra de
bloques:

={G3(s)

R(s) 'ﬁ@ -G 1(5) — Ga(s) — ‘©_

Gyls)

His) {=

Figure P34
© babea Wik B Bt boal, M0 hgs Farendl

Problema 2.17. El sistema de frenado de un automovil de dos ejes se puede modelar mediante el
siguiente sistema de control de una entrada y dos variables de salida (sistema SIMO, single input
multiple output). Calcula la funcion de transferencia que relaciona la variable de salida F(s) con la
entrada R(s):
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Hy(s)

Uls) Go(s) >Fe(s)

R(s) —5O— Gi66)

Us) = G3(s) > Fr(s)

»

Hy(s)

Problema 2.18. El ingeniero ruso Nicolas Minorsky disefié en la década de 1930 un nuevo
sistema de control automatico del rumbo de los buques de la marina de Estados Unidos. El sistema
esta representado por el siguiente diagrama de bloques, donde Y(s) es el rumbo del barco, R(s) es
el rumbo deseado y A(s) es el angulo del timon. Calcula la funcién de transferencia del sistema
completo, GLc(S)=Y(s)/R(S).

Hy(s) ¢

Z(s)_ ]

4 A{S)

Rs) ——( —{ K e _‘)_> Gy(s)

Y E{S}

+ Y(s)

— H3(5)

F 3

Hq(s) 1

Problema 2.19. Calcular la funcion de transferencia Girc(s)=Y(s)/X(s) utilizando el algebra de
bloques:

%

e

v

W
m
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 2

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales, transformada de
Laplace y funcidn de transferencia

©2023 Autores Susana Borromeo Lépez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados
Este documento se distribuye bajo la licencia “Atribucién-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
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Problema 2.1.
2
2) ddtgt) zgd’;(t)+132x(t)=7f(t)
3
o) X0 108XO 3y KO gy - FO o
dt dt” dt t
Problema 2.2.
2 Y(s) 32

F(s) s?+12s+32
b) La respuesta a un impulso unitario es: y(t) =8e™* —8e™, con t>0.
c) Larespuesta a un escalon unitario es: y(t)=1-2e™* +e®, con t>0.

Problema 2.3.

. L 9 _ 1 _
a) Larespuesta a un escalon unitario es: y(t) :1—§e o gt >t con t>0.

b) Cuando t—oo, y(t)—1.

Problema 2.4.

a) G,(s) tiene tres polos reales y distintos: y(t) = g +2e‘3t —ge‘m , con t>0.

b) G,(s) tiene un polo real doble (s=-3) ademas del polo simple en s=0:
y(t) = @ 421 a 10 , con t>0.

c) G,(s) tlene un par de polos complejos conjugados (ver hoja aparte para mas detalles):
y(t) = 2e"' cos(2t) +5e " sin(2t) , con t>0.
d) Al igual que en el apartado anterior, G,(s) tiene un par de polos complejos conjugados:

y(t)=e™ {cos(St) —~ 154sin(5t)} , con t>0.

e) G.(s) tiene un polo simple en s=0 y un par de polos complejos conjugados (los mismos
que en el apartado d):
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5 5 14 .
t)=———e | cos(bt) ——sin(5t) |, con 0.
Y()1717[()5()}

Modelado de sistemas eléctricos

Problema 2.5. La funcidn de transferencia G(s)=Vs(s)/Ve(s) para cada una de las seis
combinaciones de circuitos en serie es:

e Circuito RC en serie: G(s) = Vi(s) 1
V,(s) RCs+1
e Circuito CR en serie: G(s) = Vi(s) __RCs
V,(s) RCs+1
e Circuito RL en serie: G(s) = Vi(s) __Ls
V,(s) Ls+R
e Circuito LR en serie: G(s) _V.()__R
V,(s) Ls+R
2
e Circuito CL en serie: G(s) = Vi) LCZS
V,(s) LCs"+1
IAC N

e Circuito LC en serie: G(s) = = .
V,(s) LCs"+1

Problema 2.6. La funcidn de transferencia del circuito CLR de segundo orden es:

Ss 5s

()= s +5s+4 (s+1)(s+4)

Como la funcion impulso unitario tiene transformada de Laplace Vi(s) = 1, en el sistema la salida
Vo(s) = G(s). Realizando la descomposicion en fracciones simples de Vo(s) y tomando su
transformada inversa de Laplace, la expresion de la salida en funcién del tiempo es:

20 5

v (t)=—e™* -=¢"
o(t) 3 3

Problema 2.7. La funcion de transferencia del circuito CRL es G(s)=Vo(s)/Vi(s) y viene dada por:

2 2
G(s):Y;(S)Z LS == 52 :
i(s) g2, bl t STH2s+
R LC
Si la entrada es un escalon unitario, la transformada de Laplace de la salida es:
s 1 S

V_(s) =G(s)V.(s) = Z=
o(8)=G(s)Vi(s) $?+25+5s s$°+2s5+5

En este caso, hay un par de polos complejos conjugados. Descomponiendo en fracciones simples y
utilizando la tabla de transformadas inversas de Laplace, se obtiene:
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V. (t)y=¢e" [cos(Zt) —%Sin(Zt)} , con =0

Problema 2.8.

a) La funcidn de transferencia del circuito LCR es de nuevo G(s)=Vo(s)/Vi(s):

Vo(s) RCs+1  2s+1
Vi(s) LCs’+RCs+1 s*+2s+1

b) Si la entrada es un impulso unitario:

G(s) =

2s+1 1- 2s+1
$?+25+1  s?+2s5+1

V() = G(S)V, (5) =

En este caso hay un polo doble en s=-1. Descomponiendo en fracciones simples y
utilizando la tabla de transformadas inversas de Laplace:

V,(t)=e"'[2—t], con t=0

Modelado de sistemas mecénicos de traslacion y rotacion

Problema 2.9.

a) El sistema mecanico de traslacion de la figura es similar al visto en la teoria,
considerando que el muelle no existe, es decir, que k=0, por lo que la funcion de
transferencia es:
_ X(s) 1

F(s) (Ms+B)s

G(s)

B
b) Para una entrada impulso unitario, la salida es: x(t) =é l-eM t] con t>0
o o 1. M -B M
c) Para una entrada escalon unitario, la salida es: x(t) = B t+Ee M ——|, cont>0

Problema 2.10.
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From this, the transfer function, X5(s)/F(s), is

Xa(s) (s + Ka)
Fo) = G(s) = B — (2.119)
as shown in Figure 2.17(b) where
~ [Mis? + (f,, +1.,)s + (K1 + K2)] —(f,,5 + K2)
- ~(f,,s + K2) (M2 + (£,, + £,)s + (K2 + K3)]

Este ejercicio, de una complejidad muy elevada, viene resuelto paso por paso como Ejemplo 2.17
en el libro de texto “Control Systems Engineering” de Norman S. Nise. La solucidn es la siguiente:

Problema 2.11.

a) Hay que tener en cuenta que la fuerza ejercida tanto por el muelle como por el
amortiguador dependen de la diferencia entre la posicion (en vertical) del suelo xi(t) y la

del coche Xo(t).
Por ello Fyye, 1 = KOG — X, (8) Y Fayorr = b(dxc;t(t) - dx(;t(t)j.

Tomando transformadas de Laplace con condiciones iniciales iguales a cero, se obtiene:
()= >)<(T((:)) - ms?i;l: k

, por lo que es un sistema de segundo orden.

4000s+4000  4(s+1)
1000s + 4000s + 4000 s +4s+1

La transformada de Laplace de la salida, para una entrada escalon unitario, es:

G(s) = >>(< ((S)) = X, (8) = G(s)X;(s) = 4(+S4+s1:1 i ) Si(::zl))z |

b) G(s) = . Tiene un polo doble en s=-2.

Descomponiendo en fracciones simples y utilizando la tabla de transformadas inversas
de Laplace obtenemos que:

X,(t) =[1—e 7 +2te ™ Juy (1)

1000 1
1000s® +1000 s +1

La entrada sigue siendo un escalo unitario, luego la transformada de Laplace de la salida
es la siguiente:

c) Ahora, G(s) =

. Tiene dos polos imaginarios puros en s=z j.

1 1 As+B C
= > + —
s?+1s  s°+1 s

6(s)= 2l x (s) = G(s)-X,(s) =
X;(s)
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Descomponemaos en fracciones simples y operado hallamos que A=-1, B=0y C=1.
Utilizando la tabla de transformadas, obtenemos que la salida es x,(t) = (1—cos(t))u,(t)

En el tema siguiente, se vera que se trata de un sistema criticamente estable (y que por
ello su salida oscila indefinidamente, con una frecuencia natural de 1 rad/s), ya que su
coeficiente de amortiguamiento es igual a 0.

Problema 2.12. La funcion de transferencia buscada G(s)=61(s)/T1(s) es:

]
G(S) — 91(5) — Nl
T,(s) Js*+Ds+K

Diagramas de bloques: Simplificacion mediante algebra de bloques

Problema 2.13. Para el motor de corriente continua controlado por campo y su diagrama de
bloques de control en lazo abierto, tenemos:

. _ _0(s) _ Ky — Ky
ST, 0=y () TSR+ Ls)(3s+b) LIS+ (Rid + Lb)s" + Rybs
o(s) 2

b) Asumiendo que J=R¢=Ls=1, Km= 2, b=3, se tiene que G(s) =

Vi(s) s(s+1)(s+3)’
La transformada de Laplace de la entrada impulso unitario es igual a uno, por tanto,
descomponiendo en fracciones simples y calculando la transformada inversa de Laplace

de la salida obtenemos que: 6(t) = % -e'+ %e“’“ :

Problema 2.14. Aplicando las reglas del algebra de bloques al sistema de la figura, la funcién de
transferencia del sistema completo reducido es:
A

G(s) =
() s+ ABs+ AC

Problema 2.15. Aplicando las reglas del algebra de bloques al sistema de la figura, la funcién de
transferencia del sistema completo reducido es:

S
s +2s+(1-A)

G(s)=

Problema 2.16. La reduccion del diagrama de bloques de la figura puede llevarse a cabo siguiendo
diferentes pasos. La solucién se corresponde con el siguiente blogue Unico:
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53(3) + I[H-?’l {F)G: (s)
G, (5)G,(s)
G;(s)+ Gi(5)G, (s)

T{s)=

1+[G,(5)+ G,()G, {s)]{m

_ G,(5) +G,(5)G, (5)
14 H[G,(5) + G, ()G, (5)]+ G, (5)G, (5)

Problema 2.17. La funcion de transferencia que relaciona la variable de salida F+(s) con la entrada
R(s) es:

F(s) _ GG,
R(s) 1+GG,H,+GG,H,

Problema 2.18. Reduciendo mediante el algebra de bloques, la funcidn de transferencia
Grc(s) = Y(s)/R(s) del sistema de direccién completo es:

KG1(s)G2(s)/s
1+ G1(s5)Ga(s) [(Ha(s) + Hi(s)] + G1(s)Hs(s) + KG1(s)Ga(s)/s

Problema 2.19. Al igual que ocurre en la figura del enunciado de este ejercicio, la siguiente
solucion (funcidn de trasferencia del sistema completo) omite las dependencias con “s” de todos
los bloques individuales, resultando:

_ ABC + A(1-CD) - AE(1-CD)

G
Le 1-CD+FC
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Problema 2.4b. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada
impulso unitario del sistema representado por la funcion de transferencia G,(s).

Resolucion de problemas

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace y funcion de transferencia

« Al tener X,(s)=1 (impulso unitario), la respuesta 5(s+2)
impulsional coincide con la funcion de transferencia: Y2(s)=G2(s)= (
S\ S

2—I—65—|—9)
* Los polos de la funcion de transferencia son s=0 (simple) y s=-3 (doble), siendo:
55+10 A B C  A(s+3)%+B(s+3)+C

Yn(s)= = — 4+ + —
2(s) s(sz+6s+9) s st3 (s43)2 s(s+3)2

 De laigualdad de los numeradores, se 10 10 5
tiene que: A=10/9, B=-10/9 y C=5/3, Yo (s)= /9 /9 n /3
)= _
2 S s+3 (s+3)2

* Antitransformando al dominio del tiempo (tablas n°® 2, 6y 7):

Y2(t) —[ 1 YZ(S) lO/ 10/96_3t+5/3te_3t

Fundamentos de Automatica
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Problema 2.4d. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada
impulso unitario del sistema representado por la funcion de transferencia G,(s).

Resolucion de problemas

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace y funcion de transferencia

« Yaque la entrada en el dominio de s es Y, (s) = Ga(s) = s—11
X,(s)=1 (impulso unitario), se tiene que: 4\ = alS) = 2+ 6s+34

* Las raices del denominador son complejas simples. Por tanto:
s—11 S 11
2+6s+34  (s+3)2+52  (s+3)2+52

 En efecto, la respuesta sera una suma de funciones que contienen
exponenciales multiplicadas por senos y/o cosenos (tablas n® 20 y 21):

(s+3)-3 11 o (s+3) 141 5
(s+3)2+52  (s+3)2+52  (s+3)2+52  5(s+3)2+52
« Antitransformando al dominio del tiempo:

ya(t) = £ [Y.(5)] = e_3tcos(5t)— 14/5 sen(5t)

Fundamentos de Automatica

Yq (s) =

Yq (s) =
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Problema 2.4e. Encuentra la respuesta en el dominio del tiempo a una entrada
impulso unitario del sistema representado por la funcion de transferencia Gg(s).

5(s+2)
s(sz+6s+34)

e Tenemos un caso mixto: polos simples y complejos conjugados.
Descomponemos en fracciones simples:

5(s+2) A Bs+C A(32+6s+34)+(Bs+C)s
= —+ =
s(s2+65+34) s (s+3)2+52 s(s2+6s+34)

Resolucion de problemas

Fundamentos matematicos: Ecuaciones diferenciales,
transformada de Laplace y funcion de transferencia

* Alser una entrada en impulso unitario: Yg(s)=Gg(s)=

Y5(s)=

« Comparando término a término, se obtienen los coeficientes:
A+B=0 O0A+C=5 34A=10 A=5/17 B=-5/17 (C=55/17
5/17 —=5/17s+55/17 5/17 5 s+3 55 5\1 5
V()= + - 0 (Bl
17 717/5 (s+3)2+52

= — +
S (5+3)2+52 s 17 (s+3)2+52
« Antitransformando: 5 (t)ZS/l7—5/17e_3tcos(5t)+14/17e_3tsen(5t)

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas eléctricos
1 (s)

Problema 2.5. Considera un circuito eléctrico
con una fuente de tension v, y dos elementos
tal y como se muestra en la figura. Estos dos Z(s)
elementos pueden ser una resistencia R, un +
condensador C o una bobina L. Calcula la
funcion de transferencia G(s)=V(s)/V.(s) para Ve () Z2(s) Vs (8)
las seis combinaciones en serie posibles, es
decir, paralos circuitos RC, CR, RL, LR, CL Yy
LC en serie.

Ve (S)

Z1(s)+Z»(s
« Obtencion de la formula de Zl ES 2(5)
la tension de salida V(s) V() =1(5)7ZA(s) = V. (s 2
(iDivisor de tension!): s()=1)Z2(5) el )Z1(s)+22(s)
« Reordeno y obtengo la Vs(s)  Zp(s)
funcion de transferencia: Vels) Z1(8)+Zo(s)

e Célculo de la corriente I(s) que circula por el circuito: 1(s) =

Fundamentos de Automatica
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a) Z,(s)=Ry Z,(s)=1/sC:

b) Z,(s)=1/sCy Z,(s)=R:

c) Z,(s)=R Yy Z,(s)=sL:

d) Z,(s)=sLy Z,(s)=R:

e) Z,(s)=1/sCy Z,(s)=sL:

f) Z,(s)=sLy Z,(s)=1/sC:

. . . Modelado de sistemas eléctricos

Resolucion de problemas

VS(S): l/sC _ 1

Ve(s) R+ 1/5(: RCs+1
Vs(s) R RCs
Ve(s):1/SC+R:RCs+1

Vs(s) sk
Ve(s) sL+R
Vs (s) _ R
Ve(s) ~ sL+R

VS(S) _ 1 SC _ 1
Ve(s) 1/SC +sl. SZLC-l—l

Vs(s)_ sL. 21.C
Ve(s) sL+1/SC $21.C+1

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas eléctricos

Problema 2.7. Calcula la expresion de la salida v(t) en funcion del tiempo para el
circuito CRL en serie de la figura, ante una entrada v,(t) = u,(t) (escalén unitario) con
R=2Q,L=1 Hy C=1/5 F. Considera todas las condiciones iniciales iguales a cero.

Se transforma el circuito propuesto en el dominio del tiempo, a su equivalente en s:

2
@ R 1{SIC VO (S) :Vl(s) 1 oL :1 > RS 1 — 5 Rs 1
— s — — — —
| SC—I—SL-i-R S +Ls+LC S +Ls—|—LC
Sustituyendo por los valores dados, resulta:
1/s sL 9 V, (S) o S
_ V (S): —
N 240545 (s+1)2+22
S s+1 1 2

Se tienen raices complejas Vo(s)= (s+l)2+22 - (S+1)2+22 9 (s+l)2+22
conjugadas. Por tanto:

_ _ 1
Antitransformando, la respuesta es:  vo(t)=L 1 [Vo(s)]=e t[cos(Zt)—Esen(Zt)]

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas mecanicos de traslacion

Problema 2.9. El sistema mecanico de la figura
consta de una masa m y de un amortiguador de
coeficiente de friccion b. r
a) Extrae la funcion de transferencia G(s)=X(s)/F(s)
del sistema mecanico.

b) Calcula la expresidon de la salida x(t) en funcién
del tiempo ante una fuerza de entrada f(t), impulso
unitario, para cualquier valor de my b. Considera
todas las condiciones iniciales iguales a cero.

c) Repite el apartado anterior para una fuerza de
entrada f(t), escaldon unitario. Interpreta el
resultado obtenido.

NNANANNNNNNNN

— d*x(1) dx(r)
a) Inicialmente, planteo la segunda ley de Newton: m 2 =f(t)—b =
t

msZX(s) =F(s)—bsX(s) —
X(s) 1 |

F(s) ms2+bs s(ms+b)

Fundamentos de Automatica

Se aplica la transformada de Laplace y se
obtiene la funcion de transferencia;
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas mecanicos de traslacion

b) Al ser f(t)=5(t), se tiene que F(s)=1. Por tanto: X(s)=
ms2+bs

Antitransformando al dominio del tiempo, tras aplicar la descomposicion en
fracciones simples, resulta:

ly A B
X(t)zz:—l[x(s)]zz;—1[ . ]:/;—1 m |12, 2]
ms<+bs 242 s 42
- m A m

1 1
_ o1 /o _ /b 1(1_e—bt/m)
S s+— b
m-

c) De igual manera, si f(t)=u(t), se tiene que F(s)=1/s. Otra forma: Integrando
el resultado de b) —sistema lineal—, se tiene:

t
1 m t
_ | Z.—bt/m; . _ o~ bt/m|" =
x(t)= j dtj e dt= b b2[ ]o

=lt+— —bt/m_ ™ _ 1{t+m —bt/m_f}
b B2 b2 bl b b

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de blogues

S [ Problema 2.15. Calculala funcién de

transferencia G, ~(s)=Y(s)/R(S)
utilizando el algebra de bloques:

+ +
R(s) > >Y(s) : .,
+ La bifurcacion central
inferior “molesta”.
s Saltamos el bloque 1/s a
- .
A < s |[¢— la derecha: jCuidado,
esta en feedback!
Ya tenemos todo el diagrama de + V- +
bloques “liberado”. 1 con sy 1 con R —* > >Y(s)

1/s en feedback. Ambos
resultados en serie y, finalmente,
en feedback con A/s, resultando: 1/s |le—

S
s°+2s+(1-A)

R(s) —» — Y(5)

Als [«

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

Diagramas de bloques:
. . . Simgplificacic')n megiante el Pmb.l?ma 2.16. CaICUIa. a
, funcion de transferencia
algebra de bloques G, (s)=Y(s)/R(s) utilizando el
algebra de bloques.

El diagrama de bloques a
simplificar es: > G3(S)

R(s) A:Q__’ G1(5) 4:(‘) o G(s) O C(s)

Gy(s) [

H(s) |«

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

Diagramas de bloques:

. . . Simplificacion mediante el

algebra de blogues

G, (s) Ya que no se pueden realizar
> G (s) asociaciones de bloques directas,
2 elimino el elemento “mas molesto”,

unificando puntos de suma:

+ v+
RE) ——O—— 6.9 ——O) o G:(s) . C(s)

Gy(s) [

H(s) |«

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

Diagramas de bloques:

. . . Simplificacion mediante el

algebra de blogues

Aplico la asociacion en paralelo y el feedback anidado:

G,(s
R(e) "l6.(5) G ()6, > ¢

H(s) [«

Finalmente, opero la asociacion en cascada y
realimentacion final, obteniendo:

G,(s)+G,(s)G,(s)
1+G,(5)G,(s)+H (s)[ G, (5)+G,(s)G,(s) ]

R(s) — > C(s)

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de blogues

Problema 2.17. El sistema de frenado de un automovil de dos ejes se puede
modelar mediante el siguiente sistema de control de una entrada y dos variables
de salida (sistema SIMO, single input multiple output). Calcula la funciéon de
transferencia que relaciona la variable de salida F(s) con la entrada R(s):

Hz(S) <

En primer lugatr,
redibujamos el L y- u(s)
diagrama de bloques, R(s) > Gi(S) Gy(s) > Fe(s)
de tal forma que la - |
entrada quede a la
izquierda y la salida a G3(S)
la derecha:

Ho(S) je——

v
Fr(S)

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de blogues

Hz(S) <
Aislamos Fg(s) y
aplicamos la regla 4 del
algebra de bloques, 5 R(s) G1(5) ol G,(s) > Fx(s)
saltando una bifurcacion

de izquierda a derecha de
un bloque, resultando:

Hz(S) D EE— Gg(S)/Gz(S) <

R(s) ) G1(5) > GaS) > Fe(s) Se suman “en paralelo”

las dos ramas que van

en direccion de
{1+ G3(S)}H (5)|< retroalimentacion:
G,(s) | °
Fr(s) G1(s)G2(s)

Con la regla 6, finalmente, se obtiene:

R(s) 1+G1()H()[Gp(s)+G3(s)]

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de blogues

Problema 2.19. Calcula la funcion de
transferencia G _-(s)=Y(s)/X(s)
utilizando el algebra de bloques.

Se tiene el siguiente
diagrama de bloques: D [

X(s) —» A >84>-6>+—>C

> Y(s)

E

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de blogues

F [
El primer paso; aplicar
asociaciones directas:
X(s) A » B _ > ¢
—_—
> + 1-CD
+
1-E > Y(s)
+
A continuacion, se desplaza del punto CF
de suma central hacia la derecha; 1o —
C i
X(s) —»| A » B > > Y(s)
1-CD +%+

» 1-E

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Diagramas de bloques: Simplificacion
mediante el algebra de blogues

Se suma las dos ramas que se encuentran en paralelo
(izquierda) y se realiza el feedback (derecha):

" R [ BC+(1-Co)-E(1-CD) [ 1o .
> 1-CD 1-CD+FC (s)

Finalmente, se obtiene la funcion de transferencia en
\azo cerrado del diagrama de bloques propuesto:

ABC+A(1-CD)-AE(1-CD
X(s) > (-CD)}AE(L-CD) | | v )
1-CD+FC

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Modelado de sistemas mecanicos rotacionales

Problema A.1. Dado el siguiente sistema mecanico de rotacion que consta de un
cilindro con un momento de inercia J, un muelle de torsiéon Ky un amortiguador
de torsion con coeficiente de friccion viscosa D, se aplica un par T(t) y se mueve
un angulo 0(t). Obtenga la funcidén de transferencia G(s)=0(s)/T(s).

() (1)

S AN

« Se planteay reordena la ecuacion diferencial del sistema:

9 2
a26(0) do()  d%e(d) _ do(o) _
7 TR "D —3= =) — 5= +D — = +KOO=T()
1
e Aplicacion de la transformada 0(s) T

de Laplace y obtencion de la  6(s) []52+Ds+K]:T(s) 5 =
ic ia: T(s) 2,D K
funcion de transferencia; s<+ ] s+ ]

Fundamentos de Automatica
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EJERCICIOS TEMA 3

Respuesta temporal de sistemas de primer orden

©2023 Autores Susana Borromeo Lépez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados
Este documento se distribuye bajo la licencia “Atribucién-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
disponible en https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

Problema 3.1. Demuestra si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas:

a) La respuesta de un sistema una entrada rampa se obtiene integrando la respuesta a la entra-
da escaldén en el dominio del tiempo.

b) La respuesta de un sistema a una entrada impulso se obtiene derivando la respuesta a la en-
trada escalon en el dominio del tiempo.

Problema 3.2. Dado el circuito de la figura, con R=1 kQ y C=20 uF:
R.
AYAVAY °

Ve@ C =

=

Vs

A

a) Calcula la funcion de transferencia G(s)=Vs/Ve. ¢De qué orden es el sistema?

b) Determina sus polos y la ganancia estatica. ¢ Es un sistema estable o inestable? ¢Por qué?

c) Para una tension de entrada ve(t) de 1 V en t=0 (escaldn unitario), halla la constante de
tiempo T, el tiempo de subida tr y el tiempo de asentamiento ts.

d) Extrae la expresion de la tension de salida vs(t) en el dominio del tiempo.

e) Si latension de entrada ve(t) es de 10 V en t=0 (escalon de amplitud A=10), indica si hay
algin cambio en la constante de tiempo T, el tiempo de subida t; o el tiempo de asenta-
miento ts.

f) Siahora R=10 kQ y C=5 mF, recalcula la constante de tiempo T, el tiempo de subida tr y
el tiempo de asentamiento ts para la entrada ve(t) de 1 V en t=0. Comparalos con los ob-
tenidos en c) y justifica las diferencias.

Problema 3.3. La respuesta de un sistema a una entrada escaldn unitario r(t)=uo(t) en el dominio
del tiempo es y(t)=t>-uo(t), como se muestra en la figura. Calcula la funcion de transferencia G(s)
de dicho sistema y sus polos. ¢Es un sistema estable o inestable?

1/8
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Respuesta temporal de sistemas de segundo orden

Problema 3.4. Halla los polos de las siguientes funciones de transferencia de sistemas de segundo
orden e indica cuales son estables. Para ellos, encuentra su ganancia estatica, frecuencia natural,
coeficiente de amortiguamiento y, en los casos que corresponda, el factor de decrecimiento y la
frecuencia amortiguada. Di qué tipo de respuesta a una entrada escalon tendra cada uno de ellos:

100
a)G(s)=. ~——
) Gi() s? +12s + 400
3600
b) G,(s)= .
) G.(9) s +90s + 900
75
¢)G.(s)=—. -~
) G,(5) s? +30s+ 225

d) G4 (S) =
e) Gs (S) =

f) Ge (S) =

625
s? +625
128

s> —16s+ 64
25

s? - 25

Problema 3.5. Dado el circuito de la figura, con R=1,5 kQ, L=100 H y C=100 pF:

vy (7 N ¢

AN

I| .
1) - =4 T

'I'r ‘-"]

a) Calcula la funcion de transferencia G(s)=Vc(s)/V(s). ¢De que orden es el sistema?

b) Determina sus polos y la ganancia estatica. ¢ Es un sistema estable o inestable? ¢Por qué?

c) ¢Qué tipo de respuesta tendrd ante una tension de entrada ve(t) de 1 V en t=0 (escalon
unitario)? Halla la frecuencia natural y el coeficiente de amortiguamiento.

d) Calcula el tiempo de subida tr, tiempo de asentamiento ts y, si procede, el tiempo de pico,
el valor de pico y la sobreelongacion o sobreoscilacion (%0S, en %).

Puedes usar las expresiones siguientes:
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Porcentaje de sobreoscilacion: M, = ¢""® 100

l i . 1 Mp )
Valor de l)lC " o= ), ’
! ¢ ¢ ")f’ }0( ][)[)

Tiempo de pico: ¢t = —
)

Tiempo de subida: ¢, =

Tiempo de establecimiento: £, =

al|>

Problema 3.6. Disefiar un sistema de segundo orden, es decir, obtener su funcion de transferencia
para que cumpla con las siguientes especificaciones:

a) Ganancia estéatica igual a 2.
b) Frecuencia natural de 5 rad/s.
c) Coeficiente de amortiguamiento igual a 0.1.

Problema 3.7. Disefiar un circuito RLC serie usando una resistencia de 10 Q que cumpla con las
siguientes especificaciones:

a) Sobreelongacién del 25%.
b) Tiempo de asentamiento de 3,89 segundos.

Problema 3.8. ¢Es posible disefiar un circuito eléctrico RLC que cumpla con las mismas especifi-
caciones que el problema anterior, y que ademas tenga un valor final en régimen permanente igual
a 3V cuando se somete a una entrada escalon de 1 V?

Problema 3.9. Dado el sistema de la figura, en el que la entrada r(t) es un escal6on unitario, deter-
minar el valor de K1 y K> para que el sistema tenga un coeficiente de amortiguamiento de 0,5 y un
tiempo de asentamiento de 1 s.

r(t) k y(®)

2
21§ s+4

| =

12
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Problema 3.10. Determina el valor de las constantes A, B y C del sistema de la figura para que la
respuesta y(t) a una entrada r(t) -escaldn unitario- sea criticamente amortiguada, se estabilice en
régimen permanente en un valor igual a 1/2 y tenga un tiempo de establecimiento de 0,4 segundos.

Departamento de Tecnologia Electronica

R(s) Y(s)

v | >

&

Problema 3.11. Disefia el sistema de control de la figura, determinando el valor de las constantes
A, By C, para que su respuesta y(t) a una entrada r(t) -escalon unitario- sea la que aparece en la
figura de la derecha.

y(t) 16,3 %
® f
0.25 /k\"--_-—*""'—""‘;
R(s) -+ Yis)
A » 1/s » 1/s >
+ -
¢ 45,34 ms t

Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 3.12. Determina si los sistemas dados por las siguientes funciones de transferencia son
estables utilizando el criterio de Routh-Hurwitz. En caso de ser inestables, indica cuantos polos

tienen en el semiplano complejo positivo:

1 8
a') Gl (S)_ s4+3s34+3524+25+1 d) 64(5)_ 253+52-35+10
5 1
b) G»(s)= 5342524542 €) Gs(s)= s5+25%+2534+452+115+10
1 1
€) G5(s)= §5+25%+2453+4852+255+50 f) Go(s)= s5+5%+45342452435+63

Problema 3.13. Utiliza el criterio de Routh-Hurwitz para hallar la relacion necesaria entre los coe-
ficientes de un sistema geneérico de tercer orden y sin ceros para que dicho sistema sea estable.
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Problema 3.14. Utiliza el criterio de Routh-Hurwitz para hallar el rango de ganancia K (K>0) para
el que el sistema representado por la siguiente funcidn de transferencia es estable, marginalmente
estable e inestable.

100
s3 + 30524+200s+Ks+40K

Problema 3.15. ¢Para qué rango de valores de K se puede asegurar que los sistemas dados por los
siguientes diagramas de blogues son estables?

G(s)=

8  R(s) 4+ Y(s)
K > 1/s 1/(s+1) > 1/(s+2) >

A

b)

R(s) Os)

K
s(s2+5+ D (s+2)

v

v

1/(s+1)

A

1/(s+2) > 1/(s+3)

K » 1/s

Problema 3.16. Estudia la estabilidad del sistema de la figura en funcion de los valores de la cons-
tante A.

— S
\ A ‘_
f(:.x-;—b(\) :/H\ » V(5)

r + —

—

|
A |« ; <
- .

Problema 3.17. Dado el sistema de la figura:
a) Indica si es un sistema estable o inestable y por qué.
b) Calcula y(t) para una entrada impulso unitario. ¢ Cuanto vale y(t) en régimen estacionario?
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s
R(s) + 1
S

Precision y error en régimen estacionario

Problema 3.18. Cuando el sistema de la figura izquierda esta sujeto a una entrada escalén unitario,
su salida c(t) es la que se aprecia en la figura derecha.

a) Determina los valores de las constantes Ky T.

b) Calcula el error estacionario del sistema ante la entrada escalén unitario.

c) Calcula el error estacionario del sistema ante una entrada rampa unitaria.

k) |k )
. @ S| s(Ts+ 1) -

| |

0 3 t
(a) (b)

Problema 3.19. Dados el sistema en lazo cerrado con realimentacion unitaria cuya funcion en lazo
abierto G(s) es la que se indica en cada apartado, determina el tipo de sistema y los errores estacio-
narios a las siguientes entradas unitarias: 1) escalon; 2) rampa; y 3) parabola.

U(s) G(s) | Y()

>

K
5(1+40.15)(140.55)

2) G(s)=—2 c) G(s)=

(140.15)(1+2s)
K (14+2s)(1+4s)

b) G(S)=; d) G(s)= s2(s2+25+10)

s(s2+4s+200)

Problema 3.20. Calcula el error verdadero en estado estacionario del sistema de control con reali-
mentacion no unitaria de la figura, frente a una entrada escalon, rampa y parabola.
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R(s) + E,(s) 100 Cls)
s(s + 10) o

1
(s+5)

Problema 3.21. Calcula el error verdadero en estado estacionario del sistema de control con reali-
mentacion no unitaria de la figura, frente a una entrada escalon. ¢Hay algun valor de K para el que
dicho error sea nulo?

=+ . K
Ris) s G+ P ¥(s)
2
(s +4) *
Problema 3.22. Para el sistema de control de
la figura, con una ganancia K en la reali-

mentacion:
a) Estudia la estabilidad del sistema en funcion de los valores de la ganancia K de la realimenta-
cion.
b) Calcula el error verdadero en estado estacionario del sistema frente a una entrada escaldn.
¢Hay algun valor de K para el que dicho error sea nulo?

R(s) + 100 Cls)
s(s + 10) -

K
(s+5)

Problema 3.23. Dado el sistema de control de la figura, calcula el valor de K para que el error de
velocidad del mismo sea a) del 30% y b) del 10%. ¢Es el sistema de control estable para los valo-
res de K obtenidos?

R(s) + 1 Y(s) ,
KT s6+G6+3)

Problema 3.24. Encuentra la componente del error de posicion de los sistemas siguientes debida a
una perturbacion D(s) de tipo escaldn unitario.
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a)
Gi(s) D(s) Go(s)
Controller Plant
+
R(s) + E(s) 1000 + 1 C(SJ=
- s(s + 23)
b)
D(s)
R(s) E(s) * C(s)
> : 1000 : s+2 u -
< s+4
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 3

Respuesta temporal de sistemas de primer orden
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Algunos derechos reservados
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Problema 3.1. Ambas afirmaciones son ciertas. Para demostrarlo hay que hacer uso de las propie-
dades de integracion y derivacion de la transformada de Laplace. Tomando todas las condiciones
iniciales iguales a cero, se debe usar en cada caso que:

a) L[ [ f@df} _ Fis)

b) L[@} = 5" F(s)

d
Problema 3.2.
a) G(s)= Vs(s) = L = ! = , por lo que es un sistema de primer orden.
V.(s) 1+RCs 1+is 1+0,02s
50

b) La ganancia estatica es k=1. Tiene un Unico polo en s1=-50, luego es un sistema estable.

c) La constante de tiempo es T=1/50=0,02 s=20 ms. El tiempo de subida (tiempo que tarda
la salida en subir del 10 al 90% de su valor permanente) es t,=43,9 ms. El tiempo de
asentamiento (tiempo que tarda la salida en alcanzar el 98,2% de su valor permanente)
es de t=4T=80 ms.

—t
d) La respuesta a una entrada escalon unitario es V,(t)=1-e " =1-eT =1-e™", con

t=0.
e) Aunque ahora la entrada es un escalon no unitario V,(t) =10 V-u,(t) (es decir, un esca-
I6n con A=10), la funcion de transferencia del circuito sigue siendo la misma,

G(s) = ! = !
1+RCs 1+0,02s

tiempo de asentamiento siguen siendo los mismos.

. Por ello la constante de tiempo, el tiempo de subida y el

f) Ahora T=RC=50 s, luego la nueva funcién de transferencia es G(s) = ﬁ El tiempo
+50s

de subida pasa a ser de t=109,86 s y el tiempo de asentamiento ts==4T=200 s, mucho
mayores que en c).

Esto se justifica dado que el condensador es de mayor capacidad (tarda mas en cargarse)
y se carga a través de una resistencia mayor (la corriente es menor, luego ademas lo hace
mas lentamente). Por eso el Unico polo del sistema esta ahora mucho mas cerca del ori-
gen que antes (s1=-1/50=-0,02), es decir, se trata de un sistema mucho mas lento.

Problema 3.3. La respuesta del sistema se corresponde con una parabola, y(t)=t?-uo(t), cuya trans-
formada de Laplace es igual a Y(s) = 2/s%. Por ello la funcion de transferencia del sistema es:
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v e 2

(5)= R(s) % 52

Dicho sistema tiene un polo doble en el origen (s1=s2=0). El sistema es inestable, ya que la salida
y(t)=t? no es acotada cuando t—oo para una entrada escalon (que si es acotada). A este sistema se le
Ilama “doble integrador”, ya que esta formado por dos integradores en cascada (1/s).

Respuesta temporal de sistemas de segundo orden

Problema 3.4. Todos sistemas son de segundo orden, luego su funcién de transferencia tiene dos
polos, que son en cada caso:

a) Gu(s) tiene dos polos complejos conjugados en s=-6+19,08). Sistema estable, subamorti-
guado, con k=0,25, ®n=20 rad/s, v¢=19,08 rad/s, £=0,3, =6 s..

b) Ga(s) tiene dos polos reales y distintos en s;=-11,5 y s»=-78,5. Sistema estable, so-
breamortiguado, con k=4, on =30 rad/s, E=1,5, 6 =45 s%.

c) Ga(s) tiene dos polos reales e iguales en s=-15. Sistema estable, amortiguamiento critico,
con k=1/3, on=15 rad/s, &=1, 6=15 sL.

d) Ga(s) tiene dos polos imaginarios puros en s=+25j. Sistema criticamente estable, no
amortiguado (oscilatorio), con k=1, wn=25 rad/s, £=0, 6=0 s.

e) Gs(s) tiene dos polos reales e iguales en s=8. Sistema inestable, con k =2, § =-1. Su res-
puesta crece indefinidamente, sin presentar comportamiento oscilatorio.

f) Ge(s) tiene dos polos reales y distintos en s1=+5 y s,=-5. Sistema inestable, con k=1. Su
respuesta crece indefinidamente, sin presentar comportamiento oscilatorio.

Problema 3.5.

Do e® 1 e 10
V(s) LCs®>+RCs+1 Sz*%“%_c s? +15s5+100

tema de segundo orden.

, por lo que es un sis-

b) La ganancia estatica es k=1. Tiene dos polos complejos conjugados en s=-7,5+6,6j. Por
ello es un sistema estable (polos situados en el semiplano complejo negativo).

c) Tendra una respuesta subamortiguada, con ®n=10 rad/s, ®¢=6,6 rad/s, &=0,75,
0=7,5s1.

d) Usando las expresiones dadas, el tiempo de subida sera de tr = 366 ms. El tiempo de
asentamiento para estar dentro de la banda de 98,2% sera de ts = 4/c = 533 ms.

El tiempo de pico serd de t, = 475 ms, con un valor de pico de 1,0284 V y una sobre-
elongacion del 2,84%

Problema 3.6. Sustituyendo los datos del enunciado, directamente:
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ko? 50

S°+280, 5+, S°+5+25

G(s) =

Problema 3.7. Ya se ha visto que la funcion de transferencia del circuito RLC serie es de 2° orden,
luego podemos hacer la correspondencia:

6= KO _ He
) 2 0 R
s?+28m, S+ s +As+%_c
a) La sobreelongacion del 25% fuerza a que tan 6 = 2,266, luego el coeficiente de amorti-
guamiento del sistema debe ser de & = cosd = 0,404 .

b) El tiempo de asentamiento de ts=n/o= 3,89 s obliga a que wn Sea de 2 rad/s.
Conocidos ambos y fijada R = 10 Q (enunciado), L debe ser igual a 6,25 H y C igual a 40 mF.

Problema 3.8. Debido a que la funcidn de transferencia del circuito RLC en serie es:

6= KO _ e
s’ +2Ew, S+ sz+%s+%_c

Haciendo la correspondencia de coeficientes se observa que la ganancia estatica de este sistema
siempre sera k=1, lo que en términos eléctricos quiere decir que un circuito RLC no presenta am-
plificacion de tension. Por ello, nunca podriamos conseguir que el valor final en régimen perma-
nente fuese de 3 V ante una entrada escalon de 1 V so6lo con un circuito RLC serie.

Problema 3.9. Si se aplican las reglas del algebra de bloques para reducir el diagrama de la figura,
se obtiene una funcidn de transferencia de un sistema de segundo orden:

_ K, _ koo
s?+(4+kk,)s+12k, S°+2Em S+

G(s)

Igualando los coeficientes de ambas funciones de transferencia:

ko? =k,
28m, =4+kk,
o) =12k,

Si se usa la expresion para el tiempo de asentamiento de un sistema de segundo orden en la banda
del 98,2% (ts=4/c) y se usan los requisitos del enunciado (ts =1 s y (=0,5), operando se extrae que
on debe ser igual a 8 rad/s. Por ello k»=64/12=5,33 y k1=48/64=0,75.

Problema 3.10. Aplicando las reglas del algebra de bloques al sistema de la figura, la funcién de
transferencia del sistema completo reducido es de segundo orden e igual a:

A

G)=———
©) s’ + ABs+ AC
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El tiempo de establecimiento ts=4/c= 0,4 s permite extraer o= 10. Si la salida debe ser criticamente
amortiguada &=1, y por ello wn=10 rad/s. Para que el valor en régimen permanente sea de 1/2, K
debe ser 1/2. Con todo ello la funcion de transferencia debe ser igual a:

50

GE) =
©) s? +20s+100

Igualando los coeficientes de numerador y denominador, A=50, B=0,4 y C=2.

Problema 3.11. En un ejercicio del tema anterior se dedujo la funcién de transferencia en lazo
cerrado del sistema completo reducido, que es de segundo orden e igual a la del ejercicio anterior:

A
s’ + ABs+ AC

Analizando la respuesta temporal de la figura podemos extraer la siguiente informacion:

G(s) =

e La sobreeelongacion M, es del 16,2%, de lo que se puede extraer que el coeficiente de
amortiguamento es de £&=1/2.

e El tiempo de pico t, es de 0,04534 s, por lo que la frecuencia ©vq¢=69,28 rad/s, y por ello
®n=80 rad/s.

e El valor final de la respuesta en estado estacionario ante la entrada escaldn unitario no es de
1 sino de 0,25, de lo que se puede deducir que la constante K es de 0.25.

Con los valores anteriores, la funcion de transferencia del sistema es:
1600
G(s)=—
s“ +80s + 6400
Igualando los coeficientes de numerador y denominador, A=1600, B=0,05 y C=4.

Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 3.12. Construyendo la tabla de Routh y utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:

a) Sistema estable.

b) Sistema criticamente estable (oscilante, raices imaginarias puras).

c) Sistema criticamente estable (oscilante, raices imaginarias puras).

d) EI denominador tiene un coeficiente negativo, sistema inestable. Tiene dos raices en
el semiplano complejo positivo.

e) Sistema inestable. Tiene dos raices en el semiplano complejo positivo.

f) Sistema inestable. Ademas de dos raices imaginarias puras, tiene dos raices en el se-
miplano complejo positivo.

Problema 3.13.
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Se va a aplicar el criterio de estabilidad de Routh al siguiente polinomio de tercer orden:
3
aps + alsz—i-azs—l-a;:O

donde todos los coeficientes son nimeros positivos. El array de coeficientes se con-
vierte en

s EN a
a a
1y T apds
ai
s as

La condicion de que todas las raices tengan partes reales negativas se obtiene mediante

a|dy > dpay

Problema 3.14. Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema de control es estable si
0<K<600. Es marginalmente estable (oscilante) para K=600 e inestable para K<0 o K>600.

Problema 3.15. Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:

a) El sistema de control es estable si 0<K<6.
b) El sistema de control es estable si 0<K<14/9.
c) El sistema de control es estable si 0<K<10.

Problema 3.16. En un ejercicio del tema anterior se dedujo que la funcion de transferencia del
sistema completo reducido es:

S
G(s) =
©) s +2s+(1-A)
Utilizando el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema de control es:

a) Estable si A<1.
b) Marginalmente estable si A=1.
c) Inestable si A>1.

Problema 3.17. Al reducir el diagrama de bloques de la figura, la funcion de transferencia del sis-
tema completo es:
30(s+1)

G(s) =
(s+2)(s+3)(s+5)

a) El sistema es estable ya que todos sus polos estan en semiplano complejo negativo.

b) La salida y(t) para una entrada impulso unitario d(t) es:
y(t) =-10e ™ +30e* —20e™.
En régimen estacionario y(e)=0.
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Precision y error en régimen estacionario

Problema 3.18. La salida del sistema este de tipo subamortiguado, con una sobreelongacion ma-
xima de 0,254 (o, lo que es lo mismo, del 25,4%) y un tiempo de pico de t, = 3 s. De ellos se dedu-
ce que el coeficiente de amortiguamiento del sistema en lazo cerrado es de 0,4 y que la frecuencia
natural es de 1,14 rad/s.
a) K=1,43y T=1,09.
b) El sistema es de Tipo 1, por lo que el error estacionario ante una entrada escalon es
nulo.
c) La constante estatica de velocidad es kv=K=1,41, luego el error permanente ante una
entrada rampa es ess (rampa)=0,704.

Problema 3.19. El tipo y los errores en estado estacionario son:
a) Tipo 0. ess (escalon)=0,0196; ess (rampa)=o0; ess (parabola)=co.
b) Tipo 1. ess (escalén)=0; ess (rampa)=100; ess (parabola)=co.
c) Tipo 1. ess (escaldén)=0; ess (rampa)=1/K; ess (parabola)=co.
d) Tipo 2. ess (escalén)=0; ess (rampa)=0; ess (parabola)=10/K.

Problema 3.20. Las constantes de error y el error verdadero del sistema con realimentacion no
unitaria son:

a) Kp=-5/4, luego ess (escalon)=-4; El valor negativo implica que el valor final en esta-

do estacionario es mayor que la unidad.

b) Kp=0, luego ess (rampa)=co.

c) De la misma manera, Ka=0, luego ess (parabola)=co.
El sistema es de Tipo 0 (en contra de lo que pudiera parecer), debido a la realimentacion no unita-
ria.

Problema 3.21. El error verdadero del sistema con realimentacién no unitaria ante una entrada
escalén unitario es:

] _8-2K
% 8+2K

Por ello, si K=4 el error frente a una entrada escalén unitario sera nulo.

Problema 3.22.
a) La funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado es la siguiente:
100(s +5)
s® +15s° +50s +100K
Aplicando el criterio de Routh-Hurwitz, el sistema es estable si 0<K<7,5.

G(s) =

b) El error verdadero de posicion (es decir, frente a una entrada escal6n) viene dado por
la siguiente expresion ess=(K-5)/K. Por ello, para que el error sea nulo, el valor de K
debe ser igual a 5. Ademas, para ese valor sabemos que el sistema es estable.
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Problema 3.23. Los valores de K que permiten cumplir la especificacion del error de velocidad
son los siguientes:

c) Para conseguir un ess (rampa)=0,3 (30%) es necesario que K sea igual a 20

d) Para conseguir un ess (rampa)=0,1 (10%) es necesario que K sea igual a 60
Si estudiamos la estabilidad del sistema en lazo cerrado mediante el criterio de Routh-Hurwitz,
comprobamos que el sistema con K=20 es estable, pero con K=60 seria inestable. Por ello, no exis-
te ningun valor de K para este sistema que permita estabilidad y error de velocidad del 10%.

Problema 3.24. El error de posicion de los sistemas debido a la perturbacion D(s) de tipo escalon
unitario viene dado por:

a)
e (OC) o e o 1 - _—1_ T ___1_.__.
b A ' ~ 041000 1000

2B G T 1Y)

b)
ep(o0) = —9.98 x 1074
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Resolucion de problemas

. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 3.14. Utiliza el criterio de Routh-Hurwitz para hallar el rango de
ganancia K (K>0) para el que el sistema representado por la siguiente funcién de
transferencia es estable, marginalmente estable e inestable.

100

G(s)= s3 + 305%24+200s+Ks+40K

s° 1 200+K > Sistema estable (todos los polos con parte
real negativa): 0<K<600

2 30 A0K » Sistema marginalmente estable (polos
complejos conjugados): K=600

6000+ 30K —40K _6000-10K > Sistema inestable:
30 30 e K<0 (un cambio de signo).

0 « K>600 (dos cambios de signo en la
S 40K primera columna de la tabla).
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. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 3.16. Estudia la

estabilidad del sistema en funcidn
de los valores de la constante A.

R(s)

R(S)

Resolucion de problemas

S |e—
+ -
> >Y(s)
A |« 1/s [«
>Y(s)

Als

1/s

Extraemos la funcion de
transferencia Y(s)/R(s) en lazo
cerrado. Para ello, debemos hacer
“saltar” la bifurcacion al bloque 1/s.
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. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Resolucion de problemas

Operando los tres feedbacks y las posteriores funciones de transferencia resultantes en

serie, se obtiene:

R(S) —»

S

s +2s+(1-A)

—> Y(s)

Si nos fijamos en el denominador de la funcion de transferencia, se concluye que:

» Sistema estable (todos los polos con parte real negativa): A<1

» Sistema marginalmente estable (polos complejos conjugados): A=1

» Sistema inestable (algun polo con parte real positiva): A>1

En este caso, no es necesario construir la tabla de Routh-Hurwitz ya que se trata de un
polinomio de segundo grado. La exploracion del “signo de los polos” de la funcién de
transferencia se puede llevar a cabo fijandonos en el signo de los coeficientes.

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

Problema 3.17. Dado el sistema de la figura:

a) Indica si es un sistema estable o inestable y por qué.

b) Calcula y(t) para una entrada impulso unitario. ¢ Cuanto vale y(t) en régimen
estacionario?

\4
(6]

R(s)

1/s

A 4
ol

1/s

v

A 4
»

1/s > Y(s)

a) La clave para resolver este ejercicio se encuentra en “deshacer” el feedback y el
paralelo anidados al principio del diagrama de bloques. Para ello, se propone que la
bifurcacion “salte” el bloque 1/s; resultando:

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz

» 5s

A 4
»

A 4
ol

1/s

+
R(s) 1/s

1/s > Y(s)

5 |« 2 | 3 |
De esta forma, se cuenta con asociaciones de 30 i
resolucion directa: 3 feedbacks y 1 paralelo. EI' R(g) > (s+1) > Y(s)
resultado de cada uno de ellos, se asociara en (s+2)(s+3)(s+5)

cascada, resultando:

b) La respuesta impulsional se corresponde con la antitransformada de la funcion de
transferencia calculada en a). Por “inspeccion”, sabemos que se tratara de la
combinacion lineal de tres funciones exponenciales con argumentos -2t, -3t y -5t.
Todas ellas, se extinguiran dando lugar a un valor nulo en régimen permanente.

El resultado es: y(t):_106_2t+306_3t_206_5t, y(00)=0

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en régimen estacionario

Problema 3.18. Cuando el sistema de la figura izquierda esta sujeto a una entrada
escalon unitario, su salida c(t) es la que se aprecia en la figura derecha.

a) Determina los valores de las constantes Ky T.

b) Calcula el error estacionario del sistema ante la entrada escalon unitario.

c) Calcula el error estacionario del sistema ante una entrada rampa unitaria.

e A
}
1 ﬁzsx\—;’(—\_
R(s) @ C(s)
- .s(ni 1) -
‘ 0 3 -
K
y | C(s) T
a) La funcion de transferencia en lazo cerrado es: R = i T
T ) s2+ T s+ T
« Valor de pico: tp=—=3 s—>0q=1,05rad/s

“d
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en régimen estacionario

TTcw
* Sobreoscilacion: My =exp [— ] — 0,254=exp [— 1201131] — Ewn=0,46 rad/s
wd >

Ewn=0,46 rad/s — wn=

¢ * Resultando:

0,46 , £=0,4 v wn=1,14 rad/s
wJ= Wn 1—22—>1,05: : 1—%2 Y oo

1 K
Finalmente, se compara: 82+22wns+wr21 y s+ T s+ T — T=1,09 y K=1,43

2. 1 c) Analogamente a b):
b) La funcion de transferencia E(S)_ ° +TS

del error de control es: R(s) 24 1 K esg = Sli_r)no sE(s) =

TSTT

e Segun el teorema del valor final: . 1 82+0,928 B
lim 555 =0,70
1 $240,92s s—0 §2 §2+40,925+1,31
eQe= lim sE(s) = lim s— =0 M 1 -
SS s—>0 () s—0 SSZ+O,92S+1,31 kV: — =1,41 Slgtema
egs 0,70 Tipo |
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en régimen estacionario

Problema 3.19a y 3.19b. Dados el sistema en lazo cerrado con realimentacion
unitaria cuya funcién en lazo abierto G(s) es la que se indica en cada apartado,
determina el tipo de sistema y los errores estacionarios a las siguientes entradas
unitarias: 1) escalon; 2) rampa; y 3) parabola.

El error de control se calcula Ccomo:

E(s)=R(s)

U(s)

G(s) | Y(s) .

1+ G()
Y su valor en régimen permanente aplicando el
teorema del valor final.
1 (140,1s)(1+2s) 1 Sistema Tipo 0
a) egg= lim sE(s) = lim s— e.. para rampay
s—0 s—0 s (140, 13)(1+23)+50 51 parabola seria infinito
1 _ egg = hrn sE(s) =
p) ~ °ss= limy, sE(s) 5 —0 Sistema Tipo 1
g o1 SCTH20) gy S SRy e
m S—
s—0 s 5(s2+45+200)+2 =0 5% 5(s7445+200) +2 infinito
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en régimen estacionario

Problema 3.21. Calcula el error verdadero N t K | v
en estado estacionario del sistema de ) R (s +2) (5)
control con realimentacion no unitaria de
la figura, frente a una entrada escalon.
¢, Hay algun valor de K para el que dicho : 2 M
error sea nulo? (s +4)
El error verdadero es: E(s)=R(s) — Y(s)
K
Y(s) (s+2) K(s+4) Y(s) K(s+4) R(s)
= = > S)— S
INO R ( Kz) ( 24) (s+2)(s+4)+2K (s+2)(s+4)+2K
s+ s+
B(8)=R(s)-Y(s)= | 1- K(s+4) 1 _ (s+2)(s+4)+2K—K(s+4) 1
(s+2)(s+4)+2K]| s (s+2)(s+4)+2K S
 Aplicando el teorema 8—2K  para el valor K=4, se anula el

eqS = sli_r)no sE(s) =

del valor final: 8+2K numerador y el error seria nulo.
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en régimen estacionario

Problema 3.24. Encuentra la componente del error de posicion de los
sistemas siguientes debida a una perturbacion D(s) de tipo escalon unitario.

Sobre este tipo de sistemas, se tienen
. ; . Perturbacion
las siguientes funciones de D(s)

transferencia, Cg(S)/R(S) Yy Cp(S)/D(S).
CRr(s) _ G1(s)G2(s) ﬁ—@?— Gi(s) Ga(s) U

R(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)
ol Gyl
D(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)

H(s)

A

Er (5)= Cr(s)
Sabiendo que los errores de control para cada uno de los RAS)™ G1(s)Go(s)
diagramas de bloques (principio de superposicion), son: Ep (s)=—Cp(s)H(s)

ERGG1(6)G2() _ G1(9)Ga(s) ER(S) _ 1
R(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)  R(s) 1+G1(s)Go(s)H(s)
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Resolucion de problemas

. . . Precision y error en régimen estacionario

—Ep(s) /

H(s) Go(s) CEp() _ Ga(9H(s)

D(s) 14+G1(s)Go(s)H(s) ~ D(s) 1+G1(s)Go (s)H(s)
Gy (s)
Siendo H(s)=1y D(s)=1/s: )= lim sE = lim —
i (s)=1y D(s) ep () i s D(s) I T TG, (5G ()
Gy(s) D(s) Ga(s)
Controller Plant a)
R(s) + E(s)._ 1000 fé 2 1 C(.s)__ 1
= s(s + 25) +2 1
i ep ()= lim — (+2)
s—0 1411000 ——— 1000
s(s+25)
D(s)
+£ b)
R(s) + E(s) 1000 + ::i C(s) . <+D
-% ] 1
o0 )= h — S+4 = —
D I o2 1002
s+4
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Ejercicio 3. Estudia la estabilidad
del sistema de control de la figura
en funcion de los valores de la
constante A.

R(s) —»

Resolucion de ejercicios de examen

Algebra de bloques vy criterio de Routh-Hurwitz
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robdtica Software)

Aplicando el algebra de

blogues, se obtiene: —— s

—Kj——» Y(s)

R(S) —»| 3 » A

Finalmente, se realiza el paralelo
y la realimentacion negativa:

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de ejercicios de examen

Algebra de bloques vy criterio de Routh-Hurwitz
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robdtica Software)

3(A-5)
R(S) — > Y(s
) 1+ As’ ©)
Por ultimo, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz:
g2 A 1
P(s)=As*+1
S 0—2A (5)

dP(s)/ds=2A

0 Caso particular o
1 ., .
S “degeneracion” en la fila s.

Como hay una fila de ceros, el sistema es oscilante todos los valores de A: A>0.
Para valores negativos, se tiene un caso inestable: A<O.

Se trata de un sistema basado en oscilacion sostenida: =0 v w?=1/A.
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Resolucion de ejercicios de examen

Estabilidad en estado estacionario: Criterio de Routh-Hurwitz
Examen 28/02/2020 (Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales)

Ejercicio 2. (iii) Utilice el criterio de Routh-Hurwitz para hallar la relacidn
necesaria entre los coeficientes de un sistema genérico de cuarto orden (con
todos sus coeficientes positivos):

a,stt+a,s3+a,s?+ass+a,; a,,a,,a,,a5,8,>0

para que dicho sistema presente dos polos imaginarios puros y alguno en el
semiplano real positivo. ¢ Es posible obtener a la vez todos los requerimientos?.

4
S a, a,
g3 a, a,
SZ a,a, ;13'03'3 a,
S (alaZ _aoaa)as —afa4
(a1a2 - aoaa) as
0
S a,

a,

Las condiciones serian: a,a,-a,a,<0, para contar con un
polo en el semiplano real positivo (condicion extraida de
s? en la tabla de Routh-Hurwitz), y a,a,-a,a,=(a,%a,)/a,
para tener dos polos complejos conjugados puros (fila s
en la tabla de Routh-Hurwitz). Se obtendria un cambio
de signo en la primera columna y una fila completa de
ceros (en s?y s, respectivamente). Ambos
requerimientos no se pueden obtener a la vez.
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Ejercicio 3. Investiguese el efecto de una perturbaciéon de torsiéon mecéanica, D,
gue ocurre en un elemento de carga. Para ello, considere el sistema que se
muestra en la siguiente figura. A la salida de G,, se obtiene el par T para
posicionar la planta, que consiste en un momento de inerciay friccién viscosa (J
y b, respectivamente). Por tanto, se solicita obtener y analizar el error de control
(o0 actuacion) en régimen permanente debido a D, siendo D=1/s, y:

(i) G,=K, (control proporcional); (il) G;=K,+[K//T;s] (control proporcional+integral).
En este ultimo caso, ¢qué peculiaridad sucede si G;=K/T;s (control integral)?.

Resolucion de ejercicios de examen

Precision y error en régimen estacionario
Examen 28/02/2020 (Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales)

(i) La funcion de transferencia D

del error frente a la
perturbacion —R(s)=0-, es:

R E T 1
Ep(s) Ga(s) 4’@* Gr = s + )

D) Gy (G(5) t

62
Js=Fbs+ Ky

YQ
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Segun el teorema del valor final:

Resolucion de ejercicios de examen

Precision y error en régimen estacionario
Examen 28/02/2020 (Grado de Ingenieria en Tecnologias Industriales)

1 1 1
)= lim sE = lim —s-— —
eD( ) s—>OS D(S) <5 SS]sz+bs+Kp Kp

El error en régimen permanente puede reducirse aumentando el valor de la
ganancia del controlador proporcional, K. Sin embargo, aumentando este valor
hara que la respuesta del sistema sea mas oscilatoria.

. : _ Ep(s) S
(i) De igual forma que en el apartado (i), resulta: DG =— =
Y B bs2 K s =
1 S P> T
ep ()= hmO sEp(s) = Sll_II)lO s~ — Kp —0
JS +bs +I<pS+

Por tanto, el error en régimen permanente puede eliminarse (o0 reducirse a0 a
través de un controlador proporcional+integral.

Si G,=K//T;s, entonces el sistema seria inestable (no todos los términos del
polinomio del denominador).
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EJERCICIOS TEMA 4

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)

©2023 Autores Susana Borromeo Lépez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados
Este documento se distribuye bajo la licencia “Atribucién-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
disponible en https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

Problema 4.1. La siguiente figura presenta ocho bosquejos del lugar de las raices de un sistema de
control. Para cada uno de ellos, indica si el dibujo es correcto o incorrecto, y por qué. Para los que
sean correctos, indica el orden del sistema en lazo cerrado y analiza la respuesta en funcion de los
posibles valores de K.

Figure P8.1 jw Joa fee
i i

s-plane s-plane s-plane

a (o M ‘ -
(a) (B ic)
Jaw Jaw e
i ] [}

s-plane s-plane s-plane

F

| Double
ZETD
id) (e) (s
J Je
i i
| s-plane
Q s-plane

(g) ih) k

Problema 4.2. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + 2 Y(s)
N ok o >
- s+4
1
<
s+1
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Problema 4.3. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(s)
- » K > S+ 4) >
1
4
s+5

Problema 4.4. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(s)
P K H—— ) >
- s% —
s+ 3 p
s+5

Problema 4.5. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + +2 Y(s)
oKk — 2 >
_ S
s+ 3 —
s+1
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Problema 4.6. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta

en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + s+1 Y(s)

>
(I > s(s+2)(s? + 25+ 2)

Problema 4.7. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(S) + st 1 Y(s)

>
R s?2(s + 2)(s + 3)

Problema 4.8. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + s+3 Y(s)

q >
(I s(s+1)(s?+4s+5)

Problema 4.9. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Analiza la respuesta
en funcion de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(s)

q q >
K s(s +4)(s?+8s+ 32)

Problema 4.10. Dibuja el lugar de las raices del sistema de control de la figura:
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R(S) + ) Y(s)

i | szZ+8s-20

L

1
s+4

a) Indica para que valores de K el sistema es estable en lazo cerrado. Justifica tu respuesta usando
la gréfica del lugar de las raices que has dibujado.

b) ¢Para qué valor de K el sistema tendra una respuesta criticamente estable? Indica la frecuencia
de oscilacion del sistema en ese caso.

Problema 4.11. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Indica para qué
valores de K el sistema es estable en lazo cerrado.

R(s) + ) Y(s).
_ g s2+s5—2 g

s+5
s+ 3

Ayuda: La figura inferior representa la funcion G(s)-H(s).

G(s)H(s)

_DS T T T T T T T T T T T
A - y ) B ~— .

f/ \
151 // \ T
/ \
2r \ 1
IIII|

25t VA

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 II

2 175 -15 -125 41 075 -05 -025 0 025 05 075 1
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Problema 4.12. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Indica para qué
valores de K el sistema es estable en lazo cerrado.

Ris) +

J|os?+2s+2 Y(S)L
K p - »

- s+2

1
s2+s

G(s)H(s)
25 ‘I T T TT T T
20| :.' |
Ayuda: La figura de la derecha 15F j
representa la funcion G(s)-H(s). ok \ |
. S/
5L — + - B
or 4
50 L T T N
\

A5 / |
20 - { '.‘ 4

|I |

_25 1 Il 1 Il 1 1 1 1 Il 1
-2 -1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 0.4 -0.2 0

Problema 4.13. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura. Indica para qué valores
de K el sistema es estable en lazo cerrado.

a) Indica para qué valores de K el sistema es estable.

b) Razona si con el controlador proporcional K se puede conseguir que el sistema tenga un tiempo de
asentamiento de 400 ms ante una entrada escalén.

c) Calcula los errores de posicion, velocidad y aceleracién del sistema en funciéon de K. En base a

ellos, indica cudl sera el valor en estado estacionario de y(t) ante una entrada r(t) escalon unitario
si K=1.

R(s) V(s
N | os?—2s5+5 (s) .
K S i >
- s2 4+ 3s
G(s)
25 ."I |
20 |
15 |‘
/ .
10 / I'ul
°F =] \\\‘
0r — |
ST L —— .
Ayuda: La figura de la derecha ol e
representa la funcion G(s). el -.‘I
20 ‘ II
251 I; |
-5 -4 3 -2 1 0 1 2
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Disefio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Problema 4.14. Dado el sistema de la figura:

a) Dibuja el lugar de las raices del sistema con G(s)=K.

b) Calcula la frecuencia natural, el tiempo de asentamiento y la sobreelongacion (ante una
entrada escalén) cuando no hay controlador (K=1).

c) Calcula el error de velocidad del sistema de la figura cuando no hay controlador (K=1).

d) Disefia un compensador de adelanto G¢(S) que permita reducir en un factor 10 el tiempo de
asentamiento y reducir a la mitad la sobreelongacidn calculados en b). Dibuja el lugar de las
raices del sistema compensado.

e) Calcula el error de velocidad del sistema compensado y compéralo con c).

R(s) + 4 Y(s)

" Gels) ¢ s(s+2) >

Problema 4.15. Disefia un compensador de retardo G¢(s) que permita reducir en un factor 10 el error
de velocidad del sistema de la figura, manteniendo invariable su respuesta ante una entrada escalon.
Justifica el disefio comparando el lugar de las raices del sistema compensado y sin compensar.

R(s) + 1 Y(s)

Y Gels) ¥ s(s+1(s+2) g

Ayuda: Si se quiere mantener invariable la respuesta ante la entrada escalon los polos dominantes del
sistema completo en lazo cerrado deben mantener su localizacion. Para ello se pueden situar el polo y el
cero del compensador muy cerca del origen.
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SOLUCIONES EJERCICIOS TEMA 4

Bosquejo del Lugar De las Raices (LDR)

©2023 Autores Susana Borromeo Lépez y Diego Martin Martin
Algunos derechos reservados
Este documento se distribuye bajo la licencia “Atribucién-Compartirlgual 4.0 Internacional” de Creative Commons,
disponible en https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

Problema 4.1.

a) Incorrecto. Por los segmentos del eje real incluidos en el LDR, y por la ausencia de simetria
en el plano complejo (el LDR debe ser simétrico con respecto al eje real).

b) Incorrecto. Cuando hay dos asintotas, sus angulos son de +90° y -90°.

c) Correcto.

d) Correcto, ya que hay un cero doble en el origen.

e) Incorrecto. Por los segmentos del eje real incluidos en el LDR, y por la ausencia de simetria
en el plano complejo.

f) Correcto.

g) Incorrecto. Por los segmentos del eje real incluidos en el LDR, y por la ausencia de simetria
en el plano complejo.

h) Correcto.

Problema 4.2.
Root Locus
1 T T T T T I
0.8r 7
"_IU'.I P L i
- L
-
[=]
2 02t .
8
:é_ﬂ [l % i
%‘ 'l.-.é B T
-
T ol il
m =,
E
DA .
-1 L
5 5 -4 -3 -2 -1 0 1

Real Axis {secnndsﬂj

1/16



Fundamentos de Automatica. Grado en Ingenieria de Robdtica Software.

ode
Universidad

Rey Juan Carlos

Problema 4.3.

Problema 4.4.
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Problema 4.5.

Root Locus

Area de Tecnologia Electrénica
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041

Imaginary Axis
o

-0.2F

-0.4f

-0.6

-08F
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Problema 4.6.
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Problema 4.7.

Imaginary Axis
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-10

Problema 4.8.
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Problema 4.9.
Root Locus
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Problema 4.10.
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Problema 4.11.

R(s) +
—_—
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Z ,
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Problema 4.12.
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Problema 4.13.
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Disefio de compensadores de adelanto y retardo mediante LDR

Problema 4.14.

a)

b)

c)
d)

Lugar de las raices del sistema con G¢(s)=K:

Root Locus
1.5 T T r

[y ]

Imaginary Axis (seconds™)

15 . . . . ;
2.5 -2 -1.5 -1 0.5 0 05

Real Axis {secnnds'1j

Con K=1: Frecuencia natural, ®n=2 rad/s. Coeficiente de amortiguamiento, {=0,5 (sistema
subamortiguado). Sobreelongacion, Mp=16,3%. Tiempo de asentamiento, ts=4/0=4 s.

Con K=1: Error de velocidad e,=0,5 (sistema Tipo 1).
El compensador de adelanto mas sencillo que podemos disefiar (no es el Gnico) seria:

S+ 2
GC(S):s+20

El cero (s+2) del compensador anula al polo 1/(s+2) de la planta, y el polo del compensador
1/(s+20) permite tener una nueva parte real de las raices en lazo cerrado en ¢’=10 para el
sistema compensado, lo que reduce el tiempo de asentamiento hasta t’s=0,4 s.

Para reducir la sobreelongacion a la mitad (nueva Mp’=8.15%) necesitamos un nuevo
coeficiente de amortiguamiento méas proximo a la unidad, de {’=0,624. Para hallar el valor
de K debemos usar el criterio del modulo (ver Teoria):

1

G(H ()=

Introduciendo como dato la posicion del polo en lazo cerrado que se corresponde con 6’=10
y {’=0,624 (que es s=-10+12,53j) se obtiene que la K del sistema debe ser de 64,25.
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Dicho valor de K=64,25 se puede comprobar con el lugar de las raices del sistema

compensado:
Root Locus
15 ; ; . ; .
0.624 |
|
ot System: G )
- Gain: 64.3
- Pole: -10 + 12.5i
8 ~ Damping: 0.624
s 7 Overshoot (%): 8.16 |
§ Frequency (rad/s): 16
e ol e ]
&
o
c =L -
£ 5
©
£
10 .
0.624
-15 . . ! L L
25 -20 15 10 5 0 5

Real Axis {secnnds'1j

e) El sistema compensado sigue siendo de Tipo 1 pero su error de velocidad se ha reducido
hasta un valor de e,’=0,077.

Problema 4.15. El sistema de la figura es de Tipo 1, y su error de velocidad viene dado por
ev=1/kv=2, ya que la constante de error de velocidad es ky = 0,5.

Si se quiere reducir en un factor 10 dicho error (hasta e,’=0,2) se necesita una nueva constante de
error de velocidad diez veces superior, k,’=5. Este aumento se puede conseguir utilizando un
compensador de atraso, cuya funcion de transferencia es (con pc<zc):

S+12
GC(S)_ -

S+ P,

kv’ pasaria a ser igual a 5 sin mas que mantener la relacion entre el cero y el polo del compensador
igual a z¢/pc=10.

Ademas, si se quiere mantener invariable la respuesta ante una entrada escaldn, se debe mantener
fija la localizacion de los polos dominantes del sistema completo en lazo cerrado. Para lograrlo se
situan el cero y el polo del compensador de retardo muy cerca del origen, por ejemplo haciendo que
su posicion sea:
] (s) _ S+ 0,05
s+0,005
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Al estar muy cerca el uno del otro, la contribucién de angulo este compensador de retardo a los polos
dominantes del sistema completo es muy pequefia, por lo que el lugar de las raices practicamente se
mantiene invariable y la respuesta a una entrada escalon se ve muy poco modificada.

El lugar de las raices de la planta original (en azul) y del sistema compensado (marrén) son
practicamente iguales:

Root Locus
2 ; ; ;
) G :
157 Goompensado
= 1t i
[T} :
k= :
[ -
[= :
G W :
ik :
2 5
w D3 | ::n‘%' ..............
é 1] :
i :
N W :
o -5 \ :
c :
i=) :
o :
E r 5
1.5 B Y
5 S
. ;
-2
3 25 2 -1.5 -1 0.5 0 05

Real Axis (second5'1)

Comprobamos que el error de velocidad del sistema compensado es menor que en el sistema original:

Linear Simulation Results

GLC
- L GeompensadolC

Amplitude

L8]

th

10 156 20 25 30

Time (seconds)

Para una explicacion mas detallada se recomienda consultar el texto de K. Ogata, “Ingenieria de
Control Moderna”, capitulo 6, ejemplo 6.7.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 4.2. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

Resolucion de problemas

;_ s+ 4
Nombramos:
s+2
1 G(s)=— v HG )——
s+1

A continuacion, implementamos los pasos necesarios para realizar el bosquejo
del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

A través de MATLAB, se pueden ejecutar facilmente este tipo de ejercicios. En
lazo abierto, se identifica con el comando: >> pzmap(G*H).

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Resolucion de problemas

maginary Axis

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.

Se tiene: n=2 y m=1. Por tanto, el nimero de ramas es: 2. Notese que ny m
denotan el niumero de polos y ceros, respectivamente.

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

A partir del mapa de polos provisto en el paso 1, se identifica facilmente que los
segmentos que pertenecen al LDR son; de -1 a -2y -4 a -,

ooooooooo

-  En MATLAB: y
>> rlocus(G*H) -

En el paso 3, ya se han identificado las ramas y el sentido
“ | de las mismas (los demas pasos no son necesarios).
Sistema estable para K>0.

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 4.3. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + 1 Y(S)>
— —¥ K 4|
_ s(s+4)
Nombramos:
GE®)=—— v H(s)=—
LI VT T Y 545
s+ 5

Se implementan los pasos necesarios para realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

Inicialmente, se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo
abierto del bucle de control dado. En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices
1 | Pole-Zero Map

Resolucion de problemas

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.

Se tiene: n=3 y m=0. Por tanto, el nimero de ramas es: 3. Notese que ny m
denotan el niumero de polos y ceros, respectivamente.

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Segun el mapa de polos de la diapositiva previa, se tiene que los segmentos que
pertenecen al LDR son; de 0 a -4y -5 a -~. N6tese que los rangos dados no
indican el sentido de las ramas.

Resolucion de problemas

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

a) Numero de asintotas: n-m=3. c) Centroide:
A f . 0 o) 0
b) Angulo de las asintotas: 60°, 180°y 300°, Y polos — ¥ ceros  (—4-5)
G — j— j—

n° polos — n° ceros  3—0
Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Nos fijamos en el polinomio auxiliar:

=3

1 s(s+4)(s+5)+K
s(s+4)s+5  s(s+4)(s+5)

1+KG(s)H(s)=1+K s §94+9524+20s+K

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Estudiamos bajo qué condiciones, se pueden obtener raices complejas
conjugadas utilizando el criterio de Routh-Hurwitz:

Resolucion de problemas

s> 1 20
s° 9 K
S (180-K)/9

s’ K

Se obtiene una fila de ceros si K=180. Por tanto, sustituyendo dicho valor en el
polinomio auxiliar (construido a partir de la fila de encima), podemos obtener el
valor de los puntos de corte.

P(s)=9s2+180=0 — s=++v/—20=+4,47;

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.

Es necesario conocer el punto de encuentro de las ramas. Para ello, imponemos:
1

s(s+4) s+5

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

dK
- =—352—~185—20=0 — s=—1,47 (s=—4,52 no pettenece al LDR)
S

En MATLAB: >> rlocus(G*H)

Resolucion de problemas

uuuuuuu

Sistema estable para 0<K<180.

Real Axis (seconds

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 4.4. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

Resolucion de problemas

R(s) + 1 Y(s)
—»Q—r K 5 >
) Nombramos:
s+3
s+ 3 ) G(S)_SZ_ y (S)—E
Ss+5

Como en los ejercicios previos, se iran dando los pasos necesarios para
realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.
Se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo abierto.
En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Resolucion de problemas

ary
S

\

\

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=3y m=1.
Por tanto, el numero de ramas es: 3.

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Teniendo en cuenta el criterio de que un punto del eje real pertenece al LDR si
contiene un numero impar de polos y/o ceros. Las segmentos serian, de 2 a -2
(sistema inestable) y -3 a -5.

Resolucion de problemas

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

a) Numero de asintotas: n-m=2. c) Centroide:
b) Angulo de las asintotas: 90°y 270°. Y polos — Y. ceros  (2—2-5)—(=3)
— polos — n° ceros - 3—-1 o

Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Construimos el polinomio auxiliar y caracteristico del sistema en lazo cerrado:

s+3 (s2=4)(s+5)+K(s+3)

3 2
= — 59 +55%+(K—4)s+(3K—20)
s2—4s+5 (32—4)(s+5)

1+KG(s)H(s)=1+K

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Como en el problema 3.3, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz:

Resolucion de problemas

s° 1 K-4

52 5 3K-20

S 2K/5 . . .

0 3120 Cambio de signo en s° si K<20/3.

Si nos fijamos en la fila de s (s° no es valida), vemos que no es posible conseguir
un valor nulo para valores de K positivos: K>0. Por tanto, el LDR del lazo de
control dado no presenta puntos de corte con el eje imaginario.

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.
En este punto, tratamos de conocer los puntos de separacion de las ramas con
respecto al eje real. Dichos puntos verifican la siguiente condicion:

s+3 (s2—4)(s+5)  s7+552—4s—20
=

1
1+KG(s)H(s)=0 — 1+K =0 — K=-
(s)H(s)=0 — 2455 07 = e

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

dK  (=3s2—10s+4)(s+3)+(s70+5s%—45—20) —257—14s°—30s—8
ds (s+3)2 (s+3)2
s=—0,31 (s=—3,34+1,31j no pertenece al ¢je real)

ccccccccc

Resolucion de problemas

>> rlocus(G*H)

Sistema estable para K>20/3.

Real Axis (seconds

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 4.5. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la
figura. Analiza la respuesta en funcién de los posibles valores de K.

R(s) + Y(s)
« S+ 2 >
- S Nombramos:
s+2 s+3
G(s)=— H(s)=——
s+ 3 b () S Y (s) s+1
s+1

Se implementan los pasos necesarios para realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

Inicialmente, se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo
abierto del bucle de control dado. En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Resolucion de problemas

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.

Se tiene: n=2 y m=2. Por tanto, el nimero de ramas es: 2. Recuérdese que ny m
denotan el niumero de polos y ceros, respectivamente.

Fundamentos de Automatica
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Segun el mapa de polos de la diapositiva previa, se tiene que los segmentos que
pertenecen al LDR son; de 0 a -1y -2 a -3. Notese que los rangos dados no
indican el sentido de las ramas.

Resolucion de problemas

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.
a) Numero de asintotas: n-m=0.

El LDR no tiene asintotas: Aparicién de semicirculos en las ramas para recorrer el trayecto del segmento
del eje real que va 0 a -1 (conecta polos) al intervalo de -2 a -3 (conecta ceros). Nétese que el sentido de
las ramas va de ceros a polos (en este caso se encuentran emparejados 2 a 2). Por tanto, no es necesario
implementar el paso 5: No existen puntos de corte con el eje imaginario.

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.
Es necesario conocer el punto de encuentro de las ramas. Para ello, imponemos:

st2s+3 52+s
s s+l s2+55+6

Fundamentos de Automatica



Universidad
Rey Juan Carlos

. . . Bosquejo del lugar de las raices

dK B (25+1)(52+53+6)—(32+s) (2s+5)

Resolucion de problemas

{s2+5s+6}2

=0 — s=—0,63 y —2,36

« - En MATLAB:
« L >>rlocus(G*H)

Sistema estable para K>0

)

Real Axis (seconds

Fundamentos de Automatica
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Problema 4.6. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura.
Analiza la respuesta en funcion de los posibles valores de K.

Resolucion de problemas

R(s) + s+1 Y(s)

>
K ’ s(s+ 2)(s?+ 25 + 2)

s+1
s(s+2) (52+25+2)

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.
MATLAB: >> pzmap(G*H). Véase en la siguiente diapositiva.

y H(s)=1

Setiene: G(s)=

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=4 y m=1.
Por tanto, el numero de ramas es: 4.

Fundamentos de Automatica
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Resolucion de problemas

imaginary Axis

RRRRRRR (seconds )

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.
Las segmentos del LDR sobre el eje real serian,de 0 a -1y -2 a -,

Fundamentos de Automatica
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Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

Resolucion de problemas

a) Nimero de asintotas: n-m=3. b) Angulo de las asintotas: 60°,180° y 300°.

c) Centroide: ~ Xpolos =Y ceros  (0—2-1-1)—(-1)

n° polos — n° ceros 4-1
Polos complejos conjugados: parte imaginaria no afecta al calculo del centroide.
Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIO.
Polinomio auxiliar caracteristico del sistema en lazo cerrado:

—1

0]

s+1 s(s+2) (s2+25+2) +K (s+1)
s(s+2) (82—|-25+2) s(s+2) (82—|-25+2)
— s4+4s3+6s2+(1<+4)s+1<

1+KG(s)H(s)=1+K

Se aplica el criterio de Routh-Hurwitz sobre el polinomio caracteristico (polos
complejos conjugados puros, fila de ceros, K para estabilidad critica):
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Para anular el término de la fila s°: K=8,94 (valor negativo en ganancia no se
considera). Cuando K vale dicho valor, el LDR de dicho lazo de control
presenta puntos de corte con el eje imaginario.

Resolucion de problemas

s* 1 6 K

g3 4 K+4 )

SZ (20-K)/4 K P(S):2,77S +8,94:O —>

S (-K?+80)/(20-K) s=X4/—3,23=x1,79)

0

s K Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA
s+1 O SALIDA DEL EJE REAL.

1+KG(s)H(s)=0 — 1+K

2 —
: s(s+22(s ;28+§) s=—1,5340,53] y s=—0,46+0,53]
B s(s+2) (S "‘25"‘2) _ S +4s7+06s"+4s no pertenecen al eje real)
s+1 s+1 No hay puntos de ruptura sobre el eje real.

dK  (—4s7-125%—125—4) (s+1)+(s*+4s7+657+4s)  —3sT—1257 1852~ 125—4 _,
ds (s+1)2 (s+1)2
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 7: ANGULO DE SALIDA (O LLEGADA) DE LAS RAICES.

Resolucion de problemas

Pole-Zero Map

Condicién de angulo de salida.

Analizamos polos complejos
' e . conjugados. Seleccionamos
-~ uno e impones la condicion
s | : general:
- .135°
e ol s §%° 2. Opolos — Y, Oceros=180°
Op+135°+45°+90°-90°=180°
> 05 | —NO
p=0
il % 99 Por simetria, el polo complejo
con parte imaginaria negativa
- - ; “saldra” con el mismo angulo.

Real Axis (seconds * )
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

El resultado final seria:

Resolucion de problemas

ooooooooo

MATLAB:

>> rlocus(G*H)

Real Axis (seconds * )

Sistema estable para K<8,94.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Problema 4.8. Dibuja el lugar de las raices del sistema mostrado en la figura.
Analiza la respuesta en funcion de los posibles valores de K.

Y(s)

R(s) + s+ 3

> >
K s(s+1)(s?+4s+5)

s+3
s(s+1)(32+4s+5

Se tiene: G(s)= ) y H(s)=1 (realimentacion negativa y unitaria)

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.
Se trata de un ejercicio similar al 3.6. Inicialmente: MATLAB: >> pzmap(G*H).

Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=4y m=1.
Por tanto, el numero de ramas es: 4.
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Resolucion de problemas

maginary Axis

Real Axis (seconds * )

Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.
Las segmentos del LDR sobre el eje real serian,de 0 a -1y -3 a -.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.

Resolucion de problemas

a) Numero de asintotas: n-m=3. b) Angulo de las asintotas: 60°,180° y 300°.

C) Centr0|de:_ Y polos — Y ceros  (0-1-2-2)—(-3) 2
°” n° polos — n° ceros - 4—1 I

Paso 5: PUNTOS DE CORTE CON EL EJE IMAGINARIOQO.
Polinomio auxiliar caracteristico del sistema en lazo cerrado:
s+3 B s(s+1)(52+4s+5)+1{(s+3)
s(s+1)(52+4s+5) s(s+1)(52+4s+5)
— s4+5s3+9s2+(1<+5)s+31<

1+KG(s)H(s)=1+K

A continuacion, se aplica el criterio de Routh-Hurwitz sobre el polinomio
caracteristico (denominador de la funcidn de transferencia en lazo cerrado):
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

El término de la fila s° se anula si: K=4,49 (K=-44,49 no se considera ya que
K<0). Cuando K vale dicho valor, el LDR de dicho lazo de control presenta
puntos de corte con el eje imaginario.

Resolucion de problemas

S 1 9 3K
S 5 K+5 5
g2 (40_1{)/5 IK P(S):7,1OS +13,47:O —
s (-K>-40K+200)/(40-K) s=4,/—1,89=41,37;
s’ 3K
s+3
1+KG(s)H(s)=0 — 1+K . = Paso 6: PUNTOS DE
s(s+1)(s%+4s+5) " RUPTURA O SALIDA DEL EJE
s(s+1)(s%+4s+5)  sH+557+95%+5s =044 y s=—3,65 REAL.
s+3 s+3 (dos puntos de ruptura validos)

dK  —(4s7+155%+185+5) (s+3)+(s*+557+9s2+55)  —3s7—22s7 545254515
ds (s+3)2 (s+1)2
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

Paso 7: ANGULO DE SALIDA (O LLEGADA) DE LAS RAICES.

Resolucion de problemas

Pole-Zero Map
15 T
1 e . —
° ~~~~~~~~~~~~~~~~~ 153,59
¢ .. 135° e
<
£ Se selecciona el polo imaginario -2+j.
. Imponemos la féormula generalizada:
L i 90° Y. 6polos — 2} Bceros=180° i
0p+153,5°+135°+90°-45°=180°; 0= 206,5°
-15 ‘ \ \ \ \

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Real Axis (seconds '1)

El polo complejo con parte imaginaria negativa saldra con un angulo “simétrico”.
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. . . Bosquejo del lugar de las raices

El lugar de las raices (LDR) del diagrama de bloques propuesto, es:

ooooooooo

Resolucion de problemas

MATLAB:
>> rlocus(G*H)

. /,,,_-——»—4
2 ©

g

8

2

o

2

maginary Axi

Sistema estable para K<4,49.

Real Axis (seconds * )
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Problema 4.14. Dado el sistema de la figura:

a) Dibuja el lugar de las raices del sistema con G_(s)=K.

b) Calcula la frecuencia natural, el tiempo de asentamiento y la sobreelongacion
(ante una entrada escalon) cuando no hay controlador (K=1).

c) Calcula el error de velocidad del sistema de la figura cuando no hay controlador
(K=1).

d) Diseila un compensador de adelanto G,(s) que permita reducir en un factor 10 el
tiempo de asentamiento y reducir a la mitad la sobreelongacion calculados en b).
Dibuja el lugar de las raices del sistema compensado.

e) Calcula el error de velocidad del sistema compensado y comparalo con c).

Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

R(s) + 4 Y(s)

P Gels) s(s+2) g

Se implementan los pasos necesarios

a) Inicialmente, H(s)=1
s(s+2) y ERSE para realizar el bosquejo del LDR.

nombramos;

G(s)=
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Diseio de compensadores de adelanto y retardo

. . . mediante el lugar de las raices

Paso 1: IDENTIFICACION Y UBICACION DE POLOS Y CEROS en lazo abierto.

Inicialmente, se dibujan los polos y ceros de la funcion de transferencia en lazo
abierto del bucle de control dado. En MATLAB: >> pzmap(G*H).

Resolucion de problemas

maginary Axis

Real Axis (seconds
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Paso 2: NUMERO DE RAMAS.
Se tiene: n=2 y m=0. Por tanto, el nimero de ramas es: max(n,m)=2.
Paso 3: IDENTIFICACION DE SEGMENTOS SOBRE EL EJE REAL.

Segun el mapa de polos de la diapositiva previa, se tiene que el inico segmento
gue pertenece al LDR es de 0 a -2. Recuerda que los rangos dados no indican el
sentido de las ramas.

Paso 4: CALCULO DE ASINTOTAS.
a) Numero de asintotas: n-m=2.
b) Angulo de las asintotas: 90°y 270°. ¢

Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

c) Centroide:
_ Jpolos =X ceros  (=2+0) _

n° polos —n® ceros  2—0

—1

Segun el escenario provisto hasta el paso 4, tan solo requeririamos implementar, para finalizar el
LDR, el paso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real.

Paso 6: PUNTOS DE RUPTURA O SALIDA DEL EJE REAL.
Es necesario conocer el punto de encuentro de las ramas. Para ello, imponemos:

Fundamentos de Automatica



Universidad
Rey Juan Carlos

1+KG(s)H(s)=0 — 1+K

Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

1,1 dK 1 1
ZO—>K=—(—S +—s) —=—=s—==0 > s=—1
o 2 ds 2 2

s(s+2)

ooooooooo

En MATLAB: >> rlocus(G*H)

ssssssssssssss
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Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

4
b) SiK=1, la funcién de G(s)  s(st2) = 4
transferencia en lazo cerrado es: 1+G(s)H(s) i+ ( A i 2 tostd
s(s+

Comparando el denominador de
la funcién de transferencia con el
polinomio tipo de sistemas de SZJFZ@)IISJW)IZ1 y S2+28+4_)wn:2 rad/s y £=0,5
segundo orden, resulta:

Ya que se trata de un sistema subamortiguado (0<g<1), calculamos - 4 4
el tiempo de asentamiento a partir de la expresion vista en teoria: S fwg °

Para una mayor seguridad en la extincion de la respuesta natural, se ha propuesto el factor 4 (y no
M) en el numerador de la formula para el calculo del tiempo de asentamiento.

De igual forma, se calcula la sobreoscilacion: c) Considerando como en b),
] _ K=1, la funcion de transferencia
e Oom | _ del error de control es:
= 0,163

=exp | —

Mna=exp | —
P ep[ V1-¢2

/1—0,52 E(s) _ 1
- R(s) 1+G(s)H(s)
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Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Sistema TIPO |
Teniendo en cuenta que R(s)=1/s? ece= lim sE(s) = lim Sl 1 :1
(“velocidad”), se aplica el teorema SS s—0 s—0 g2 14+ 4 )
del valor final y resulta: s(s+2)

d) Antes de comenzar, es necesario recalcar que este tipo de ejercicios no tienen
una solucién unica. Sin embargo, existen vias de planteamiento que “facilitan” la
solucion.

En primer lugar, nos fijamos en el primer requerimiento: “permitir reducir en un
factor 10 el tiempo de asentamiento”. Para ello, ¢w, debe ser 10 veces mas grande
que antes (denominador de la féormula de t). Localizados en el polinomio
caracteristico del sistemas de segundo orden (denominador de la funcion de
transferencia), dicho producto viene dado en el término que multiplica a “s”: 2¢w,,.
Antes, valia 2 (polo, con signo cambiado, de G(s)), ahora debe valer 20. Por tanto,
debemos inducir que donde habia un polo -2 en la funcion de transferencia en
trayectoria directa, ahora debe valer -20. Para ello, disefiamos un compensador que
“se cargue el polo antiguo de -2” (numerador) e “introduzca el polo nuevo en -20”
(denominador).
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Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

_ s+2 De esta forma, la funcion de transferencia en
Se propone:  Gc(s)= <120 trayectoria directa resulta:
la funcion de transferenci Ge(6)G(s)= a2 2 4
y la funcién de transferencia en (8)G(s)= =
1270 cerrado: X s+20s(s+2) s(s+20)
Gc(8)G(s) _s(st20) 4
1+Gc()GBIH() 4 4 s2420s+4
s(s+20)

Asi, tenemos un compensador de adelanto: -2 (cero, z.) esta mas cerca del origen que -20 (polo, p,).

Por ultimo, falta por cumplir el segundo requerimiento: “reducir a la mitad la
sobreelongacion”. Para ello, nos apoyaremos en la ganancia del compensador
(hasta ahora fijada en 1) y en la determinacion de valor precisos de w, Yy ¢. Si nos
fijamos, ahora contamos con un sistema sobreamortiguado: ¢=5y w,=2 rad/s.
Para contar con una sobreoscilacion de 0,0815, debemos volver a un sistema
subamortiguado, 0<¢<1, respetando que el producto ¢w, debe seguir valiendo 10
(condicion del tiempo de asentamiento).
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Nos apoyamos en la condicion de la sobreoscilacion y determinamos el valor
de la frecuencia natural amortiguada (sistema subamortiguado).

T€wn 107

Myp=exp | ———| — 0,0815=exp |- — | —>wq=12,53 rad/s
P ®
d “d

Por tanto, la localizacion de los polos del sistema, para cumplir ambos
requerimientos simultaneamente, sera: s=—10+12,53] rad/s

En el “recorrido” del LDR, estos polos estaran asociados a una determinada
K.. Matematicamente, se puede obtener a partir de:

IGC(S)G(S)H(SN—E_’ (—10+12,53))(—10+12,53j+20)| ~ K¢

Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

- K=64,25

Notese que se ha escogido el valor positivo del valor imaginario de los polos
propuestos (rama superior). El valor negativo tambiéen seria valido.

Por tanto, el compensador de adelanto propuesto seria: G _(s)=64 ZSE
s +20
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Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Root Locus
15 -
D.524|
|
S
= Pole: -10 + 12.5i
En MATLAB: 3 | Damping: 0.624
§ Overshoot (%): B.16
>> Gtd :tf([4],[1 20 0]) f@ Frequency (rad/s): jﬁ
>> H=1 3 [ frmmmmmpe————
>
>> rlocfind(Gtd*H,-10+12.53%) £ s|
E
10
0.624
-15 : : :
-25 -20 -15 -10 -5 ] 5
Real Axis (seconds™')
qual f | lim sE(s) = I : 2
e) De igual forma que en c¢), resulta: eqqg= Im skE(s)= Ilm s— =
)De 9 - ) 557550 50§21, 257 257
El error de velocidad se ha reducido 6,5 veces gracias a la implementacion s(s+20)

del compensador de adelanto propuesto en el apartado d).
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Problema 4.15. Disefia un compensador de retardo G.(s) que permita reducir en un
factor 10 el error de velocidad del sistema de la figura, manteniendo invariable su
respuesta ante una entrada escalon. Justifica el disefio comparando el lugar de
las raices del sistema compensado y sin compensar.

Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

R(s) + 1 Y(s)

Gels) [N s(s+1(s+2) >

Comenzamos calculando el error

de velocidad inicial, L o 1 1

considerando G(s)=1: SN Sh_nfo sE(s) = sh_nf() ° g2 1+ 1
s(s+1)(s+2)

=2

El primer requerimiento es reducir el error en _
régimen permanente en un factor de 10. Es decir, Sistema TIPO |
ahora debe valer 0,2. Lo fijamos:

Fundamentos de Automatica



Universidad
Rey Juan Carlos

Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

02= lim 5= : lim Ko rl 55 =10
= lim s— > lim —o> T —
> 57 stz 1 s—0 CS+pc (s+1)(s+2) Pc

s—( S
R e e sG D 12)

Por simplificar, hemos considerado K.=1. Por tanto, el error de velocidad se
reducira 10 veces con cualquier compensador de retardo que cuente con un cero
10 veces mayor que el polo. Faltaria por considerar el requerimiento consistente en
gue “se mantenga invariable la respuesta del sistema ante una entrada escalon”.

Para ello, debemos usar los fundamentos teodricos de los polos dominantes (ver
ayuda). Para mantener invariable la respuesta original, debemos introducir ceros y
polos “no dominantes”, es decir, cercanos al origen. Por ejemplo, elegimos: z.=0,05
y p.=0,005. Por tanto:

s+0,05 A continuacion, comprobamos utilizando MATLAB como el lugar

( )_ de las raices se mantiene practicamente invariable y la respuesta
Ge ) ..

s+0,005 temporal del sistema en réegimen permanente ante una rampa se

acerca al valor ideal (reduccion del error).
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Resolucion de problemas

Diseio de compensadores de adelanto y retardo
mediante el lugar de las raices

Root Locus
2 T T
—G
15T |~ Geompensado
Analisis del lugar de las raices del
sistema compensado y sin compensar.
- - - 3 D
“ Llnlear Slmullatlon RABSI.IlltS E sl
25 | :gfmpensadnm E ar
-157T
20
-2 L L L L
% -3 -2.5 -2 -1.5 -1 0.5 ] 0.5
= 15l Real Axis (seconds™)
£
o Comparacion del error de velocidad del
sistema compensado y sin compensat.
l
0 5 10 15 20 25 30

Time (seconds)
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Ejercicio 3. Dibuja el lugar de las raices del sistema de control de la figura.

a) Indica para qué valores de K el sistema es estable. Justifica tu respuesta
usando la grafica del lugar de las raices que has dibujado.

b) ¢ Puede este sistema en lazo cerrado tener una respuesta criticamente estable?
En caso afirmativo, indica para qué valor de K ocurriria, y qué frecuencia de
oscilacion tendria el sistema.

c) Calcula el error estacionario verdadero de posicion del sistema, en funcion de
K.

Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robdtica Software)

R(S) + " Y(s)

—H —> ———p) >
K s2+35s—4

1
s+ 8
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Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robotica Software)
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C‘) N‘;(juws = -"605,-6(33, iE@

Fundamentos de Automatica



Universidad
Rey Juan Carlos

Resolucion de ejercicios de examen
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Resolucion de ejercicios de examen
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Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robotica Software)
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Resolucion de ejercicios de examen

Bosquejo del Lugar de las Raices (LDR)
Examen 17/12/2019 (Grado de Ingenieria en Robotica Software)
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Resolucion de ejercicios de examen
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EJERCICIOS TEMA 5: Controladores PID
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Problema 5.1. Explica y justifica si con algun controlador tipo PID (P, PD, Pl o PID) se podria
hacer que el sistema de la figura tuviera un comportamiento subamortiguado, frente a una entrada
escalon:

R(S) + 1 ¥(s)
Ge(s) " (s+2) >

4

Problema 5.2. Disefia un controlador tipo PD como el mostrado en la figura de modo que el error
estacionario ante una entrada parabola sea de un 1% y el tiempo de asentamiento del sistema ante
una entrada escalén sea de 8 s. Discute la validez del uso en el disefio de las expresiones de un
sistema de 2° orden sin ceros y comprueba el resultado con MATLAB.

r(t) k,-(1+T,-s) —1 = > ()

Problema 5.3. Se quiere que el sistema de control de la figura tenga un tiempo de asentamiento ts
inferior a 1 s y una sobreelongacién maxima del 20%.

A 4

{0 G.(5) . Y0

Para ello se puede usar un controlador P, un controlador PD o un controlador PI. Recordemos que

las funciones de transferencia de estos dos altimos son:
k-(1+Ts
G(s)pp =k-(1+Ts) G(s)py = (T>

a) Utilizando las expresiones del sistema de 2° orden sin ceros, calcula el coeficiente de
amortiguamiento, la frecuencia natural y la posicién de los polos en lazo cerrado necesaria
para cumplir los requisitos de disefio.

b) Razona, mediante el lugar de las raices, cual de los tres controladores seria el adecuado para
conseguir dichos requisitos.
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c) Utiliza MATLAB para calcular la funcion de transferencia del controlador elegido y
comprueba si se cumplen los requisitos de disefio. En caso de no cumplirse, argumenta a
qué es debido y reajusta el controlador para que se cumplan.

Problema 5.4. El sistema de control de la figura inferior tiene una planta P(s) formada tnicamente
por un polo en el origen.
controller plant

C(s) P(s) |5

h 4

a) Disefia un controlador C(s) de la familia de los PID para que el error estacionario de
aceleracién sea de un 10% y su tiempo de asentamiento ante una entrada escaldn sea de 16 s.
Justifica el tipo de controlador que hayas elegido.

b) Razona si el sistema se podria inestabilizar aumentando mucho la ganancia del controlador
que hayas elegido

Problema 5.5. Dado el siguiente diagrama de bloques de un sistema de control en lazo cerrado,
utiliza MATLAB para calcular el valor de ganancia de un controlador proporcional G¢(s)=K de
manera que se cumplan los requisitos siguientes para la respuesta en lazo cerrado del sistema:

1
DO—>O—>—>
=) S- (S + 2) v
Ge(s)
Gp(s)
1
(s+4)
H(s)

a) La sobreelongacion sea Mp=5%.

b) El tiempo de asentamiento sea ts=10 s.

c) El coeficiente de amortiguamiento sea {=0,5.

d) La frecuencia natural (no amortiguada) sea wn=2 rad/s.
e) La frecuencia natural (no amortiguada sea wn =3 rad/s.

Problema 5.6. Dado el sistema de control de la figura, utiliza MATLAB para:

a) Disefar un controlador proporcional que haga que el sistema tenga un 16% de porcentaje de
sobreelongacién. Indica si es valido aproximar el sistema por uno de 2° orden.

b) Disefia un controlador PD para logar el mismo porcentaje de sobreelongacion pero con un
tiempo de asentamiento 3 veces inferior al sistema disefiado en a)
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R(s) + E(s) K Cls)
* ® "|sc+4)s+6) -

1

Problema 5.7. Utilizando MATLAB, disefia un controlador PID para que el sistema de la figura
tenga una sobreelongacion del 20%, un tiempo de pico igual a 0,2 s y para que presente un error
nulo frente a una entrada escalén. Hazlo en tres fases y comprueba el resultado:

a) Disefia un PD que te permita conseguir la respuesta transitoria deseada.

b) Afade un PI al disefio anterior que anule el error en estado estacionario sin modificar
apreciablemente la respuesta transitoria conseguida en a).

c¢) Indica la funcion de transferencia final del controlador PID disefiado.

R(s) + E(s) K(s +8) C(s)
9% (s +3)(s +6)(s+ 10)

Problema 5.8. Se desea controlar un sistema térmico cuyo modelo matematico se desconoce,
utilizando un regulador PID. Para ello, se registra la evolucion de la temperatura (salida del sistema)
ante una entrada escal6n unitario, estando el sistema en lazo abierto. Disefia un PID para el sistema
utilizando el procedimiento de Ziegler-Nichols y comenta las mejoras que produce el controlador en
la respuesta del sistema en lazo cerrado.

0.4
0.5
0.3
0.6
.21
P4} i
b3 | 0:1
T . N ['] . x i
{ 20 40 il 80 ! i § 10 15 i

Problema 5.9. Una planta G(s) esta formada por un integrador y por dos polos en s=-1y s=-5. Aplica
el procedimiento de Ziegler-Nichols para sintonizar un controlador PID para dicha planta. Estudia
la respuesta del sistema controlado con MATLAB. Realiza una sintonia fina del controlador
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utilizando RLTOOL obtenido hasta que obtengas una sobreelongacién menor del 20% y un tiempo
de asentamiento menor de 2 s.
¢Se podria haber obtenido dicha respuesta con un controlador proporcional?
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Problema 5.1. La planta G(s) del sistema de la figura es de primer orden, por lo que:

a) Con un controlador proporcional (P) s6lo conseguiriamos comportamientos en lazo
cerrado sobreamortiguados, ya que el Unico polo en lazo cerrado (LC) siempre estaria sobre

el eje real negativo.

b) Con un controlador proporcional derivativo (PD) afiadiriamos un cero (cuya posicion se
puede elegir). Independientemente de la posicion del cero, el lugar de las raices del sistema

seria un segmento del eje real, por lo que estamos en la misma situacién que en a).

c) Conun controlador proporcional integral (PI) afiadimos un polo en el origen y un cero de
posicidn seleccionable al sistema. El sistema pasa a ser de orden dos. Si se sitla el cero a la
izquierda de ambos polos (por ejemplo, en s=-4), el lugar de las raices muestra que podran
existir polos en lazo cerrado complejos, por lo que el sistema podra tener un comportamiento
subamortiguado. Por ejemplo:

Rest Locus Editor for LoopTransfer_C

Polos
enLC

Polo
del PI

Cero
del PI

Amplitude

Stop Response

Respuesta a escalon
para los polos en LC
de la izauierda

d) Con un PID (dos ceros y un polo en el origen) también se puede lograr un comportamiento
similar. Por ejemplo, con uno de los ceros en s=-4 y otro en s=-6:
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Root Locus Editor for LoopT ransfer_C Stop Respanse

Ampiitede

Time (seconds)

Problema 5.2.
Del requisito del error en estado estacionario se obtiene el valor de Kp=100.

Del requisito del tiempo de asentamiento, y utilizando la expresion del mismo para un sistema
de 2° orden canonico (sin ceros) de ts=4/c, se obtiene que la parte real de los polos (en valor
absoluto) debe ser de 6=0,5.

Calculando la ecuacion caracteristica del sistema en lazo cerrado e igualandola por términos a
la de un sistema genérico de 2° orden se obtiene, por comparacién de los coeficientes, que mn
es igual a 10 rad/s. La parte real de las raices es debe ser igual a 6 = 0,5 = wn- { por lo que el
coeficiente de amortiguamiento es de £=0,05.

Con un coeficiente de amortiguamiento tan bajo, la respuesta ante una entrada escalon sera
muy oscilatoria. La sobreelongacion maxima M, esperada es de 100-exp (-w/tanf) = 85,5%.

Los polos del sistema en lazo cerrado estaran situados en s = -0.5 + 9,99j

Igualando coeficientes se obtiene la constante de tiempo del regulador PD, Ta = 0,01 s. La
funcién de transferencia del controlador PD disefiado es G¢(s) = 100(1+0,01s) = (s+100), es
decir, tiene un cero en s=-100.

¢Es valido el uso de las expresiones de ts y Mp correspondientes a un sistema de segundo orden
canonico (sin ceros) en este sistema con un PD, que si tiene un cero en s=-1007?

El cero del controlador PD estd en s=-100, es decir, que esta alejado 200 veces mas del eje
imaginario que los polos en lazo cerrado de s = -0,5 £ 9,99j. Como la diferencia entre ambos
supera el “factor 10, en ese caso el uso de las expresiones de un sistema de segundo orden sin
ceros esté justificado, y los valores reales de M, y ts seran muy parecidos a los calculados.

Comprobacion: La simulacion mediante MATLAB de la respuesta al escalon del sistema
compensado nos confirma que la sobreelongacion y tiempo de asentamiento calculados con las
expresiones (Mp=85,5%, ts = 8 s) son practicamente iguales a los valores reales:
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181 -
T System: GLC
I| Peak amplitude: 1.83
TE R overshoot (%) 85.5 .
i At time (zec) 0.314
!
| System: GLC
s |
=
2 ==
g
1 1 1 1 1
2 4 G g 10 12
Time (=ec)
Problema 5.3.

a) Usando las expresiones del sistema de 2° orden sin ceros, un tiempo de asentamiento inferior
a 1 s requiere que la parte real de las raices dominantes de la ecuacion caracteristica (polos
del sistema en lazo cerrado) sea menor que -4. Una sobreelongacion méaxima del 20% se
corresponde con 0 = 62,87°, por lo que el coeficiente de amortiguamiento sera de £ = cos(0)
=0,456.

De ambos requisitos se extrae que ®n=8,77 rad/s. Por ello, los polos dominantes seran
complejos conjugados y deberan estar situados en s = -6 + jod = -4 £ 7,8j

b) Los polos del sistema en lazo abierto estan situados en s=+1,41, luego el lugar de las raices
de la planta no compensada (sin controlador) nos muestra un sistema siempre inestable en
lazo cerrado (una raiz en el semiplano complejo positivo) o no amortiguado (las dos raices
del sistema sobre el eje imaginario), ya que el lugar de las raices del sistema no compensado
es el siguiente:
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Foat Locus

Imaginary Axis
o
T
i

Real Axis

Si utilizamos un controlador PI (que recordemos que se caracteriza por tener un polo en el
origen y un cero en una posicién configurable s =-1/T) podemos situar el cero del controlador
en cuatro posiciones diferentes: a la derecha del polo positivo en lazo abierto, entre cero y
el polo positivo, entre el polo negativo y cero o a la izquierda del polo negativo.

Sin embargo, en ninguna de las configuraciones anteriores conseguiriamos que el lugar de
las raices del sistema controlado pase por los puntos s = -4 + 7,8j:

i i =) ) 4
2 o o
NestARLe PSURE a.m; CABLC | INCES’:/_\BLG :

-
-
-

Sin embargo, si utilizamos un controlador PD (que se caracteriza por tener un cero en una
posicion s=-1/T) el sistema controlado pasara de dos asintotas a tener s6lo una asintota
(4ngulo -180°). Por ello, si situamos el cero a la izquierda del polo negativo conseguiremos
gue haya un punto de ruptura entre los dos polos en lazo abierto y un punto de reencuentro a
la izquierda del cero:

: | OB DAD D
5\:«\%‘2 Do | Que BA [e
InesTARLe
RO
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c) Este apartado se realiza en la practica 4 de la asignatura (controladores PID con MATLAB),
utilizando la herramienta “rltool” de MATLAB.

Si la posicion del cero del controlador PD es s=-9,7, el lugar de las raices del sistema
compensado pasa exactamente por los puntos del plano complejo s = -4 + 7,8, para los que
se cumplirian simultdneamente los requisitos de sobreelongacion igual al 20% y tiempo de
asentamiento igual a 1 s. Estableciendo una ganancia de K=1,95 en el controlador PD (es
decir, si la funcion de transferencia del controlador es G¢(s) = 1,95(s+9,7)) logramos situar
los polos dominantes en lazo cerrado del sistema exactamente sobre esos puntos (figura de

la izquierda):

Stop Response

Cero del PD cerca
de los polos en LC

S

Amplitude

En la figura de la derecha comprobamos que el sistema con ese controlador PD cumple el
requisito de tiempo de asentamiento. Sin embargo, el cero en s = - 9,7 estd muy cerca de los
polos en lazo cerrado (a menos de 6 veces la distancia de éstos al eje imaginario). Como se
vio en el Tema 2, esto altera la respuesta esperada al escalén, aumentando la
sobreelongacion de la misma (en la figura comprobamos que supera con creces el 20%).

Por ello, la expresion que relaciona sobreelongacion M, con el coeficiente de
amortiguamiento usada en el apartado a) (para sistemas de 2° orden sin ceros) deja de ser

valida en este caso.

Para compensar el efecto del cero tan cercano es necesario que el angulo 6 (y por ello el
coeficiente de amortiguamiento) de los polos en lazo cerrado sea algo menor que el valor
calculado (§ = cos 0 = 0,456), para lo que se pueden hacer dos cosas. La primera de ella es
simplemente aumentar el valor de K, lo que hace que los polos se desplazan hacia la
izquierda, reduciendo su angulo y bajando M. Si se sube hasta K=4,9 (G¢(s) = 4,9(s+9,7))
se consigue que My no supere el 20%. Como ahora dichos polos tienen su parte real mas
negativa, el sistema es todavia mas rapido, cumpliendo sobradamente con el requisito de

tiempo de asentamiento:
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Root Locus Editor for LoopTranster_C

Polosen LC
conK =49

Amplitude

Area de Tecnologia Electrénica

Stop Response

Tirne (secands)

Existe una segunda opcion para disminuir el angulo 6 de los polos en lazo cerrado sin tener
que desplazarlos hacia la izquierda en el plano complejo, que consiste en mover el cero del
controlador hacia la derecha. De esta manera se reduce el radio de la circunferencia del
lugar de las raices, por lo que disminuye la parte imaginaria de los polos en lazo cerrado sin

que varie su parte real.

Asi, si se desplaza el cero hasta la posicion s=-4.5 se consigue, para la misma K de 1,95
(Ge(s) = 1,95 (s+4,5)) que los polos se sitten donde muestra la siguiente figura, permitiendo
que el tiempo de asentamiento sea ligeramente inferior a 1 sy que M, no supere el 20%:

Root Locus Editor for Looj

Polos con

menor angulo 0 \
Cero del PD
ens=-45 \

Problema 5.4.

Amplitude

Systene K0Transfor_edy
0 r k

Stop Response

Time (seconds)
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Problema 5.5. Para resolver el ejercicio trazamos el lugar de las raices del sistema en MATLAB
(mediante ““rlocus™) y utilizamos el comando “sgrid”” para encontrar el valor de K que se
corresponde con un coeficiente de amortiguamiento o una frecuencia natural dada. Como alternativa
a “rlocus + sgrid” se puede utilizar también la herramienta “rltool”

Los resultados son:

a)
b)
c)
d)
€)

Se necesita un coeficiente de amortiguamiento  de 0,69, para lo que K=5,42

Se necesita un valor de o (parte real de las raices) de 0,4, para lo que K=2,31

Se necesita un coeficiente de amortiguamiento { de 0,5, para lo que K=8,28

Se necesita una frecuencia natural o, igual a 2 rad/s , para lo que K=20,9

No hay valor de K que permita una frecuencia natural wy igual a 3,5 rad/s y que mantenga el
sistema estable en lazo cerrado.

Problema 5.6.

a)

De la expresion para un sistema de 2° orden, Mp = 100-exp(-n/tan8), podemos obtener que
una sobreelongacion del 16% se corresponde con un angulo de las raices complejas de 59,74°
medido desde el eje real negativo (0, lo que es lo mismo, 120,26° medido desde el eje real
positivo) y con un coeficiente de amortiguamiento de { = cos(0) = cos(59,74) = 0,504.

Si trazamos el lugar de las raices del sistema de tercer orden (MATLAB) y buscamos el
punto donde los polos dominantes en lazo cerrado cortan la linea de { = 0,504 encontramos
que la ganancia del controlador proporcional debe ser de K=43,35.

Jja

A
£=0.504
- j3
s-plane
42
—1.205 +;2.064 ’
K=4335
4 j1
\:2().26"
- x L K 1 x 1 oy 1 1 _— - 0
-7.59 -7 —6 -5 -4 -3 -2 ~1 0
K = Closed-loop pole
X = Open-loop pole

Para ese valor de K=43,35 los polos dominantes en lazo cerrado se encuentran en la posicién
s =-1,205 + 2,064j, mientras que el tercer polo (polo rapido) esta en s = -7,59 para ese valor
de K. Como dicho polo se encuentra alejado del eje imaginario un poco mas de 6 veces la
distancia al mismo de los polos dominantes, la aproximacion del sistema de tercer orden a
uno de segundo orden esta justificada.

El tiempo de asentamiento del sistema con el controlador proporcional K=43,45 sera
entonces de ts = 4/6 = 4/1,205 = 3,32 s
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Utilizamos MATLAB para comprobar que la respuesta al escalon unitario tiene una
sobreelongaciéon y un tiempo de asentamiento muy parecidos a los calculados con las
expresiones para un sistema de 2° orden, validando dicha aproximacion:

Step Response

1.2
_'_'_'_'_'_'_'_'_'_'"I”'--._
System: GLC I
Peak amplitude: 1.15 | . System: GLC
, [ Overshoot (%): 161 T.7070% B —:=-=-—-- Setling time (seconds): 3.47 —-—-—-—-1
™' Attime (seconds): 1.68 T B S
I 1
[ i
[ i
08| i i
[ i
i i
S [ i
206 i i
= 0.
£ i i
! !
i i
0 i i
[ i
i i
[ i
. ! !
UL 1 1
[ i
[ i
i i
0 i i .
0 1 2 3 4 5 6

Time (seconds)

b) Si queremos tener un tiempo de asentamiento tres veces mas rapido que en a), es decir, de
1,107 s, la parte real de los nuevos polos dominantes debe estar ahora en ¢ = 4/ts = 3,613.
Como dichos polos deben mantener su angulo (para que no se modifique el coeficiente de
amortiguamento y con ello la sobreelongacion), la posicion de los nuevos polos dominantes
deberé ser s =-3,613 * 6,193,

£=10.504 Desired 7
compensated J
-3.613 +j6.193 dominant pole | i6

1.5
174 s-plane
1.3
Uncompensated 1 J2
dominant pole
—1.205 + 2.064 -1 J1 —
- x | X | x Lol l - \ . - G
-759-7 6 -5 -4 3 -2]-1 0

X = Closed-loop pole
X = Open-loop pole
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¢Donde debemos colocar el cero del controlador PD para que eso ocurra?

Podemos realizar una estimacién previa de la posicion de dicho cero calculando el angulo de
los polos en lazo abierto (situados en s =0, -4 y -6) al punto donde ahora queremos que estén
los polos dominantes en lazo cerrado, s = -3,613 + 6,193]. Llamando a estos angulos @1, ¢2
y @3 respectivamente, ya conocemos que ¢1 es 120,26°. Un calculo trigonometrico basico
nos da que 2 = 86,42° y @3 = 68,92°. La suma de los tres &ngulos es de 275,6°.

Como la funcion de transferencia en lazo abierto del sistema compensado debe tener un
angulo de -180°, y dicho angulo es resultado de “angulo de ceros ” — “angulo de polos”, se
puede deducir que el unico cero del sistema, el del compensador PD, debera aportar 275,6° -
180° = 95,6°, esto es, estara situado aproximadamente en la posicion del eje real 6=-3:

jw

& =0.504 A
- ;'J,"
Desired
=3.613 +6.193 compensated :
’ domin: 1 - Jj6
ominant pole
— IS
- j4 s-plane
— f3
Uncompensated (3 )
dominant pole 1205 *+/2.064 1 J2
— ;’1
‘\‘95.60 \'120.26o
! L's 1 ¥ I I ey
-7 -6 -5 4 j:s/\—:z 1 0

X = Closed-loop pole -0
X = Open-loop pole

Para comprobarlo y ajustar la nueva ganancia utilizamos la herramienta RLTOOL de
MATLAB: La funcién de transferencia final del PD disefiado sera de G¢(s) = 47,45 (s+3).

Systmc K0Transter_2y
D raey

Root Locus Editor for LoopTransfer_C Step Response

Ampltude

[ Cancelacion cero-
polo LC no perfecta
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Para terminar, podemos comprobar también como la sobreelongacion y el tiempo de
asentamiento de la respuesta real al escaldn difieren ligeramente de los valores calculados.
Esto se debe a que no hay una cancelacion perfecta entre el cero del PD vy el tercer polo
en lazo cerrado del sistema, como se muestra en la figura, lo que afecta minimamente a los
valores calculados con las expresiones para un sistema de 2° orden sin ceros.

Problema 5.7

a) Comenzamos disefiando el controlador PD para conseguir el requisito de disefio de
sobreelongacion del 20% para un tiempo de pico de 0,198 s. Este paso se realiza de igual manera
que en el gjercicio anterior, salvo porque ahora extraemos la parte real de las raices dominantes
del sistema del requisito de tiempo de pico. Asi:

Utilizando las expresiones para el sistema de 2° orden sin ceros, la sobreelongacion del 20%
estd asociada con un angulo de los polos dominantes en LC complejos de 62,87°, medido
desde el semieje real negativo (117,13° medido desde el semieje real positivo) y con un
coeficiente de amortiguamiento de { = cos(0) = cos(62,87) = 0,456.

Un tiempo de pico t, = w/wq = 0.198 s esta asociado a una frecuencia w4 = n/t, = 15,87 rad/s.
Recordemos que wq €S la parte imaginaria de los polos en LC.

Conocida la parte imaginaria de los polos y el angulo, la parte real de los mismos viene dada
por ¢ = wg/tan(0) = 15,87/tan(62,87) = 8,13. Los polos dominantes del sistema deben situarse
entonces en el punto del plano complejo s = -8,13 + 15,87],

La posicion del cero del controlador PD se puede hallar analiticamente, de nuevo,
calculando el angulo de los tres polos (situados en s = -3, -6 y -10) y el cero (s = -8) de la
planta en lazo abierto al punto calculado para los polos dominantes en lazo cerrado.
Elegimos, por ejemplo, el valor positivo, s = -8,13 + 15,86j.

Llamando a los angulos de los polos ¢s, @s, @10 (respectivamente) y al angulo del cero 8g, y
realizando calculos trigonomeétricos basicos obtenemos que ¢z = 107,92°, e = 97,65°, @p10=
83,28° y 63 =90,47° (todos medidos desde el semieje real positivo en este caso). Por ello, el
angulo total de la planta en LA, G(s) al punto “s” es arg(G) = 0g- @3- ¢s - @10 = -198,37°

De lo anterior se deduce que la

contribucion del cero del compensador PD PD-compensated "f"
debe ser de arg(G) + arg(PD) = -180° (para dominant pole _
que la suma total de angulos sea de -180°), === #1387
luego arg(PD) = 198,37 - 180 =18,37°. |
. s-plane
e Elceroz:del PD debe entones estar situado 18.37°
en el punto s=-55,92 (ver figura de la Y 1 - C
derecha) =i, -8.13
La figura inferior lugar de las raices del X = Closed-loop pole

sistema compensado con el PD (MATLAB).
Se deduce que hace falta una K=5,34 para

Note: This figure 1s not drawn to scale.

situar los polos dominantes en LC en el lugar
deseado.
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£=10.456
PD-compensated
dominant pole
8.13 + j15.87
K =534 s-plane
S )
117.13°
1 O Xm0 % o
-106 5592 -10 -8 —6/-3 0

X = Closed-loop pole
¥ = Open-loop pole

Ademas, se observa que el tercer polo en LC estaria situado entre -10 y -8, es decir, bastante cerca
del cero de la planta (situado en s=-8) y por ello su efecto en la dindmica del sistema quedaria
practicamente anulado.

De hecho, la siguiente figura muestra la respuesta al escalon del sistema en lazo cerrado sin PD
y con PD, demostrando que se cumplen razonablemente bien los dos requisitos de disefio del
transitorio, dando validez a la aproximacion del sistema de tercer orden por uno de 2° orden sin
ceros (y con ello al uso que hemos realizado de las expresiones para M, y tp). Recordemos que
cuando los valores reales de M, y tp difieren ligeramente de los valores calculados es porque no
hay una cancelacion perfecta entre el cero del PD vy el tercer polo en lazo cerrado:

Amplitude

[

o

o

Respuesta en lazo cerrado sin controlador y con PD

System: LC con PD
Peak amplitude: 1.13
Overshoot (%): 21.7
Attime (seconds): 0.176

LC sin controladar
LC con PD

Time (seconds

"o

LA

=
L8}

[
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b) En la figura anterior también se observa como el sistema (con o sin PD), al ser de Tipo 0, tiene
un error no nulo frente a la entrada escalon (de hecho el error sin controlador es muy acusado).

Para eliminar este error hay que subir el tipo de sistema a Tipo 1 introduciendo un polo en el
origen. Eso cambiaria drasticamente la respuesta transitoria disefiada en el punto anterior. Lo que
se hace entonces es introducir el polo en el origen y un cero adicional muy cerca del mismo (es
decir, un controlador PI) que practicamente anule la dinamica del nuevo polo en LC y no
modifique mucho el transitorio ya ajustado anteriormente con el PD. Podemos, por ejemplo,
situar el cero del Pl en el punto s=-0,5. El controlador PI que incorporamos ahora quedaria:

Kp;(s + 0,5)
Cpi(s) = Plf

El nuevo lugar de las raices de la planta con el PD + PI (PID) seria (MATLAB):

Jar
i

£=0.456

PID-compensated
dominant pole

—7.516 +j14.67
K=4.6

s-plane

B
117.13%

106 —5592

\

X = Closed-loop pole
¥ = Open-loop pole

Del LDR se extrae que ahora es necesaria una ganancia total en el controlador de K=4,6, por lo
que la funcién de transferencia final del PID disefiado seria:

4.6(s + 55,92)(s + 0,5)
s

Cpip(s) =

La siguiente figura muestra la respuesta al escalon del sistema sin controlador, con el PD del
apartado a) y afiadiendo el PI del apartado b). Se puede comprobar como del PD al PID el
transitorio apenas cambia, y sin embargo el error de posicion se anula con el PID:
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Respuesta en lazo cerrado sin controlador, con PD y con PID

12T LC sin controlador
— LCcon PD
LC con PID
] T L T R P P PP TPRTRPPERPTERS
|||II |||||||||||||||||| -—
|
087 |
@ |
o |
= |
B el
c 06
e |
0.2
8 1 1.5 2 2.5 3

Time (seconds)

Problema 5.8. En la figura observamos que la temperatura (salida del sistema térmico) tiene un
comportamiento sobreamortiguado y con forma de S frente a una entrada escalén, con un
tiempo de asentamiento de aproximadamente 80 segundos.

Al no conocer el modelo de la planta y tener la respuesta transitoria experimental en lazo abierto
forma de S, podemos aplicar el primer método de Ziegler-Nichols para extraer el tiempo de retardo
“L”y la constante de tiempo “T” del sistema, con las que sintonizar un controlador PID:

l1)

. Linea tangente en el . . . . .
punto de inflexién Tabla 10-1 Regla de sintonizacién de Ziegler-Nichols basada en la respuesta escalén
de la planta (primer método)
K 1
Tipo de
controlador K, Ti Ta
T
= 0
P L ®
T L
0 7/} I PI U.S‘I 3 0
X 2L 0.5L
—l L |-—]"—-— PID 12 L ’

Se traza la recta tangente a la salida del sistema por el punto de inflexion de la misma
(aproximadamente en t = 10 s). El punto de corte de dicha tangente con el eje de tiempo nos

permite extraer un valor de L de aproximadamente L = 2 s.
e La recta tangente corta con el valor final y(t) = 1 en aproximadamente t=30 s, por lo que la

constante de tiempo T del sistemaesde T = 28 s.
Segun las reglas de sintonia de la tabla 10.1, las constantes del PID seran Ky = 16,8, Ti = 4,
Tq = 1. La funcion de transferencia del controlador PID hallado tiene un polo en el origen y

dos ceros (un cero doble) en s=-0,5:

Cpip(s) =

16,8 (s + 0,5)?
s
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Si quisiéramos estudiar el efecto del PID en la respuesta de la planta al escalon unitario, tendriamos
gue extraer primero un modelo matematico de la planta en lazo abierto. La planta se puede intentar
aproximar a un sistema de primer orden (con constante de tiempo igual a T) mas un retardo afiadido
de 2 s. Aunque queda fuera del temario de esta asignatura, los retardos se modelan con una
exponencial decreciente en el dominio de Laplace, como se explica en:

https://es.mathworks.com/help/control/ug/analyzing-control-systems-with-delays.html

Entonces, el modelo aproximado de la planta en lazo abierto podria ser de la forma:
—Ls

e
GLazo abierto (S) = Ts + 1

Al afiadir el PID (Cpip(s)) y realizar la realimentacion unitaria, la planta reduciria su tiempo de
asentamiento a menos de la mitad, pero presentaria cierta sobreelongacion:

it}

Problema 5.9.

En este caso el modelo de la planta en lazo abierto es conocido, e igual a:
1
Grazo abierto(s) = S(S T 1)(5 T 5)
Como tiene un integrador (polo en el origen), se utiliza el segundo método de Ziegler-Nichols (no

tendria sentido realizar una respuesta a escaldn en lazo abierto de dicha planta, ya que la salida
creceria indefinidamente).

Para aplicar el segundo método se busca primero la ganancia del controlador proporcional (Kp) que
en lazo cerrado hace que el sistema tenga oscilaciones sostenidas, es decir, que sea un sistema no
amortiguado (marginalmente estable). A dicho valor se le denomina “ganancia critica” Kcr. Al ser
el sistema de tercer orden (LDR con tres asintotas) sabemos que dos de dichas asintotas cruzaran el
eje imaginario.
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El valor de K, que hace al sistema marginalmente estable para que ocurra una oscilacién sostenida
se obtiene mediante el criterio de estabilidad de Routh. Como la ecuacién caracteristica para el
sistema en lazo cerrado es

S +65+55+K,=0

el array de Routh es:

s 1 5
3 6 K,
30— K
1 P
. 6
s K,

Examinando los coeficientes de la primera columna del array de Routh, se encuentra que ocurrird
una oscilacién sostenida si K, = 30. Asi, la ganancia critica K, es

K. =30

Para dicho valor, la frecuencia de oscilacion es de o = 2,236 rad/s, y por ello el periodo de oscilacion
es entonces igual a Per =2t/ = 2,81 s

Conocidos Ker y Per, la siguiente tabla indica los valores de los parametros de los controladores P,
Pl y PID sintonizados con este segundo método de Ziegler-Nichols:

Tabla 10-2 Regla de sintonizacién de Ziegler-Nichols basada en la ganancia critica
Ky en el periodo critico Per (segundo método)

Tipo de
controlador K, T Ta
P 05Ky © 0
1
PI 0.45K 12 P.. 0
FID 06K, 0.5P, 0.125P..

El valor concreto de los parametros para el controlador PID seria:
K,= 06K, =18
T,=0.5P, = 1.405
T,=0.125P., = 035124

Y la funcién de transferencia del PID sintonizado con estas reglas tiene una ganancia de 6,32, un
polo en el origen y un cero doble en s = -4/P¢, es decir, en s=-1,42:
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1
4As) = KF(] - T_ﬁ - ]‘}5)

1
=18[1+ + 0.35124s
1.405s

| 6.3223(s + 1.4235)
5

Por lo que el sistema completo en lazo cerrado con PID sintonizado mediante Ziegler-Nichols es:

R(s) 6.3223 (s + 1.4235) 1 Cls)
) > s(s+ 1)s+3) =

Controlador
PID

La siguiente grafica muestra una simulacion con MATLAB de la respuesta al escalon del sistema
con el controlador PID disefiado. Se han incluido también la respuesta en lazo cerrado sin
controlador (ganancia Kp=1) y con los controladores P (ganancia Ky=15) y PI (Kp=13,5, polo en s=0
y cero en s=-0,427) sintonizados con los pardmetros de la tabla 10.2 (para comparar):

Respuesta en lazo cerrado sin controlador y con P, PI, PID

2.5
LC sin controladaor
LC Ziegler P
-1 LC Ziegler PI
< LC Ziegler PID
o 1.5
g=!
=
=3
E
<L 4 —
|
|
|
0 5 10 15 20 25 30

Time (seconds)
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En la grafica anterior se observa que el sistema sin controlador tiene un comportamiento
subamortiguado, con un tiempo de asentamiento de unos 15 s. El controlador que mejor
caracteristicas consigue es el PID, ya que mejora el tiempo de establecimiento hasta 10 s, aunque
introduce una sobreelongacion en la respuesta del sistema bastante apreciable (mas del 60%).

Para reducir la sobreelongacion por debajo del 20% y el tiempo de asentamiento por debajo de 2s
necesitamos realizar una sintonia fina del controlador PID, es decir, necesitamos modificar la
posicion de sus ceros y la ganancia con RLTOOL hasta que se cumplan los requisitos de disefio.

Esto es habitual, ya que las reglas de sintonia de Ziegler-Nichols se deben tomar simplemente
como un punto de partida para realizar posteriormente una sintonia fina.

Para ver como proceder en dicho ajuste fino, necesitamos conocer el lugar de las raices del sistema
con el PID sintonizado anteriormente. Se muestra en la siguiente figura (MATLAB). Recordemos
que Gc(s)-G(s) tiene cuatro polos, dos de ellos en el origen, uno en s=-1y otro en s=-5; y un cero
doble en's =-1,42. Es decir, se trata de un sistema de orden cuatro:

Root Locus Editor for LoopTransfer_C

Polos dominantes para el sistema
en LC con el PID sintonizado

Imag Axis
[=
T
x
[ ]

t‘
(4}
P
=

Real Axis

La figura también muestra la posicion de los cuatro polos en LC para un valor de K=6,32 (ganancia
del PID sintonizado). Los polos dominantes se encuentran muy préximos al eje imaginario. Por ello,
la sintonia fina del PID anterior debe permitir que los polos dominantes se alejen del eje imaginario,
haciendo con ello que el sistema sea mas rapido.

Esto se podria conseguir aumentando la ganancia K del PID, pero es estrategia no conseguiria
disminuir la sobreelongacion del sistema, ya que el angulo de los polos dominantes no disminuiria
(al contrario, tenderia a aumentar ya que dicho par de polos se desplazarian hacia puntos del plano
complejo mas alejados del eje real).

Por ello, la alternativa méas adecuada consiste en acercar el cero doble del PID (que inicialmente
esta en la posicion s=-1,42) hacia el origen. De esta manera se consiguen varias cosas:
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a) Por un lado, desplazar la asintota hacia la parte izquierda del plano complejo (polos mas
rapidos)

b) Por otro lado, si el cero doble esté cerca suficientemente cerca del origen, los polos en lazo
cerrado correspondientes a esas dos ramas practicamente se cancelarian con el cero doble, y
los polos dominantes del sistema en lazo cerrado serian los otros dos (los mas rapidos).

c) Ademas, como consecuencia de lo anterior y como pasaba en otros ejercicios, el sistema de
orden 4 se podria aproximar por un sistema de orden dos sin ceros, y se podrian usar las

expresiones correspondientes.
Utilizando la herramienta RLTOOL de MATLAB se puede demostrar que si movemos el cero doble
hasta s=-0,25 y fijamos una nueva ganancia de K=44, es decir, si el controlador PID reajustado tiene
la siguiente funcion de transferencia:
Valuse:

44 (s+0.25)~2

El controlador asi disefiado permite que la sobreelongacion sea del 19,4% y que el tiempo de
asentamiento sea de tan solo 1,33 s, cumpliendo los requisitos pedidos:

System: IOTransfer_r2y
O rioy Step Response

Root Locus Editor for LoopTransfer_C
Peak amplitude: 1.19 (Eomim 5 1M o
- n}

8

| Overshoot (%): 19.4
Polos Los dos polos en LC de At time (seconds): 0.499
dominantesen |—Y estas ramas (lentos) se | | e I
LC conel PID cancelan con los ceros y
reajustado dejan de ser dominantes | | 1
4
— . System: [OTransfer_r2y

Lo rioy
% Sellling time (seconds): 1.33

[

Imag Axis
:
Amplitude

&

Lk
w
:

2

5 1 15 2 2.
Time (seconds)

-8
5 4 3 7 -1

Real Axis
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Ejercicio 1 (3,5 puntos)
La estimulacion magnética transcraneal (TMS) consiste en la estimulacion de la corteza cerebral
a través de una corriente eléctrica inducida por un campo magnético externo variable con el
tiempo (no existen electrodos de contacto con la piel). El circuito de la Figura 1 muestra un
estimulador magnético transcraneal.

Eje imaginario

1 ) A

’ | (t) x .............. 25766j
=0 L

R § -1666,67
N

<

y (t)C_,) —_C . Eje real

x .............. 25766]

Figura 1. Circuito eléctrico equivalente de un sistema de estimulacién magnética transcraneal (TMS).

Un condensador cargado C, se descarga a través de una bobina L y resistencia interna Ri. En el
instante t=0, el interruptor cambia de posicion para producir el campo magnético sobre el
paciente.

(i) Dibuje el circuito para t>0 y obtenga la ecuacion diferencial de i(t) en el dominio del tiempo.

(i) Si se quiere aplicar una segunda estimulacion consecutiva con un tiempo de espera de 4
segundos (criterio del 98%), ¢cuanto tiene que valer C si R=10 kQ?.

(iii) A partir de la situacion de los polos del sistema y sabiendo que L=15uH, determine el valor
de Ri y C (no utilizar el resultado de ii). (De qué tipo de sistema se trata?. Expliquese como
afecta una variacion de la resistencia interna a la corriente, i(t).

(iv) Partiendo del circuito equivalente en el dominio de s para t>0 (con C cargado inicialmente a
2 kV: v(0)=2000), obtenga la respuesta analitica de i(t) y un esbozo de la misma.

Solucioén:

(i)




(if) Si se quiere una nueva estimulacion, el condensador ha de cargarse otra vez y, por tanto, se
debe conmutar el interruptor a la posicién inicial. EI condensador se carga a un valor constante
de tensidn (aquel suministrado por vi(t)) a través de la resistencia de 10 kQ. La constante de
tiempo es T = RC. Con cuatro constantes de tiempo (4 s) el condensador ya se ha cargado al
98%: 4t =4 s, siendo t = 1 s. Por tanto, para que antes de una nueva descarga transcurran 4 s,
el condensador debe valer: C = 1/R = 100 pF.

(iii) A partir de (i), se tiene que: oaﬁ :i: o, =L y 280, :Ejgzﬂ E

LC VJLC L 2\L

Sabiendo que L = 15pH y a partir de la situacion de los polos, Eo, =1666,67 rad/s (parte real)

y o,4/1- ? = 25766 rad/s (parte imaginaria), resulta: C = 100 uF y Ri = 50 mQ.
También, se puede saber que se trata de un sistema de segundo orden subamortiguado, valiendo
el coeficiente de amortiguamiento, & =0,06.

Al disminuir R, el amortiguamiento () se hace cada vez mas pequefio. La frecuencia natural o,
no cambia porque depende so6lo de L y C; que no varian. En efecto, la frecuencia del seno es la

frecuencia natural amortiguada (mq): @, = ®,~/1— &y la exponencial que multiplica al seno

-t

es: g ot = g¥Een) (constante de tiempo: 1/Cmn). Al decrecer { aumentan tanto ®g como la
constante de tiempo. La corriente es méas rapida (en frecuencia) y tarda mas en extinguirse.
Finalmente, es importante indicar que al disminuir R, también la corriente sera mayor en
amplitud (valor de sobreoscilacion).

(iv)
o0 .
MN—
I(s)
v.(0) 2000
S S
S
Figura S2. Circuito equivalente en el dominio de s para t>0 y respuesta temporal de i(t) resultante.
_ 2000 1,33-10°
Resulta: 1(s)= =— - =.

S
Antitransformando al dominio del tiempo: i(t) =5174,65e **®"'sen (25766t) .

Ejercicio 2 (2,75 puntos)
Se pide:

(i) Transforme el grafo de flujo de sefial de la Figura 2 en su equivalente diagrama de bloques:



~ay

Figura 2. Grafo de flujo de sefial.

(ii) Calcule la funcion de transferencia en lazo cerrado, T(s)=Y(s)/R(s), del diagrama de blogues
de la Figura 3:

- + +
R(s) G, G, G,

v
9
-

> Y(s)

Hy |@

Figura 3. Diagrama de bloques.
(iii) Utilice el criterio de Routh-Hurwitz para hallar la relacion necesaria entre los coeficientes
de un sistema genérico de cuarto orden (con todos sus coeficientes positivos):
aos*+aisi+ays®+ass+as; ao,a1,82,83,84>0

para que dicho sistema presente dos polos imaginarios puros y alguno en el semiplano real
positivo. ¢ Es posible obtener a la vez todos los requerimientos?.

* ¥s5)

Solucioén:
(1)
# b3
—p{ b,
» b '
o + XIA 1 +/L+ 13 1 +r‘r+ j? 1
U(s) —Dn—bc:)-—-b;-——b(\)—w;-—ﬁ\}—b;

o
[)

Ry
Figura S3. Diagrama de bloques equivalente al grafo de flujo de la Figura 2.



(i)

R(s) G,G,G+G, Y(s)
— = R e >
1 — (;_;(;4H] +(’;3(;3H3+(J|(J:(J_;(J4H_;

Figura S4. Funcion de transferencia resultante de simplificar el diagrama de bloques de la Figura 3.

(iii) Las condiciones serian: a) a,a, >a,a,, para contar con un polo en el semiplano real

positivo (condicién extraida de s? en la tabla de Routh-Hurwitz), y b) a,a, —a,a, = afa4, para

tener dos polos complejos conjugados puros (fila s en la tabla de Routh-Hurwitz). Se obtendria
un cambio de signo en la primera columna y una fila completa de ceros (en s? y s,
respectivamente). Ambos requerimientos no se pueden obtener a la vez.

Ejercicio 3 (2 puntos)

Investiguese el efecto de una perturbacion de torsién mecénica, D, que ocurre en un elemento de
carga. Para ello, considere el sistema que se muestra en la Figura 4. A la salida de G4, se obtiene
el par T para posicionar la planta, que consiste en un momento de inercia y friccion viscosa (J y
s, respectivamente). Por tanto, se solicita obtener y analizar el error de control (o actuacion) en
régimen permanente debido a D, siendo D=1/s, y:

(i) G1=K, (control proporcional); (ii) Gi=K,+K,/Tis (control proporcional+integral).

En este Gltimo caso, ¢qué peculiaridad sucede si G1=K,/Tis (control integral)?

D

R E T J' 1
CED Gi @y.\{.}x+b)

T

Figura 4. Diagrama de bloques de un sistema de control mecanico.

YO

Solucioén:

) . E(s 1
(i) Se tiene: ( ):— > :
D(s) Js"+bs+K,

Aplicando el teorema del valor final:

. . -S 1 1
e, =limsE(s)=lim———==-—.

50 50 Js’ +bs+K s K
El error en régimen permanente puede reducirse aumentando el valor de la ganancia del
controlador proporcional, Kp. Sin embargo, aumentando este valor hara que la respuesta del
sistema sea mas oscilatoria.

(i) De igual forma que en el apartado (i), resulta:

E(s) s L L —s’ 1
=— < y e, =limsE(s)=lim S

5—> K
D(s) Js3+bsz+Kps+—p I+ bs? + K s+ P
T T

=0.

Por tanto, el error en régimen permanente, es, puede eliminarse (o reducirse a 0) a través de un
controlador proporcional+integral.

Es importante sefialar que si el controlador fuera un controlador integral, G1=Ky/Tis, entonces el
sistema siempre seria inestable. Esto es asi ya que la ecuacion caracteristica, Js*+hs?+Kp, tiene
raices con parte real positiva (o visto a través del denominador de la funcion de transferencia; no
todos los coeficientes son positivos). Tal sistema inestable, no se puede utilizar en la préactica.



Ejercicio 4 (1,75 puntos)
(i) Obtenga la transformada de Laplace de la sefial de la Figura 5.

x(t) ™ X \
! ) §
o(1) — m MWW \
N
QO __O N

0 T t AEREEEEERRRRREREEENNENENNNNNNNENNN

Figura 5. (i) Pulso rectangular de altura 1 y duracion T. (ii) Sistema mecanico de interés.

(ii) Considere el sistema mecéanico que se muestra en la Figura 5. Inicialmente se encuentra en
reposo. Suponga que el carro se pone en movimiento por una fuerza impulsiva cuya fuerza es la
unidad, &(t). ¢Se parara el carro en algin momento? Justifica tu respuesta y realiza una
propuesta relativa a afiadir/eliminar algin componente, en caso negativo.

Solucion:
(i) Utilizando la definicion de la transformada de Laplace:
T

T —st T —st 1 T —st 1 —st
X(s)=|_[x(t)]=ojx(t)e dt=£le dt=g_([(—s)e dt=—;e

1
— __[e—sT _ e—s-O] —
0 S

:l(l_e—sT)
S

(ii) La ecuacion diferencial del sistema mecanico es: x (t)+ LS x(t) = iES(t) :
m m

Los polos del sistema son complejos conjugados pero imaginarias puros, es decir, se trata de un

. . . 1 k .

sistema con amortiguamiento nulo. La respuesta es: x(t) =—5€n (\/:t] . Obsérvese que
Jkm m
al tratarse de un circuito de segundo orden con amortiguamiento nulo (§=0), el desplazamiento
X(t) es una oscilacion sostenida. Es decir, el carro no se pararia nunca. El sistema consta de dos
elementos ideales que se transfieren la energia inyectada por el impulso, periédicamente, sin
existir ninguna pérdida. Con la instalacion de un amortiguador o considerando pérdidas por
rozamiento en la masa, la energia transmitida por el impulso terminaria extinguiéndose y, por
tanto, el carro se pararia.
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Ejercicio 1 (3 puntos)

Un desfibrilador es un dispositivo que trata de conver- R, L R,

tir un titmo anormal del corazén, potencialmente mot- — N AAA —
tal, en un ritmo normal. Dos electrodos iguales de unos t=0

50 em? de superficie se sitian sobre el pecho de tal
forma que la corriente atraviesa la region del corazon. (*) c R§
La figura adjunta muestra el esquema basico deun des-  “ \_:

fibrilador. Un condensador C; inicialmente cargado, se
descarga sobre el pecho del paciente a través de una t=0
bobina L de resistencia interna Ry.. R engloba las resis- i
tencias de los electrodos y del tejido.

El circuito lleva un tiempo largo con los interruptores en la posicién que se muestra en la figura. En
el instante /=0, los interruptores cambian de posicién para producir la descarga eléctrica sobre el
paciente.

(i) Dibuja el circuito para >0 y obtenga la ecuacién diferencial de la corriente 4(?) que atraviesa el
torax del individuo durante la descarga con sus adecuadas condiciones iniciales (tension en el con-
densador).

Aplicaciéon numérica (valotes tipicos): I'c=5 kV, Rc=0,1 MQ, L.=100 mH, R.=15 Q, C=20 pF y
R=50 Q.

(i) Si se quiere aplicar una segunda descarga, ¢cuanto tiempo minimo tiene que transcurrir entre
ambas descargas?.

(iii) El valor de K disminuye con descargas sucesivas (dafio en el tejido). Expliquese cémo afecta a la
corriente en el torax a partir de la teorfa de sistemas de segundo orden.

(iv) Partiendo del circuito equivalente en el dominio de s para £>0 (con C cargado inicialmente a 5
kV: »(0)=5000), obtenga la respuesta analitica de #(7) y un esbozo de la misma.

Ejercicio 2 (2,5 puntos) " s

Dado el sistema de control de la

figura:

(i) Estudia su estabilidad en fun- R + A - Y+

cién de Ky A. ©) K i > Y6

(if) Considerando .4=1, determina
el tipo de sistema y los errores ver-

i 2 |le
Antena de radar

Cohetes  daderos estacionarios, dependientes de K, ante esca-
16n, rampa y parabola. Analiza los resultados.

Ejercicio 3 (3 puntos)
La ilustracién de la figura muestra una versién de una
estacion espacial. El posicionamiento de la misma con
respecto al sol y la Tierra es critica ya que se requiere
generar energia y comunicaciones adecuadamente. La
Nave espactal orientacién de la estacion espacial se quiere controlar
a través de un lazo cerrado constituido por una realimentacién unitaria y un actuador y regulador
representados por la siguiente funcién de transferencia:

25K
s(s+5)(s+20)

Cohetes
de ajuste

G(s)=

1/10



ese Ampliacion de Ingenieria Electronica y Automatica
Universidad Mster en Ingenieria Industrial Area de Tecnologia Electrénica
Rey Juan Carlos  Curso 2020/2021 Fecha: 22/01/2021

(@) Indica para qué valores de K el sistema es estable. Justifica tu respuesta utilizando la grafica del
lugar de las raices que has dibujado.

(i) Disefia un compensador G(s) que permita obtener un error de velocidad del 1% y una respuesta
estable.

Ejercicio 4 (1,5 puntos)
Dibuje los diagramas de Bode de médulo y fase de los siguientes términos:
(i) 1/[1+(s/a)], (i) 1/[1+(s/a)]* con 0<a<1. :Qué evolucién se observa en funcién de o?

Ejercicio 1
(i) Dibujamos el circuito para £>0:
£ V) = v (0=
YY Y\
_’ L

i(t)

RL
+

ve(t) == C Rg ve (1)

Aplicando la ley de Kirchhoff de tensiones (LKT) y expresando todas las tensiones en funcion de la
corriente (todos los elementos estin conectados en serie), se tiene:

1 di(t
ve(©+v (O+vg, (D+vr(D=0 — C f i(t)dt +L§ +Rpi(t)+Ri(t)=0
Todos los términos se derivan para eliminar la integral y, posteriormente, se reordena y normaliza:

1 d%i(o) di(® dzi(t)+RL+Rdi(t) 1

—i()+L—= +(R, +R) —==0 +—i()=0
clOFL g T RAR) — 2 L & @

Obsérvese que el condensador se ha tomado con criterio receptor (corriente #(%) entra por el borne
positivo de zc(#). St hubiéramos tomado el condensador con criterio generador (pues es el que pro-
porciona la energfa al circuito), tendriamos el borne “+” de #c(d) en la placa supetior y al aplicar la
LKT hubiéramos obtenido:

~ve O+ (D) +vg, (O+vr (D=0

Sin embargo, la ecuacién de definicién del condensador se refiere al criterio receptor y al escribirla
con criterio generador hay que poner un signo menos:

dv
dct(t) ve (t):_é f i(0de

que sustituido en la expresién anterior proporciona la misma ecuacién diferencial para (7). Notese,
ademas, el miembro de la derecha de la ecuacién diferencial resultante es nulo, pues no hay alimen-
tacién “independiente” del circuito, mas alla de la energia almacenada en el condensador: #c(0)=5 kV.

ic(t)=-C

(i) A partir de este apartado, se considera la aplicacién numérica.

Si se quiere una nueva descarga, el condensador ha de cargarse otra vez y, por tanto, se deben con-
mutar los interruptores a la posicion inicial. El condensador se carga a 5 kV a través de la resistencia
de 0,1 MQ. La constante de tiempo es 1 = RC = 105X 20-10¢ = 2 5. Con tres constantes de tiempo
(6 s) el condensador ya se ha cargado al 95% y con cinco (10 s) se ha cargado al 99%. Por tanto, antes
de una nueva descarga deben transcurtir, por ejemplo, entre 6 y 10 segundos.

(iii) En cada descarga el tejido se dafia mas y disminuye su resistencia. Por tanto, K es cada vez mads
pequena. Desde la ecuacién diferencial podemos obtener la pulsacion natural y el amortiguamiento:

2/10
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1 R 4R [C
(D = —_— pu— —_—
“Vic C T2 L

Al disminuir R, el amortiguamiento (£) se hace cada vez mas pequefo. La frecuencia natural w, no
cambia porque depende sélo de Ly C que no varfan. En efecto, la frecuencia del seno es la frecuencia
natural amortiguada (wq):

wg=w, |1
y la exponencial que multiplica al seno es:
e'zwnt:eith/imn

cuya constante de tiempo 1/Cwn. Al decrecer { aumentan tanto wg como la constante de tiempo. La
corriente es mas rapida (en frecuencia) y tarda mas en extinguirse. Al haber disminuido R, también la
cortiente sera mayor en amplitud (valor de la sobreoscilacién).

(iv) Circuito en #=0-

10°Q 0A_ 01H 150
—AA— —
+ ov -loa + 0V -+ 0V -
+ +

5000 VCD 5000 V== 20-10°F ov §SOQ

Circuito en 7=0"*:

10°Q + 5000V—4 0V -
2 A e
+ 0V - + + |oa OMH 15Q
+
5000 vC’) 5000 V 5000V 2= 2010 F 5og§ 0v

Por tanto, el circuito de interés en el dominio de s para 70, resulta:

Y AAA,
0,1s 15 —

1(s)
1 5.10° 50§

T s

Con una inspeccion sencilla del circuito, se tiene que:
5000/s 510t
(510%/5)+65+0,1s  s2+6505+510°
Reordenando términos para comparar con las tablas de la transformada de Laplace, resulta:
510* 510* 628
(s1325)246282 628 (s1325)2+ 628>

1(s)=

1(s)=

3/10
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Y, finalmente, antitransformando al dominio del tiempo:
i(0)=79,62¢ 3% sen(628t)

La corriente #(7) parte de 0 A (pues #,(0*) =0 A) y la pendiente en el origen es de 5:10* A/s (pues
dz(0%)/d0* = 5-10* A/s, ver circuito en 7=07%). El valor tan elevado de la pendiente hace que visual-
mente la grafica sea casi vertical al principio. Los maximos/minimos se alcanzan en:
di(t
d(t) =0—0=79,62(-325) e 3?*'sen(628t) +
+79,62¢32¢(628) cos (628t) =
=79,62¢ 3% [-325sen(628t) +628cos(628t) ] —

628
—-325sen(628t) +628cos(628t) =0—tg(628t) = 325 —

1 628 1

— t,=——arctg (—) =—(1,0932+kn)=0,00174+0,0050k s con k=1,23...
P 628 325/ 628

Vemos que el primer maximo lo alcanza en #=0,0017 s (4=0) y el minimo siguiente en /=0,0067

(#=1). El valor maximo en #=0,0017 s es:

i(t,)=79,62e% (001 5en(628-0,0017)=40 A

Puede comprobarse que el valor del primer minimo #(0,0067) es de aproximadamente -8 A. Los pasos
por 0 se obtienen al resolver:

kn
i(0)=79,62¢*sen(628t)=0 — sen(6281)=0 — t,= e $=0,0050k s

Se ha sefalado el paso por 0 en el instante /=5 ms. El siguiente paso por 0 ocurre en =10 ms.
Obsérvese que la frecuencia de la sefial sinusoidal es precisamente de 628 rad/s (frecuencia natural
amortiguada, wqg) que corresponde a un periodo de 10 ms (como se sefiala en la grafica). La constante
de tiempo es t=1/325 s, que es lo que divide al “-7” en la exponencial, y es también la parte real,
invertida y cambiada de signo, de las raices complejas conjugadas obtenidas. Fijémonos que la co-
rriente se puede considerar extinguida cuando han transcurrido aproximadamente 15 ms (tiempo
equivalente a 5 veces la constante de tiempo). Como se observa en la grafica, a partir de 15 ms, la
corriente es practicamente nula.

50 -
40
30

20

i(t), amperios

10

t (milisegundos)

Ejercicio 2
(i) En primer lugar, se debe extraer la funcion de transferencia en lazo cerrado, Y(s)/R(s), aplicando
el algebra de bloques. Se tiene:

4/10
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» S
+ - v+
RE) —> K > A > Y(s)
S

Aparece una asociacion en paralelo y un feedback anidados, por lo que hay que “desenredar” dicho
conjunto. Se propone “mover” el punto de resta correspondiente a la retroalimentacion (izquierda)
hacia la derecha “saltando” el bloque A. De este modo, los puntos de suma se unitfan (teniendo
cuidado con los signos) y se podria considerar tan solo uno con tres entradas y una salida:

> S

\ 4
>

Rs) —»| K

>Y(s)

As?

A

Resolviendo el paralelo y el feedback, se obtienen tres bloques asociados en cascada: K, s-A4 y 1/[1-
As4, resultando:

K(s-A)

R(s) —»
©) 1- As?

> Y(s)

Extrayendo el polinomio del denominador de la funcién de transferencia obtenida, 1-.4s2, se observa
que no esta completo, pues el coeficiente que multiplica al término s es 0, y ademas el que multiplica
al término de mayor grado, &, es negativo. Por tanto:

e _A>0: Sistema inestable.

e _A4<0: Sistema criticamente estable (frecuencia de oscilacién: w=\A" rad/ S).
Notese que si4=0, se tiene una funcién de transferencia no propia (grado del numerador mayor que
el denominador). Finalmente, cabe destacar que el parametro K no aparece en el denominador, por
lo que no tiene impacto en la estabilidad del sistema.

(i) Con A=1, se tiene:
Y(s) K(s-1)
R(s) 12
El error verdadero resulta:

1-s2

<G 1)] =R(s

(=R Y(©)=RE) [1- %}

Sustituyendo para cada una de las entradas solicitadas, se podrian obtener los errores verdaderos
solicitados utilizando el teorema del valor final. Comenzamos considerando una entrada en escalén
unitario:

1+K

Css 1

R(s)_

[(1+K) -Ks-s ]

= hrn sE(s) = hm s—

Al obtener un error finito, se puede deducir que se trata de un sistema tipo 0 y que los errores frente
a rampa y parabola son infinitos.
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Ejercicio 3
(i) Nombramos los dos bloques principales:

G(s)= ) y H(s)=1

s(s+5)(s+20

A continuacién, implementamos los pasos necesatios para realizar el bosquejo del LDR.

Paso 1: Identificacion y ubicacién de polos y ceros en lazo abierto. Se tienen 3 polos en 0, -
5y -20 (semiplano negativo del eje real) y ningun cero.

Paso 2: Numero de ramas. Por lo dado antetiormente: #=3 y 7=0. Por tanto, el numero de
ramas es: 3. Noétese que # y 7 denotan el nimero de polos y ceros, respectivamente.

Paso 3: Identificacién de segmentos sobre el eje real. A partir de los datos provistos en el
paso 1, se identifica facilmente que los segmentos que pertenecen al LDR son; de Oa -5y -
20 a -0. Nétese que los rangos dados no indican el sentido de las ramas.

Paso 4: Célculo de asintotas.

a) Numero de asintotas: 7-m=3.

b) Angulo de las asintotas: 60°, 180° y 300°.

¢) Centroide:

_ Xpolos-Yceros  (0-5-20)

o=
n° polos - n° ceros 3-0

0,

Paso 5: Puntos de corte con el eje imaginario. Nos fijamos en el polinomio auxiliar:
_s(s+5)(s+20)+25K
s(s+5)(s+20)  s(s+5)(s+20)

Estudiamos bajo qué condiciones, se pueden obtener raices complejas conjugadas utilizando
el criterio de Routh-Hurwitz:

1+KG(s)H(s)=1+K 54255241005 +25K

s 1 100
s2 25 25K
s 100-K

s0 25K

Se obtiene una fila de ceros si K=100 (fila de s). Por tanto, sustituyendo dicho valor en el
polinomio auxiliar P(s) -construido a partir de la fila de encima-, podemos obtener el valor
de los puntos de corte.

P(5)=2552+2500=0 — s=+}/100=j10

Paso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real. En este punto, es necesario conocer el sentido
de las ramas. Para ello, imponemos:

25 1
1+KG(s)H(s)=0 = 1+K———==0 —» K=- (— s3+s7-+4s)
s(s+5)(s+20) 25
dKk 3
= :_ES -25-4=0 — s=-2,32 (s=-14,34 no pertenece al LDR)
s

Paso 7: Angulo de salida o llegada de las raices. Ya que no existen ni polos ni ceros con parte
real y compleja conjugada, este paso no es necesario de llevar a cabo.

Por tanto, finalmente resulta:
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uuuuuuuuu

A partir del bosquejo del LDR, se observa que el eje imaginario se rebasa (del semiplano negativo al
positivo del eje real) justo cuando K=100 -véase paso 5-. Por tanto, se tiene:

e (0<K<100: Sistema estable.
e K=100: Sistema criticamente estable (frecuencia de oscilacién: =10 rad/s).
e K>100: Sistema inestable.

(i) En primer lugar, se calcula la funcién de transferencia del error de control frente a la entrada,
E(5)/R(s), considerando un control proporcional K:

E(s) 1 _ $2+257+100s
R()  |ppc— 25 $+258+100s+25K
s(s+5)(s+20)
Se aplica el teorema del valor final, considerando una entrada rampa (velocidad):
1[  s7+2552+100s 100

¢ lim sEGS) = limy s 5 | 5325971007 25K| ~ 25K

sS 1
R(s)==
() 52

Fijando 100/25K=0,01, resulta K=400. En este escenatio, se tiene un sistema inestable -véase apat-
tado (i)-. Por tanto, un control proporcional no es suficiente y por ello, se requiere implementar un
control “mas sofisticado”. Se propone un compensador de adelanto/retardo.

A partir del requerimiento principal, se puede fijar:
E(s) 1 1

R(s) n 25 B i St 25
B O o) B N e ST
N o 1 o
eSSR(S):lZ_il—% SE(S)_?—%SS_Z 14K stz 25 _K &é_o’m
) ©s+p_s(s+5)(s+20)] p_100

Si, por ejemplo, K.=1, se obtiene la relacion: z./p.=400. Para no “modificar” en exceso la respuesta
dinamica, seleccionamos componentes que se encuentren muy cerca del origen. Por ejemplo: z.=-0,1
y p=-0,00025. En efecto, se tiene, ademas, un sistema estable:
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Ejercicio 4
Para el analisis de respuesta en frecuencia, se realiza la sustitucién s=jo (frecuencias fisicas).
(i) Se tiene:

Diagrama de Bode de modulo:

1 1 ‘o ‘o
T} ) 4p=20log |——| =20log | l =20log|1|-20log [1+ ’—| =-20log 1+’—|
a a
Dos aproximaciones:
o
-20log|1]=0, —<<1
jo A
-20log |1+ —| = io 2 . .
‘ -2010g|1+—| =-20log |0*+ (—) =-201og(—), —>>1
a a a a
| T, (o) |se
40
20

10% 10% 10"a a\10%a 10% 10%a @ radis

-20
-20 dB/déc

— 40

Diagrama de Bode de fase:

1 . .
arg[T; (jw)]=arg —| =arg[1]-arg [1 + ]g] =-arg [l + )2]
a a

1+
a

€

Para dibujar este término, se realizan dos aproximaciones, y un calculo a una determinada frecuencia:
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®
-arg[1]=0°, —<<1
a

-arg [l+ ]g] ~< .
a -arg [)2] =-90°, 2 >>1
a a

w=a — -arg _l+ j;a] :—arg[l+j]:_45°
Resultando: -
argT, (jo)]
90°

450

10% 10% 10™ a 10%a 10% 10% @ radfs
—45° -45 9/déc

-90°

(i) Analogamente, se analiza el mismo polo simple pero elevado a un nimero no entero, 0<o<1:
1

(1+2)

T, (iw) =

Diagrama de Bode de médulo:

j©)" j©)"
=20log|1]|-20log (l-l——) =-20log (l-l——)
a a

: o

1
T, (jw) |4 =20log | ————| =20log
0 (1+%)
a

(%)

( 20log]1%]=0, —<<I
jo\* a
-20log (1+—) =~ oy 2 . .
‘ -20log (—) = 20alog |0+ (=) =20ulog (=), =>>1
a a a a
| T,(j®) e
40
20

10%a 10% 10%a a

{Ola 102a 103a , rad/s
-20 RN

\‘ ~ 0=0,6

-12 dB/déc
N a=0,8 -16 dB/déc

— 40

o=1
-20 dB/déc

Diagrama de Bode de fase:

arg[ T (jo)]=arg ;) =argl1]-arg [(” ];w)] 8 [(” ]Zw)]

(-
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L -arg[1%]=0°, 2o
JON | a
—arg l+; ~ )(,0 o )(,0 ®
-arg [(;) ] =-qarg [;] =-90a°, ;>>l
o=a = -arg|(1+2) | =aral 1+9)) = cargl1+] =450

a

arg[T, (jo)]

9(0°

450

10%a 1% 10°
—45°

10%a 10% 10% @ rad/s
_+0=0,6
-27 °/déc

—90°  -36%déc

-45 °/déc
Notese que se obtienen caidas de 20a dB/déc en el diagrama de Bode de médulo. Por otro lado, si

nos fijamos en la figura del diagrama de Bode de fase, se observan rectas con una pendiente de -
454°/déc. Una década después del polo en g, la fase se estabiliza en -90a°.
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Ejercicio 1 (3,5 puntos)

Un generador de impulsos permite evaluar el comportamiento de equipos eléctricos frente a pertur-

baciones. La primera etapa consiste en un circuito RC (ver figura) sobre el que se solicita:

1 MO (i) (0,75 puntos) Obtenga el tiempo de carga del condensador de 2 uF

AN considerando que se carga a través de una resistencia de valor 1 MQ

(criterio del 98%).

(J') El circuito dibujado a continuacion representa la etapa final del gene-
vi (1)

2pF—=  rador de impulsos. El condensador de valor 0,1 uF representa la capa-
cidad del equipo de potencia a evaluar. Con este dispositivo es posible
generar una onda doble exponencial de la forma »() = 17, (e — )
utilizada para realizar ensayos con impulsos de tension tipo rayo.

@i1) (0,5 puntos) ¢Qué tipo de respuesta se tiene en #(4) sabiendo que o y § son reales y positivosr.
(iii) (1 punto) A través de un analisis del circuito en el dominio de s se obtiene que:

610" 10
$2+1,08-10"s+1,66-10"" i VWV

Demuestre que la tensioén en bornes del condensador de
0,1 uF consiste en una exponencial doble de la forma ex- - 2HF 30Q § 01pF 2= V(D)
presada previamente. -
@iv) (0,5 puntos) Identifique y especifique los valores de
T./O’ %, By las constantes de tiempo del DE)
circuito.

(v) (0,75 puntos) Obtenga los polos del
sistema y explique si es posible utilizar
una aproximacién por “polos domi-

V()=

nantes”. A partit de su justificacion,
realice un esbozo de la respuesta resul- Ky
tante »(7).
+ - + vV +
Ejercicio 2 (2 puntos) R(s) K: —>(O—>| G(s) >Y(s)
Al recorrer una carretera con baches, -

un automovil experimenta muchas en-
tradas tipo perturbaciéon. El diagrama
de bloques de la figura muestra un sis-
tema sencillo de suspensién que puede servir para “acomodar” los cambios bruscos. A partir de la
funcién de transferencia Y(s)/D(s), ¢setia posible obtener una relacién apropiada de ganancias (Ki y
K>) de forma que el vehiculo no rebote cuando la deflexién deseada sea nula —R(s5)=0-?. En caso
afirmativo, especifiquela ayudandose de la condicioén Y(s)/D(5)=0.

Ejercicio 3 (4,5 puntos)

La planta del sistema de posicionamiento de un brazo robético se puede modelar a través de la si-
guiente funcion de transferencia: G(5)=1/[s(s+2)]. Considerando dicho proceso incluido en un lazo
de control con realimentacion unitaria y negativa, se pide:

@ (1 punto) A partir del bosquejo del lugar de las raices (LDR) y la funcién de transferencia en lazo
cerrado del sistema, analice la estabilidad y el tipo de respuesta (oscilatoria, subamortignada, con amortigna-
miento critico o sobreamortignada) en funcién del valor del parametro K.

(i1 (0,5 puntos) Razone si con un controlador proporcional K se puede conseguir que los desplaza-
mientos del brazo robético tengan un tiempo de asentamiento de 500 ms ante una entrada escalén.
(iii) (1 punto) Si la respuesta en (ii) ha sido negativa para K>0, disefie un compensador de adelanto/re-
tardo que cumpla dicho requerimiento permitiendo como valor maximo una sobreoscilacion del 10%.
(iv) (0,75 puntos) Determine el tipo de sistema a partir del error de control y comparelo con el esce-
nario en el que se tenfa un controlador proporcional —apartados i) y ii)—.
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(v) (1,25 puntos) Si hubiésemos implementado controladores de la familia de los PID, ¢cudl de ellos
y bajo qué condiciones hubiese permitido obtener una respuesta subamortiguada y/o con etrores
nulos ante movimientos parabdlicos del brazo robético?

Ejercicio 1

(@) La carga del condensador de 2 uF a través de la resistencia de 1 M, constituye un circuito RC
alimentado con una fuente de tensién. El condensador se carga ala tensiéon que marca la alimentacién.
La constante de tiempo del proceso de carga es 1 = RC'= 100 X 2:106 = 2 s,

El condensador se considera cargado cuando ha transcurrido un tiempo de 4t = 8 s (criterio del 98%).
En efecto, tarda mucho tiempo en cargarse porque lo hace a través de una resistencia de valor muy
elevado.

(i) Se tiene una respuesta temporal constituida por dos funciones exponenciales dectrecientes con el
tiempo (respuesta transitoria). En efecto, no aparece ningin término perteneciente al régimen esta-
cionario (no “extinguible” para #) ya que no existe alimentacién independiente en el circuito, mas
alla de la energfa previamente almacenada por el condensador de 2 uF —véase apartado (i)—. Esta
expresion tipo pertenece al caso de un sistema sobreamortiguado (¢>1): Es la base de soluciones de
una ecuacion diferencial homogénea, {e<, e?’}, cuyas raices del polinomio caractetistico son reales,
negativas y distintas. Notese que, en el dominio de s, ambas funciones exponenciales surgen del pro-
ceso de descomposicion por fracciones simples por la naturaleza de los polos del denominador de la
funcién de transferencia del circuito.

(iii) El condensador estd cargado a la tension de la fuente de alimentacién (suponer 60 kV) y, a partir
de ese instante /=0 (tomado como origen de tiempos), se empieza a descargar por el espinterémetro
(salta una chispa debido a la tensién elevada entre las esferas), el aire se ioniza pasando a tener una
impedancia muy baja (los contactos que forman el espinterémetro pueden considerase como si estu-
vieran unidos por un cable). A continuacion se indica el circuito en el dominio del tiempo £>0.

10
—e——A\N

+ +

Ve(t) 2= 2 uF 30Q § 0,1 pF == v (1)

Obsérvese que #c(0%) = 60 kV —con la polaridad indicada por #c(f)—. La tension #(7) en el condensador
de 0,1 uF (que representa la capacidad del dispositivo que se quiere ensayar) ha de poderse escribir
como una exponencial doble de la forma: #(9) = 1/, (e — e#).

El circuito anterior en el dominio de s

1
A
4
6-10 " "
s wl,
5.10° 30§ s T Ve
i )

Es posible hacer el paralelo de 30//(107/s) ya que la tensién 1/(s) sigue siendo la del paralelo. Para
realizar el paralelo de impedancias se suman las admitancias y luego se invierte el resultado:
1 s 107+30s 1 310°

1
YE)=—t———t—=m——— 5 ()T ——
) 30 107/S 30 107 3108 () Y(s) 107+30s

La tension 1/(s) se obtiene de un divisor de tensién formado por las impedancias (5-105/s)+1 y
30//(107/s) de suerte que:
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10’ 310
V(s) 610° (30/ / T) 610" 7074305
$)= TS ™~ BTE 108
s (510 +1)+(30//£) R0, 310
S s S 10°+30s

Reordenando y normalizando, resulta:
610"
s2+1,08:10"s+1,66:10"
A continuacion, se descompone en fracciones simples, resultando:
B 610" 5554222 55542,22
 (s+15406,88)(s+1,08-107) ~ s+15406,88 s+1,08-107

V(s)=

V(s)

A partir de la tabla n° 6 de las transformadas de Laplace, se obtiene la transformada inversa »(7):
V(D=L {V(s)}=55542,22 (130685 1051070 y

Noétese que, también se podria haber aplicado directamente la transformada n°® 15 de la tabla.

(iv) Identificando con la funcién doble exponencial, #(?) = 1/, (e — e#), se obtiene:
7o = 5554222 V; o = 15406,88 s1; 8 = 1,08-107 s'1. Obsérvese que la inversa del segundo (s7) es la
unidad de los parametros o y 8 de forma que el exponente de la funcién exponencial sea adimensional.

La exponencial doble puede escribirse como: v() = 17, (e — e = 17, (e#/1/%) — e #/(1/P) donde 1/
y 1/ son las constantes de tiempo de la exponencial doble. Es decir:

1 5 1 8
11===6,4906:10"s y 1,===9,243810" s
o 8

La constante de tiempo 11 es més lenta que la constante de tiempo 12 (mas rapida).

(v) En efecto, -a y -B son los polos del sistema eléctrico. Se tiene que -a estd mucho mas cerca del
origen que -3 (en términos absolutos, a<<p) y, por tanto, el sistema de segundo se puede aproximar
por uno de primer orden, siendo:

55542,22

V ~ —_-—
) 5+15406.88

Ciertamente, la constante de tiempo lenta, 1, gobierna la dinamica de la respuesta transitoria ya que
12<<11. El proceso “rapido” es inapreciable ya que tiene lugar en una escala de tiempos muy corta
(ns) en comparacion con el proceso “lento” (us).

— v(£)=55542,22¢1>406,88¢

Ejercicio 2

Se reordena el diagrama de bloques propuesto, de tal forma que se tengan asociaciones en paralelo o
feedbacks “liberados”, para finalmente, asociar todos los bloques resultantes en serie o cascada y obte-
ner Y(s)/D(s). Aplicando el dlgebra de bloques vy, teniendo en cuenta que R(s)=0, se mueve el punto
de suma situado a la izquierda “saltando” Kz y uniéndose al punto de suma central:
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D(s)
\4
Ky

v

K, —(O)—>{ G(s) >Y(s)

Kz

A

Realizando el paralelo y el feedback, se tiene:

G(s)

1+ K,G(s)

D(S) —>(1- K1K2

\ 4

—>Y(s)

Asociando finalmente en serie ambos bloques, resulta:
Y(s)  (1-KKp)G(s)
D(s)  1+K,G(s)

Fijando que Y(s)/D(5)=0, se obtiene que KiKx=1. De esta forma, si seleccionamos el valor de los
controladores proporcionales Ki y Kz de forma adecuada, se puede conseguir mitigar los efectos de
la perturbacion (baches en la carretera) sobre la planta (automévil).

Ejercicio 3
(i) Dibujamos el LDR.
En primer lugar, nombramos los dos bloques principales:

1
G(s)= o) ! H(s)=1
A continuaciéon, implementamos los pasos necesarios para realizar el bosquejo del LDR.

e Paso 1: Identificacién y ubicacion de polos y ceros en lazo abierto. Se tienen 2 polos en 0 y
-2 (semiplano negativo del eje real) y ningin cero.

e Paso 2: Numero de ramas. Por lo dado anteriormente: #=2 y »=0. Por tanto, el nimero de
ramas es: 2. Notese que # y 7 denotan el nimero de polos y ceros, respectivamente.

e Paso 3: Identificacion de segmentos sobre el eje real. A partir de los datos provistos en el
paso 1, se identifica facilmente que el tnico segmento que pertenece al LDR es de 0 a -2.
Noétese que el rango dado no indica el sentido de la rama.

e Paso 4: Calculo de asintotas.

a) Numero de asintotas: 7-m=2.
b) Angulo de las asintotas: 90° y 270°.
c) Centroide:
Y. polos-Y,ceros  (0-2)

n° polos - n° ceros  2-0
e Paso 5: Puntos de corte con el eje imaginario. Nos fijjamos en el polinomio auxiliar:
1 s(s+2)+K

= 24+25+K
s(s+2) s(s+2) s

1+KG(s)H(s)=1+K
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En este escenario, se concluye facilmente que ningun valor de K, para K>0, hara posible que
el polinomio caracteristico contenga raices complejas imaginarias puras. Esto era predecible
a través del calculo de las asintotas (90° y 270° en s=-1)

e DPaso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real. En este punto, es necesario conocer el sentido
de las ramas. Para ello, imponemos:

1
1+KG(s)H(s)=0 — 1+K———==0 — K=-(s*+2s)
s(s+2)
dK
ds
e Paso 7: Angulo de salida o llegada de las raices. Ya que no existen ni polos ni ceros con parte
real y compleja conjugada, este paso no es necesario de llevar a cabo.

=-25-2=0 — s=-1 (punto medio del segmento sobre el eje real identificado)

Por tanto, el bosquejo del LDR previamente argumentado resulta con el siguiente esquema variable
en funcién de la ganancia K:

Imaginary Ais (seconds

Real i (seconds 1y

A partir de la figura, se observa que el LDR no “pasa” para ningin valor de K (K>0) por el semiplano
positivo del eje real ni por el eje imaginario. Por tanto, el lazo de control nunca sera inestable ni
criticamente estable, respectivamente. Tal y como se vio en teotfa, el sentido de las ramas es “de polos
a ceros”, por lo que para bajos valores de K—0<K<1-, los polos del sistema se sitian separadamente
sobre el eje real (sistema sobreamortiguado, £>1). Justo cuando K=1, los polos son dobles ($2+2s+1;
s=-1) y, por tanto, se tendrfan un sistema criticamente amortiguado, £=1. Finalmente, para K>1, re-
sulta una respuesta subamortiguada, 0<¢<1, ya que los polos tienen tanto para real como imaginaria.
Cabe destacar que el factor de amortiguamiento ird disminuyendo a medida que aumenta K, obte-
niendo una respuesta mas oscilatoria predominante frente a los efectos exponenciales decrecientes.

(if) Segin el marco tedrico de los sistemas de control, el tiempo de asentamiento es 4 veces la inversa
de la parte real del polo dominante en términos absolutos: £=4t (criterio del 98%), siendo 7 la cons-
tante de tiempo que gobierna la respuesta. Tenga en cuenta que 7 es la inversa cambiada de signo del
polo dominante. Por tanto, si &£ = 0,5 s, se tiene que © = 0,125 s y el polo “mas cercano al origen”
debiera situarse en -1/t = -8 s-I. A partir de la figura adjunta en (i) se ve claramente, como el LDR
no pasa por -8 s (segmento sobre el eje real). Por tanto, no se puede conseguir que los desplaza-
mientos del brazo robético tengan un tiempo de asentamiento de 0,5 s ante una entrada escalon.

(iii) En aras de simplificar el lazo de control cancelando el polo situado en -2, se propone el siguiente
compensador (z=2):

s+2
stp

C

GC(S):I<C
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De esta forma, al obtener la funcion de transferencia del sistema en lazo cerrado, resultaria:

K s+2 1
Y(s)  G()G()H(s) = stps(s+2) K,
R(s) 1+G.(s)G(s)H(s) st2 1 24p s+K,
K, stp_s(s+2) ¢

Fijamos ambos requerimientos y extraemos la informacioén relativa a la situacién de los polos a partir
del factor de amortiguamiento £ y la frecuencia natural no amortiguada wa:

4 4
tg=— — 0,5=— — fw,=8 rad/s
0, Ew,
-néw, -8n
M, =exp [ ] — 0,1=exp [—] — 03=10,91 rad/s
| |

Por tanto, los polos se sitian en s=-8£10,91j rad/s.

Comparando el polinomio del denominador obtenido en la funcién de transferencia en lazo cerrado
del sistema, $2+p.s+Ke, con el tipo de los sistemas de segundo orden, s2+2&was+Ke, y sabiendo que
&wq debe valer 8 se tiene que: p.=16. Finalmente, calculamos la ganancia del controlador a partir de
la condicién de médulo del LDR:

52 GOHE) B P P
N =— =
s+16 TR T sGHel K e

Por tanto, se disefia un compensador de adelanto de la forma:

s+2
G.(s)=183,02——
s+16

aaaaaaaaa

uuuuuuuu (seconds gl

(iv) La funcién de transferencia del error de control del movimiento del brazo robético es:
E(s) 1 1

RO FG.OCOHE)  116.() : ] .

En primer lugar, consideramos un control proporcional. Estudiamos el error ante una entrada en
escalon unitario:

s(s+2)
1 s—0 s(s+2)+K
s(s+2)
Se descarta que sea un sistema tipo 0. A continuacién, calculamos el error de control frente a una
rampa:

. .1
€ ,=lim sE(s) = lim s—
Ge(®)=K, R(s)=¢ s—0 s—0 s 14K

6/8



ese Fundamentos de Automatica

Universidad Grado en Ingenieria de Robdtica Software Area de Tecnologia Electrénica
Rey Juan Carlos  Curso 2020/2021 Fecha: 01/02/2021
1 o (s+2) 2

—hm E(s) =lim =lim
eSSGC(s):K,R(s): s () s—>ossz1 TR 1 s—0 K K

s(s+2)
En efecto, al obtener un error finito, tenemos un sistema tipo 1y, por tanto, el error del brazo robo-
tico frente a movimientos parabdlicos sera infinito. La siguiente pregunta es, imodificara el compen-
sador de adelanto el tipo de sistema y los errores? La respuesta a la primera pregunta es no, ya que
no se modifica el orden del término s en el calculo de la constante de error. Antes:

1 K
lir% G.(s)G(s)H(s)= lirré K————=lim —

Gr)

y ahora:
S

‘ +ZC 1 (— 1) K

hr% G.(s)G(s)H(s)= hm K ( ey —lmg K. S = 111’51 —

s— S s— S s— S

<i +1> s(5+1)
Comprobamos:
=lim sE(s) = li ! ! 2 012
Sl 0 0 S e SP2 T 36604
c st165s(s+2)

(v) Los controladores P y PD son descartables ya que no afiaden polos a la funcién de transferencia
y, por tanto, no modifican el tipo de sistema. Sin embargo, los controladores PI y PID introducen
polos en el origen por lo que en el calculo del limite de la funcién de transferencia en lazo abierto
cuando s—0, aumentarian en +1 el término s —ver teoria—.

Con un controlador PI se podrian obtener respuestas subamortiguadas estables si el cero real negativo
afladido por el controlador se encuentra mas cerca del origen que el polo de la planta (s=-2). En caso
contrario se obtendrian respuestas de naturaleza inestable:

Editor for Open Loop 1(0L1)
15

En el caso de que se utilice un controlador PID, cualquier situaciéon de los ceros setia factible para
tener escenarios viables con polos con parte real e imaginaria (sistema subamortiguado). Sin embargo,
en este caso, debiera tenerse cuidado con la seleccion de K ya que no para todo K>0 se tienen res-
puestas subamortiguadas (también sobreamortiguadas y criticamente amortiguadas):
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Ejercicio 1 (2 puntos)

Determine el valor de K del sistema para que la funcién de transferencia en lazo cerrado tenga dos

polos sobre el eje imaginario y uno en el semiplano izquierdo (eje real negativo).

+ K
RE) — s* —() i > C(s)
- A
2 + Y+
s
1
s+1

Ejercicio 3 (2,75 puntos)

Considere el sistema mecinico que se muestra en la siguiente figura, donde 7#=1 kg, /=3 N Xs/m'y

4=5 N/m. Antetiormente, la masa fue sometida a una fuerza externa que re-
miti6 con el paso del tiempo. En el instante de referencia, 7=0, todavia “con-
serva desplazamiento y velocidad” (condiciones iniciales), de tal forma que
x(0)=0,1 m y dx(?)/d?|=0=0,05 m/s. Notese que el desplazamiento x(?) se
mide desde la posicion de equilibrio. Se pide:

(i) Determine la respuesta, en el dominio de s, del movimiento de la masa; es
decir X(s), sometida a la condicién inicial, considerando que no hay fuerza
externa.

(i) Al tratarse de un sistema subamortiguado, analice la variaciéon de la parte
real e imaginaria de los polos y el factor de amortiguamiento, en términos de
“movimiento de polos” y respuestas a escalon.

Recuerda que: L[d2x(7) / d2]=82X(s)-sx(0)-dx(?) /d# | =0 y L[dx(?) / d]=5X(5)-2(0).

Ejercicio 4 (2,25 puntos)
Se tiene un lazo de control en lazo cerrado, cuya funcién de transferencia en
lazo abierto es:

K

G(S)H(S):S(]S—+13)

g

Analice los efectos que tiene la variaciéon de los valores de K, ] y B sobre el error de control en estado
estacionario ante una rampa unitaria. ;Qué tipo de sistema es segun su error? Ademas de, analitica-
mente, ayudese de trazados de respuestas utilizando un valor pequefio, medio y grande de K, supo-

niendo | y B constantes.
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Ejercicio 1

En primer lugar, se tiene que reducir el lazo de control propuesto utilizando el algebra de bloques.
Identificamos tres operaciones principales en el diagrama de bloques: (i) paralelo y (ii) retroalimenta-
cién, y (iii) el resultado de (i) y (ii) en serie con el bloque izquierdo, s2. Utilizando la regla n° 4, move-
mos el punto de bifurcacién que se encuentra a la derecha del punto de resta; saltando el bloque K/ s2
de izquierda a derecha. Esta operacion resulta en el siguiente diagrama de bloques:

+

RS) —| & O B > C(5)

-A S

1
s+1

'\

A continuacion, se asocian en paralelo, sumédndose, los bloques 2s/Ky 1, cuyo punto comun de origen
es C(9):

R(s) —»| & —:O—> K > C(s)

N

2s+ K

1
s+1

A

En efecto, los bloques (25+K)/Ky 1/(s+1) se pueden asociar en serie (regla n® 1 del algebra de blo-
ques), resultando (2s+K)/[K(s+1)], y constituyendo la rama de retroalimentacién del lazo de control.

R ? N K R
(s) —>»| s { Z > C(s)

2s+K |
K(s+1)|

Aplicando la regla n°® 6 (simplificar un feedback negativo), se tiene:
K
2 B K(s+1) B K(s+1)
LK 25K @2(s+ 1) +25+K P +s2425+K
s2K(s+1)
Noétese el signo “+” en el denominador (retroalimentacién negativa).
Finalmente, multiplicamos el resultado obtenido por 2 (asociados en cascada) teniendo la funcién de

transferencia en lazo cerrado del sistema, C(5)/R(s); a pesar de que dicha operacién no tenga impacto
en el andlisis posterior de estabilidad.
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Ks?(s+1)
RES) — = — C(s)
$S+s°+2s+K

Una vez se tiene la funcién de transferencia C(s)/R(s), aplicamos el ctiterio de Routh-Hurwitz pues
el polinomio del denominador de la funcién de transferencia es de tercer orden. Esta caracteristica
es “sintomatica” de que la simplificacion puede ser acertada ya que tendriamos tres polos, tal y como
especifica el enunciado del ejercicio. Por tanto:

s3 1 2
s2 1 K
S 2-K—2

s0 K

Se obtiene una fila de ceros (polos complejos conjugador puros) si K=2 (ubicada en la fila de s). Por
tanto, sustituyendo dicho valor en el polinomio auxiliar P(s) -construido a partir de la fila de encima-
se tiene: P(s)=s2+2, cuya derivada es: dP(s)/ds=2s. A partir de aqui, se puede construir el resto de la
tabla, donde no aparecen cambios de signo (polo restante situado en la parte izquierda del plano ).
Por tanto, C(s)/R(s) tendra dos polos sobre el eje imaginario (complejos conjugados puros) y uno en
el semiplano izquierdo (eje real negativo) cuando K=2.

Ejercicio 3
(i) La ecuacion caracteristica del sistema es:

dzx(t) b dx(t)
de* de
con condiciones iniciales: x(0)=0,1 m y dx(?)/d?#| =0=0,05 m/s. N6tese que x(7) es considerada desde
la posicion de equilibrio (antes de la aplicacion de la fuerza externa).
La transformada de Laplace de la anterior ecuacion es:

dx(t)

m SZX(S)—SX(O)—Tl 3 +b[sX(5)-x(0)]+kX(s)=0

m +kx(t)=0

que, reordenando, resulta en:

X(s)[msz+bs+k]=mx(0)s+mdx—(t)| +bx(0)
dt t=0

Despejando X(s) y sustituyendo los valores numéricos, se obtiene la solucién final:

dx(t)
mx(0)s+m=g== | +bx(0) 0151035

X(s) = =
) ms2+bs+k s243s+5

La posicién y velocidad residual de la anterior excitacidén actian como fuerzas externas de duracion
limitada en el dominio de s, acompafiando al sentido del movimiento o x(7).

(i) Los polos del sistema son: s=-1,5%1,65j (zona subamortiguada estable).
La respuesta previamente obtenida puede ser reescrita como:

0,1s%+0,35s 1
s24+3s+5 s

Y, por tanto, dicha respuesta pudiera obtenerse como la respuesta a escalén de la siguiente funcién
de transferencia:

X(s)=

0,1s%+0,35s
s24+3s+5

A partir de esta consideracion, se propone estudiar los escenarios requeridos en el ejercicio:

G(s)=

e  Sila parte real de los polos &ws, se mantiene constante y la parte imaginaria wq, vatfa; se tiene:
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Los polos se desplazan, verticalmente, hacia arriba o abajo, modificando la frecuencia de oscilacion
de la respuesta temporal. Sin embargo, los términos exponenciales se mantienen invariables, elimi-
nando las oscilaciones “a la misma velocidad” y, por tanto, manteniendo el mismo tiempo de esta-
blecimiento para todos los escenarios. El resto de parametros caractetisticos de los sistemas de se-
gundo orden subamortiguados cambian, derivando en menores tiempos de alcance, pico y subida y
mayores sobreoscilaciones a medida que aumenta wq.

e A continuacién, analizamos el escenatio en el que la parte real de los polos &wn, vatia y la
parte imaginaria w4, Se mantiene constante:

En efecto, la frecuencia de oscilacion se mantiene constante.

Sin embargo, al variar el efecto de los términos exponenciales (parte real), las oscilaciones remiten a
distintas velocidades: Los polos situados mads a la izquierda del plano s son mas rapidos y eliminan
antes las oscilaciones. El tiempo de pico y alcance se mantienen constantes. El tiempo de estabiliza-
ci6én y las sobreoscilaciones aumentan notoriamente a medida que disminuye wq. El tiempo de subida
casi no varfa. Los polos se desplazan horizontalmente.

e Finalmente, cuando se mantiene constante el amortiguamiento £ y vatfa w,, resulta:

4/6



ese Control y Automatizacion
Universidad Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales Area de Tecnologia Electrénica
Rey Juan Carlos  Curso 2020/2021 Fecha: 15/03/2021

En este contexto, los polos se “mueven” diagonalmente, manteniendo, en la respuesta temporal, la
sobreoscilaciéon constante (Unico parametro que tan solo depende de £). El resto de parametros va-
tfan, pues todos dependen de w.. Los tiempos de alcance, subida, pico y estabilizacion tienen una
relacién inversa con la frecuencia natural no amortiguada; es decir, si baja, los parametros temporales
suben, y viceversa. Por tanto, la respuesta temporal se va haciendo mas lenta, en términos generales,
a medida que disminuye la frecuencia natural no amortiguada.

Ejercicio 4
La funcién de transferencia que relaciona el error de control, E(s), v la entrada a seguir, R(s), en un
lazo convencional es:

E(s) 1
R(s) 1+G(s)H(s)
Por inspeccion, se detecta facilmente que el error de control depende de la funcién de transferencia

en lazo abierto. Por tanto, sustituyendo y reordenando términos, se obtiene la expresion de E(s) ante
una rampa unitaria, R(s)=1/s%

1 1 1 Js*+Bs
HGEHG) 2, K ?J2+Bs+K
s(Js+B)
Aplicando el teorema del valor final, el error de control en régimen permanente, ¢, resulta:

) 1 ]sz-i-Bs B
<=limsE(s) = hm S—S—F5——
s—0 2]52+B5+K K

E(s)=R(s)

El error para tiempos largos es independente del valor de J. A medida que K aumente, el error dismi-
nuira y viceversa (inversamente proporcionales). Finalmente, es necesario resaltar que e, y B mantie-
nen una relacién de proporcionalidad (si uno aumenta el otro también y al contrario).

En efecto, se trata de un sistema tipo 1 ya que tiene un error “no nulo” ante una entrada de velocidad
(rampa). Nétese que la constante de error de velocidad es: £=1/¢=K/B, o bien

K
s(Js+B) B

Por tanto, se puede reducir el error en régimen permanente, ¢s, aumentando K o disminuyendo B.
Sin embargo, estas variaciones conducen a una reduccién del factor de amortiguamiento €. En efecto,
el polinomio caracteristico normalizado del sistema (denominador de la funcién de transferencia) es:
s2+(B/])s+(K/]). Extrayendo los parametros caractetisticos del sistema de segundo orden, resulta:

k= hm sG(s)H(s) = hm s——

K
w,= [—rad/s vy E——
J 2\/]T<
De hecho, matematicamente, € es inversamente proporcional a la raiz cuadrada de K. Estos resultados
permiten verificar la anterior asuncién, obteniéndose una respuesta mas rapida, oscilatoria y precisa
(para tiempos largos) a medida que se aumenta el valor de K. Por otro lado, una disminucién de K,
conduce a una respuesta temporal mas lenta, sin oscilaciones y con mayor error en régimen perma-
nente (el término transitorio tarda mas tiempo en desaparecer). Facilmente, se puede deducir que las
caracteristicas recogidas para ambos supuestos se relacionan con sistemas sub- y sobreamortiguados,
respectivamente. Para finalizar el analisis, la siguiente figura representa la evolucion de la respuesta
temporal para diferentes valores de K:
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amplide
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Ejercicio 1 (3,25 puntos)

El condensador C esta cargado a una tension Iy (borne “+” en la t=0 .

placa superior). En #=0 se cierra el interruptor. Se pide: 7{_ it

(i) Ecuacion diferencial de uc(?) atendiendo a las polaridades indica- - .
das en el circuito del enunciado.

(ii) Solucion de la ecuacion diferencial de (i) a partir de la transfor- Ve(D) == ¢ L %V L (D
mada de Laplace, teniendo en cuenta las condiciones iniciales del

circuito. + -

(i) Explicar detalladamente el funcionamiento fisico del modelo

eléctrico en funcién de la tension #(9) y la corriente #(9) -extraible, por ejemplo, desde la ecuacion del
condensador-. ¢Es un circuito real?.
(iv) Para corregir el comportamiento
anémalo del circuito, se propone I\
implementar un controlador elec-
tronico PID (véase la figura). Ob- o L s,
tenga la funcién de transferencia

Ge(5)=E(s)/ Ei(s), y cotrelacione los

elementos del circuito (resistencias (%) E(s)
y condensadores) con los parame-
tros caracteristicos del regulador, o o 0
analizando coémo afectan a la locali- L
zacion de ceros/polos y al ajuste de

la ganancia.

AAAR
Yyvy

Ly(s)

Ejercicio 2 (2,75 puntos)

Considere el diagrama de bloques que se muestra en la figura, donde una perturbacion D(s) aparece
entre un controlador generalizado y la planta. Determine los parimetros K, 4, 4y ¢ de tal forma que:
(i) La respuesta p(7) ante la entrada de perturbacion en escalon unitario se atenue sin error en régimen
permanente; (i) La respuesta (%) ante la entrada patrén, n()=u(9), exhiba una sobreoscilacién del
20% y un tiempo de establecimiento (criterio del 98%) de 2 segundos. Justifica tus resultados, esbo-
zando el lugar de las raices del sistema sin compensar y compensado. Ayudese de las aproximaciones
pot polos dominantes.

D(s)

R(s) C i) K(as + D) (bs + 1) @‘g 2s +2) Cls)
(s+0) (s+ 1)(s+10)

Ejercicio 3 (2,25 puntos) ¢, grados

La figura adjunta representa el diagrama de Bode 5

de fase de un amplificador. Se pide: 459
450

(i) Determine la funcién de transferencia. ¢Se trata
de una solucién tnica?.

(ii) A partir de (i), esboce el diagrama de Bode de

107% 10" 1o° 10* 102 10° 10\ 10° 10° 10’ o, rad/s

modulo, teniendo en cuenta que la ganancia, a *

w=1rad/s, es 0 dB. -90° oo
(it) Indica la salida x;(?), si a la entrada del ampli- -1350

ficador se introduce, xi()=2cos(1000t7/4). -
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Ejercicio 4 (1,75 puntos)

Un procesamiento por lotes -que implica llenar I8

una tina con un liquido, mezclatlo y el drenaje "1 sensor deposito
del depésito- se automatiza con un PLC (ver fi- lleno (NA)
gura). A continuacion, se detalla la secuencia es- Mezc'ad‘”\ Sensor depdsito
pecifica de eventos. Cuando se presiona el boton 7 1 vacio (NA)
Start (%I11.0) comienza el proceso: (i) Se abre  vaiuia de llenado [~

una valvula de llenado (%0Q2.0) y deja entrar un A

liquido en el depdsito hasta que se llena (%11.1);
(i) El liquido de la tina se mezgela (%0Q2.1) du-
rante 3 minutos; (i) Finalmente, se abre una val-
vula de drenaje (%Q2.3) y “desagua” el tanque
hasta su vaciado (%I1.2). Noétese que ambos
sensores de los depdsitos son normalmente

abiertos (NA). Dibuje el diagrama de escalera sl
para el programa del PLC, utilizando obligato-
riamente contactos, bobinas NA/NC vy
SET/RESET.

5

Flotador

Valvula de

/ drenaje

PLC

Ejercicio 1
(i) En primer lugar, se muestra el circuito de interés para 7>0:

i(t)
H

+

ve() —— ¢ L§VL('[)

— —

La ley de Kirchhoff de tensiones establece:
vi.(0+ve (D=0

Ya que la corriente que atraviesa ambos elementos es la misma, resulta:

di() d've()
L It +ve()=0— LC ? +ve(t)=0
Reordenando y normalizando:
dZVC (t) 1
T + E \/e (t) =0

(i) Transformando a sla ecuacion diferencial obtenida en (i) y teniendo en cuenta la condicion inicial
de la tensién en el condensador, »c(0)=-1" (polarizacién inversa a la impuesta en (1)), resulta:
V()S

1

24—
S+LC

1 1
s?Ve(8)-svc(0)+ —= Ve (5)=0 — s’V () +Vos+ — Ve (s)=0 — V(s)=-
LC LC
Utilizando la tabla n® 11 de la versién extendida de las transformadas de Laplace:

ve(©=L[Ve(s)]=-V,L!

S 1
=-Vjcos ( t)
e Ll I
1.C

Una forma alternativa para obtener 1/c(s) puede ser desde el circuito en s, teniendo en cuenta que el
circuito eléctrico equivalente de un condensador cargado es una impedancia 1/sC conectada en setie
con una fuente de tension de valot, en este caso, 1o/s (terminal “+” hacia artiba).
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(iii) A partir de la ecuacién de definicién del condensador y considerando las polaridades dibujadas
en el modelo eléctrico del enunciado (criterio receptor), la corriente que circula por el circuito resulta:

i(t)=C dv;;t(t) :C% [—Vocos (\/% t)] =V, % sen (\/% t)

Obsérvese que al tratarse de un circuito de segundo orden con amortiguamiento nulo, £=0, la co-
rriente #(#) de la bobina y la tension 2c(#) del condensador son oscilaciones sostenidas. Segin el circuito
indicado en la figura siguiente, consideremos: #(#)=-zc(?). Por tanto:

v(t)=Vjcos (\/i_c t)

A continuacion, se dibujan ambas sefiales: corriente #(?) y tension v(2).

—C v(b L

e  Primer intervalo, 0<¢<T/4. Condensador: En =0, esti cargado a su valor maximo »(0)=1/. Se
va descargando (v(?) decrece). En 7=T/4, esta descargado »(T/4)=0 V. Ha cedido su energfa
a la bobina. Bobina: En =0, esta descargada pues #(0) = 0. Se va cargando (4(7) aumenta). En
/=T/4, s ha cargado a su valor maximo i(T/4)=1/N(C/L).

e Segundo intervalo, T/4</<T/2. Condensador: En t=T/4, esti descargado, »(1/4)=0. Co-
mienza a cargarse con una polaridad contraria (»(7) negativa) a la dibujada en el circuito. En
#=T/2, se encuentra cargado a su valor maximo »(T/2)=-1" (con polaridad opuesta a la

dibujada en el circuito). Bobina: En t=T/4, esta cargada a su valor maximo. Se va descargando
({?) decrece). En =T/2, la bobina estd descargada, i(T/2)=0 A. Ha cedido su energia al
condensador.

o Tercer intervalo, T/2<s<3T/4. Condensador: En t=T/2, esta cargado a su valor maximo
v(T/2)=-1". (con polaridad opuesta a la dibujada en el circuito). Se va descargando (¢(?) crece
hasta hacerse 0). En /=3T/4, esta descargado »(3T/4)=0 V. Ha cedido su energia a la bobina.
Bobina: En t=T}/2, esta descargada i(T/2)=0 A. Se va cargando con una cottiente contraria a
la dibujada en el circuito (4(7) aumenta en sentido negativo). En 7=3T7/4, la bobina esté cat-

gada a su valor maximo con la corriente en sentido contrario a al dibujado en el circuito,
i3T/4)=-1N(C/L).

e  Cuarto intervalo, 3T/4<t<T. Condensador: En t=3T/4, esti descargado »(3T/4)=0 V. Co-
mienza a cargarse (¢(7) crece). En /=T, se encuentra cargado a su valor maximo ¢(1)=1".

Bobina: En t=3T/4, la bobina esti cargada a su valor maximo con la corriente en sentido
contrario a la dibujada en el circuito, 3T/ 4)=—Vo\/(C /L). Se va descargando (#(7) crece hasta
hacerse 0). En =T, la bobina se ha descargado #T) =0 A. Ha cedido su energfa al conden-
sador.

El ciclo se vuelve a repetir, volviendo al primer intervalo.

Se ha construido un oscilador. El circuito consta de dos elementos ideales que se transfieren la energia
periédicamente sin existir ninguna pérdida. Por tanto, no se trata de un circuito real. Si se monta el
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circuito en un laboratotio, siempre existe resistencia en el circuito (por pequefia que sea) y la energia
termina extinguiéndose. Por tanto, en los osciladores reales se comunica en cada ciclo un suplemento
de energia para que ésta no se extinga.

(iv) El circuito electrénico de la figura es un controlador PID que utiliza amplificadores operacionales.
La funcion de transferencia E(s)/Ei(s) viene dada por:

E(s) _ Z, (s)
Ei(s)  Zi(s)

donde:
1
2. ()= Rlc_ﬁ_ R, 7,()=Ro+ T RyCys+l
L8 L_1+R1C1S y 288/~ Czs_ C25
R1+Cls

Notese que el Riy 1/Cis de Zi(s) se encuentran asociados en paralelo y, por otro lado, la resistencia
y el condensador de Zx(s) en serie. Por tanto:

E(s) <R2C25+1) (1+R1C1s>

E(s) \ GCs Ry
&
_h ‘ R & ‘
[ C W D —wW—]
‘ — }—] ‘ Ll —WR\jv—
o T AMW—— = R
& ] _l/ ' ik <]>
. — 0o
Ei(s) E(s) g E(s)
o P O

De la etapa final del circuito electrénico, se puede obtener:
E()(S) _ R4

E(s) Ry

Uniendo ambos resultados, se tiene:
Eo(s) Ey(s) E(s)  RoRy (1+R;Cys)(RyCost1)  RyRy <R1C1+R2C2 N 1
E(s) E(s) Ei(s) RyRs RyCys " RyRs RyC, RyCys

Finalmente, reordenamos términos para obtener una funcién de transferencia del tipo de los contro-
ladores PID, obteniendo:

E,(s) _R4(R1C1+R2C2)< N 1 N RiR,CiCy )
E(s) RiR5C, R Ci+R,Cy)s  RiC+R,G, ’

+R1 Cl S)

comparable con:

1
Gc(s):I<p (1 + E +TdS>

1
donde K, es la ganancia del control proporcional y, por otro lado, Ti y Tq representan las constantes
de tiempo integral y derivativa, respectivamente. Por tanto, resulta:

R4(R1C+R,C RiR,C,C
_ 4RCHR, 2), T=R,C4R,Cy y Ty= 18,010,
En efecto, la ganancia del control proporcional depende de todos los parametros del circuito electro-

nico. Sin embargo, las constantes de tiempo, que dominan la localizacién de los ceros del controlador
(el Gnico polo es estatico en s=0), dependen de la primera etapa del sistema.
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Ejercicio 2

El controlador del sistema consiste en un regulador generalizado ya que puede funcionar como com-
pensador de adelanto/retardo o realizar acciones de control de la familia de PIDs. En funcién de los
requerimientos, se fijaran los parametros caracteristicos K, a, by .

Comenzamos por (). Para atenuar la respuesta ap(?) de tal forma que tienda a 0 sin inducir error en
régimen permanente a la respuesta total, ¢(7), es necesatio que el sistema actie como tipo 1 (entrada
de perturbacion es un escalén unitario). Estudiamos la funcién de transferencia en lazo abierto como:

S
mK(as+1)(bs+1) 2(s+2) .mﬁ(a5+l)(bs+1)(§“):Hm4K/1oc
s—0 s+c (s+1)(s+10) sﬂoloc(i_,_l)(s_,_l)(i_}_l) s—0 sV

c 10

En efecto, se trata de un sistema tipo 0, por lo que para aumentar su capacidad de “inmunizaciéon”
ante entradas de tipo escalén, es necesario aumentar +1, al menos, el exponente del término 5. Para
ello, es necesario que la funcién de transferencia en lazo abierto tenga un polo en el origen, obte-
niendo, de esta forma, que ¢=0. Asi, op(?) vs. # para ambos escenarios, serfa:

Step Response

Seguidamente, fijamos los demas criterios -véase (ii)-. A partir del dato que solicita una sobreoscila-
ci6én del 20%, podemos extraer el valor del coeficiente de amortiguamiento:

Ciertamente, se trata de un sistema subamortiguado no despreciable, £=0,46, ya que cuenta con un
sobrepaso elevado sobre el régimen permanente. A continuacién, se utiliza el tiempo de estableci-
miento solicitado. Al tratarse de un sistema subamortiguado, se puede utilizar la férmula preestable-

cida (criterio del 98%):
4
=—=25— 0,==—=439 rad/s
Eoy &t
Hasta ahora, se han obtenido los parametros caracteristicos de los polos complejos conjugados que

queremos que dominen el sistema. Sin embargo, el sistema es de orden supetior, por lo que habra
que utilizar una aproximacién por polos dominantes. Antes, se obtiene la funcién de transferencia en

lazo cerrado considerando D(s)=0:
K(as+1)(bs+1) 2(s+2)

C(s) s (s+1)(s+10) _ 2K (as+1)(bs+1)(s+2)
R(s)  , KGastDbstD) _2(+2)  s(s+1D)(s+10)+2K (as+1) (bs+1) (s+2)
s (s+1)(s+10)
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Se extrae y reordena el denominador de la funcion de transferencia en lazo cerrado, C(s)/R(s), a partir
del cual se extraen los polos del sistema:

s(s+1)(s+10)+2K (as+1) (bs+1)(s+2)=0
$3+10s%+s%+10s+2K (as’>+s+2as+2) (bs+1)=0
$(1+2Kab) +52(11+2K (a+b) +4Kab) +s(10+2K+4K (a+b) ) +4K=0

Dicho polinomio se iguala a:
(2428w, +©2) (s+10%w,)=0
consistente en el producto de polinomios que dan lugar a los polos dominantes “subamortiguados”
con parametros caracteristicos £=0,46 y wa=4,39 rad/s y un tercer polo real negativo fijado lo sufi-
cientemente alejado para poder considerar dominantes a los polos complejos conjugados. Sustituyendo
y operando, resulta:
(s%+28w,+w2) (s+10¢w, ) =s>+24,235>+100,83s+389,18=0

Fijamos, término a término, para obtener el valor de los parametros:

e Término libre: 4K=389,18, se obtiene K=97 3.

e Términos s 1+2Kab=1, se obtiene que 2Kab=0, o bien, ab=0. Fijamos a=0.

e DPor ejemplo, términos en s2: 11+2K(a+5)+4Kab=11+2Kb=24,23, resultando 4=0,068.

Por tanto, se tiene un controlador de tipo PI:

0,068s+1 s+14,71
Ge(s)=97,3 ———=6,62
s

S

contiendo una ganancia de 6,62 (control propotrcional), un polo en el origen y un cero en -14,71. Se
comparan ambos lugares de las raices (LDR) de los sistemas sin compensar y compensado:

En efecto, la introduccién del polo en el origen y, sobre todo, el cero localizado lo suficientemente
alejado de los polos dominantes para inducir un comportamiento subamortiguado, hacen que el LDR
no solo contenga ramas que “van” sobre el eje real. Ademads, también aparecen polos con parte real
e imaginaria para determinados valores de K.

Ejercicio 3
(@) El diagrama de Bode de fase representado en la figura del enunciado es consecuencia de la suma
de los siguientes términos:

- Término constante de valor 90° (cero en el origen): s.

- Caida de -45°/década entre 10! y 10° rad/s (polo simple en -102 rad/s): (s+102).

- Caida de -90°/década entre 104 y 10¢ rad/s (polo doble en -105 rad/s): (s+10%)2 Notese que
la opcién de polos complejos conjugados debiera restringirse a sistemas con un factor de
amortiguamiento muy proximo a 1, ya que a medida que disminuye &, la caida de 0° a -180°
se vuelve miés brusca, aumentando el valor de -90°/década (ver Teotfa).

Por tanto:
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S
(s+10%)(s+10°)*

Sin embargo, nada se ha hablado de la ganancia (constante K positiva). Por ejemplo, si consideramos
que T{(s) esta multiplicada por 1000 (o por cualquier constante K, con K>0) en el numerador, obten-
dremos el mismo diagrama de fase porque las constantes positivas aportan angulo 0° en el diagrama
de fase. Es decir, que la funcién de transferencia que representa el diagrama de Bode de fase del
enunciado es:

(s)=

Ks
(s+10%)(s+10°)*

(i) Hilando con el resultado de (i) y antes de esbozar el diagrama de Bode de médulo final, es nece-
sario obtener el valor de K, a partir del dato proporcionado en el enunciado: La ganancia, a w=10°
rad/s, es 0 dB. Para el anlisis de la respuesta en frecuencia (respuesta del circuito amplificador a
entradas sinusoidales) se realiza la sustitucién s=jw (frecuencias fisicas). Entonces la funcién de trans-
ferencia sinusoidal T(jw) se escribe como:

T(s)=

, con K>0

jw

(j0+10%) (jo+10°)

T(jw)=

Puesto que se representa | T(jo) | as vs. o (0 en escala logaritmica), se tiene, a2 ©=10 rad/s:
10" ~

(710°+102)(j10°+10%)

20log|i10"|-20log| (j10°+107) |-40log| (j10"+10°)|=0-40-200=-240 dB

[ T(j10°)] ,=2010g|T(j10°)|=20l0g

En efecto, se tiene una falta de 240 dB, por lo que la ganancia (contribucién constante para toda w)
debe valer:

240 dB=20log|K| — K=10'?
Resultando:
10%%j0
(j0+10%) (jo+10°)

Para facilitar la representacion y suma de los componentes, se propone factorizar el numerador y el

T(jw)=

denominador en productos de K, sy (l + i) :

10"%jw 10'% s

(j0+10%) (jo+10°)° 102(1+1j—32)1010(1+%)2 (Hlj_(o))z)(ﬁlj_gs)z

T(jw)=

De esta forma, para valores muy bajos de frecuencia, el valor constante proporcionado por los polos
es 0 dB. Se representan cada uno de los términos y se realiza la suma, obteniendo:

7/9



ese Control y Automatizacion

Universidad Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales Area de Tecnologia Electrénica
Rey Juan Carlos  Curso 2020/2021 Fecha: 19/05/2021
[ T(jo) lis
60
0 40dB
4 20 dB/déc/ 59 amrdec
20 .
—40 dB/déc

10° 10//10° 10* 10°™~10° 10* 108 10\ 10" o, radis
720

~20 dBjdec ", 40 dBldec’,

- 40 \

.
.

(iif) Para una determinada componente de la entrada puedo obtener su salida a partir de la funcién
de transferencia sinusoidal. En efecto:

X() ()(L))
X;(jo)
Observemos que Xi(jw) tendrd para una frecuencia especifica w un moédulo | Xi(jw)| y una fase
arg[Xi(jw)]. Para la frecuencia w=1 krad/s, se tiene que Xi(j10%=2245° (dato del enunciado).
También la funcién de transferencia tendra para una frecuencia especifica w un médulo |T(jw)| y
una fase arg[T(jw)]. Para la frecuencia de w=1 krad/s, se puede visualizar desde el diagrama de Bode
de médulo (apartado (ii)) que corresponde una ganancia, en dB, de | T(j103) | =40 dB. En magnitu-
des reales, esto es una ganancia de valor 100, 40=20log| T(j10%) | = log| T(j10%) | =2 = | T(j103) | =100.
Desde el diagrama de Bode de fase (enunciado) se puede ver que: arg[1(j103)]=0°. Finalmente resulta:
T(G10%)=1002£0°.

Entonces la componente a la salida sera: X,(j10%)=X;(j103)T(103)=22£45°%100£0°=200£45°.

Como vemos, el médulo de la sefial de entrada (2 en este caso) se multiplica por la ganancia a esa
frecuencia (100 en este caso) y a la fase de la sefial de entrada (45° en este caso) se le suma la fase de

la funcién de transferencia a esa frecuencia (0° en este caso). Asi que la componente de frecuencia
2c0s(1000#+7/4) se convierte en x,()=200cos(1000+7/4), a la salida.

T(jw)= = X, (j0) = Xi(j0) T(jw)

Ejercicio 4

El conjunto de segmentos que se explica a continuacion, constituye el programa de control de lle-
nado/vaciado del depésito. (i) En primer lugat, se programa la inicializacién del proceso. La pulsacién
del botén Start NA, %11.0, cuando el depésito no se encuentra completamente lleno (escenario ini-
cial, interruptor NA %I1.1), activa el actuador de la valvula de llenado, %QZ2.0. Dicho actuador se
pone a 1 a través de una bobina NA, por lo que requiere de un enclavamiento para no desactivarse
cuando se deje de pulsar %I1.0 (rama bypass colocada en paralelo con el botén Szard).

Start Sensor deposito lleno

%I11.0 %I1.1
1 ] | 1/ | ()
Valvula de llenado
%Q2.0
1

10
Valvula de llenado
%Q2.0

(i) Una vez se haya llenado el depdsito completamente (sensor %l1.1), comienza una cuenta de 3
minutos (180 segundos) en un temporizador de impulso, durante la cual, se activard una marca auxiliar
%M1.0. Esta, a su vez, activara el actuador asociado al mezclador, %Q2.1, mediante una bobina NA.
Una vez finalicen los 180 segundos, tanto %M1.0 como %Q2.1 pasaran a desactivarse, independien-
temente de %l 1.1, por la naturaleza de trabajo del temporizador que gobierna este proceso (IP).
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Sensor depdsito lleno Marca auxiliar
%I1.1 %M1.0
1 I Timer TP [—( )—]
5 3 min (ET)
Marca auxiliar Mezclador
%M1.0 %Q2.1
1 | ( )
11 L

(iii) Finalmente, realizamos un control de la vélvula de drenaje con bobinas SET/RESET. Si el de-
posito esta lleno y el mezclador ya se ha desactivado -paso (ii)-, comienza el vaciado del tanque (bo-
bina %Q2.3 a SET). Una vez la tina se ha vaciado completamente (evento detectado por el sensor de
depésito vaciado NA %I1.2), la valvula de drenaje se desactiva, poniendo a RESET la salida %0Q2.3.

Sensor depbsito lleno Vélvula de drenaje
%I1.1 %Q2.3
| | ]/t (s)
3 Mezclador
%Q2.1
]t (R)
Sensor depdsito vacio Véalvula de drenaje
%I1.2 %Q2.3
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Ejercicio 1 (2,75 puntos)

El sistema mecanico de la figura constituye un sistema de control, siendo: (i)
G(9)=1/[ms*+£] (planta constituida por el conjunto masa-muelle); y (i) C(s)=bs
(el amortiguador actua como controlador).

(i) Ayudindose de la funcién de transferencia Y(s)/ U(s), donde #(?) es una pet-
turbacion, especifique la estructura del diagrama de bloques, indicando los blo-
ques y sefiales que constituyen el sistema.

Nota: Considere realimentacién negativa y unitaria, H(s)=1.

(if) Considerando #(?) una sefial en escalén unitario, explique, de forma descrip-
tiva, cual es la evolucién de la respuesta temporal del desplazamiento vertical

9(? y el impacto del amortiguador regulable (lazo abierto sin amortiguador vs.

lazo cerrado con amortiguador).

(iii) Determine el error de control del sistema en lazo cerrado (véase figura). ¢Se
obtienen resultados acordes con el andlisis mecanico realizado en el apartado
(i)? Razone la respuesta.

Root Locus

Ejercicio 2 (3,5 puntos)

La figura adjunta muestra el lugar de las raices del
sistema de control, en lazo cerrado y con reali- -
mentacién negativa unitaria, de la guifiada de un st
avion de combate. Se pide:

(i) ¢Es posible controlar dicho sistema utilizando
un control proporcional haciendo que tenga un
error nulo frente a una entrada escalén? Justifica
tu respuesta.

(i) Sabiendo que la ganancia critica del sistema es

Imaginary Axis (seconds

Kc=240, determine el valor de la ganancia de la s » = =
planta G(s); sabiendo que H(s)=1, y las raices so- e
bre el eje jw asociadas a dicha ganancia.

(iii) En una aplicacién mas compleja, se requiere que dicho sistema tenga sus polos dominantes situa-
dos en s=-3,613106,193j, sin tener en cuenta el error inducido a la salida del sistema. Disefia el con-

trolador mas sencillo que cumpla dicho requerimiento.

Ejercicio 3 (1,5 puntos)
Se tienen las siguientes funciones de transferencia:

s+10 s-10 s+10
s(s-1)(s+2)

G, (S):—s(s+l)(s+2) Gz(s)=—5(5+1)(s+2) G;(s)=

Bode Diagram Bode Diagram

Bode Diagram

Magnitude (d8)
/
Magnitude (d8)

/
Phase (deg)
v //
|
|
\
hase (deg)

Frequency (rads) Frequency (rads)

En la figura se han dibujado sus respectivos diagramas de Bode.

¢A qué funcién corresponde cada diagrama? Justifica tu respuesta detalladamente.
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Ejercicio 4 (2,25 puntos)
El control domético de una pequefia vivienda se

R R Sensor solar
realiza mediante un PLC.

Se solicitan las siguientes funcionalidades: —o Mo
() La casa cuenta con tres ventanas y dos puertas.
Cada una de ellas tiene un interruptor NA aso- PLC Calentador
ciado, %Il.x (siendo x el valor referido a cada ~Termostato solar —
elemento; puerta o ventana). Dibuja un diagrama o™
de légica de escalera que encienda una lampara (Clerra 3 202
%€@Q2.0 si una 0 mas ventanas estan abiertas o si abre a 25 C) dca|EfaCt:Jc|'
ambas puertas se encuentran abiertas. T € resparde
ermostato
de respaldo
(ii) Adicionalmente, dicho autémata programable o
controla el sistema de calefaccion, basado en T°
energia solar, que se muestra en el esquema de la ‘:t‘,er’er: 301*;55

figura. El sistema tiene dos partes interrelaciona-
das: (a) el termostato solar enciende y apaga el calentador solar si el sensor solar dice que el sol esta
brillando; y (b) el termostato de respaldo se encarga de encender y apagar el horno o calefactor de
apoyo si la energfa del sol es insuficiente.

Ambos sistemas de calefaccion comparten el mismo sistema de conductos, por lo que si el termostato
de respaldo se apaga, el PLC debe encender el calefactor de respaldo (y apagar el calentador solar si
esta encendido). Dibuje el diagrama de escalera correspondiente para este sistema.

Ejercicio 1

(i) Con el fin de esbozar el diagrama de bloques asociado al sistema mecanico de la figura, en primer
lugar, identificamos cada uno de los “actores” del sistema. La planta se constituye por el conjunto
masa-muelle. A partir de la ecuacién constitutiva de este tipo de circuitos mecanicos, sea la 2* ley de
Newton, se obtiene:

dZ
> fema —m dytgﬂ = ky()+u(0)

Aplicando la transformada de Laplace, resulta la funcién de transferencia que relaciona el desplaza-
miento vertical de la masa (salida) y la fuerza aplicada a modo de perturbacion (entrada) en bucle
abierto:

Y6 o1 Uy
UGs) ms’+K o, K
m

Y(s)[ms?>+k]=U(s) — G(s)=

En efecto, la planta G(s), que representa la funcioén de transferencia en lazo abierto sin controlador
(al ser H(5)=1), es un sistema criticamente estable. Ciertamente, si nos fijjamos en el denominador de
dicha funcién de transferencia, falta el término en s, por lo que el amortiguamiento es nulo, £=0, y la
respuesta ante la perturbacion sera una oscilacion sostenida (ver después).
U(s)
fuerza de perturbacion

fuerza del
amortiguador

Ye©)=0 _ +~YO [ G(s) ‘
valor patrén AN 1K) > Y(s)
- desplazamiento
controlador planta vertical de la masa
(amortiguador) (conjunto masa-
Y(S) H(s) ) muelle)

bloque de realimentacion

2/8



ese Control y Automatizacion
Universidad Grado en Ingenieria de Tecnologias Industriales Area de Tecnologia Electrénica
Rey Juan Carlos  Curso 2020/2021 Fecha: 25/06/2021

El controlador es el amortiguador, cuya entrada es el desplazamiento vertical de la masa y(#) cambiado
de signo, y la salida es una sefial de control de oposiciéon a la perturbacion aplicada, #c(9), la cual debe
ser lo mas parecida a la perturbacion (con signo cambiado) y asi, poder contrarrestarla:

dy(0) Uc(s)

uC(t):bT — Uc(s)=bsY(s) — C(s)= ON

Teniendo en cuenta que la entrada patrén o referencia es yr(9=0 (no se desea un desplazamiento de
la masa), el diagrama de bloques resultante, junto con las sefiales constituyentes del mismo, resulta el
indicado en la pagina anterior. En efecto, la entrada de la planta es una sefial de control del error,
e()=u(?)+uc(?), siendo uc(#)<0 para £>0. Como ultimo paso, se propone la verificaciéon y comparacién
de la funcién de transferencia en lazo cerrado del sistema, aplicando la 6* regla del algebra de Boole,

bs

1
G ‘(S):Y(S): G(S) _ ms2+K _ 1
EETUG) 14GE)CE) 4L ms’HbstK
ms?+IK

con la funcién de transferencia extraida del sistema mecanico completo:

Y(s) 1
U(s) ms2+bs+K

2
2 f=ma — md(jtgt) =ky(t)-b d};(tt) +u(t) — Y(s)[ms?+bs+k]=U(s) —

resultando, l6gicamente, analogas.

(i) A partir de la funcién de transferencia en lazo cerrado, podemos extraer el factor de amortigua-
miento del sistema, dependiente de cada uno de los elementos del sistema mecanico. Se obtiene:

( K

w,= |— rad/s
m

1
Gre=—m o
Lc\s)=—— =
ms“+bs+K S s+ a 22 b E b

w,=— D f=———

m 2vkm
En efecto, el factor de amortiguamiento y el valor caracteristico del amortiguador son proporcionales
y, ademds, verifica la relacién expuesta en (i) del escenario en lazo abierto: Oscilacién sostenida si
b=0. Nétese que € presenta una relaciéon cuadratica inversa con £y ». Por ello, a medida que aumente

b (tenga en cuenta que 7y £ son estaticas ya que constituyen la planta) dentro del rango 0<b<2vkm,
se ird teniendo un sistema menos oscilatorio (y menos subamortiguado, 0<¢<1), siendo un sistema

criticamente amortiguado (¢=1) sin oscilaciones, cuando b=2vkm y sobreamortiguado si b>2+km.
Por todo ello, la inclusién del amortiguador mitiga o elimina las oscilaciones sostenidas que presen-
tarfa el sistema masa-muelle. Tenga en cuenta que el valor en régimen permanente de y(9) es O (valor
referencia). Por ello, la rapidez con la que la salida llegue a dicho valor y la masa deje de moverse
verticalmente, dependera de la seleccién del amortiguador (valor de 4).

(iii) El error de control de posicioén del sistema en lazo cerrado, resulta:

1
GG) ; ; I ms?+K 1
E(S)—-U(S)m _)ess_g%SE(s)_llin -s;H—bS =
ms2+K

Sin embargo, este error tan solo es extrapolable para el caso en que se tenga amortiguadot, por tanto,
el sistema no sea criticamente estable y, matematicamente, la parte real de los polos de la funcién de
transferencia en lazo cerrado sean estrictamente negativos. En caso contrario (error verdadero del
sistema en lazo abierto), no se puede aplicar el teorema del valor final ya que se tiene una respuesta
oscilatoria, no se llega a un régimen estacionario y, por tanto, se tiene un error variable con el tiempo.

Ejercicio 2
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(@) A partir del esbozo del LDR del enunciado y considerando la estructura tipica de un bucle de
control, podemos extraer la funcién de transferencia en lazo abierto del sistema como:

Kia
s(s+4)(s+6)
En efecto, no es posible extraer la ganancia del producto de G(s) y H(s), Kia, utilizando tan solo el
LDR. Dicho valor se estimara en el apartado (ii).

G(s)H(s)=

Considerando E(s) como salida y K(s) como entrada (valor patrén), no se tienen bloques en la trayec-
toria que comprende ambos bloques. Por tanto en el numerador de la funcién de transferencia
E(5)/R(s) se tiene un 1. Por otro lado, en el denominador resulta “1 + la funcidn de transferencia en
lazo abierto (ya conocida a partir del LDR)”. Por tanto, el error de control de posicién (siendo una
entrada escalon) se puede hallar como:

1 . 1 1 B
FO=RO) 5o — s~ imsb) =lim S : K)Lé : =0
s(s+4)(s+6

Ciertamente, es posible controlar el sistema propuesto utilizando un control proporcional haciendo
que tenga un error nulo frente a una entrada escalén ya que el sistema es tipo I: La funcién de trans-
ferencia en lazo abierto contiene un polo en el origen.

(if) La determinacion del punto de corte con el eje imaginario asociado al valor de ganancia del con-
trolador Kc=240, ademas de la ganancia de la planta K¢ sabiendo que H(s)=1, se llevara a cabo utili-
zando el paso 5 del bosquejo del LDR. Partimos del polinomio caractetistico:

Ko _s(s ) (s+H6)+K K 87 +105*+24s+K K
s(s+4)(s+6) s(s+4)(s+6) B s(s+4)(s+6)

Tenga en cuenta que la ganancia del controlador y de la planta es diferente. Ademas, Kr.a (producto
de K y Ki) se ha convertido en Kg debido a que Ky=1. Utilizando el numerador del cociente de
polinomios en s, se construye la tabla de Routh-Hurwitz:

1+K¢

s3 1 24
o2 10 KcKa
S 24-(KcKg/10)

SO KcKG

Si nos fijamos en la fila de s, su tnico valor debe ser 0 (polos imaginarios puros asociados a una fila
de ceros) cuando Kc=240. A partir de dicha consideracion, se puede obtener la ganancia de la planta:

KcKg
10
Finalmente, construimos el polinomio caracteristico utilizando la fila de 2 y los valores de las ganan-

cias de la planta y el controlador obtenidos previamente, resultando las raices sobre el eje jo:

P(5)=10s>+240=0 — s=j1/24=14,89j

24

=0 — Kg=1, Kc=240

(iii) Con el objetivo de cumplir los requerimientos de disefio, implementamos un compensador de
adelanto/retardo, determinando sus vatiables caracteristicas y/o simplificindolo/amplidndolo (fami-
lia de los PIDs) en caso de que sea necesario. Por tanto, el polinomio caracteristico en lazo cerrado
del sistema, es:

(s+2) 1 ' (10+p) s+ (24+10p) s* +(24p+K ) s +K 2
(s+p) s(s+4)(s+6) s*+(10+p)s3+(24+10p)s2+24ps
p p p p

El numerador de dicho polinomio caracteristico (que sera el denominador de la funcién de transfe-
rencia en lazo cerrado), se debe comparar con aquel polinomio cuyas raices sean s=-3,613£6,193;:

(s+3,613-6,193)) (s+3,613+6,193]) = s-7,23s+51,41
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En este punto, el polo del compensador debe estar alejado lo suficiente de las raices solicitadas utili-
zando la aproximacion por polos dominantes (muy alejados del origen): p=36 (aproximadamente, 10
veces mas que la parte real de los polos en lazo cerrado). De esta forma, la rama que “circulara a
través de la asintota de 180°”), tendra como valor minimo de polo, s=-30.

Finalmente, de las condiciones de angulo

; (s+2)
a8 IR (5136) s 4) (546

y magnitud del bosquejo del LDR,

]:i1800(2k+1), k=0,12...

(s+z) 1 1
(s+36) s(s+4) (s+6)| K¢

sustituyendo s=-3,613%6,193j, podemos extraer el valor del cero y la ganancia del controlador, resul-
tando: =1,86 y Kc=1519. Por tanto, el controlador serfa:

(s+1,86)
C(s)=1519——=
(s+36)
Se comprueba en MATLAB:
<
File Edit View Design Analysis Tools Window Help
RIxo %3 RSO
Root Locus Editor for Open Loop 1(OL1)
T
50 [
40 1
20 *3, Control and Estimation Tools Man.. — O X
File Edit Help

20}

Architecture

g 10 g Analysis Plots Automated Tuning
:; Compensator Editor Graphical Tuning
g g
E 0 Compensator
8 (1 + 0.54s)
0k g C v =|78506 | x
g (1 + 0.028s)
-20 Show Architecture Store Design Help
-30 F T
-40 t
L L i
-40 -30 -20 -10 0 10 20
Real Axis

Loop gain changed to 78.5.
Right-click on the plots for more design options.

El resultado arrgja un cero muy cercano al origen para “subir” las asintotas de 60° y 300°, que parten
entre el segmento del LDR que comprende -4 y -6, haciéndolo pasar por los polos solicitados. Tenga

en cuenta que el valor de ganancia sale muy elevado debido a la situacién de las componentes selec-
cionadas en el disefio del controlador.

Ejercicio 3

Tal y como se puede visualizar en los diagramas de Bode propuestos, en médulo, todas las funciones
de transferencia trazan el mismo espectro. Sin embargo, en fase cambian, debido al efecto del polo o
cero, situado en el semiplano positivo del eje real.

Estudiemos el diagrama de Bode de fase de:
s+10

GO= e
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que contiene cuatro componentes: un cero en s=-10 y tres polos localizados en s=0, -1 y -2. Trazando,
individualmente, cada una de los componentes y realizando la suma de las mismas, resulta la siguiente
figura adjunta:

Bode Diagram

S0 F (5+10)

s

1U(s+1)
1U(s+2)
G1(s)

Magnitude (dB)
&
g
|

Phase (deg)
8
I

225 L . . T |
10" 10~ 10° 10! 10

2 10

Frequency (rad/s)
En efecto, el diagrama de Bode de fase comienza en -90° (efecto del polo en el origen). A partir de
©=0,1 rad/s (una década antes de 1 rad/s), la respuesta en frecuencia comienza a bajar con una
tendencia de -45°/década, incrementindose ain mas, poco después (a 0,2 rad/s debido al polo si-
tuado en s=-2: -90°/década). Sin embargo, a frecuencias proximas a w=1 rad/s (una década antes del
polo en s=-10), vuelve al origen de bajada (-45° década), produciéndose un cambio de tendencia
(subida de 45°/década) a partir de 20 rad/s, cuando el efecto de los polos en s=-1 y -2 remite y el
cero en s=-10 gobierna la respuesta en frecuencia. Su efecto “dura” hasta w=100 rad/s, cuando la
subida de 45°/década finaliza y el diagrama de Bode de fase se mantiene constante en -180°. Por
tanto, G1(s) se relaciona con el diagrama de Bode de la figura central.

A continuacion, estudiamos la respuesta de fase en frecuencia de la funcién de transferencia:

s-10
s(s+1)(s+2)
donde se tienen las mismas componentes que en el caso anterior, con la salvedad de que el cero ha
cambiado de signo. Ahora se encuentra localizado en s=10. En médulo, este cambio no tiene ningun
efecto, pues al realizar el modulo de dicho componente, se obvia el signo de la parte real de jot10
(siendo s=jw). Sin embargo, esto en fase no sucede. Por ello, vamos a estudiar, individualmente, esta
componente, sustituyendo s=ju (frecuencias fisicas):

. arg[-10]=180° < 10 rad/s

argljo-10]~ 1o
arg[jw]=90° > 10 rad/s

Bode Diagram

Gy(s)=

100

50

-50 L 4

Magnitude (dB)

-100 | 4

-150 1 1 I

90 L

(s10)  —
Us

0 N 1/(s+1) 4
N 1/(s+2)
G2(s)

-90

Phase (deg)

-180 L . . I e
10?2 10t 10° 10! 102 10°

Frequency (rad/s)
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En efecto, el cero de Ga(s) no se visualiza entre 0° y 90°, sino que, a bajas frecuencias, ahora se ha
“desplazado” +180°, debido al cambio de signo del cero. Ahora el cero, jactiia como un polo con una
bajada de -45°/década entre w=1y 100 rad/s! Por ello, todas las componentes de Gz(s) aportan de-
crementos de fase a la funcién de transferencia total, siendo el rango de fases barrido para toda fre-
cuencia, superior a Gi(s). Ahora, “va” de 90° a -180 (270° en lugar de, aproximadamente, 135° en

Gi(9)).
Por ello, la funcién de transferencia Ga(s) se relaciona con el diagrama de Bode izquierdo.

Finalmente, estudiamos la funcién de transferencia Gjs(s), sabiendo que su diagrama de Bode es el
situado a la derecha:

s+10
s(s-1)(s+2)
Tomando como referencia Gi(s), Gs(s) contempla las mismas componentes, salvo el cambio de signo

de uno de los polos, pasando a ser s=1, en lugar de s=-1. En efecto, ahora tenemos un sistema ines-
table. Como en Ga(s), analizamos individualmente dicha componente:

-arg[-1]=-180° w K 1 rad/s
-arg[jo]=-90° © > 1 rad/s

Tenga en cuenta que el signo del argumento ahora es negativo debido a que se estudia el efecto de
un polo (denominador de la funcién de transferencia). Como pasaba en Ga(s) pero inversamente en
comportamiento frecuencial, ahora el polo “inestable” se asimila a un cero, marcando una tendencia
de +45°/década entre una década previa y postetior a w=1 rad/s. A frecuencias suficientemente bajas,
la fase ahora es -270° (-90° del polo en el origen -180° de la contribucién de polo inestable previa-
mente analizado). Teniendo esto en cuenta, trazamos cada una de los componentes y sumamos, para
toda frecuencia, resultando:

G;(s)=

-arg[jo-1]= {

Bode Diagram

o
/
I

Magnitude (dB)
g
T
I

-150 I I I I

90 = T T T T —— =
(s+10)
0 _us

1U(s-1)
-90 Us+2) | |
G3(s)

Phase (deg)

180 |- R

-270 H RIS | |
10 10 7 10° 101 2 -

Frequency (rad/s)

Ahora el diagrama de Bode de fase, jsube y no baja, teniendo mas polos que ceros!. Al cambiar de
signo la tendencia del polo situado en torno a w=1 rad/s, las subidas priman sobre las bajas (1 cero
+ 1 polo “reconvertido” »s. 1 polo) a frecuencias muy negativas por lo reflejado anteriormente. Re-
cuerda que el polo en el origen, s=0, exhibe una tendencia constante para toda frecuencia.

Ejercicio 4

(i) En primer lugar, direccionamos las ventanas con los numeros de canales 0, 1 y 2, respectivamente,
de las entradas digitales del controlador del médulo 1. De igual forma, asignamos los direccionamien-
tos %I1.3 e %I1.4 a las puertas. Si una o mas ventanas estan abiertas (conexién en paralelo a modo
de logica booleana OR), se activara la marca %M0.0. Analogamente, %0MO0.1 se activara cuando %I1.3
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e %I1.4 se encuentran simultineamente a 1 (I6gica booleana AND). Por tanto, la salida %Q2.0, aso-
ciada a la lampara, se activara cuando algunas de las marcas auxiliares estén activadas. Notese que la
utilizacién de las marcas auxiliares no es necesatia para la resolucion del ejercicio.

%M0.0

>7

(cualquier ventana abierta)

%I11.0

%I1.1
Ventanas

%l1.2

%I11.3

%11.4

%MO0.1

{

1 f 1

[ ] [

N
Puertas

%M0.0

{ F—

(cualquier puerta abierta)

%Q2.0
{ )

\ o/

R R S
£y
(i) La ejecucion del programa solicitado se puede implementar en dos instrucciones. La primera se
apoya en el escenario de que, si el sensor solar detecta que el sol estd brillando, el termostato solar
esta encendido (temperatura de 20 a 25 °C) y, légicamente, si el termostato de respaldo estd apagado,
se activa el calentador solar. Por otro lado, el calentador de respaldo se encendera con la condicién

suficiente de que el termostato lo indique (gobierna por si solo el horno de apoyo) a temperaturas
dentro del rango de 15 a 20 °C.

Termostato Termostato Calefactor
Sensorsolar  solar de respaldo solar

[ ] [ 1 [ { )

[ ] L ] / [ \
Termostato Calefactor
de respaldo de respaldo

] [ {
1 0 \ )_
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Ejercicio 1 (4,5 puntos)

Un circuito RLC constituye un sistema de control. En efecto, i)
la planta se integra por la impedancia del condensador, 5 R L
G(5)=1/sC. Por otro lado, la admitancia -o inversa de la im- ——VW\—""
pedancia- de la bobina (de valor fijo) en serie con la resisten- +
cia (variable, 2 modo de potenciémetro) actian como con- (")Vi ®

trolador; esto es C(5)=1/(R+sL). La variable de interés es la -
tension del condensador, »c(9). Ciertamente, la bobina por si
sola no es capaz de controlar la tensién en el condensador
de forma eficiente, por lo que se introduce la resistencia para corregir el comportamiento anémalo
del circuito original L.C alimentado por una fuente de tensién continua (escalén unitatio), () =u#(?).

C ZZ”ve ()

(i) Determine la funcién de transferencia de 17c(s)/ 1/i(s), a pattit del circuito original LC (R=0). Tam-
bién, calcule la respuesta temporal de la tension en el condensador. ¢Es una respuesta no ideal?.

(i) Al incluir la resistencia variable en el circuito, se controla eficientemente la tensién en el conden-
sador. HEspecifique la estructura del diagrama de bloques, indicando los bloques y sefiales que consti-
tuyen el sistema. Considere realimentacioén negativa y unitaria, H(s)=1.

(iii) Explique detalladamente cual es la evolucién de la respuesta temporal de la tensién en el conden-
sador uc(4), al variar el valor de la resistencia (potenciémetro).

(iv) ¢Se asemeja C(s) a algan tipo de controlador de la familia de los PIDs? Justifique su respuesta.
(v) Especifique el tipo de sistema a partir del error de control. En el escenario de que R=0, ¢se obtie-
nen resultados razonables?.

Ejercicio 2 (1,5 puntos) Ha () |«

El diagrama de bloques de

la figura es un lazo de con-

trol. Las funciones de trans- + + ¥+

ferencia Ga(s) y Ha(s) son fi 1) — G1(5) > G2(s) > Y(s)

jas. Determinense Gi(s) y
Hi(s) de tal forma que
Y(5)=R().

A

Hi (s)

Ejercicio 3 (4 puntos)
La figura adjunta muestra el LDR de un sistema que ha sido regulado utilizando un compensador de
adelanto, con el cero en 5=-0,8 y el polo en s=-2. En este nuevo escenario, la situacion deseada de los
polos dominantes es s=-0,8%1,56j. La planta tiene un
polo en el origen, otro en s=-0,5 y una constante de
error de velocidad, K;=10. En efecto, se considera ol

H(s5)=1. Se pide:

(i) Comparar el LDR original (sin compensador) vs.
sistema compensado, apoyandose en la teorfa de efec-
tos de adicién de polos y ceros.

(i) Determinar la ganancia del compensador, de tal
que forma que los polos dominantes en lazo cerrado
se encuentren localizados en el lugar deseado.

(iti) Calcular el tiempo de establecimiento # y la sobre-
oscilacién M,(%). ) - : i
(iv) ¢Es posible conseguir un error de velocidad, con Feat s soncs g

el sistema compensado, menor que 0,17

Root Locus

Imaginary Axis (seconds
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Ejercicio 1
(@) El circuito de interés en el dominio de s, para 20, es:

sL
Y Y Y

<+> Vi(s)  1/sC == Ve (s)

Se aplica el divisor de tension:

1 1
_C VC (S) 1 E
Ve(s)=Vi(s) = — = =
1 Vi(s) s.C+1 o, 1
sbt5e ‘ StIc

Ciertamente, si nos fijamos en el denominador de la funcién de transferencia resultante, falta el tér-
mino en s, por lo que el amortiguamiento es nulo, =0, y la respuesta temporal de la tensién en el
condensador serd una oscilacién sostenida.

Considerando 17i(s)=1/s, la tension en el condensador, planteando la descomposicion en fracciones
simples y aplicando la antitransformada de Laplace, resulta:

1
1 1C A Bst+tC 1 s 1
V(‘(S):_—LC =—+ =—- — L1 [Vc(s)]=1-cos t
: S 1 S 1 S 1 : ~/
§2+ —= §2+ —= 2+ —= LC

LC LC
Nétese que, para antitransformar al dominio del tiempo, se aplican las transformadas n°s 1y 11 de la
version extendida de la tabla de transformadas de Laplace. En efecto, se tiene una respuesta basada
en una oscilacién sostenida siendo la entrada una sefial en escalon unitario. No se respeta el “com-
promiso” entre la entrada (continua) y la salida (sinusoidal acotada), por lo que resulta un sistema

criticamente estable (polos complejos imaginarios puros).

(if) A partir de las pautas indicadas en el enunciado, se construye el diagrama de bloques resultante:

VR(S) ;‘VL(S) corriente del circuito

Vi(s)=1/s + | C(s) I(s) | G(s) Y
tensién de —1/(R+sL) | —1sc >Vc(S)
alimentacion de tension en bornes
entrada controlador planta del condensador
(admitancia del circuito RL)  (impedancia del
condensador)
Ve(s) H(s) |

bloque de realimentacion

En efecto, la inclusion de los bloques es trivial. Sin embargo, la identificacién de las sefiales es esen-
cialmente algo mas compleja. Consideremos el circuito RLC en el dominio de s. La sefial de entrada
(patrén) es la tension de la fuente de alimentacion, 1 (s)
Ii(s). Por otro lado, la sefial de interés (salida) es la - R sL

tension en el condensador, I¢c(s). Pero, ¢y el resto de VW Y Y Y
sefiales en el diagrama de bloques? Al considerar re- + Ve (S)—+ V. (5)—

alimentacién negativa y unitaria, la sefial de la ten- "
<> Vi(s)

sién en el condensador se “compara” directamente
con la tensién de la fuente de alimentacién en el
punto de resta, Ii(s)-1c(s). Ciertamente, se estd apli-
cando la ley de Kirchhoff de tensiones (LKT), y por

1/sC ZZ V¢ (5)
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lo tanto, a la salida del comparador (sefial de error) se tiene 'r(5)+ I1(s). Esta sefial se multiplica por
la admitancia (inversa de la impedancia) del circuito serie R+, de tal forma que ahora, estoy apli-
cando la ley de Ohm de dicho subcircuito, [Ir(s)+171.(s)]/ (R+sL), obteniendo a la salida del contro-
lador, l6gicamente, la corriente que circula por el circuito I(s). Finalmente, al multiplicar I(s) -sefial de
actuacion- por la impedancia del condensador 1/sC (planta), se tiene la tensiéon del condensador,
Ic(s). Noétese que el esbozo del diagrama de bloques se realiza en el dominio de .

(iil) A partir de la funcién de transferencia en lazo cerrado del diagrama de bloques obtenido en (ii) o
bien utilizando el circuito RLC, resulta:

1 1
sC Ve(s) 1 C
V(‘(S):V'(S)S— — Gic(s)= = = -
- ! 1 - Vi(s) s2LC+RCs+1 , R 1
R+sL+ <C 1 S +LS+LC
w,=—— rad/s
[ o=z
_)
5 R R [C
on=T 7 T

Tal y como se adelanto en (1), el factor de amortiguamiento y el valor caracteristico de la resistencia
son proporcionales, verificando la obtencién de una oscilacién sostenida cuando R=0. Nétese que €
presenta una relacion cuadratica directa e inversa con C'y L, respectivamente. Por ello, a medida que
aumente el valor dinamico de R (tenga en cuenta que L y C son valores estaticos) se extinguiran las
oscilaciones. Para obtener el valor de referencia R de la resistencia variable, sobre el cual se obtiene
una respuesta criticamente amortiguada, £=1 (polos dobles con parte real negativa), se plantea:

C L
—=1 >R=2 |=
ﬁ j;

. L . .
Por tanto, si, por un lado, R>2 \/;, la respuesta es sobreamortiguada (£>1) y las raices son reales

=1

N | =

. . . L _ .
negativas y distintas. Por otro lado, si R<2 \/(: la respuesta es subamortiguada (£<1) y las raices son

complejas conjugadas con parte real negativa.

(iv) El controlador del sistema es: C(§)=1/(R+sL), que exhibe un polo real negativo de valor s=-R/L
y ningin cero. Recordando la teotia relativa a los controladores de la familia de los PIDs; el contro-
lador proporcional, l6gicamente, no tiene ni polos ni ceros, mas alld de un ganancia K>0. El regulador
PD afiade al control propotcional, un cero real negativo; y el PI, un cero de naturaleza similar y un
polo en el origen. Finalmente, el control PID exhibe dos ceros (integral + derivativo) y un polo en el
origen (integral), ademas del control proporcional. Por tanto, los controladores de la familia de los
PIDs no contienen polos reales (distintos de cero), por lo que, para esta aplicacién, C(5) no se asemeja
a dichos controladores.

(v) A partir del diagrama de bloques hallado en (ii), se obtiene el error de control (posicién) del sistema
(tension en bornes del circuito serie RL):

1 1
=limsE(s) =lim| s————— | =0
s—0 s—0 S 1+ 1 1

R+sLsC
independientemente del valor de R. No se trata de un sistema tipo 0, por lo que para discernir entre
tipo I y/o tipo II, debemos trealizar una comprobacién adicional:

E(s)=Vi(s)

1
HCEGE)  Se-t
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=limsE(s) =1li : . RC
c = m S S m|\s——————>| =
Ssvi(s) s> s—0 s2 1 1 i
R+sLsC

Por lo que, se trata de un sistema tipo I, con error finito ante una entrada rampa en el circuito RLC.
Sin embargo, si R=0, el error de velocidad también resultaria 0, lo cual no tiene sentido con lo anali-
zado previamente con ninguna de las dos entradas ensayadas. En efecto, ess tan solo es extrapolable
para el caso en el que se implementa el potenciémetro con un valor de resistencia seleccionado. De
esta forma, el sistema no serd criticamente estable y, matematicamente, la parte real de los polos de
la funcién de transferencia en lazo cerrado sera estrictamente negativa. Por tanto, si se trabaja sobre
el circuito LC (criticamente estable) no se puede aplicar el teorema del valor final ya que se tiene una
respuesta oscilatoria, no se llega a un régimen estacionario y, por tanto, se tiene un error variable con
el tiempo.

Ejercicio 2
En primer lugar, se requiere obtener la funcién de transferencia Y(s)/R(s) aplicando el algebra de
bloques. Inicialmente, se desplaza el punto de bifurcacién central hacia la derecha (regla n°4 del alge-

bra de bloques):

Ha (s)
R(s) +_ G1(s) :\j > G2 (9) > Y(s)
H.(s) |,
G, (s)
Ahora, se aplica el feedback de Ga(s) y Ha(s):
RS —— N 61— GG(ZS()S) 5 - ()

)],
6.(5)

Finalmente, se vuelve a aplicar la regla n°6 del algebra de bloques, tras asociar en serie (cascada) el
resultado previo con Gi(s). El resultado final es:

s X 6,(5)6, (5)
R 1 126, (9 M, (5)+ G, (5) i, (5)

Igualando la funcién de transferencia en lazo cerrado a 1, Y(5)=R(s), se obtiene la relacién deseada:
VO G®GE)
R(s)  1-Ga(s)Ha(s)+G1 (s)H, (s)

obteniendo, por ejemplo, Gi(5)=1/Ga(s) y Hi(s)=Ha(s)[G2(5)]2.

> Y(s)

1 — G1(5)G1(8)+G,(s)Hy(s)=1+Gy (s)H; (s)

Ejercicio 3
(i) En primer lugar, se requiere nombrar los dos bloques principales G(s) y H(s):
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K
G(s)= NETE H(s)=1

Efectivamente, la ganancia en lazo abierto de la planta es desconocida. Para hallarla, se utilizara el
dato conocido de la constante de error de velocidad, resultando:

k,= hm sG(s)H(s) = hm s————=10 —> K; ,=5

( 05)

Por tanto:

Una vez conocidos los bloques del lazo de control sin compensador, implementamos los pasos ne-
cesarios para realizar el bosquejo del LDR (control proporcional).
e Paso 1: Identificacién y ubicacion de polos y ceros en lazo abierto. Se tienen 2 polos en 0 y
-0,5 (semiplano negativo del eje real) y ningan cero.
e Paso 2: Numero de ramas. Por lo dado anteriormente: #=2 y 7=0. Por tanto, el numero de
ramas es: 2. Notese que # y 7 denotan el nimero de polos y ceros, respectivamente.
e Paso 3: Identificacién de segmentos sobre el eje real. A partir de los datos obtenidos en el
paso 1, se identifica ficilmente que el dnico segmento que pertenece al LDR es de 0 a -0,5.
El rango dado no indica el sentido de la rama.
e Paso 4: Célculo de asintotas.
a) Numero de asintotas: 7-m=2.
b) Angulo de las asintotas: 90° y 270°.
¢) Centroide:

_ Xpolos-Y ceros  (0-0,5)

n° polos - n° ceros 2-0

=-0,25

e Paso 5: Puntos de corte con el eje imaginatio. Nos fijamos en el polinomio auxiliar:
_s(s40,5)+5K
s(s+0,5)  s(s+0,5)

Ciertamente, se visualiza con facilidad que ningin valor de K, para K>0, hara posible que el
polinomio caracteristico contenga raices complejas imaginarias puras. Esto era previsible con
el paso 4, a través del calculo de las asintotas (90° y 270° en s=-0,25)

1+KG(s)H(s)=1+K — s2+0,55+5K

e DPaso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real. Obtenemos un valor que refina el trazado de
las ramas. Para ello, se impone:

1+KG(s)H(s)=0 — 1+K =0 — K=-(0,25+0,1s)

5
s(s+0,5)

— =-0,45-0,1=0 — s=-0,25 (punto medio del segmento sobre el eje real o centroide las asintotas)

ds

e Paso 7: Angulo de salida o llegada de las raices. Como no existen ni polos ni ceros en el LDR
con parte real y compleja conjugada, este paso no es necesario llevarlo a cabo.

Por tanto, el bosquejo del LDR del sistema sin compensar (controlador proporcional) previamente
argumentado resulta con el esquema variable en funcién de la ganancia K mostrado en la pagina
siguiente.

En comparacién con el LDR compensado, la adicién de un cero y un polo mas alejados del origen
que las componentes de la planta, mejora la respuesta en lazo cerrado del sistema. Sin embargo, esto
no se produce por afiadir las componentes individualmente, sino en conjunto. La adicién de un polo
(cero) a la funcién de transferencia en lazo abierto tiene el efecto de desplazar el LDR a la derecha
(izquierda), lo que disminuye (aumenta) la estabilidad relativa del sistema. En efecto, ambas compo-
nentes tienen efectos inversos, por lo que, esencialmente, mantienen las caracteristicas del LDR del
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sistema. Lla modificacién mas importante es el desplazamiento del centroide; mas negativo y alejado
del origen porque el cero se encuentra mas a la derecha.

Root Locus

03

Imaginary Axis (seconds

-03 L L L L L i
0.6 -05 0.4 0.3 -0.2 0.1 0 0.1

Real Axis (seconds )

(i) En el enunciado, el esbozo del LDR muestra el desplazamiento de los polos del sistema compen-
sado en lazo cerrado. La funcion de transferencia del controlador es:

s+0,8
(s+2)

Ciertamente, no es inmediato obtener el valor de la ganancia K del controlador de adelanto en la
localizacién deseada, s=-0,8%1,56j. Para ello, utilizamos la condicién de magnitud del LDR, seleccio-

nando un valor (imaginario positivo) de los polos complejos conjugados dados:
(-0,8+1,56))+0,8 5
C(s)G(s)H(s)ls= =1 -K =
ICOCORE=0sr5671 = K i) 5 560521 (087 156D 108+ 1,56) 03]
En efecto, la funcién de transferencia en lazo abierto debe ser igual a 1 si se sustituye s por un valor
perteneciente al LDR (condiciéon de magnitud) y a 180°(24+1) en fase (condicién de angulo).

C(s)=K

1 K=3,5

(iii) Es facilmente deducible que se tiene un sistema de orden tres (superior) de naturaleza subamor-
tiguada. Por ello, dos polos se situaran en s=-0,811,56 y otro sobre el ¢je real (rama roja del LDR).
Ciertamente, los polos “deseados” seran las raices dominantes pero, sin embargo, no se podra utilizar
la aproximacién caracteristica ya que no se encuentran suficientemente alejados entre si. En cualquier
caso, a partir de ellos se podra estimar, con una cierta exactitud aproximada, el valor del tiempo de
asentamiento 4 y la sobreoscilacion M,(%0).

€w,=0,8
s=-0,811,56] — =156
wg=w, [1-£°=1,
0 & Linear System Analyzer for SISO Design Task - o x
File Edit View Design Analysis Tools Window Help Flle Edit Window Help
NEEEE RS D& |R&[dE
- Root Locus Editor for Open Loop 1(0L1) 14 Step Response
5 i ™ 4
4 [ —— s C
System: Closed Looprioy | ™ ystem: Closed Loop rto y
] IO rtoy 1 \, I0:roy o
| Time (seconds): 1.91 i N ;"“e‘ g:c?gd;;- 76
2 \ Amplitude: 1.27 e L S e e Amplitude: L_._
\ - : 5 —
L / '
\\ y" i
~— 08 / i
. g8 / i
™ 2 / i
— 5 / i
_— E / i
T < 0.6 { i
- / !
/ / ‘
2| [ / i
[ ol | i
| / i
| f i
3 / !
‘ / ‘
ozr f i
4 / i
/ i
i
5 . . . . . ol :
2 18 16 -14 12 -1 .08 -06 04 02 0 0 1 2 3 s = o o N
: Tims (seconds)
Loop gain changed to 3.4. Linear System Analyzer T
Right-click on the plats for more design aptians [ Real-Time Update
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De ambas ecuaciones, resulta £=0,45 y w,=1,45 rad/s.
Aplicando las férmulas caracteristicas correspondientes se tiene:

4
= o

En efecto, tal y como se visualiza en la figura de la pagina anterior, s=-0,81+1,56j son los polos domi-
nantes. Por ello, a partir de los mismos se pueden extraer buenas aproximaciones de los valores ca-
ractetisticos de la respuesta temporal.

Ew,T
t =5s y M,=100exp [—— =26,89%
Wq

(iv) Calculamos el error de velocidad (entrada rampa, 1/5%) dependiente de K:

1 1 1 1 1

E(s)=— =1lim sE(s) = lim | s— =—

)= ZTrcmamn o Imsb() =lim 2 st08 5 4K
(s+2) s(s+0,5)

Planteando la inecuacion (1/4K)<0,1, resulta que si es posible si: K>2,5.
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Ejercicio 1 (3 puntos)
Se solicita estudiar el comportamiento dinamico de un sistema vibratorio

;- /
mecanico.

(i) En primer lugar, se busca caracterizar el sistema. Al aplicar a la entrada

un escalon de fuerza 2, {7)=2x(J), la masa oscila, tal y como se muestra en k g H b
la respuesta de la figura. Se pide determinar el valor de los parametros ca- =
racteristicos del sistema (7, by £) a partir de la forma de la respuesta resul-
tante. Téngase en cuenta que el desplazamiento x(#) se mide desde la posi-
cién de equilibtio x(0)=0 m. Las unidades de 7, by & son kg, Ns/m y N/m, m
respectivamente. #

(i) A continuacion, se requiere explorar el comportamiento del ‘
sistema mecanico en escenarios complejos. Considérese ahora

que la masa se desplaza 0,05 m y se suelta sin velocidad inicial, B ,L\
esto es x(0)=0,05 m y dx(?)/d?| =0=0 m/s. ¢Qué tipo de res- 0.0146

bracién a partir de la respuesta x(7). Después, especifique la am- —
plitud de la respuesta cuatro ciclos después. ¢Qué esta ocu- ~
rriendo? Razone la respuesta. |

0 0314 t

puesta se obtiene? Determine la frecuencia observada de la vi- L f
|
|
|
|
|
|
\

Ejercicio 2 (2,75 puntos)
Considere el diagrama de bloques que se muestra en la figura. Se pide:

(i) Determine el error verdadero en régimen permanente
del sistema considerando entrada rampa unitaria. ¢Coin- (E i) oA
cide con el error de control? ¢Por qué?. s(s + 2{w,)
(i) Demuestre que el error verdadero en estado estacio- T

nario, al seguir la entrada 7(#)=7, puede eliminarse si R(s)

se introduce en el sistema a través de un filtro PD (ver

figura), seleccionando adecuadamente el valor de 4. Especifiquelo y exponga las repercusiones de
afiadir dicho bloque en la forma de onda de

Y

R(s) w2 C(s)  la respuesta temporal, (7).
— | + ks > > L )
8(s + 2{ey) (iif) Para subsanar complicaciones que pudie-
ran acaecerse en el escenario dado en (i), se
propone afiadir un polo real al filtro. (Doénde

debiera situarse en el plano complejo para
poder aplicar una aproximaciéon por polos dominantes y as{ no modificar la forma de onda de la
respuestar Considere £>0.

Ejercicio 3 (4,25 puntos)

Se tiene un sistema formado por una planta G(J) y un regulador R(s) en serie; todo ello realimentado
negativa y unitariamente. Se sabe que la planta tiene dos polo en s=-1y s=-2 y, que si se somete a una
entrada escalén unitario, el valor de la salida en estado estacionario es 5 (ganancia). Se pide:

(i) Realice un esbozo del lugar de las raices (LDR), especificando los valores de ganancia caracteristi-
cos que marquen el tipo de sistema (oscilario sostenido, subamortignado, criticamente amortignado o sobremor-
tiguado).

(i) Calcule el regulador mas sencillo que posibilite lograr una respuesta subamortiguada (¢=0,5) en
lazo cerrado, frente a una entrada en escalon unitario. Justifique detalladamente su respuesta.

(iii) A partir de (ii), especifique la posicién de los polos y los parametros caractetisticos de la respuesta.

(iv) Hasta ahora, se tiene una respuesta que exhibirfa un error infinito en régimen permanente ante
una entrada en rampa. Por ello, se solicita disefiar un regulador que permita controlar el error (valor
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finito), manteniendo el factor de amortiguamiento y teniendo una frecuencia natural de w,=1,5 rad/s.
Selecciénelo paso a paso, desechando opciones mas sencillas y justificando las razones.

Ejercicio 1
(i) Tras aplicar las leyes de Newton y la transformada de Laplace considerando condiciones iniciales
nulas, es facilmente reconocible que la funcién de transferencia del sistema mecanico vibratorio es:

dzx(t) B dx(t)
e TE
X(s) 1

F(s) ms2+bs+k

kx(t)+£(t)

m

X(s)[ms®+bs+k]=F(s) —

siendo:
2
F(S) = —
s

es decir, un escalén unitario de fuerza 2. En efecto, el amortiguador y el muelle se oponen al movi-
miento de la masa inducido por la fuerza externa. De ahi, el sigho menos en el sumatorio de fuerzas.
Por tanto, el desplazamiento de la masa en el dominio de Laplace, resulta:

X()= s(msZ+bs+k)

Para caracterizar el sistema mecanico, se proporciona la respuesta temporal x(#) con tres paraimetros
caracteristicos (desplazamiento en régimen permanente, x(), tiempo de pico, 4, y sobreoscilacion,
My) de los que se podran obtener el valor de los tres mecanismos del sistema (#, by £).

En primer lugar, se calcula el valor de la respuesta en régimen permanente aplicando el teorema del
valor final y se iguala a 0,02 (valor extraido de la figura):

2
—— X =-=0,02 > k=100 N
s(ms2+bs+k) k - /m

A continuacion, se analiza la sobreoscilacion propuesta. A partir del valor de pico, se puede obtener
el porcentaje de sobrepaso y el factor de amortiguamiento asociado:

x(t,)x() 0,0146
P x(0) 0,02

&n

/1-52
Se trata, l6gicamente, de un sistema subamortiguado tal y como se podia intuir por la forma de onda
de la respuesta temporal. Ya que el sobrepaso es muy elevado, el sistema presenta muchas oscilaciones

y tiene un amortiguamiento muy bajo, acercandose a un sistema oscilatorio sostenido. Por ultimo, se
analiza el tiempo de pico,

x(0)= lin(l) sX(s) = lirré s

=0,73 — 73%

M, =exp (— ) =0,73 — £=0,1

T
t :_:—:—:0,314—”%:10 rad/s
2 ®n
.| 1-E

obteniendo asf la pulsacién natural no amortiguada. Por tanto, se tiene el valor de € y w,, pudiéndolo
comparar con la forma paramétrica normalizada de la funcién de transferencia:

1 2
X(s) _ m _ Koy
F(s) o4 (%) s+% s2+2Ew, s+ w?

resultando:
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, k k
wn:; — mZJZl kg
n

b
28w,=— — b=2¢mw,=2 Ns/m
m
(if) La ecuacion de movimiento del sistema, ahora, es:

2 2
d;{tgt) b dx(t) s (=0 - d“x(t) o dx(t)

de® dt
sustituyendo, por supuesto, los valores numéricos obtenidos en (i). El movimiento se infiere en este
escenario an6émalo gracias a las condiciones iniciales, x(0)=0,05 m y dx(?)/d#| =0=0 m/s, particulat-
mente la de movimiento. Sin embargo, las caracteristicas del sistema son las mismas, por lo que el
tipo de sistema se mantiene: subamortignado (0<€<1).

m +100x(£)=0

De (i), se sabe que £=0,1 y w,=10 rad/s. Por tanto, la frecuencia amortiguada de la respuesta es wa:

W= w, / 1-£2=9.95 rad/s

En efecto, las oscilaciones de x(7), cuya frecuencia es wg, se amortiguan con el paso del tiempo ya que
la solucién es del tipo:

x(0)=x(0)eent [cos(wdt) + 1—22 sen(wdt)]

Esto se puede comprobar calculando la amplitud de la respuesta al variar los ciclos. El periodo seria
T=21/w4=0,63 s, resultando:
x(T)=x(0)e*7=0,0266 m y x(4T)=x(0)e**T=0,004 m

La amplitud de la exponencial y que “gufa” la respuesta y las oscilaciones en una respuesta subamot-
tiguada se reduce considerablemente a los cuatro ciclos, siendo el valor de desplazamiento desprecia-

ble.

Ejercicio 2
(@) El error verdadero se define como:

o
bt RO €= | 1 )| t e
1+s(s-i-Z?éoon) v
donde:
1 G(s)
R(S):S—z y C(S):R(S)m

es decir, entrada rampa unitatia y la salida calculada a partir de la regla 6 del algebra de bloques. Nétese
que G(s) representa el bloque de la planta y H(s)=1. Si, finalmente, se aplica el teorema del valor final,
resulta:

1 s(s+28w,) _2_2

Cye . o0 :limSE,, . S :hms_——
\eradcro( ) o0 \eradcro( ) p— 52 SZ+2£(J.)HS+0.)§ W,

A continuacién, se compara con el error de control:

- (9=R() 1 1 1 1 s(s+2¢w,) ) 2¢

= _—— —_— - a— o0)=—

control\S s 1+G(S) ) i+ (,0% g2 52+250)n5+0)r21 €control W,
s(s+28w,)

En efecto, el error verdadero y de control coinciden ya que la realimentacion es unitaria (ver Teorfa).
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(i) Al introducir el filtro PD a la entrada, la funcién de transferencia en lazo cerrado resulta:
C(s) (1+ks)w?
R(s) s2+2%w,s+w?

siendo:

1 <52+2§wns—wiks>

Evcrdadcro (S) = S_Z Sz‘f‘ZE(ﬂ)nS‘i‘@%

Se aplica una teorfa andloga a (i) utilizando el teorema del valor final:

1 <52+22wns—wﬁks> 28wk

Corrdnders(@)=1msE__ i ;.. (s)=lims—
\eradpro( ) 50 \eradpm( ) 50 SZ SZ+2£(DHS+0.)§

Wn

Por tanto, si £=2%/w,, el error de la salida, «(7), en régimen permanente, ¢(), al seguitr una rampa
unitaria, n()=# sera 0. Sin embargo, al introducir dicho filtro PD en el diagrama de bloques, se incluye
un cero de valor s=-1/4 en la funcién de transferencia en lazo cerrado del sistema. Esto conlleva
repercusiones en el andlisis de la respuesta, pues requeriria un estudio mas complejo y dependiente
de la situacién del cero en el mapa de polos.

(iif) La minima variacién de € y w, por perturbaciones (agentes externos), harfa que lo conseguido en
(i) quedara en nada, pues £ debe ser un valor fijo y constante. Por ello, se introduce un polo real en
el filtro a modo de compensador de adelanto/retardo.

Ahora, el objetivo es aplicar la aproximacién por polos dominantes, situando el polo introducido lo
suficientemente lejos de los polos de la funcion de transferencia en lazo cerrado original. Sin embargo,
al no tener valores numéricos, el analisis se complica, haciéndolo dependiente de las caracteristicas
del sistema (su#bamortignado, criticamente amortiguado, sobreamortignado). El polinomio caracteristico (deno-
minador) de la funcién de transferencia es:

P(s)=s>+2¢w, s+ w3

siendo sus polos:

s=-£w, Hjw, [1-€7, 0<i<l
s=-w,, £&=1
s=Fo, o, |21, £>1
Por tanto, si consideramos el polo simple del filtro en s=-g, este debe cumplir el siguiente requeri-
miento en comparativa con la parte real de los polos de la funcién de transferencia en lazo cerrado:
a>10%0,, 0<&<1
a>100,, &=1
a>10 <§wn+wn Ez—l> , &1

Especialmente critico es el caso sobreamortignade, donde se selecciona el polo mas alejado del origen
(“el més negativo”). Nétese que se escoge un criterio x10 para asegurar la dominancia de los polos
de interés.

Ejercicio 3
(@) Se solicita esbozar el LDR del sistema descrito.
En primer lugar, se nombran los dos bloques principales:

I<planta

(s+1)(s+2)

En efecto, no se proporciona el dato de la ganancia de la planta G(5), Kpanw. Para ello, sera necesario
utilizar el valor de la salida en estado estacionatio ante una entrada en escalén unitario. Téngase en

G(s)= y H(s)=1
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cuenta que la entrada se aplica a la planta y no al conjunto de bloques. Por tanto, aplicando el teorema
del valor final, se tiene que:

5= lim s~ G(s) = lim s~ N plnta K. . =10
T T T S ) () Pl
resultando:
10

SO
A continuacién, se implementan los 7 pasos necesarios para realizar el bosquejo del LDR.
e Paso 1: Identificacién y ubicacion de polos y ceros en lazo abierto. Se tienen 2 polos en -1y
-2 (semiplano negativo del eje real) y ningtn cero.
e Paso 2: Numero de ramas. Por lo dado anteriormente: #=2 y 7=0. El nimero de ramas, por
tanto, es: 2. Notese que # y 7 denotan el numero de polos y ceros, respectivamente.
e Paso 3: Identificacién de segmentos sobre el eje real. A partir de los datos provistos en el
paso 1, se identifica facilmente que el dnico segmento que pertenece al LDR es de -1 a -2.
Noétese que el rango dado no indica el sentido de la rama.
e Paso 4: Calculo de asintotas.
a) Numero de asintotas: 7-#=2.
b) Angulo de las asintotas: 90° y 270°.
¢) Centroide:

_ Xpolos-Y ceros  (-1-2) s

e polos - n° ceros 20
e Paso 5: Puntos de corte con el eje imaginatio. Nos fijamos en el polinomio auxiliar:
(s+1)(s+2)+10K

(+D(s+2)  s(s+2)

En este escenario, se concluye facilmente que ningtin valor de K, para K>0, hara posible que
el polinomio caracterfstico contenga raices complejas imaginarias puras. Siempre seran posi-
tivos todos los coeficientes del polinomio de segundo orden dado. Esto es predecible a través
del calculo de las asintotas (90° y 270° en s=-1,5).

1+KG(s)H(s)=1+K — s2+3s+(10K+2)

e DPaso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real. En este punto, es necesario conocer el sentido
de las ramas. Para ello, se impone que:

1HKG(8)H(5)=0 — 1+K —— 0 (43542)
=() — —_——() > g
SRS G+1)(5+2) 10
dK 1 3 _ o
= =- 570 =0 — s=-1,5 (punto medio del segmento sobre el ¢je real identificado)
s

Paso 7: Angulo de salida o llegada de las raices. Ya que no existen ni polos ni ceros con parte
real y compleja conjugada, este paso no es necesario llevarlo a cabo.

Por tanto, el bosquejo del LDR previamente argumentado resulta con el siguiente esquema variable
en funcién de la ganancia K:
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A partir de la figura, se observa que el LDR no “pasa” para ningan valor de K (K>0) por el semiplano
positivo del eje real ni por el eje imaginario. Por tanto, el lazo de control nunca sera inestable ni
criticamente estable. Tal y como se vio en teotia, el sentido de las ramas es “de polos a ceros”, por lo
que para bajos valores de K—-0<K<(1/40)—, los polos del sistema se sitdan separadamente sobre el
eje real (sistema sobreamortiguado, £>1). Justo cuando K=1/40, los polos son dobles (s2+3s+2,25;
s=-1,5) y, por tanto, se tendrian un sistema criticamente amortiguado, £=1. Finalmente, para K>1/40,
resulta una respuesta subamortiguada, 0<¢<1, ya que los polos tienen tanto parte real como imagi-
naria. Cabe destacar que el factor de amortiguamiento ira disminuyendo a medida que aumenta K,
obteniendo una respuesta mas oscilatoria predominante frente a los efectos exponenciales decrecien-
tes. El valor ctitico K=1/40, se puede obtener a pattir del polinomio caractetistico hallado en el paso
5 del bosquejo del LDR.

(i) y (iii) En primer lugar, se explorard la opcién de un controlador proporcional. Parece bastante
factible, pues al tener asintotas de 90° y 270°, las lineas imaginarias de £ constante cortarfan siempre
el LDR. La parte real de los polos debe ser s=-1,5 pues es el tnico punto del eje real que contiene
parte imaginaria perteneciente al LDR. 51 €=0,5 y la parte real de los polos de un sistema subamorti-
guado es s=-fwn, facilmente se obtiene que w,=3 rad/s. A partir de dicho valor, se puede obtener la
parte imaginaria de los polos, resultando:

s=-fw, Ho, /1-22:-1,54;;3 / 1-0,5*=-1,5+i2,6

Finalmente, de la condicion de médulo del LDR,
0 1
+D)(G+2) K

sustituyendo s=-1,5%2,6j, se puede extraer el valor de la ganancia del controlador: K=0,7. Por tanto,
el controlador serfa:

C(s)=0,7

En este punto, el lector se puede preguntar: ¢por qué aparecen valores tan bajos de ganancia (K=1/40
y 0,7) hasta ahora? Esto es porque la planta tiene mucha ganancia, Kyuna=10, pot si sola, lo que hace
decrementar el valor de la “proporcionalidad” del controlador.

(iv) La respuesta resultante con el disefio dado en (ii) es:
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En efecto, se obtiene un error en régimen permanente infinito ante una entrada en rampa unitaria.
Segun los requerimientos solicitados, serfa necesario “subir’ de tipo de sistema. Es decir, se tiene un
sistema tipo 0 y habria que contar con uno tipo 1 para controlar el error de velocidad. Esto se consigue
afiadiendo un polo en el origen a la funcién de transferencia en lazo abierto del sistema. Por ello, tan
solo quedarfan las opciones de un controlador PI o PID. El resto de compensadores y/o reguladotes
no dotarfan al sistema de dicha condicién necesatia.

A partir de los datos proporcionados, los polos deben situatse en:

s=-fw,Hjo, /1-&2:-0,75ij1,5 /1-0,52:-0,75ij1,3

A continuacién, se propone una solucién sencilla y aproximada basada en deducciones simples.

Se considera la solucién mas sencilla: controlador PL. Puesto que dicho regulador afiade un polo y un
cero, las asintotas del LDR seguiran siendo 90° y 270°. Antes, el centroide era s=-1,5. Ahora hay que
conseguir que sea aproximadamente s=-0,75, haciendo asi que las ramas circulen hacia arriba/abajo
en dicho punto del ¢je real. Por tanto:

los - ), ceros -1-2-0)-(-z
_Zpoo 2 cero —( 33( )2—0,75—>z:—1,5

Se podria tomar un valor algo mas bajo teniendo en cuenta que este tipo de LDR suelen “curvarse”
cerca del punto de ruptura sobre el eje real. Se fija, por ejemplo, =-1,4. Tan solo, faltarfa fijar el valor
de la ganancia del controlador. Esto se puede hacer mediante la condiciéon de magnitud del LDR, tal
y como se realizé en el apartado (ii):

G_ —_
n° polos - n° ceros

0 | 1
G+DG+2)| K

sustituyendo s=-0,75%1,3j, se puede extraer el valor de la ganancia del controlador: K=0,35.
Por tanto, el controlador resultaria:

(1+0,71s)

IC(:)G(S) =

1+0,71s
C(s)=0,35———
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Ejercicio 1 (4,5 puntos)
El control de la tensiéon en un condensador al alimentarlo con cortriente continua (considere
escalon unitario, #(7)=u(%) representa un problema de ingenieria

i 1)
de control. — %

(i) Al inyectarle directamente una tensién continua, squé com- R +

portamiento anormal exhibitfa la dindmica de la tensién/co- <+>
A

rriente en el condensador -2c(9) e #(#)-, que harfa requerir un con- C—ve(®
trol? Interprete el problema considerando un valor nulo en la -
resistencia (R=0).

(if) Con el objetivo de regular adecuadamente la tensién en el
condensador, se coloca en serie una resistencia variable (potenciémetro) y se construye el lazo.
Esboce el bucle de control, sefialando y explicando detalladamente cada uno de los bloques y
variables.

(iii) Obtenga la respuesta del sistema uc(?), a partir de estrategias eléctricas (dominio del tiempo)
y la funcién de transferencia en lazo cerrado (dominio de s). ¢Coinciden?. Dibuje la dinamica de
las respuestas, vc(?) e (), para diferentes valores de R, especificando su evolucion.

(iv) En el caso especifico en que la capacidad del condensador es C=10 uF y se requiere cargarlo
a la tensién de alimentacion en 4 segundos (criterio del 98%), ¢a qué valor debiera fijar la resis-
tencia variable?.

(v) En el escenario en que se impusiera una entrada en rampa unitaria, 1(7) =1, ;qué error exhibirfa
la tension, vc(?)?. Considere el circuito RC, justificando la respuesta a partir del tipo de sistema.

Ejercicio 2 (1,75 puntos) o 11 1
Considere la siguiente tabla de Routh. Tenga en cuenta que, ori- | & | -3
ginalmente, la fila de s estaba llena de ceros. Se solicita indicar | # | 4/3 | 4/3

—_

(e} fen)l Faw) Faw)l Fan) o) Haw)
[e) v} v v} fav) Far) Fan

el nimero de raices del polinomio caracteristico asociado que se | 3 | 4 4

sitan sobre cada semiplano del eje real y sobre el eje imaginario, | 2 | 12 | 4

indicando en este ultimo caso, el valor numérico de las raices. s 18/3 10
14 0

Ejercicio 3 (2 puntos)

El sistema mecanico rotacional basico T 1)

de la figura cuenta con un rozamiento A A

viscoso D regulable. En los ensayos de
caracterizacion del circuito se realizan
varias pruebas ajustando su valor. Para
ello, se introduce un par impulsional, es decir, Impulse Response
T(H=06(?), y se mide el desplazamiento angular 6(7), ' &
obteniéndose las respuestas mostradas en la figura.
Se solicita que, para cada caso, se calcule el valor de
D sabiendo que /=1 kgXm?, a través de una inspec-
cion de las respuestas. :

|
L
D

Amplitude

Ejercicio 4 (1,75 puntos)

Se tiene un lazo de control con realimentacién ne-
gativa y unitaria, donde la funcién de transferencia 03
de la planta es: 04

5 [i]

B I<(S+O() ! ::Tums {s;mnds}l

CO=Grpy
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Calcule el valor de K, a y 3, sabiendo que, en lazo cerrado, el sistema exhibe un error de control
en posicion de 0,1, un factor de amortiguamiento correspondiente a un sistema subamortiguado
(£=0,5), valiendo la frecuencia natural no amortiguada: wa=V10 rad/s.

Ejercicio 1
(i) Al conectar un condensador en serie con una fuente de tensiéon continua, la tensién en el
condensador coincide con la tension de la fuente

Ve®=V/s = ve(®=V
Esto se traduce en que el condensador, previamente descargado (en 7=0), sufre un cambio
brusco de tension, lo cual, por la fisica que hay detras de dicho componente, no esta permitido.
A su vez, la excitacién genera una corriente impulsiva en el condensador:

\Y
Ic(s):\i(‘—(s) =7 /s =CV —i-()=CVs(1)

sC sC
Lo cual puede suponer la ruptura del dieléctrico. Particularizado para el caso de I’'=1V (escalon
unitario), resulta: sc()=1 e ic()A=C3(7). Véanse la forma de onda de las respuestas:

Ve (t) i () = CVa(1)

A

v
—
v
—

(if) A partir de la teorfa de circuitos y sintesis de redes, junto con la teorfa de control basica, se
construye el diagrama de bloques resultante:

1(s) 1

L N » G(s)=— >V (s)

Vi(s)zg C(s)=

El punto de resta representa la ley de Kirchhoff de tensiones, obteniendo a la salida, la tension
sobre el potenciémetro. La resistencia actia como controlador y “conversor de tension a co-
rriente”, siendo la sefal I(s), la entrada en la planta. Notese que no se requiere un bloque en el
lazo de realimentacién (unitario).

(iii) Se tiene:
dve(t)

dt

vi(D=vr (O +vec (D) — vi(D=Ri()+vc() — v(D=RC +ve (1)

resultando, en el dominio del tiempo y de s:

dve(® , ve® _v®  Ve® _ Yre
d& RC RC ° V@)‘H%

Ahora, se calcula a partir del 4dlgebra de bloques, la funcién de transferencia del resultado obte-
nido en (ii):
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En efecto, los resultados coinciden. Ahora, se considera 1i(s)=1/sy se calcula uc(?) aplicando la
transformada inversa de Laplace previa descomposicion en fracciones simples. Resulta:

t
ve(©)=1-e/rc
Finalmente, por la definicién del condensador, se tiene que:

_ dve(9 _ d[i-ere] 1
. = = ——¢ /RC
1(‘ (t) C dt C dt €

Esbozando las formas de onda, dependientes de R, se tiene que:

Step Response 10 ° Step Response

— R=100 kohms
R=100 kohm:
- ohms 0o |

R=400 kohms R=400 kohms

R=800 kohms R=800 kohms

R=1,2 Mohms

R=1,2 Mohms

ic() (A

5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35

Time (seconds) Time (seconds)

vc(?) tan solo se ve afectada por la constante de tiempo; a mayor R, mas lenta es la respuesta
temporal. Sin embargo, el régimen permanente se mantiene constante. Por otro lado, 7ic(?) de-
pende de R de igual forma que #c() (en cuanto a la velocidad de respuesta) y, ademas, en el valor
inicial; aumentado el pico inicial a medida que disminuye el valor seleccionado en el potenciéme-
tro. En efecto, acercandose a una respuesta impulsional como se obtuvo en (i) con R=0.

(iv) Al tratarse de un circuito RC, la constante de tiempo es: t=RC (inversa del polo cambiado
de signo). Esto se puede comprobar si se calcula cualquier funcién de transferencia del circuito
y se examina el denominador (por ejemplo, véase apartado (iii)). La repuesta transitoria se extin-
gue cuando pasan 4t segundos, es decir, £=4RC (criterio del 98%). Si se fija =4 s y conociendo
C (ver enunciado), se obtiene el valor de la resistencia: R=100 k€.

(v) El error se puede calcular, por ejemplo, a través del lazo de control esbozado en (ii). Se tiene
que:

1+C(HGE) 5 1

E(s)=R(s)

Ciertamente, la sefial de error es la tension que recae en la resistencia.
Se aplica el teorema del valor final:
, , 11
ess= lim sE(s) = lim sE(s) = lim s s ——=—=RC=1
s—0 s—0

s—0 szl+ 1

RCs
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Se obtiene un valor finito de error de velocidad. Por tanto, el circuito eléctrico es un sistema tipo
1. El error se podria disminuir reduciendo R; consiguiendo asi, disminuir el valor de 1y, por
tanto, reducir el tiempo de permanencia del transitorio (sistema mds rapido).

Ejercicio 2
Al encontrarse la fila de ceros en 2, el polinomio caracteristico asociado, extrafble de la fila de 3,
es P(5)=4s5+4s. A continuacion, extraemos las raices de dicho polinomio:

P(s)=4s’+4s=s(4s+4)=0 — s=0 y s=1%;j

De momento, el sistema es criticamente estable, con tres polos sobre el eje imaginario. Nétese que el
polinomio resultante de dP(s) /ds, solo sitve para extraer los valores de 12 y 4, que aparecen en la tabla
final de s> y no para hallar las rafces. Si nos fijamos en la columna izquierda de interés en el andlisis
de estabilidad de Routh, se pueden contar dos cambios de signo, asociados a raices en el semiplano
derecho (inestabilidad). Finalmente, el resto de raices (es decir, un valor) se encuentran en el semi-
plano izquierdo. El sistema es inestable. Notese que, a partir del polinomio caracteristico, se podria
haber encontrado la raiz en el origen:

P(s)=5%-35>+s*+s>+4s=5(s>-3s*+s7+52+4)

El resto de raices que no se solicitan en el ejetcicio, a parte de las que se localizan sobre el eje imagi-
nario, resultan en s=-1y s=2 (doble).

Ejercicio 3
A partir de la funcién de transferencia del sistema mecanico rotacional de interés, es posible
extraer la salida 6(s) teniendo en cuenta los datos del ejercicio:

6(s) 1
T(s) Js’+Ds+K
Por inspeccion, se puede estimar, ficilmente, la frecuencia de oscilacién de la respuesta oscilatoria
permanente. El periodo de oscilacién es, aproximadamente, 2 segundos. Por tanto:
2n
o, =2nf,=—=n rad/s
T,

- 0= s2+Ds+K

Teniendo en cuenta el polinomio caracteristico de los sistemas de segundo orden, 2+2€was+wn?, se
halla el valor de K

K=w2=n*~10 N m/rad
En el caso de la respuesta azul, £=0, siendo:
D=0 Nms/rad

A continuacion, se estudia la respuesta de color naranja. Se trata de una respuesta oscilatoria
pero, esta vez, subamortiguada. La frecuencia de oscilacion ha disminuido, contando, aproxima-
damente, con un periodo de oscilacion de 2,5 segundos. Por tanto:

271
wg=wy 1-82 — 2—5:7[\/1-52 — £=0,6

Comparando el segundo miembro del polinomio caracteristico de sistemas de segundo orden con el
denominador de la funcién de transferencia del sistema mecanico:

D=2%w,=3,75 Nms/rad

Por otro lado, se detecta que las respuestas restantes por analizar no tienen oscilaciones (no hay
sobrepasos a la zona de amplitudes negativas) y, por tanto, pueden ser criticamente amortiguadas
o sobreamortiguadas. Probamos con el primer escenario. Sabiendo que,
4 4
tt=—=—=1335s
W, T
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En efecto, la respuesta en amarillo puede considerarse aproximadamente criticamente amorti-

guada (—1) siendo:
D=2w,=6,3 Nms/rad

Obviamente, la respuesta en color morado representa un sistema sobreamortiguado, donde se
tienen dos polos separados sobre el eje real. Se considera que los polos estan suficientemente
separados y la constante de tiempo que gobierna la dinamica general de la respuesta, calculada a
partir del polo mas cercano al origen, es:

1 4
I R BN ey

pudiéndose obtener una expresiéon de donde hallar el valor de &, desde el tiempo de estableci-
miento de la respuesta (ver figura). Por tanto, el valor del rozamiento viscoso aproximadamente
resulta en:

T t,= — £=1,7

D=2%w_=10,7 Nms/rad

Ejercicio 4
En primer lugar, se halla la funcién de transferencia del error de control:
E(s) 1 1 B (s+8)?
R(s) 14G(s) , KGta)  $+(2+K)s+(p+Ko)
s+pB)?

1

Aplicando el teorema del valor final, se iguala el error numérico de control considerando una
entrada en escalén unitario (es decir, 0,1):

, : . (s+B)° 8?
ess= lim sE(s) = lim sE(s) = lim s — 5 =— =
=0 =0 =0 s 24+ (2B+K)s+(B2+Ke)  pPH+Ko

b

Comparando el denominador de la funcién de transferencia bajo estudio con el polinomio ca-
racteristico de los sistemas de segundo orden, resulta:

S+ (2p+K)s+(B+Ka) = s24280, 502
Sustituyendo valores (£=0,5y wa=V10 rad/ s), se llega a las siguientes expresiones:
B2 +Ka=10
28+K=v10

Por tanto, ya tenemos tres relaciones validas con tres incognitas (K, a y ) para obtener. Sustitu-
yendo la segunda relacion en la primera, se tiene que:

P
=2 01 — g=1
Pk 10 L TP

Ahora, se analiza la tercera expresion, resultando:
2+K=v10 — K=v10-2=1,16

Finalmente:

10-82
B*+Ka=10 — o= P

=776
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Ejercicio 1 (2,5 puntos)

Considere el sistema mecanico simple que se muestra en la figura, teniendo condiciones iniciales no
nulas. Es decir, la masa “conserva” desplazamiento, y(0)#70 m, y velocidad,

dy(#)/d?| =070 m/s, en el instante /=0 s. Se pide:

@ Indique el circuito mecanico equivalente, en el dominio de s, teniendo en
cuenta dichas condiciones iniciales. Para ello utilice la siguiente relacién de la

transformada de Laplace: Hd%/(?)/dA]|=s2Y()-50)-dy(?)/d?| =0. ¢A qué familia

de entradas se asemejan “las condiciones iniciales”?

(if) Compare el escenatio de (i) con la introduccién de una entrada en impulso
unitario (hacia abajo), f)=38(?), pero ahora sin condiciones iniciales. ¢Qué di-

ferencias se encuentran?

A

jo Ejercicio 2 (1,25 puntos)
La figura adjunta muestra el dia-

plano s X grama de polos y ceros en lazo

o
X
o

Ejercicio 3 (2,25 puntos)

LA

-

‘3

.

¥t

abierto de un sistema. Especificamente y sin conocer las
funciones de transferencia de origen, hay dos posibilidades
para el trazado del LDR. Esboce ambas e indique si ambos
son escenarios reales.

Considere el diagrama de bloques de la figura derecha. Se
desea diseflar un controlador PID, de tal forma que los polos dominantes en lazo cerrado estén ubi-
cados en s=-1 ij\/3. Para dicho controlador, elija, por conveniencia, =1 y, posteriormente, determine

los valores de 4y K. Utilice las con-

K(_s+a)(s+b)

C(s)

diciones de moédulo y fase del K& - @
LDR. Dibuje el diagrama del lugar e
de las raices para el sistema dise-

fiado.

A

5

PID controller
G.(s)

Plant
G(s)

Ejercicio 4 (2,5 puntos)
Considere un circuito RC en serie,

siendo R una resistencia variable (potenciémetro). Teniendo en cuenta las impedancias de la resisten-
cia, Zr(w)=R y el condensadot, Zc(w)=1/juC, calcule la expresion total, Z(w)=Zr(w)+Zc(w) v, final-

mente la admitancia resultante, Y(w)=1/Z(w).

(i) Esboce los diagramas de Bode de médulo y fase para diferentes valores de R. :Qué se obtiene?.

¢Qué se esta representandor. Razone la respuesta, a
partir de la expresiéon obtenida de la admitancia,
Y(w)=I(w)/ 1 ().

(i) Dibuje el diagrama equivalente de Nyquist.

Ejercicio 5 (1,5 puntos)

Sea el automatismo de marcaje de piezas de la figura
que consiste en un piston A que transfiere la pieza para
su marcaje y en un pistén B que realiza dicho marcaje.
El pistéon A se comanda mediante dos sefiales A- que
desplaza el piston A hacia la izquierda y A+ que lo
desplaza hacia la derecha. De igual forma, el cilindro B
se comanda mediante las sefiales B- (arriba) y B+
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(abajo). Para la deteccion de las posiciones extremas de cada piston se cuenta con los finales de carrera
FC1, FC2, FC3 y FC4.

El funcionamiento normal se describe a continuaciéon. Mediante un pulsador de marcha M, el piston
A (inicialmente en la posicién marcada por FC1) debe empujar la pieza hasta la posicion detectada
por FC2. En ese momento el cilindro B (inicialmente en la posicién marcada por FC3) avanza hasta
la posicién marcada por FC4. Finalmente ambos cilindros vuelven a su posicién inicial. Se pide rea-
lizar la programacién del automatismo descrito en lenguaje ladder.

Ejercicio 1

(i) Tal y como se realiza para el caso del condensador o la bobina en sistemas eléctricos, se actia para
obtener el modelo equivalente de la masa en el dominio de s. Téngase en cuenta que el muelle “no
almacena energia de desplazamiento”. Por definicién, se sabe que:

> 0 =m 2 k(e D

d
— -kY(s)=ms*Y (s)-msy(0)- m% » — Y (s) [ms*+k]=msy(0) +m il(tt) | Y

dy(t) /d

Por tanto, la parte que “depende de la entrada” es: msy(0)+m e o Ya que y(0) y la deri-

vada, dy(?)/d?| =0 son valores numéricos, se puede extraer ficilmente que, en el dominio de s, las
fuerzas son una constante “sola” y una constante multiplicada por s. Por ejemplo, si (0)=0,1 m e
dy(»/d#| =0=0,05m/s, siendo 7=1 kg, se tiene: 0,1s+0,05. Es decir, un impulso (0,05, que no depende
de 5) y su derivada (0,15, mas cominmente denominado “doblete”). El circuito mecanico equivalente
serfa:

msy(0) mdy(6)/dt|=o

ms?

¥(s)

(i) La ecuacién diferencial del sistema mecanico, considerando entrada impulsional, es:
&y kdy() 1
O Y():—S(t)

dt m dt m

La respuesta temporal, aplicando la transformada de Laplace, resulta:

1/ /k

m 1 [m ym

YO T T, kYO
SZ+E SZ—FE

En cambio, en el escenario (i) resulta:

sen

dy(t)
S | S
V()= y(Olz “dr ﬁo 0 y(t) \/’ \/_

s2+— S +
m
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k \ dy(® k
y(©)=y(0)cos| |—t|+——| sen| |—t
m dt o m

Esta expresion puede escribirse como un seno o coseno simple desfasado del origen y no una suma
de funciones trigonométricas (fasores). Notese que, logicamente, los valores de la ganancia y el angulo
variaran si se utiliza seno o coseno. Por tanto, se tiene el mismo resultado que, considerando entrada
impulso; sin embargo, resulta un término adicional que tiene en cuenta el desplazamiento inicial, no
comenzando en el origen y con cierta velocidad; dy(?)/d?| =070 (pendiente de la curva en el instante
1=0%). Ademas, la amplitud de oscilacién es menor. A continuacién, se muestra una comparativa,
considerando 7=1 kg, £=5 N/m, y(0)=0,1 m e dy(?)/d?#| =0=0,05 m/s.

Impulse Response

respuesta impulsional

condiciones iniciales no nulas

Amplitude

0.2

0.4

0.6 4

0.8 4

-1 L L L
0 5 10 15 20

Time (seconds)

En efecto, se trata de un sistema oscilatorio puro (=0) en el que la Gnica diferencia reside en el
desplazamiento inicial y la amplitud de la oscilacion; esto es, el desfase de adelanto que introduce el
coseno y el valor numérico de amplitud inferior en el caso de la consideracion de las condiciones
iniciales.

Ejercicio 2
La solucion setia:

Root Locus

05 4

Imaginary Axis (seconds

-15 L L L i L L L
-4 -3 2 -1 0 1 2 3 4

Real Axis (seconds )

Considerando, por ejemplo, que los ceros estan situados en s=-3, 2y 3 y los polos en s=1-j, 1+j y -
2.
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La otra opcién que podtia tener sentido originalmente se- jo
ria la mostrada a la derecha. Sin embargo, no es valida. A

plano s X
Ejercicio 3
Ya que: /
s+1)(s+b) 1 o>
6.()G )=k ETDE) \&
S s=+1

La suma de los angulos en 52—1+j\/3, uno de los polos
deseados, desde el cero en s=-1 y los polos en s=0, +j y -

j es:

90° - 143,8° - 120° - 110,1° = -283,9°
Entonces, para que resulte -180° (condicién de fase), se requiere que el cero en -4 contribuya al su-

matorio de angulos con 103,9°. De esta forma, ¥=0,57.

La ganancia se puede determinar a partir de la condicién de médulo:

s+1)(s+0,57) 1
o GHDH057)

o) =1 —>K=2,33
S S s=-1+j\/3
Por tanto el controlador PID resultante serfa:
s+1)(s+0,57
Gc(s):2,33L
s
Ejercicio 4
(i) La impedancia y admitancia resultantes serfan:
)= ()47 ()Rt TOCR o€ “/r
= N = —_—_— = =
@I ARG TEC) TR C T T jeC T 1HeCR . . 1
jot RC

Ya que la admitancia Y(w) representa el cociente I(w)/ (), en dicha medida se esta ensayando con
seflales sinusoidales de tension a diferentes frecuencia (entrada) y se mide la corriente en médulo y
fase (salida). A continuacion se esbozan los diagramas de Bode de médulo y fase siendo C=1 pFy
diferentes valores de R:

Bode Diagram

Magnitude (dB)

-120
90

R=10
R=100

R=1000

IS
&

Phase (deg)

Frequency (rad/s)

La funcién de transferencia resultante tiene: (i) un cero en el origen y de ahi que los diagramas co-
miencen con subidas de 20 dB/década y 90° en mddulo y fase, respectivamente. (ii) Un polo en -
1/RC. A medida que disminuye R, la frecuencia caracteristica del polo crece y por tanto la “frenada”
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de la subida del cero en médulo y la caida de 90° en fase aparecen mas tarde. Por ultimo, (iii), donde
se tiene una ganancia de 1/R, que en fase no perturba pero en médulo afecta al valor en altas fre-
cuencias. Nétese que al ser siempre menor que 1, se obtienen valores de ganancia, en dB, negativos.

(if) Considerando ahora el diagrama de Nyquist, es decir, diagramas polares, debemos separar en
primer lugar la parte real e imaginaria de la admitancia:
jo jos (1 . 2 0)
e PRGeie) ke hec
Y(w)—' 1~ 12 1 27T 12
jot RC w’+ (—) >+ (—) w’+ (—)
RC RC RC
Este escenario hace que los diagramas de Nyquist o polares resulten en semicirculos modificados por

el valor de R; la parte real e imaginaria cambia inversamente proporcional al valor de R. De ahi que
los semicirculos sean cada vez mas pequefios. Véase la solucion:

Nyquist Diagram

—

R=10

R=100

R=1000

Imaginary Axis

0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

Real Axis

Ejercicio 5

La programacion cuenta con tres lineas de programacion adder. En primer lugar, si se pulsa M (%010.0)
y FC1 estd activo (%10.1) de forma simultanea, se activara el actuador que hace desplazar el cilindro
Ay, por tanto la caja, de izquierda a derecha (A+, %Q2.0).

M FC1
%I1.0 %I11.1
1 T 1 T (<)
1 1 t 1 T {s)
| %Q2.0 |
A+

A continuacion, cuando el cilindro A llega a su final de carrera de empuje de caja (FC2, %I11.2) y el
cilindro B esta en su posicién de reposo (B-, %I1.3), se activa su carrera de bajada (B+, %Q2.1).

FC2 FC3
%I1.2 %I1.3
1T 1T ()
2 1 T 1 {8)
| %Q2.1 |
B+

Finalmente, cuando ambos cilindros se encuentran en contacto con la caja en su posicién de marcaje
(FC2 y FC4; esto es, %I1.2 y %I1.4), debe de activarse el retorno de ambos (A- y B-; que son %Q2.2
y %Q2.3, respectivamente). Para ello, se necesitara resetear %0Q2.0 y %Q2.1.
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3| 1 1 L

(sy—

%Q2.2
A-

(s)
%Q2.3
B-

(R)
%Q2.0
A+

(R)
%Q2.1
B+

Notese que en la linea 1 y 2 pudieran haberse reseteado %Q2.2 y/ %Q2.3 por seguridad.
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Ejercicio 1 (4,25 puntos)
El circuito de la figura se utiliza ampliamente en varias disci-
plinas cientificas para modelar diferentes fenémenos de natu-
raleza fisica, bioldgica y/o quimica. Ri y Rz modelan, respec-
tivamente, las resistencias serie y paralelo. La primera suele ser
asociada a efectos parasitos de la medida y la segunda a pro-
cesos complejos, generalmente i6nicos. C, por otro lado, re-
presenta los procesos capacitivos del sistema. Por ejemplo, en
electrofisiologia puede modelar la capacidad de la membrana
celular; en electroquimica, la doble capa interfacial. Se pide:
(i) Obtenga la ecuacién diferencial y la funcién de transferen-
cia del circuito eléctrico siendo #(#) la entrada e 4(4) la salida.
¢Qué se esta midiendo?.

(i) Considere una entrada en escalén unitario, #(A)=#(7). Obtenga la respuesta analitica de la corriente
#(?) y esboce la forma de onda correspondiente.

(iif) Tipicamente, se considera que, en un sistema de primer orden, la respuesta transitoria “se extin-
gue” en /=31 0 51 (criterio del 95% o 98%). Esto es porque la respuesta habitualmente es proporcional
a 1-e/. Si uno considera 1-¢7/7=0,95 o 0,98, es como se obtiene el tiempo de establecimiento # pre-
viamente indicado. Sin embargo, en este ejemplo esto no sucede. Utilizando el procedimiento mar-
cado, ¢cual serfa la expresion de %2 Razone su tendencia en funcién de los parametros del circuito.
(@iv) En un marco temporal, las variaciones de Ry y C marcan el estado del sistema. Notese que Ki
suele ser constante con el paso del tiempo. Con esto, analice el impacto sobre la respuesta #(7).

(v) En las medidas sobre sistemas reales, se obtiene una impedancia del condensador, de tal forma
que Zc(s5)=1/Cus, siendo 0<a<1. Calcule Z(w) del circuito y esboce los diagramas de Bode y Nyquist.
¢Qué sucede? :Como denominaria este fenémeno
no ideal?

Ejercicio 2 (1 punto)

Un sistema oscilatorio tiene la forma de onda resul-
tante representada en la figura derecha. En efecto, se
trata de un sistema subamortiguado, 0<¢<1, de la
forma x()=efor’cos(waf) con régimen permanente
nulo. Obtenga una expresién para el factor de amortiguamiento, utilizando los decaimientos expo-
nenciales (sin considerar los cosenos) en ambas escalas temporales indicadas.

Ejercicio 3 (2,25 puntos)

El polinomio caracteristico de un sistema de control con realimentacién unitaria y negativa, igual al
denominador de la funcién de transferencia en lazo cerrado, es $+2524+(20K+7)s+100K. Se solicita:
(i) Dibujar el lugar de las raices (LDR) del sistema.

(i) Calcular el error estacionario verdadero de posicién del sistema, en funcién de K.

Ejercicio 4 (1,25 puntos)
En la practica, es imposible implementar un control derivativo individual. En ingenierfa de control

tipicamente se suele utilizar, por ello, acompafiado de un control proporcional: PD. Sin embargo,
para algunas aplicaciones donde es realmente necesario, se puede aproximar el verdadero diferencia-

dor por algo como: G¢(s)= Tds/ 1+yTys ¢En qué se ha convertido el controlador derivativo? ¢A qué
serfa equivalente desde la perspectiva de un diagrama de bloques?

Ejercicio 5 (1,25 puntos)

Una cinta transportadora se pone en marcha cuando se pulsa ST (NA) y se desactiva al accionar S2
(NC). El objetivo es mover pallets con alimentos. Cuando el pallet activa el final de carrera B1 (NC),
la cinta transportadora debe pararse ya que una carretilla elevadora eliminara el pallet. En el momento
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que B1 deje de estar activo, el

proceso deberd comenzar de i = 2]
nuevo. Implemente un programa a a
ladder que automatice el proceso, f. . Start Stop

indicando que lineas de progra- &m B1 OFF M1 B10ON
macion estarfan activas para cada
uno de los instantes de tiempo mostrados en la figura.

Ejercicio 1
(i) La forma mas sencilla de estudiar el comportamiento del circuito eléctrico es en dominio de 5. En
primer lugar, se halla la impedancia equivalente:

1
Ry —= R R{R,Cs+R{+R, V
2R+ —C g, e BOTTRG VO
R2+_C 1+R2CS 1+R2CS I(S)
S

Una impedancia es la relacion entre la tension, 17(s), y la cortiente, I(s), es decir, Z(5)=17(s)/1(s), donde,
por tanto, la corriente representa la entrada y la tensién es la salida. Sin embargo, en el ejercicio se
plantea el caso contrario. De ahi, que se deba estudiar la inversa de Z(s); es decir, la admitancia, Y{(s):

L1

ol 1RGs CRTRERC
° _V(S) B R1R2C5+R1+R2 a s+ R1+R2
RiR,C

parametro de medida, en este caso. Antitransformado al dominio del tiempo, se obtiene facilmente
la ecuacion diferencial equivalente:
dl(t) R1+R2 1 dV(t) 1

+ (== +
dt  R4R,C Ry dt  R4R,C

v(t)

(i) Si se considera una entrada en escalén unitatio, se tiene que 1(s)=1/s, resultando 4(7):

S s+ 1 1 R,
1 R1 Rl RZC /Rl +R2 /Rl (Rl +R2) . 1 R2 7t/
I(S):— = + _)l(t): <1+_e T)
S s+ Rl +R2 S s+ Rl +R2 Rl +R2 R1
RR,C R/R,C
siendo:
RiR,
’E:
R;+R,

La forma de onda resultante de la corriente 4(4), setfa:

A
1
R,
_t (1+&e_%j
R +R,|7 R,
1
R, +R, ot

(iii) En este escenario anémalo, el tiempo de establecimiento £ se calcula, considerando que e repre-
senta el intervalo de confianza (95, 98 o 99%), como:
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1 R e R s Ri(e1
1(t5): (l_l’__zeft/l') = — (5—1)_126} /1; N tS:—Tln [g]
R+R,\ R, R,+R, R, R,

siendo: t,;=-tln [O’OSRl /Rz] , ty=-1ln [O’OZRl /Rz] , and t;=-tln [O’OlRl / Rz]’ considerando el criterio

del 95, 98 y 99%, respectivamente. La clave en la evoluciéon de # reside en la relacion de valor entre
las resistencias, Ri/Re. Si, por ejemplo, Ro>>Ry, # crece sin limite si R, aumenta progresivamente.
En caso contrario, se obtendria la relacion inversa, siempre y cuando, Ko>eRi. En caso contrario, la
férmula no tiene validez.

(@iv) A continuacion, se esboza la dinimica temporal de #(#) con la variacién de los parametros solici-
tados:

aumento de R,

Como indicamos previamente, un aumento de Rz implica que el tiempo de establecimiento crezca
notablemente. Ademis, el valor de la sefial en régimen permanente disminuye. Por otro lado, el au-
mento de C no modifica la cota final, pero si la constante de tiempo. Un hipotético incremento hace
que la respuesta sea mas lenta. Finalmente, es importante indicar que el valor inicial de la sefial es
constante ya que R no varfa.

(v) En el modelado de procesos fisicos, los condensadores ideales son raramente identificados, siendo
sustituidos por elementos cuya impedancia es Zc(s)=1/Cus, siendo 0<a<1. Si a=1, se tiene un con-
densador ideal de capacidad, C=C,. Por otro lado, se obtiene una resistencia de valor, R=1/C; cuando
o=0. Sin embargo, en los datos experimentales se encuentran valores de o muy cercanos a 1 (en torno
2 0,7 0 0,8), siendo esto denominado como “dispersién de capacidad”.

Ahora, la impedancia del circuito es:

1 «:. RiTR, R1R2Ca
R R RR.C.+R,+R, ° R,R.C It s
7(s)=R, + s*C,, "R+ I G 1782 18, " (R, +R,) Ri{+R,
1 R+ 1 1 1+R2Cas°‘ 1+R2CO(SO( 1 ot 1 1 2 1+R2CO(SO(
2 S“C(x RZCO(

La funcién de transferencia tiene ganancia Ri+Ro y dos componentes variables; un cero y un polo,
ambos reales. Sin embargo, no son términos simples convencionales, ya que no se tiene el término s,
sino s*. Se analiza, de forma generalizada, la representacion del diagrama de Bode en médulo y fase,
respectivamente:

(-3
1+=
a

®
+20log|1%|=0, —<<1
a

~
~

+20log

+20log =+20ulog |07+ (g)z =+20ulog (g) o 2asy

a

(jw>a
a
)
targ[1%]=0°, —<<1

+aro 1+]£ ’ ~ a
_arg N ~ ](L) o B ](,0 B N ®
targ [ —) | =Faarg [—] =900, —>>1
a a

a
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siendo a= Ry +R2/R1 R,C, ol /cha' En efecto, se obtienen subidas(caidas) de 200 dB/década en el

diagrama de Bode de médulo y rectas con una pendiente de +(-)45¢°/década, donde una década
después del cero(polo), la fase se estabiliza en +(-)90a°. Téngase en cuenta, ademas, la ganancia de
20log|R;+Ry|.

En el analisis de Nyquist, se puede extraer lo siguiente. Si w—®, Z(w)=R; y si 0—0, Z(w)=R;+Ro. El
diagrama de Nyquist comun de este tipo de sistemas muestra un semicirculo, cuyo centro se ubica en
el punto medio entre Ri y Ri+Ro, pertenecientes ambos al eje real, y cuyo radio es Ry/2. En el caso
propuesto, se obtienen semicirculos “deprimidos” cuyo centro del semicirculo se encuentra por de-
bajo del eje real. A continuacién, se muestran los esbozos obtenidos:

60

50

40

30

20

-Reactance

20 30 40 50 60 70 80 % 100

Resistance

En efecto, el comportamiento del sistema ha pasado a no ser capacitivo puro/ideal a determinadas
frecuencias, sino mixto (RC infinito) en esa ventana de interés. De ahi, que a dicho elemento se le
denomine “elemento de fase constante” (CPE).

Ejercicio 2
Obviando el término oscilatorio y considerando, tan solo, el decaimiento exponencial, se tiene que:
K() ==
X(tn) :Xn:e—iwntn :e—Ewn (t1+4T)
Relacionando ambos términos, se obtiene el decremento exponencial
X1 1
o 4o, T

— e4imnT

Xn

para, posteriormente, obtener el factor de amortiguamiento:

In (X—1) RO T L (X_l) _|E

/ 1_22 (OF] 8n X

n n
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1 Xq 1 Xq 2 ) 1 X
G g e o R G
8t \x, 1- 8t \x, 8n

Ejercicio 3
(i) Se tiene el polinomio caracteristico del sistema, es decir:
N(s)
D(s)

A su vez, si dividimos la funcién de transferencia de la planta, en numerador y denominador, se
tendria:

1+KG(s)= — N(s)=s>+252+(20K+7)s+100K

Gn(s)
Gp(s)
Por tanto, Gp(s) es la parte del polinomio independiente de K'y Gn(s) la parte que depende de K:
Gn(5)=20s+100 — s=-5
Gp(s)=s+25%+Ts=s(s?+25+7) —s=0 y s=-112,45j

G(s)=

— N(s)=Gp(s)+KGy(s)

Ahora, ya se tienen los ceros y polos del sistema en lazo abierto y se puede construir el LDR con los
7 pasos, de forma convencional.
e Pajso 1:1dentificacion y ubicacién de polos y ceros en lazo abierto. Se indicaron previamente.
e Paso 2: Nimero de ramas. Se tiene: #=3 y #=1. El nimero de ramas, por tanto, es 3. En
efecto, 7y m denotan el nimero de polos y ceros, respectivamente.
e Paso 3: Identificacién de segmentos sobre el eje real. El unico segmento que pertenece al
LDR es de 0 a -5 (n° polos + n° ceros impat, a la derecha).
e Paso 4: Calculo de asintotas.
a) Numero de asintotas: 7-m=2.
b) Angulo de las asintotas: 90° y 270°.
¢) Centroide:

= 2. polos - Y} ceros _ (0-1-1)-(-5) -

n° polos - n° ceros 3-1 ’

e  Paso 5: Puntos de corte con el eje imaginario. A partir del polinomio auxiliar del enunciado,
se construye la tabla de Routh-Hurwitz:

$ 1 20K+7
§2 2 100K
st 7-30K

$0 100K

La tnica fila posible que puede contener a todos sus numeros nulos es s'. Facilmente, se
obtiene que esto se consigue si K=0,23. Se recuerda que K>0, de ahi que en la fila s no sea
posible.
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Root Locus
o L & -

Imaginary Axis (seconds

-30 I I I I I i L

Real Axis (seconds )

e Paso 6: Puntos de ruptura o salida del eje real. En este punto, es necesario conocer el sentido
de las ramas. Para ello, se impone que:

20(s+5) [s(s®+2s+7)]
1+KG(s)=0 » 1+tK——=<=0 5> K=- —————
s(s2+2s+7) 20(s+5)
dK
= =0 — No tiene solucién para el LDR
s

Esto era previsible, pues se tiene una rama de 0 a -5 que es “definitiva”, sin puntos de en-
trada/ruptura, ya que une un polo y un cero. Las otras dos ramas seran las que salen de los
polos complejos conjugados, dirigidos por las asintotas.

e Paso 7: Angulo de salida o llegada de las raices. Se selecciona el polo situado en s=-142,45.
Por tanto:

4 2,45 4
arctg (E) -6-90°- [90°—arctg (T)] +arctg (E) =180° — 6=9,3°

Con todo ello, se esboza el LDR:

(i) El error verdadero es:

KG(s) 1( KG(s) )_ 1

E, (8)=X()-Y(s)=X(s)- X()1+KG(S) s\ 1+KG(s) ) s+sKG(s)

Tenga en cuenta que se considera entrada en escaldn, al solicitar el error de posicion. Aplicando el
teorema del valor final y los calculos numéricos necesarios:

1 1
S sTsKG(s) 1+ lim KG(s) B

ey(®0)=lim sE, (s) = lim

La solucioén era facilmente previsible, pues la planta G(s) tiene un polo en el origen.

Ejercicio 4
La solucién mds correcta serfa la siguiente:

R(s) 1 Cls)
—»(2 =1 5 >
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La forma de realizar un “derivador” aproximado setfa utilizando una accién integradora en la ruta de
realimentacion. Tenga en cuenta que se disefla con la premia de no utilizar accién derivativa. La
funcién de transferencia, en lazo cerrado, del bucle que se muestra en la figura serfa:

cs) Voo T
=— _
R(s) 1+ /YTdS 1+ Tys

Tenga en cuenta que la accion derivativa (numerador), cuenta con un retraso de primer orden (deno-
minador), reduciendo el ancho de banda del sistema de control en lazo cerrado y el efecto perjudicial
de las sefiales con ruido.

Ejercicio 5
En primer lugar, se activa la cinta transportadora en el momento que se pulsa el botén de comienzo

(NA), S1. A continuacion, se programa el proceso contrario, la cinta se para si se pulsa S2 (NC). Las
bobinas asociadas son SET/RESET.

Por dltimo, cuando los alimentos llegan al final de la carrera (B1, NA) de la cinta transportadora, ésta
se debe parar. Por tanto, si el final de carrera B1 no esta activo y se recuerda la pulsacién de S1, la

cinta se movera. En caso contrario, permanecera parada. Esta tltima linea de programa se implementa
con bobinas NA/NC.

Para finalizar, se resaltan las lineas del programa Jadder activas en los instantes de tiempo 1 (funciona-
miento normal) y 2 (modo de parada):

Rung01|l[Set to run mode Rung01[l|Set to run mode
S1 RunFlag S1 RunFlag
| { {
0 | \B)— \E)_
Rung02 |||Set to Stop mode Rung02|||Set to Stop mode
S2 P RunFlag 52 P RunFlag
{ {
/ (B)- (BH
Rung03 Run or sfop conveyor Rung03 Run or srop conveyor
RunFlag M1 RunFlag
[ml!
Ei/ Il - EI—|H|—( H
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Ejercicio 1: Modelado transitorio de sistemas en el dominio del tiempo (3,75 puntos)
La bobina, descubierta por Faraday, es un elemento eléctrico basico en el analisis de circuitos elec-
tromagnéticos. Se sabe que la corriente #(#) que circula a través de una inductancia L. genera una caida

de tension #(9) que se opone al aumento de cotriente, como: v(t)=L dl(t)/ dr- Este comportamiento
tan tipico en electricidad, también se encuentra en sistemas de origen fisico y no electromagnético,
debido a movimientos i6nicos anémalos (véase figura). De ahi que sutja el concepto de “inductor
quimico”. Por tanto, un analisis en profundidad del comportamiento de este componente es alta-
mente demandado en diferentes areas multidisciplinares.

Se pide: CI}F
@ (0,75 puntos) Obtenga el circuito equivalente, en el dominio de s, "
de un “inductor quimico” considerando i(0)#0 (condiciones iniciales AN
no nulas). R
(i1 (1,25 puntos) Ya que los sistemas de interés se alimentan en ten- b

sién, obtenga la respuesta en corriente i(t) de un circuito RL serie ante —AANTY Y

una sefial escalén, v(t)=V. Esboce la forma de onda de la respuesta, R, “L,

sabiendo que los mecanismos resistivos también son comunes en el inductor
quimico

modelado de sistemas.

(iii) (0,5 puntos) Interprete el resultado obtenido en (i), especificando
los parametros caracteristicos.

(iv) (1,25 puntos) La estructura RL analizada en (i) forma parte de un
circuito eléctrico general mas complejo (véase figura), donde se suele

afladir, ademds, una resistencia serie, Rg. La impedancia, en el dominio t

-1
de s, es: Z(s)=Rs+ [sCm—i— 1 /Rb +1 /Ra +sLﬂ] . Por los valores tipicamente obtenidos, se sabe que el

sistema es sobreamortiguado. Sin embargo, la respuesta suele presentar una “sobresoscilacién
abrupta” si se considera el escenario de (ii). (Por qué?

Ejercicio 2: Diagrama de bloques y respuesta en régimen permanente (2,25 puntos)
Dado el sistema de control de la figura:

=
\ &
D)
A
I
17)

R{s) ——» >_) > Y(s)

@ (1,25 puntos) Estudie su estabilidad en funcién de Ky 4.
(i1 (1 punto) Determine el tipo de sistema y los errores verdaderos estacionarios, dependientes de K,
ante escalén, rampa y parabola. ¢Tiene impacto el valor de 4? Analice los resultados.

Ejercicio 3: Lugar de las raices y controladores PID (4 puntos)
Dada la planta en lazo abierto:

(@) (2 puntos) Esboce el lugar de las raices (LDR).
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(i) (1 punto) Disefie un compensador de adelanto/retraso que consiga un tiempo de asentamiento
de 1,25 segundos y un sobreimpulso maximo del 15%. Analice la viabilidad del controlador propuesto
con respecto a las restricciones planteadas.

(iii) (1 punto) Discuta la posibilidad de conseguir anular el error en estado estacionario utilizando un
controlador de la familia de los PIDs en un sistema que no presente oscilaciones en el transitorio y
tenga un tiempo de asentamiento inferior a 1 segundo.

Ejercicio 1
(i) La bobina, en el dominio del tiempo, se representa como:

i(t) L
A s S
+ v -

Con las polatidades indicadas, la ecuacion de la bobina es: v(t)=L

di(t) /

dt
A continuacion, se realiza la transformacion al dominio de 5. Transformemos la ecuacién de defini-
ci6én de la bobina a 5. Transformando ambos miembros, resulta: V(s)=L[sI(s)-i(0)]. Ahora se va a
despejar I(s), puesto que interesa la cortiente en la bobina: I(s)= V(S)/ LT 1(0)/ s- Lo primero que
se visualiza ficilmente es que, si la bobina no tuviera carga inicial, i(0)=0 A (la bobina se carga en
corriente), la ecuacion anterior quedaria: I(s)= V(S)/ L™ V() /I (s) =sL.. Entonces sL es el cociente

entre la tensiéon [(s) en bornes de la bobina y su corriente I(s). Por tanto, s es la impedancia opera-
cional de la bobina y se nota como: Z; (s)=sl..

Intentemos implementar la anterior ecuacion 1(s)= s, antes obtenida, en un circuito

VG i)

en s. Primero se ve facilmente que la corriente I(s) es suma de dos términos. Por tanto, el circuito a
implementar tiene dos elementos en paralelo. Si se suman corrientes es porque se tienen elementos
en paralelo. El primer elemento es una bobina de impedancia sL. y que esta a la tensién (). El

. i(0 .
segundo elemento es una fuente de corriente de valor ( )/ s- Se tiene:

sL

Is) — —

_ 1(0) |—
(s
N

+ V(s) —

Ahora se comprueba el circuito propuesto. Veamos que el circuito dibujado responde a la ecuacién

de I(s) antes obtenida. I(s) es la suma de la corriente que circula por la rama de arriba més la que

circula por la rama de abajo. Se ve que la bobina superior esta a la tensiéon I(s) y, por tanto, su

Vi)
. S. . . .

“+” pues es elemento receptor). Por tanto, el circuito equivalente describe la ecuacién que se obtuvo

en el dominio de s.

corriente serd (tension/impedancia): 1(s)= 1, dirigida hacia la derecha (cotriente entra por el

Téngase en cuenta los siguientes aspectos importantes. #0) se especifica con el sentido de (%) indicado
en la bobina en el dominio del tiempo, pues #(0) es (7 particularizada al instante /=0. Como ya se
sabe, si la tensién en la bobina no contiene componentes impulsivas (impulso y/o sus derivadas)
podemos intercambiar #(0), 0*) e #0) pues todas coinciden. El circuito equivalente de la bobina en
s implementa directamente la condicion inicial: escalon de valor #(0). Es un escalén de valor #(0) por-
que en el circuito en s aparece #0) dividido por s.

Hemos obtenido para la bobina un esquema equivalente de Norton en el dominio de s que imple-
menta una fuente de corriente que modela la condicién inicial (carga inicial de la bobina). Vamos a
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obtener el equivalente en la forma de Thévenin (fuente de tension en serie con la impedancia). Para
obtener el esquema equivalente en forma de Thévenin ponemos la misma impedancia y la fuente de

tension se obtiene como: 1(O)/ s sL=Li(0). Por tanto:

P Li(0)
=YY Y _

N
+ V(s) _—

Observe el lector que el circuito equivalente en forma de Thévenin también puede obtenerse desde
la ecuacién en s antes obtenida: V(s)=L[sI(s)-i(0)]. En vez de despejar I(s), se debe despejar I(s) y
se obtiene: V(s)=sLI(s)-Li(0). La implementacién de esta ecuacion es el circuito en forma de Thé-
venin obtenido.

Finalmente, se indican unas observaciones a tener en cuenta. Ya que la bobina se carga en corriente,
desde un punto de vista fisico, es preferible la utilizacién del esquema equivalente en forma de Norton
(fuente de cortiente). La fuente de tension del circuito en s obtenido tiene un valor de Li(0) y no lleva
5. Por tanto, se trata de una fuente impulsional de fuerza Li(0).

(ii) y (iii) Se tiene el circuito RL serie que se muestra a continuacion:

0 4w
M
R
L+
\Vi L% vi(t)

Notese que se consideran condiciones iniciales nulas.

En el dominio de s, la corriente, considerando V(s)= v/ g, €St

Aplicando la descomposicion en fracciones simples resulta:

V/L _A+ B _A(s-l—%)—kBs

I(s)= =— =
s(s+%) S s+% s(s+%)

siendo A= V/R y B= 'V/R.
Por tanto, la respuesta temporal es:

I()_V/R V/R )=, /R /R _K<16/L>

S+f s+L

La respuesta obtenida es consistente, pues verifica: i(0)=0 A y pasado un tiempo largo, la expresion

anterior toma un valor de: i(0)=V/ R
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Al cociente L/R (tiene unidades de segundos) y que es lo que divide al “-#” en la exponencial, se le
denomina la “constante de tiempo” del circuito RL y se representa por la letra griega 1. Mide cuanti-
tativamente el tiempo de carga/descarga de una bobina. En efecto, cuando una tensién 17 se aplica a

un inductor con una resistencia en serie R, la corriente aumenta hacia el valor final V/R, retrasada

por un tiempo caracteristico L/R.

Finalmente, se dibuja la evolucién de i(t) del circuito para £>0. Para que la bobina se cargue a la
corriente V/ R> la exponencial ha de valer 0 y eso sucede cuando #—o0. Andlogamente al circuito

simple RC, no es necesario esperar un tiempo infinito para que la bobina se cargue y se comporte
como un cortocircuito.

Si transcurre un tiempo equivalente a una constante de tiempo 1= L/R,
A% L/R \% \Y%
(L/)=~(1-c /1R == (1-1)=0,63~
1( /R) R < ¢ ) R ( ¢ ) ) R

la bobina se ha cargado al 63% de su valor final, V/R. Para tiempos equivalentes a 2, 3 y 5 constantes
de tiempo, se comprueba que la bobina se carga al 86%, 95% y 99%, respectivamente, del valor final.

La figura siguiente muestra la evolucién de la corriente en la bobina (), cuando la bobina se carga
desde 0 a V/R. Transcurrido un tiempo equivalente a 5 constantes de tiempo, la bobina puede con-
siderarse cargada a V/ R (en realidad, a 1(51)=0,99 V/ R> convirtiéndose en un cortocircuito.

VJR
0,95(VJR)
0.86(VJ/R)
0.63(V{/R)

£ 05(VJR)

(iv) Ya que se considera la corriente como salida y la tensiéon como entrada, la funcién de transferencia

de interés es la admitancia eléctrica: Y(s)= I(S)/V(S) =1 /Z ()’

En primer lugar, se calcula la impedancia:
1 N(s) 1

1, 1T D Y6
SCat Ry YR oL,

a a

Z(s) = R+

Ciertamente, no es necesario calcular la funcién de transferencia completa. El numerador N(s) que
en realidad es el denominador de la admitancia Y{(s) contiene dos polos reales simples con parte real
negativa (p1 y p2), correspondientes a un sistema de segundo orden (dos elementos almacenadores de
energfa) sobreamortiguado. La clave del problema son los ceros; es decir, las raices de D(s).

Reordenando, se obtiene:
sR,Cp (R, +sL)+R,+sL,+R;, Ry CppL,s”+ (R, Ry, Cpp tL)s+ (R, +Ry,)
(s+p,)(s*p,) (stp,)(s*+p,)

Y(s)=

siendo los ceros:
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_-(RR,Copy L) £/ (R, Ry Cp +1,)2-4R, C L (R, +Ry,)
. 2R,C L,

En efecto, el sistema cuenta con dos ceros que modifican la respuesta natural del sistema sobreamor-
tiguado. Tipicamente, este tipo de respuesta son lentas y sin sobrepasos con respecto al valor final.
Segun la forma de onda de la sefial propuesta en el ejercicio, se tiene un valor inicial elevado que
decae rapidamente debido a efectos capacitivos, pero que, finalmente, exhibe una subida lenta y “re-
trasada”. De este modo, aparecen un pico o “sobrepaso negativo” muy comun, pero vagamente com-
prendido, en maltiples disciplinas de investigacion.

Ejercicio 2
(i) En primer lugar, se debe extraer la funcién de transferencia en lazo cerrado, Y(s)/R(s), aplicando
el algebra de bloques. Se tiene:

R(s) —» K > > As > > ¥(s)

Aparece una asociacién en paralelo y un feedback “enredados”. Por tanto, se propone desplazar el
punto de resta correspondiente a la retroalimentacién (izquierda) hacia la derecha “saltando” el blo-
que As. Asi, los puntos de suma se unirfan y se podtia considerar tan solo uno con tres entradas y
una salida. Sin embargo, es necesario tener cuidado con los signos. Resulta:

As

A4

R(s) » K

NG
@)
A 4
=
z

A

As?

Resolviendo el paralelo y el feedback, se obtienen tres bloques asociados en cascada: K, 1+As y

1/1 FASY resultando:

Y(s) 14+As
R(s)  1+As?

Si se extrae el polinomio del denominador de la funcién de transferencia obtenida, 1+As>, se observa
que no esta completo, pues el coeficiente que multiplica a los términos sy 2 es 0, y ademas el que
multiplica al término de mayor grado, s, es negativo. El sistema siempre serd inestable. Ahora hay
que construir la tabla de Routh-Hurwitz para saber si hay discriminacién con respecto al nimero de
polos en el semiplano real derecho.

N A 0

52 0—c 1
s -A/e

0 1

Aqui, se obtiene una de las degeneraciones posibles. Sustituimos por el coeficiente e considerado un
valor positivo muy pequefio. Por tanto:
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e A>0: Dos cambios de signo. Sistema inestable, con dos polos en el semiplano derecho.

e A<O0: Un cambio de signo. Sistema inestable, con un polo en el semiplano derecho.

Noétese que si4=0, se tiene una funcién de transferencia correspondiente a un bloque proporcional,
K. Finalmente, cabe destacar que el parametro K no aparece en el denominador, por lo que no tiene
impacto en la estabilidad del sistema.

(ii) Si se aplicase la teotia convencional se obtendtian valores de errores, peto ¢este desarrollo tendria
realmente sentido? La respuesta es no. Al ser siempre un sistema inestable, independientemente del
valor de A y K (véase apartado (1)), el error verdadero siempre serd infinito. Ademas, no se puede
aplicar el teorema del valor final ya que su uso se restringe, te6ricamente, a sistemas estables.

Ejercicio 3
(i) Para el esbozo del lugar de las raices (LDR) seguiremos las siete reglas de construccion:
e DPaso 1: Identificacion de polos y ceros. El sistema en lazo abierto consta de dos polos com-
plejos conjugados en s=-2%2j y un cero en s=-25.

Pole-Zero Map
25 . . T T . :

Imaginary Axis (seconds‘1)
&% & & o o o o oS
X

)
3
:

-25 : * ' * . -
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0 10

Real Axis (seconds'1)

e Paso 2: Numero de ramas. Por lo dado anteriormente, #=2 y »=1. Por tanto, el numero de
ramas es 1. Notese que 7 y 7 denotan el nimero de polos y ceros, respectivamente.

e Paso 3: Identificacién de segmentos sobre el eje real. A partir de los datos provistos en el
paso 1, se identifica facilmente que el unico segmento que pertenece al LDR es de -25 a -
siguiendo una asintota (véase a continuacion).

e DPaso 4: Calculo de asintotas.

a) Numero de asintotas: 7-7=1.

b) Angulo de las asintotas: 180°.

c) Centroide: Al tratarse de una Unica asintota, no es necesario realizar el cilculo
del centroide.

e Paso 5: Puntos de corte con el eje imaginario. Nos fijamos en la ecuacién caracteristica del
sistema en lazo cerrado:

s?+s(4+K)+8+25K
s?+4s+8

Los polos de este sistema, seran los valores de s que anulan 1+KG(s), es decir, anulan su

1+KG(s)=

numerador. Estas soluciones tendran la forma:

(K £/ (4+K)2-4(8+25K)
o 2
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En base a esta expresion, se ve que para todo valor de K>0, los polos tendran parte real
negativa. Por tanto, los polos permaneceran siempre en el semiplano izquierdo, mante-
niendo estable el sistema. Esto hace que el LDR no corte en ningiin momento el eje imagi-
nario. Esto era predecible a la vista del mapa de polos y ceros y el calculo de la asintota.

e DPaso 6: Puntos de ruptura o confluencia del eje real. Se trata del punto contenido en el eje
real que maximiza la expresiéon 1+GH(s). Dicho punto se corresponde con el valor de s que

AGOHOY,

cumple:

dG(s) -s>-50s-92 {_1_91
= =) > =
ds (s2+4s+8)2 -48
De los dos valores obtenidos, el punto de confluencia que pertenece al eje real es s=-48.

e Paso 7: Angulo de salida o llegada de las raices. Es preciso analizar los angulos de los vec-
tores que unen los polos y ceros en lazo abierto con un punto muy cercano al primer polo

complejo:
Pole-Zero Map
3 - .
Bp1
.'TU)
= .
[ =4
g
2 0z
&g
2
-
&,
(=
g
= Op2
2 Ay
3
30 29 20 15 10 =] 0
Real Axis (seconds 1}
0,,=90°

2
0,= arctan (—) =5°
23
Aplicando el criterio del argumento:
z 0, - z 6, =180 — 6,,=180+6,-0,,,=95°
El LDR queda, por tanto:

Root Locus

ra
]

3

[X

o
Ay
/

/

S o
~
.
A

w

Imaginary Axis {seconds'1}

80 -50 40 -30 -20 -10 0 10
Real Axis (seconds™")
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(i) Un compensador de adelanto/retraso tiene la siguiente forma:
(stz2)
C(s)=K—=2
(s*p)
Cancelando el cero de la planta con el polo del compensandor (p=25) mantendriamos un sistema de
segundo orden con un lugar de las raices similar al obtenido en el apartado anterior. De esta manera,
podriamos utilizar las expresiones de un sistema de segundo orden para obtener la posicién en la que
los polos en lazo cerrado del sistema cumplen las restricciones planteadas para el régimen transitotio.

4 1
t,=—=1,6 s >0=—=25%
o S

Mp:em'loo — en0=0,15 — tan 6= =0=58,87

-7
In(0,15)
{=cos0=0,5

o
o=w,(=w,= 7 =5rad/s
W=, /l—C2=4,3 rad/s
Por tanto, la posicion deseada para los polos en lazo cerrado es: s=-2,574.3j rad/s.

La posicién del cero del compensador sera aquella que hace que los polos deseados formen patte del
lugar de las raices. Para calcularla, utilizamos el criterio del argumento:

Op1

'
N

Imaginary Axis (seconﬁsﬂ

Real Axis (seconds'1}

>

2,52

0

p1=180-arctan (

) =102,3°

342
=94 5°
2,5-2

z 0, Z 0, =180=0,=16,76°

>

0,,=180- arctan

0,= atan

>

=2=16,76
5
Por tanto, el cero del compensador se encontrara en s=-16,70.

Para terminar de definir el controlador, aplicamos el criterio del médulo para calcular la ganancia que,
efectivamente, coloca los polos en lazo cerrado en los puntos buscados.

dp =y (4,3-22+(2,5-2)>=2,5
dpo=y/(4,3+2)>+(2,5-2)>=6,3
d,=/(4,3)2+(16,76-2,5)>=149

K—Hdp =0,99
[1d, ~

En definitiva, el controlado requerido queda como:
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s+16,76
C(s)=0,99 ———
s+25

Para garantizar la viabilidad del controlador y que se cumplan los requisitos planteados, hay que ana-
lizar si el cero introducido en el compensador afecta de manera negativa a la respuesta del sistema.
Para ello, hemos de comprobat si es posible considerarlo despreciable teniendo en cuenta su posicion
en el plano complejo con respecto a la posicién de los polos deseados. En este sentido, puesto que
el cero de ((y) se encuentra mas de 10 veces a la izquierda de la posicién de los polos en lazo cerrado,
puede considerarse despreciable su efecto y, por tanto, se conseguirfan cumplir las restricciones plan-
teadas.

(iii) Tedricamente, los controladores que anulan el error en estado estacionario son aquellos que tie-
nen accién integral, es decir, un PI o un PID. Las funciones de transferencia de estos controladores
tienen la siguiente forma:

PI(S)ZK@

pID(s)=K ST

Utilizar estos controladores modificaria el lugar de las raices, de manera que quedaria siempre un
segmento en el eje real (entre el polo en el origen y el primer cero) y un segundo segmento corres-
pondiente a la rama que nace de los polos complejos de la rama y que terminan en un par de ceros
(en el caso del PID) o en un cero y una asintota (en el caso de un PI).

LdR Gy PI LdR Gy PID
rd .

R Yitsn ¥4

= =

(=4 (=4

g1 8

@ @

8L 8L

2 2

2 2

= >

& -1 z

£ £

o (=

o o

E -2 E

Real Axis (seconds™') Real Axis (seconds™')
Para eliminar la oscilacién en la respuesta, se necesitaria un polo dominante en el primer segmento
del ¢je real. Para conseguir que sea dominante, tendriamos que aumentar lo maximo posible la dis-
tancia con el segundo segmento del eje real, pero manteniendo el requisito del tiempo de asenta-
miento en 0,5 s.

Este tiempo de asentamiento, en un sistema de primer orden, que es lo que se pretende, viene defi-
nido como:
4 4

ts=— 2> 1=——=8s
T

b

La posicién del cero de la planta en ningan caso podra ser despreciable frente al polo en lazo cerrado
colocado en s=-8. Por este motivo, el cero de la planta introducird oscilaciones no despreciables
haciendo imposible conseguir los requerimientos planteados para el transitorio.
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Ejercicio 1: Modelado transitorio de sistemas en el dominio del tiempo (4 puntos)

Dado el sistema mecanico de la figura, se pide analizar su comporta-
miento en diferentes escenarios de trabajo independientes:

(i) Determine la relacién entre los componentes 7 y & para que el
sistema sea ctiticamente amortiguado, considerando 4=1 Ns/m. Para
ello, ayudese de la funcién de transferencia del sistema, Y(s)/U(s).

(if) Ahora se tiene un nuevo escenario con b desconocida. El amorti-
guador contiene un movimiento inicial previo ya que “almacena ener- m
gia mecanica”. Esto se manifiesta a través de las condiciones iniciales.

Step Response

Amplitude

Time (seconds)

7,

A través de su ecua- VL

cién de definicion, es- )

boce el circuito equivalente del amortiguador conside-
rando condiciones iniciales no nulas, y(0)#0 m.

(iii) La respuesta ante escalén unitario exhibe la forma
de onda de la figura. A partir de la misma, determine el
valor de cada uno de los parametros y la respuesta ana-
litica del sistema mecanico para asi caracterizatlo.

(iv) Sabiendo que la férmula del error verdadero se ex-
trae como E(§)=Y(5)-U(s), extraiga la respuesta tem-
poral del error y analice su evolucién haciendo hincapié
en el régimen permanente. ¢Qué parametros deben
modificarse para conducir al minimo error?

Ejercicio 2: Diagrama de bloques (2,5 puntos)
El diagrama de bloques de la figura es un lazo de control. Las funciones de transferencia Gi(s) y Hi(s)
son fijas. Determinense Ga(s) y Ha(s) de tal forma que Y(5)=R(s).

R(s)

H (s)

!

Gi(s)

g

»| (72 (5) > ¥(s)

F Y

Root Locus

Imaginary Axis (seconds™)

Real Axis (seconds™)

h"| (")

Ejercicio 3: Lugar de las raices y controladores
PID (3,5 puntos)

Para el LDR mostrado en la figura, cuyos componentes,
en lazo abierto, son una ganancia unitaria, un cero si-
tuado en s=-4 y un polo en s=11j, se pide:

(1) Indique el rango de valores de K para que el sistema
sea estable sabiendo que el punto de corte con el eje
imaginario se produce en s=%j3,16.

(ii) Sabiendo que el punto de llegada de ambas ramas se
produce en s=-9, disefie el controlador de la familia de
los PIDs mas sencillo para que el sistema sea critica-
mente amortiguado y el error de posicién sea nulo. Ra-
zone si se obtendra la respuesta transitoria esperada.
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Ejercicio 1
@) En primer lugar, se calcula la funcién de transferencia del sistema utilizando las leyes de Newton
y, después, la transformada de Laplace considerando condiciones iniciales nulas:

2
ddygﬂ bd’—(t)+ky(t) —u(t)

m

YG6) 1 m

U(s) T ms?tbstk 2+£s+£
m°~ m

Y(s)[ms®>+bs+k]=U(s) —

Tras reordenar el denominador de la funcién de transferencia, s>+ b/ mSsT k/ m, para poder compa-
rarlo con el polinomio caracteristico de sistemas de segundo orden, s*+2¢w, s+02, se puede extraer

facilmente la solucion. Si uno se fija en el término libre del polinomio, resulta que k/ m wa‘l; port tanto,

0= k/ m tad/s. Ahora, se analiza el término con s, obteniéndose ficilmente que: 2¢w,= l/m; es

decir, ¢= 1 =1 /2 S Notese que, en la sustitucién previa, se tuvo en cuenta que =1
2m ’

Ns/m (véase el enunciado). Fijando, por tanto, que £=1 y operando matemiticamente, resulta la

relacién £-7 que constituye la solucion: k= 1 / 4mr

Para el caso de un sistema criticamente estable, la inica solucién seria: k=0.

(i) El amortiguador, en el dominio del tiempo, se representa como:

r u(l)

U
teniendo en cuenta que los sentidos de la fuerza y el desplazamiento son los mismos (hacia abajo).

d
p dy(® /dt

Por tanto, la ecuacién constitutiva del amortiguador es: u(t)=

Seguidamente, se realiza la transformacion al dominio de s para obtener el circuito equivalente con-
siderando condiciones iniciales no nulas. Utilizando la transformada de la primera derivada de y(?),

resulta: U(s)=b[sY(s)-y(0)], ya que £ [dy(t)/dt] =sY(s)-y(0). Si se despeja Y{(s), r u(t)
U(s) [+ y(©

es debido a la propia acclon de la fuerza sobre el dispositivo (primer término refe- b
rido a la “impedancia mecanica” del amortiguador) pero también por la posicién

previa desplazada cuantificada a través del segundo término. Légicamente, si

y(0)=0m, se tiene la ecuacién constitutiva del amortiguador en el dominio de . i W0)
Con todo ello, el circuito equivalente, en el dominio de s, del amortiguador con

condiciones iniciales no nulas, se muestra en la figura derecha.

se tiene que Y(s)= es decir, el desplazamiento del amortiguador

U

(iti) A partir de la respuesta temporal esbozada en el enunciado, se pueden extraer los parametros
caracteristicos del sistema y, con ellos, el valor de los dispositivos que conforman el sistema mecanico.
Se tiene un sistema subamortiguado tipo 0. Esto es facilmente deducible a partir de las oscilaciones
de la respuesta y el valor final obtenido, distante de 1 (entrada escalén de referencia). Inicialmente, se
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propone calcular el valor de la respuesta en régimen permanente aplicando el teorema del valor final
y se iguala a 0,5 (valor extraido de la figura para #—0):

1 1
©)=limsY(s) =lim s —————<=-=0,5 - k=2 N/m
y(*) o0 ) i s(ms?+bs+k) k /
Después, se propone estudiar la sobreoscilacién obtenida y, a través de ella, el factor de amortigua-
miento. Nétese que el valor de sobreoscilacion méximo se obtiene en el tiempo de pico, t;,.

y(6)y(®) 05805
oy 05

oo )
S\ e

En efecto, los resultados son coherentes: Un valor moderado de sobreoscilacién resulta en un valor
intermedio de &, dentro del rango de los sistemas subamortiguados, 0<¢<1. Por dltimo, se analiza el
tiempo de pico para obtener la pulsacién natural no amortiguada:

=0,16 — 16%

=0,16 — £=0,53

T T T
t,=—= = =5 > w,=0,71 rad/s

' _
R \/1_52 o, J1_0,532

Se llama la atencién del lector a que puede haber una ligera discrepancia entre valores obtenidos
debido a la estimacién de parametros desde la grafica. Este evento no es importante.

Por tanto, se tiene el valor de £ y wy, pudiéndolo comparar con la forma paramétrica normalizada de
la funcién de transferencia:

Y(s) Vm B Ko?
F(s) 32+Es+ k  242¢0, stw?
m~ m
obteniéndose que:
2= X £ =4k
= S5 m=—=
0= — —m o2 o

b
2¢w,=— — b=2&mw,=3 Ns/m
m

Con el sistema caracterizado, se puede obtener de manera sencilla la respuesta analitica de y(7) ante
un escalon unitario, #(A=1 para £>0. Por ejemplo, se propone utilizar directamente las tablas de la
transformada de Laplace; en concreto la fila 24, reformando la respuesta Y(s), de tal forma que se
tenga que:

I
Y(S)_s(sz—kgs-i-%) ks(sz-l-%s—i-%)

A partir de ella, se tiene que:

PN R e N
cntsen | o, 1—§2t—atg : =0,5-0,59¢ 38 sen(0,60t-58°)
Je T\ /

y(D=1-
1

(iv) Segun la funcién de transferencia en lazo cerrado obtenida previamente, el error verdadero en el
dominio de s, resulta en:
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1 /m 1 /m
E,(s)=Y(s)-U(s)=U(s) ——=—-U(s)=U(s) [ ——-1
. bk . bk
et —st— et —st—
m m m m

Considerando el caso mas sencillo (posicion), se tiene que U(s)=1/s. En ese caso:

Vm 1
BO=——F 55

b
s (52+ —s+ —) S
m~ m
Aplicando la transformada inversa de Laplace, se obtiene la forma analitica temporal del error verda-
dero, (7). Por tanto:

/ 1-¢
e, ()=L[E,(s)]=y(t)-x(t)=-0,5- \/1_ cntsen | w, ’ 1—E2t—atg \ :

1-¢%

donde € y w, han sido definidas previamente en funcién de los parametros del sistema mecanico. En
efecto, al contar con la respuesta temporal de y(#), obtener la evolucién temporal del error verdadero
es muy sencillo.

Finalmente, se analiza la importancia de cada uno de los dispositivos del circuito en el error en régi-
men permanente. Para ello, se aplica el teorema del valor final:

()= lim s (9) = m 1 111_k

e (©)=lmsE,(s) =lms | —————-—-| =—-1=—

s—0 s—0 S(SZ‘FES‘FE) S k k
m m

Por inspeccion, se ve facilmente que el error en régimen permanente solo depende de £, conduciendo
su aumento a una disminucién del error verdadero.

Ejercicio 2
Inicialmente, se requiere obtener la funcién de transferencia Y{(s)/R(s) aplicando el dlgebra de bloques.
Para ello, se desplaza el punto de bifurcacién central hacia la derecha (regla n°4):

| Ho(s) [
+ - v+
R(s) G (s) () > G2 (s) > ¥(s)
+
,(s) |
G.(5) |
Ahora, se aplica el feedback de Ga(s) y Ha(s):
: 6.5
R(s » (7, (s > = > V(s
T il e YOO "
5,0,
G, (s)
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Téngase en cuenta el signo “-” en trayectoria directa que modifica ambos signos del denominador de
la funcién de transferencia. Finalmente, se vuelve a aplicar la regla n°6 del dlgebra de bloques, tras
asociar en serie (cascada) el resultado previo con Gi(s). El resultado final es:

) s G.(5)G, ()

G,(s)H,(s)-1-G,(s)H, ()

> Y(s)

Igualando la funcién de transferencia en lazo cerrado a 1, Y(5)=R(s), se obtiene la relacién deseada:
Y(s) G1(s)Ga(s) _
R(s)  Gy(s)Hy(s)-1-G1 (s)H; (s)

obteniendo, por ejemplo, Gi(s5)=-1/Ga(s) y Hi(5)=G2(s) Ha(s) / G1(5).

1 — G1(5)G2()-Go(8)Hy (5)=-1-G1 (s)H; (5)

Ejercicio 3
(@) El denominador de la funcién de transferencia en lazo cerrado, y tnico polinomio bajo estudio,
en el esbozo del lugar de las raices es: 1+KG(s)H(s), considerando la estructura estandar. Los com-
ponentes dados, en términos de ganancia, polos y ceros, se refieren a G(s)H(s). No se sabe cual
pertenece a G(s) y cual a H(s), peto es indiferente para el esbozo del LDR. A pattir de los compo-
nentes indicados, se sabe que el polinomio es:

s+4

1+ K—=———=0
§2-25+2

Al igualar a 0 y sustituir s=1j3,16 (en este caso consideraremos en los calculos el valor positivo de la

coordenada compleja), se esta aplicando el criterio del médulo, o lo que es equivalente, el paso 5 del
bosquejo del LDR, resultando:

1
== - K=2
K

3,16j+4
(3,16))2-2(3,16])+2

El valor de K obtenido se corresponde con el punto de corte del LDR con el eje imaginario; es decir,
cuando el sistema es criticamente estable:

Root Locus

6
- 4f /\
b
-
5 System: untitled1
g 2 Gain: 2.02
@“ Pole: -0.0133 + 3.18i
2 | S Damping: 0.00419
z Overshoot (%): 98.7
> Frequency (rad/s): 3.18 | T
g -2|
£
=)
©
E 4 \

-6

-20 -15 -10 -5 0 5
Real Axis (seconds™)

A partir de ahi, el sistema siempre serd estable considerando valores ascendentes de K. Por tanto, el
sistema es estable si K>2.

(i) Si uno se fija en la funcion de transferencia en lazo abierto y cuenta el nimero de polos en s=0,
el contaje resulta 0. Es decir, no hay ningtn polo situado en el origen. Esto conduce inequivocamente
a un sistema tipo 0, el cual resulta en errores “finitos” ante entradas escalon (posicion) e infinitos ante
entradas en forma de rampa (velocidad) y pardbola (aceleracién). Para conseguir eliminar completa-
mente el error de posicién, es necesario “subir” el tipo de sistema, hasta 1. Para ello, se requiere
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introducir un controlador que introduzca un polo en el origen y, de la familia de los PIDs, solo lo
hacen aquellos que introducen una accién integradora. Por tanto, se descartan los controladores Py
PD. Se prueba directamente con el regulador mas sencillo de los restantes, el PI, cuya funcién de

transferencia es: R(s) ZK(S+Z/ s)-

Una vez se consigue el requerimiento del error nulo, solo se necesita obtener ademas un sistema
criticamente amortiguado. Es decir, un objetivo para dos grados de libertad que propone el regulador
PI a través de su ganancia Ky su cero z. Por ello, podemos fijar uno de los parametros y regular el
otro para conseguir el sistema criticamente amortiguado. Con el fin de no modificar el LDR en ex-
ceso, se propone situar el cero muy cerca del origen; por ejemplo, en =1,5. Ahora ha aparecido una
nueva rama, tal y como se puede visualizar en el nuevo LDR pero que no perturba en exceso el
esbozo. Simplemente, tal y como se hizo en el apartado (i), ahora es necesario calcular la ganancia
asociada al punto de encuentro de las otras ramas en s=-9. El nuevo polinomio bajo estudio es:

s+1,5 st+4
J— :O
s s2-2s+2
Si se sustituye s=-9 en la expresion anterior, se puede obtener facilmente el valor de K asociado:
9+15  -9+4 1
== — K=2424
9 ((9)2%+92+2] K

Notese que el criterio del argumento no serfa una solucién factible para calcular la ganancia, ya que
dicho término no proporciona fase. Serfa atil si se hubiese fijado Ky se quisiera obtener z.

s+4
1+R(s) 5—=——==0 — 1+K
§2-25+2

Finalmente, se muestra el nuevo LDR con el valor de ganancia calculado como solucion:

Root Locus

8

6 F
3 4
c
3
Q2
23
2 0 £ =
< System: untitled1 %
& -2 Gain: 24.2
P Pole: -9.02
'@ 4 Damping: 1 A\
= Overshoot (%): 0 L
~ _g| Frequency (rad/s): 9.02 \ g

20 15 -10 5 0 5

Real Axis (seconds™)
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