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Resumen

Ésta tesis presenta una revisión de las técnicas interferométricas actuales, particu-
larmente en aquellas basadas en corrimiento de fase o PSI (del Inglés, Phase Shifting
Interferometry), observando el estado del arte en los procesos de análisis y síntesis. Los
capítulos en que se divide abordan los siguientes temas:

1. Es realizada una descripción general de las técnicas interferométricas y del panorama
histórico de los métodos propuestos tradicionalmente para la recuperación de fase.

2. Es presentada una breve introducción al procesamiento digital de señales, dada su
estrecha relación con la temática general. Se resalta la importancia, y en algunos
casos la necesidad, de aplicar técnicas de preprocesado y se introducen algunos
resultados importantes asociados con la generación de señales discretas.

3. Es realizada una descripción completa de las técnicas más utilizadas para la genera-
ción y el procesamiento de los patrones de franjas señalando la clara analogía entre
ellas. Se discuten las ventajas de utilizar la función de transferencia frecuencial o
FTF (del Inglés, Frequency Transfer Function) para no sólo la valoración de los
filtros asociados sino como una alternativa para su diseño.

4. Se presenta una descripción del diseño de la respuesta espectral de los filtros de cua-
dratura mediante bloques de construcción así como una estrategia para optimizar
la tolerancia al error de desentonamiento no reportada con anterioridad. Además se
discute la posibilidad de utilizar métodos híbridos, entre interferometría por corri-
miento de fase y de franjas abiertas, que permiten el estudio de sistemas dinámicos
con un comportamiento espectral superior al de los métodos originales.

5. Finalmente, se presentan las conclusiones de éste estudio así como algunas perspec-
tivas a futuro.
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Capítulo 1

Introducción

La interferometría se define como una técnica para el diagnóstico de señales mediante el
análisis de los patrones generados por la superposición de dos o más ondas. En Metrología
Óptica ésta técnica resulta de gran utilidad por las ventajas inherentes al uso de la
luz como herramienta de medición como son la posibilidad de recuperar remotamente
características de los objetos bajo estudio de manera prácticamente instantánea, con gran
exactitud, etcétera.

La aplicación, el análisis y el diseño de las técnicas interferométricas constituyen un
área de investigación en constante desarrollo. A lo largo de los capítulos siguientes son
revisadas algunas de las aportaciones que en su momento significaron un gran avance
en la materia (por ejemplo, la técnica de corrimiento de fase presentada por Bruning
et al. [1]; el método de la Transformada de Fourier presentado por Takeda et al. [40]; o
el formalismo para la evaluación de sus filtros de cuadratura propuesto por Freischlad y
Koliopoulos [6]) donde se resalta su importancia y actualidad.

1.1. Conceptos básicos de Interferometría

Es sabido que la generación de patrones de interferencia mediante la suposición de
haces luminosos ha sido utilizada como método de medición desde el siglo XIX, sin em-
bargo la interpretación cuantitativa de dichos patrones fue prácticamente imposible hasta
invención de las computadoras.

El avance tecnológico que posibilitó la fabricación de computadoras personales de gran
potencia y sensores electrónicos de imagen, principalmente Charge-Coupled Device (CCD)
y Complementary Metal–Oxide Semiconductor (CMOS), permitió el nacimiento y rápido
desarrollo del análisis automático de patrones de franjas.
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Una de las principales razones para el uso de técnicas interferométricas en las pruebas
ópticas radica en que los detectores convencionales operan de acuerdo a la así llamada
“ley del cuadrado”, lo que básicamente imposibilita a determinar la fase de los frentes de
onda de una manera directa:

Las ondas pertenecientes al rango visible del espectro electromagnético oscilan en el
tiempo con una frecuencia ω ≈ 0.5× 1015Hz, dicho valor se encuentra varios órdenes de
magnitud por encima de la frecuencia máxima de operación de los detectores actuales, por
lo que estos operan promediando un gran número de ciclos que son registrados durante
su periodo de adquisición.

Así pues, la cantidad observable es el flujo promedio de radiación electromagnéti-
ca sobre la superficie del sensor, es decir la irradiancia. A fin de obtener su expresión
explícitamente consideremos dos señales A y B, tales que

Re {A} = Re
{
A0e

iαe−iωt
}

= A0 cos (ωt− α) , (1.1)

Re {B} = Re
{
B0e

iβe−iωt
}

= B0 cos (ωt− β) . (1.2)

Entonces,

〈
AB
〉

= A0B0
〈
(cosωt cosα+ sinωt sinα) (cosωt cosβ + sinωt sin β)

〉
(1.3)

= 1
2A0B0

〈
cosα cosβ + sinα sin β

〉
(1.4)

pues
〈
cos2 ωt

〉
=
〈
sin2 ωt

〉
= 1/2 y

〈
sinωt cosωt

〉
= 0.

En términos de exponenciales complejas, la Ecuación (1.4) puede ser escrita como

Re

{
1
2A0B0e

iαe−iβ
}

= Re

{
1
2A0B0e

−iαeiβ
}

(1.5)

por lo tanto, aplicando la convención implícita de que la expresión con significado físico
resulta de tomar la parte real de las señales expresadas mediante exponenciales complejas,
se tiene 〈

AB
〉

= 1
2A (B∗) = 1

2 (A∗)B. (1.6)

Aplicando sobre el vector de Poynting, resulta

〈
S
〉

= 1
2
〈
E×H∗

〉
, (1.7)

cuya magnitud esta dada por

I = 1
2EH

∗ = 1
2Z0
|E|2 (1.8)

donde Z0 = E/H ≈ 377Ω, la impedancia característica del vacío.
De la Ecuación 1.8 resulta evidente que por éste medio no es posible recuperar señales

contenidas a manera de una fase global pues esta se pierde en el promedio temporal
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que da lugar al módulo cuadrado. Típicamente es posible clasificar las soluciones a éste
problema en dos grandes grupos: métodos heterodinos, donde al superponer haces de
diferente frecuencia se obtiene una señal modulada en amplitud; y métodos homodinos,
donde se introduce al sistema al menos un segundo haz con la misma frecuencia temporal
que el original. Un análisis extenso de los interferómetros más usados, así como de sus
principales características y aplicaciones puede encontrarse en la Bibliografía (Malacara
et al. [15, 16, 17]).

Por ejemplo, sea el caso simple de dos ondas electromagnéticas idealmente monocro-
máticas y linealmente polarizadas, viajando en el vacío, descritas por

E1 (r, t) = E1 exp [i (k1 · r− ωt+ φ1)] (1.9)

E2 (r, t) = E2 exp [i (k2 · r− ωt+ φ2)] (1.10)

donde r = (x, y, z) y |k| = 2π/λ.
Aplicando el resultado descrito por la Ecuación 1.8, y considerando la superposición

lineal de ambas ondas se tiene

ET (r, t) = E1 (r, t) + E2 (r, t) (1.11)

de forma tal que la irradiancia total queda dada por: (omitiendo por simplicidad el factor
de proporcionalidad)

IT = |ET (r, t)|2 = ET (r, t) ·E∗T (r, t) (1.12)

= |E1|2 + |E1|2 + 2E1 ·E2 cos (Φ) (1.13)

donde Φ = (k1 − k2) · r + φ1 − φ2.
El término 2E1 ·E2 cos (Φ) es llamado término de interferencia pues ya que Φ depende

de la posición, éste da lugar a variaciones periódicas de intensidad sobre el plano de
observación, es decir, a las llamadas franjas de interferencia. Con propósitos ilustrativos,
en la Figura 1.1 se presenta la simulación de un patrón de intensidad típico (página 11).

1.2. Tipos principales de interferogramas

En la literatura, un patrón de franjas convencionalmente está descrito como

I (x, y) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y)] (1.14)

donde a (x, y) y b (x, y) son llamadas funciones de fondo y contraste local, respectivamente.
De acuerdo con Servín y Kujawinska [30], la función de fase φ (x, y) es obtenida cuando

un interferómetro, sistema de Moiré, u otro dispositivo produce un mapeo continuo que
resulta análogo a la cantidad física observada (sea forma, desplazamiento, deformación,
temperatura, etcétera).
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La semejanza entre las Ecuaciones 1.13 y 1.14 resulta evidente, pero es importante
resaltar el hecho de que la señal expresada en la Ecuación 1.14 no se limita al caso de
interferencia óptica. El análisis de los patrones de franjas se refiere a la recuperación o
reconstrucción de la señal contenida en la fase. Algunas de las principales dificultades que
esto representa son:

El único observable es la intensidad total I (x, y) y en esta se tienen dos cantida-
des desconocidas, a (x, y) y b (x, y), enmascarando la señal de interés, φ (x, y), que
también es desconocida;

Debido a la periodicidad, la fase solo puede ser determinada con una ambigüedad
de 2π (también llamada módulo 2π);

Debido al carácter par de la función coseno, cos (−φ) = cosφ, el signo de la fase no
puede determinarse a partir de un sólo interferograma sin un conocimiento a priori;
y

En todos los casos prácticos se tiene presente un término de ruido, n (x, y), de forma
aditiva o multiplicativa.

De acuerdo a Kujawinska y Kosinski [11], un patrón de franjas puede ser observado como
un sistema indeterminado (que posee tres incógnitas en una sola ecuación), sin embargo,
existen diferentes métodos que permiten alterar el argumento del término de interferencia
e introducir nuevos elementos a fin de obtener una solución.

Uno de estos métodos consiste en generar una portadora espacial dentro del interfe-
rograma (para un interferómetro de dos haces esto se logra introduciendo una inclinación
en el haz de referencia) de forma tal que la función resultante queda dada por

I (x, y) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y) + ωxx+ ωyy] (1.15)

donde ωx y ωy típicamente son constantes conocidas, proporcionales a la inclinación de
la señal de referencia (o pueden estimarse fácilmente de patrón de franjas).

Los interferogramas de la forma 1.15 son llamados patrones de franjas abiertas (ver
Figura 1.2) y bajo las condiciones adecuadas pueden ser demodulados de manera indivi-
dual. En las mediciones que involucran este tipo de patrones, el lapso de tiempo requerido
durante el cual la fase de la señal debe mantenerse sin perturbar es determinado por la ra-
pidez del detector, por lo que resultan atractivos para el estudio de fenómenos dinámicos
o en entornos de poca estabilidad.

A pesar de la ventaja intrínseca de poder determinar el mapa de fase a partir de
una sola imagen, la técnica más utilizada para la detección de fase modulada es la así
llamada Interferometría por Corrimiento de Fase o PSI (siglas en Inglés de Phase-Stepping
Interferometry o Phase-Shifting Interferometry) puesto que en esta no se está limitado a
un tipo en particular de patrón de franjas.
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Figura 1.1: Simulación de un interferograma de franjas cerradas donde la diferencia de
fase en el término de interferencia corresponde a la función peaks, una curva de prueba
generada mediante translación y escalamiento de funciones gaussianas.

Figura 1.2: Simulación de un interferograma de franjas abiertas, donde la diferencia de
fase en el término de interferencia corresponde a la función peaks y el haz de referencia
presenta una inclinación sobre los ejes x y y.
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En la técnica de PSI, una serie de patrones de franjas es generada introduciendo un
desplazamiento lineal en el argumento del termino de interferencia1. Dicha señal puede
ser descrita como

I (x, y, nα) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y) + nα] , (1.16)

n = −N, . . . , 0, . . . , N

donde α representa el corrimiento de fase entre interferogramas sucesivos. Los términos
a (x, y) y b (x, y) son llamados iluminación de fondo y contraste de franjas, respectiva-
mente, y típicamente ambos se consideran de variación lenta. Con fines ilustrativos, en la
Figura 1.3 se presenta una serie de cuatro interferogramas generados con un corrimiento
de fase relativo de α = π/2.

En la técnica de PSI la señal de interés es recuperada mediante el uso de un filtro
de cuadratura, h (t), cuya expresión depende de la magnitud del corrimiento de fase y
del número de muestras2, que se encuentra entre un mínimo absoluto de 3 y un máximo
típico de alrededor de 20 interferogramas. El principio de operación de dichos filtros, su
forma explícita, etcétera, serán detallados más adelante.

Las condiciones ideales para la aplicación de la técnica de PSI son las siguientes:

La intensidad luminosa del patrón de franjas se encuentra en el rango de operación
linear del sensor utilizado.

Los interferogramas son capturados con la diferencia de fase exacta a la cual se
ajustó el algoritmo correspondiente.

El cambio introducido en la fase es lineal y obedece exclusivamente a un movimiento
de tipo piston.

Durante la captura digital de los interferogramas, todas las perturbaciones son pe-
queñas (cambios globales de intensidad, vibraciones, turbulencia de aire, etcétera).

Cuando estas condiciones se cumplen, todos los filtros de cuadratura para PSI encontrados
en la literatura tienen la capacidad de recuperar la fase modulada. Sin embargo, en
ocasiones no es posible satisfacer algunas de estas condiciones. En éste caso, es necesario
contar con un filtros robustos para la recuperación de fase.

1Una manera típica de lograr este desplazamiento de fase en un interferómetro de dos haces, consiste en
ocasionar un movimiento tipo pistón en el soporte de la superficie de referencia (por ejemplo, al montarla
sobre un piezo-eléctrico flexurizado, para mayor control y estabilidad) a fin de modificar la diferencia de
camino óptico alterando la longitud de una de las trayectorias.

2Dependiendo de la convención utilizada, el número de muestras está dado por 2N − 1 (para n =
−N, . . . , 0, . . . , N) o por N (para n = 0, . . . , N − 1).
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Figura 1.3: Interferogramas generados para recuperación de fase mediante el método de
PSI de cuatro pasos y con α = 2π/N . El incremento de fase es presentado circularmente
en el sentido horario.
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1.3. Recuperación de fase

Como se mencionó previamente, las modificaciones introducidas en las Ecuaciones 1.15
y 1.16 tienen por objetivo el recuperar la fase de interés, φ (x, y). A pesar de las múltiples
diferencias entre los principales métodos y sus algoritmos, la forma general de la señal de
salida recuperada es idéntica en ambos casos, y típicamente es expresada como:

c (x, y) = 1
2b (x, y) exp [iφ (x, y)] . (1.17)

Considerando la expresión en términos de exponenciales de la función coseno,

cos θ = exp (iθ) + exp (iθ)
2 (1.18)

de la Ecuación 1.14 resulta evidente que esta señal corresponde a uno de los términos
originalmente encontrados en el interferograma.

Una vez aislado el término representado por la Ecuación 1.17 se tienen al menos dos
posibilidades para recuperar la fase:

(Propuesto por Takeda et. al[40]) calcular el logaritmo a ambos lados de la ecuación,
de lo que resulta

log [c (x, y)] = log
[

1
2b (x, y)

]
+ iφ (x, y) (1.19)

con lo que la fase φ (x, y) queda completamente aislada en la parte imaginaria pues
b (x, y) es puramente real:

φ (x, y) = Im {log [c (x, y)]} (1.20)

(Encontrado en la literatura con mucha mayor frecuencia) aplicar la identidad de
Euler para las exponenciales complejas

Re [c (x, y)] = 1
2b (x, y) cos [φ (x, y)] (1.21)

Im [c (x, y)] = 1
2b (x, y) sin [φ (x, y)] (1.22)

y despejar de ambas ecuaciones para la fase φ (x, y):

φ (x, y) = arctan
{
Im [c (x, y)]
Re [c (x, y)]

}
. (1.23)

El resultado obtenido por ambos métodos es idéntico, lo que puede comprobarse con
facilidad de manera numérica. En la Figura 1.4 se muestra el mapa de fase recuperado
para el interferograma simulado (recordando que la diferencia de fase proviene de una
superficie suave, la ambigüedad de 2π resulta evidente).
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(a)

(b)

Figura 1.4: (a) Mapa de fase recuperado del interferograma simulado y (b) un corte
transversal presentado a fin de ilustrar la magnitud de las discontinuidades.
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Un mapa de fase como el presentado en la Figura 1.4, donde no han sido corregidas
las falsas discontinuidades introducidas en el proceso interferométrico, es llamado de fase
envuelta. El proceso de eliminación de dichas discontinuidades en la fase recuperada es
coloquialmente llamado desenvolvimiento de franjas.

La capacidad de un algoritmo para corregir las discontinuidades presentes en un patrón
de franjas envueltas depende de múltiples factores (muchos de ellos incluso requieren la
selección manual de puntos de inicio) pero, en general, el factor determinante es la calidad
del interferograma mismo: que presente ausencia de ruido, un buen contraste, etcétera.

Dado que en todos los casos prácticos es inevitable la presencia de perturbaciones,
típicamente es necesario realizar un procesado previo de la información a analizar con el
propósito de mejorar el desempeño de dichos algoritmos.

Existen diversas técnicas utilizadas en el preprocesado de los patrones de franjas, como
son los promedios temporales o espaciales, las técnicas de normalización clásica, etcétera.
En algunos casos, la aplicación de estas técnicas es parte fundamental del proceso de re-
cuperación de fase. Por ejemplo, en la técnica de interferometría por patrones de moteado
o ESPI (siglas en Inglés de Electronic Speckle Pattern Interferometry), los interferogra-
mas obtenidos no pueden ser desenvueltos por métodos tradicionales a menos que sean
previamente filtrados mediante un simple pasa-bajas.

En el siguiente capítulo serán abordados algunos de los métodos más utilizados para
el procesamiento de señales desde el punto de vista de la representación espacial y de su
espectro de frecuencias.



Capítulo 2

Procesamiento digital de
señales

El procesamiento digital de señales o DSP (siglas en Inglés de Digital Signal Process-
ing) tuvo sus inicios a finales de la década de 1960. Desde la década de 1970 éste campo de
investigación evolucionó drásticamente, gracias al aumento exponencial en la capacidad
de procesamiento y a la sofisticación de las técnicas. En la actualidad el procesamiento
digital de señales se considera parte integral de múltiples procesos y aplicaciones.

Dada la diversidad del tema en cuestión, en el presente capítulo son desarrollados
únicamente aquellos aspectos más estrechamente relacionados con el procesamiento de
señales interferométricas. Es posible encontrar mayor información en la literatura espe-
cializada: por ejemplo, Madisetti & Williams [14] y Proakis & Manolakis [26].

2.1. Señales discretas

Una señal discreta es una secuencia indexada de valores reales o complejos. Matemáti-
camente se representa como como una función cuyas variables únicamente toman valores
enteros. Las señales discretas son típicamente generadas mediante el muestreo periódico.

En la presente discusión, únicamente serán consideradas señales con muestreo uni-
forme ya que éste es el caso comúnmente encontrado en la gran mayoría de los casos
experimentales. Ejemplos de este tipo de muestreo son la captura mediante sensores elec-
trónicos de imagen, con una resolución fija y uniforme; y la adquisición de una serie de
interferogramas a intervalos (o pasos) fijos, en las técnicas de interferometría por corri-
miento de fase.

17
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Figura 2.1: Ejemplo de una función continua (línea punteada) y su correspondiente re-
presentación discreta (puntos rellenos).

Matemáticamente, una señal discreta puede obtenerse a partir de una señal continua
xa (t) al multiplicarla por una secuencia periódica de impulsos unitarios

sa (t) =
∞∑

n=−∞
δ (t− nTs) (2.1)

de forma tal que se resulta la señal muestreada

xs (t) = xa (t) sa (t) =
∞∑

n=−∞
xa (nTs) δ (t− nTs) (2.2)

donde Ts es el espaciamiento entre muestras o periodo de muestreo, Fs = 1/Ts es la
frecuencia de muestreo (en muestras por segundo). Finalmente, la señal discreta queda
expresada como una secuencia indexada de valores:

x (n) = xa (nTs) , n ∈ Z. (2.3)

Por ejemplo, sea una señal sinusoidal continua

xa (t) = cos (Ωt+ ϕ) = cos (2πFt+ ϕ) (2.4)

que es muestreada periódicamente a Ts = 1/Fs. De las Ecuaciones 2.2 y 2.3, se concluye
que la señal discreta generada está dada por

x (n) = xa (nTs) = cos (ΩnTs + ϕ) , (2.5)

= cos [(ΩTs)n+ ϕ] ,

como se ilustra en la Figura 2.1 para Ts = 1.
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Figura 2.2: Dos señales periódicas que son muestreadas a una misma señal discreta (alias).

Ya que en las señales discretas las variables únicamente toman valores enteros se tiene
un resultado importante relacionado con la periodicidad: dada la sinusoidal

x (n) = cos (ω0n+ ϕ) (2.6)

donde n ∈ Z, se sigue fácilmente que

cos (ω0n+ ϕ± 2πn) = cos [(ω ± 2π)n+ ϕ] ≡ x (n) . (2.7)

De la Ecuación 2.7 se concluye que todas las sinusoidales

xk (n) = cos (ωkn+ ϕ) , k = 0, 1, 2 . . . (2.8)

ωk = ω0 ± 2kπ, −π ≤ ω0 ≤ π (2.9)

son idénticas a x (n). De esta forma, una señal discreta con frecuencia |ω| > π posee una
representación idéntica a otra señal de frecuencia |ω| < π por lo que la primera es llamada
un alias de la segunda (ver Figura 2.2).

Por comparación (ver Ecuación 2.5) puede observarse que las frecuencias discretas y
continuas están relacionadas como

ω = ΩTs, (2.10)

f = F/Fs (2.11)

y que el proceso de muestreo mapea de un rango infinito de frecuencia a un rango finito:

−∞ < Ω <∞ =⇒ −π < ω < π, (2.12)

−∞ < F <∞ =⇒ −1/2 < f < 1/2. (2.13)
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Sustituyendo en las Ecuaciones 2.10 y 2.11 los valores máximos de oscilación que puede
presentar una señal discreta resulta

Ωmax = πTs, (2.14)

Fmax = Fs/2. (2.15)

De acuerdo con el resultado anterior, suponiendo que cualquier señal analógica puede
ser representada como la superposición de señales sinusoidales de diferente frecuencia,
fase y amplitud, es decir

xa (t) =
N∑
j=1

Aj cos (2πFjt+ ϕj) , (2.16)

la frecuencia de muestreo necesaria para establecer una correspondencia unívoca entre
cualquier señal continua y su equivalente discreto debe ser por lo menos del doble de la
frecuencia máxima contenida en la señal analizada.

El así llamado teorema del muestreo establece si esta condición se cumple, la señal
continua siempre puede ser recuperada de manera exacta mediante la función de interpo-
lación

g (t) = sin (2πFN t)
2πFN t

(2.17)

donde FN = 2Fmax es la llamada frecuencia de Nyquist.

2.2. Técnicas de preprocesado

Como se mencionó previamente, en todos los casos prácticos existe un límite para la
capacidad de controlar la calidad y apariencia de los patrones de franjas, por lo que estos
pueden presentar características poco deseables como son la presencia de ruido intenso,
poco contraste entre franjas, variaciones significativas en la señal de fondo, etcétera.

Sin embargo, existen técnicas de procesamiento previo que buscan mejorar los datos
originales para el análisis de franjas. Estas pueden clasificarse principalmente como ope-
raciones aritméticas (normalización, corrección del factor gamma, etc.) y operaciones de
filtrado (convolución con operadores locales o filtros en el espacio de frecuencia).

2.2.1. Suavizado mediante convolución.

La convolución de señales con filtros de respuesta finita al impulso es una de las
técnicas más populares para el filtrado de señales. Suele aplicarse, por ejemplo, para la
detección de bordes o con propósitos de suavizado.
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La máscara promediadora es sin duda alguna el filtro pasa-baja más utilizado en el
análisis de franjas. Una expresión típica está dada por

h (x, y) = 1
9

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 (2.18)

Existen al menos dos maneras equivalentes de aplicarla para el suavizado de interferogra-
mas, mediante una convolución bidimensional, definida para el caso discreto como

IF (n,m) =
∞∑

j=−∞

∞∑
k=−∞

h (j, k) IF (n− j,m− k) (2.19)

o realizando el producto de los espectros en el espacio de frecuencias, en virtud del teorema
de convolución

F [f ∗ g] = F [f ]F [g]. (2.20)

A fin de calcular su espectro de frecuencia, es necesario reescribir la Ecuación 2.18 en
términos de la delta de Dirac:

h (x, y) = 1
9 [δ (x, y) + δ (n+ 1, y) + δ (x+ 2, y) + δ (x, y + 1) + δ (x+ 1, y + 1) . . .

+ δ (x+ 2, y + 1) + δ (x, y + 2) + δ (x+ 1, y + 2) + δ (x+ 2, y + 2)] (2.21)

de forma tal que aplicando las propiedades fundamentales de la delta de Dirac sobre la
Transformada de Fourier del filtro h (x, y), resulta

H (ωx, ωy) ≡ F {h (x, y)} =
¨ ∞

−∞
h (x, y) exp [−i (xωx + yωy)] dxdy (2.22)

= 1
9 {1 + exp (iωx) + exp (i2ωx) + exp (iωy) . . . (2.23)

+ exp [i (ωx + wy)] + exp [i (2ωx + wy)] + exp (i2wy) . . .

+ exp [i (ωx + 2wy)] + exp [i (2ωx + 2wy)]} .

Como se observa en la Ecuación 2.23, el espectro de frecuencias H (ωx, ωy) es claramente
complejo. Mediante manipulación algebraica es posible reescribir éste resultado de una
forma más intuitiva:

H (ωx, ωy) = 1
9 [1 + exp (iωx) + exp (i2ωx)] [1 + exp (iωy) + exp (i2ωy)]

= 1
9 [1 + 2 cos (ωx)] [1 + 2 cos (ωy)] exp [i (ωx + ωy)] (2.24)
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Figura 2.3: Valor absoluto del espectro de frecuencia de la máscara promediadora h (x, y).

En la Figura 2.3 es presentada la gráfica del espectro de frecuenciasH (ωx, ωy) en valor
absoluto. Como puede observarse, la función está normalizada y su máxima amplitud se
encuentra alrededor del origen, con lo que se demuestra su comportamiento pasa-baja.

Para realizar un filtrado más robusto, es decir, con mayor rechazo a las altas frecuen-
cias, es posible realizar múltiples convoluciones con el mismo filtro o, alternativamente,
realizar múltiples convoluciones de cierto filtro consigo mismo. El segundo método es pre-
ferido ya que significa una disminución significativa en el procesamiento necesario. Por
ejemplo, sea el filtro de respuesta finita

h2 (x, y) =
(

1 1
1 1

)
= δ (x, y) + δ (x+ 1, y) + δ (x, y + 1) + δ (x+ 1, y + 1) (2.25)

etiquetado así para identificar la dimensión del filtro.
Calculando la autocorrelación de h2 (x, y), resulta

h2 (x, y) ∗ h2 (x, y) =

 1 2 1
2 4 2
1 2 1

 (2.26)

o, realizando la convolución en términos de la función delta de Dirac

h2 (x, y) ∗ h2 (x, y) =
¨ ∞

−∞
h2 (x′, y′)h (x− x′, y − y′) dx′dy′ (2.27)

= δ (x, y) + δ (x+ 1, y) + δ (x, y + 1) + δ (x+ 1, y + 1) . . . (2.28)

+ δ (x+ 1, y) + δ (x+ 2, y) + δ (x+ 1, y + 1) + δ (x+ 2, y + 1) . . .

+ δ (x, y + 1) + δ (x+ 1, y + 1) + δ (x, y + 2) + δ (x+ 1, y + 2) . . .

+ δ (x+ 1, y + 1) + δ (x+ 2, y + 1) + δ (x+ 1, y + 2) + δ (x+ 2, y + 2) .
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lo que se reduce fácilmente a

h2 (x, y) ∗ h2 (x, y) = δ (x, y) + 2δ (x+ 1, y) + δ (x+ 2, y) . . .

+ 2δ (x, y + 1) + 4δ (x+ 1, y + 1) + 2δ (x+ 2, y + 1) . . .(2.29)

+ δ (x, y + 2) + 2δ (x+ 1, y + 2) + δ (x+ 2, y + 2)

demostrando que ambos métodos son equivalentes (ver Ecuación 2.26).
En la Figura 2.4 (página 26) se presenta el espectro de los distintos filtros obteni-

dos mediante la aplicación sucesiva de la convolución entre filtros h2 (x, y). Como puede
observarse, el ancho de la región central del espectro disminuye considerablemente en
cada iteración, permitiendo un mayor rechazo de las altas frecuencias. Vale la pena seña-
lar que con la ayuda de los distintos paquetes de computación numérica (GNU Octave,
MATLAB, NumPy, Scilab... por mencionar algunos) puede calcularse con facilidad la
expresión matricial adecuada para un filtro de orden arbitrariamente alto.

Esto comprueba la posibilidad de construir filtros más robustos a partir de bloques o
elementos de menor orden (nótese, por ejemplo, que la convolución entre dos filtros de
dimensiones 2×2 dio lugar a un filtro de dimensiones 3×3). La extensión al caso complejo
es directa y posee una gran importancia para el diseño de los filtros de cuadratura usados
en PSI, como se demostrará más adelante.

2.2.2. Regularización clásica.

El principal inconveniente de la aplicación de filtros de convolución consiste en los
efectos de borde. Esta distorsión se debe a que el filtro mezcla la información de la
señal de fondo con la contenida en el patrón de franjas. Típicamente, para prevenir estos
efectos es definida una región de operación que excluye los bordes, evitando el uso de esta
información poco confiable para la determinación de la fase.

De acuerdo con Marroquin [18], una manera conveniente de describir el proceso de
suavizado consiste en la búsqueda de una señal f (x, y) continua a trazos sobre el dominio
de la señal g (x, y) tal que el observable quede modelado como

g (x, y) = f (x, y) + n (x, y) (2.30)

donde n (x, y) es una señal ruidosa (por ejemplo, una distribución gaussiana de ruido
blanco). De esta manera el proceso puede verse como un problema de optimización donde
se establece un compromiso entre obtener una señal suave f (x, y) mientras se mantiene
una buena fidelidad con la señal observada g (x, y).
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Una manera convencional de expresar matemáticamente este problema consiste en la
minimización de una funcional de energía, expresada para el caso discreto como

U [f (x, y)] =
∑∑{

[f (x, y)− g (x, y)]2 + λR [f (x, y)]
}

(2.31)

donde el primer término cuantifica la fidelidad que se tiene entre la señal que busca y
la observada, mientras que el segundo (llamado término de regularización) penaliza sus
desviaciones de una señal suave, por ejemplo, considerando la magnitud de sus derivadas:

R1 [f (x, y)] =
[
∂

∂x
f (x, y)

]2
+
[
∂

∂y
f (x, y)

]2
(2.32)

R2 [f (x, y)] =
[
∂2

∂x2 f (x, y)
]2

+
[
∂2

∂y2 f (x, y)
]2

+
[
∂2

∂x∂y
f (x, y)

]2

(2.33)

. . .

Es importante señalar que típicamente las derivadas se realizan como aproximaciones
numéricas,

∂

∂x
f (x, y) ' f (x, y)− f (x− 1, y) (2.34)

∂

∂y
f (x, y) ' f (x, y)− f (x, y − 1) (2.35)

Uno de los métodos más simples para optimizar las funciones de costo es mediante el
descenso de gradiente, es decir,

fk+1 (x, y) = fk (x, y)− η ∂U [f (x, y)]
∂f (x, y) (2.36)

donde k indica el número de la iteración y η ≈ 0.1 es el tamaño del paso. Éste método
es considerado de evolución lenta (como se observa en la Figura 2.6) por lo que en oca-
siones resulta necesario optar por alternativas que requieran un menor número de pasos
para encontrar una solución, como son los métodos de gradiente conjugado, convergencia
cuadrática o métrica variable [Press et al. 25].

A fin de analizar la respuesta en frecuencia del método de regularización clásica, consi-
deremos por ejemplo el caso de primer orden: (sustituyendo las aproximaciones numéricas
para las Ecuaciones 2.31 y 2.32)

U [f (x, y)] =
∑∑{

[f (x, y)− g (x, y)]2 + λ [f (x, y)− f (x− 1, y)]2 . . . (2.37)

+ λ [f (x, y)− f (x, y − 1)]2
}
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Idealmente, la señal f (x, y) obtenida luego de múltiples iteraciones es tal que iguala
el gradiente a cero, es decir

∂U [f (x, y)]
∂f (x, y) = 0 = 2

∑∑
{f (x, y)− g (x, y) + λ [f (x, y)− f (x− 1, y)] . . .

+ λ [f (x, y)− f (x, y − 1)]} (2.38)

Despejando para la señal de entrada, g (x, y), se tiene

g (x, y) = (1 + 2λ) f (x, y)− λ [f (x− 1, y) + f (x, y − 1)] (2.39)

y tomando la transformada de Fourier:

F {g (x, y)} = (1 + 2λ)F (ωx, ωy)− λ
¨ ∞

−∞
f (x, y) exp {−i [(x+ 1)ωx + yωy]} dxdy

−λ
¨ ∞

−∞
f (x, y) exp {−i [xωx + (y + 1)ωy]} dxdy (2.40)

donde se ha realizado un cambio de variable mudo. De esta forma se obtiene

G (ωx, ωy) = (1 + 2λ)F (ωx, ωy)− λ [exp (−iωx)F (ωx, ωy) + exp (−iωy)F (ωx, ωy)]

= F (ωx, ωy) {1 + λ [2− exp (−iωx)− exp (−iωy)]} (2.41)

y se encuentra que la función de transferencia está dada por

H (ωx, ωy) ≡ F (ωx, ωy)
G (ωx, ωy) = 1

1 + λ [2− exp (−iωx)− exp (−iωy)] (2.42)

lo que representa un filtro pasa-baja, donde el ancho espectral es inversamente propor-
cional al parámetro λ como se ilustra en la Figura 2.5.

Vale la pena resaltar una vez más que para esta técnica de preprocesado, la elección
correcta de parámetros permite obtener el comportamiento espectral equivalente a un gran
número de aplicaciones sucesivas de filtros espaciales simples o bien al comportamiento
espectral de filtros de mayor complejidad.

En el Capítulo siguiente se observará que éste enfoque de sistemas lineales y señales
recuperadas como convoluciones con filtros complejos puede aplicarse también para la
descripción del proceso de recuperación de fase en los métodos convencionales más usados
en Interferometría.
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Figura 2.4: Amplitud del espectro de frecuencia de filtros obtenidos como autocorrelacio-
nes sucesivas de un filtro de menor orden (h2, h2 ∗ h2, h2 ∗ h2 ∗ h2 y h2 ∗ h2 ∗ h2 ∗ h2,
respectivamente).
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Figura 2.5: Respuesta espectral del algoritmo de regularización clásica (primer orden)
para λ = 1, 5, 10, 30.
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Figura 2.6: Suavizado mediante el método del descenso de gradiente de una sinusoidal
con presencia de ruido blanco de distribución gaussiana (aditivo). La línea punteada
representa los datos originales, la línea continua corresponde a la función aproximada en
la k-ésima iteración (k = 1, 5, . . . 25)



Capítulo 3

Métodos convencionales de
recuperación de fase

De acuerdo con Schreiber y Bruning [27], las primeras referencias sobre el corrimiento
de fase como técnica para el análisis cuantitativo de los patrones de franjas se remontan
a la década de 1960, con las investigaciones realizadas por Carre [2] y Crane [3]. A lo
largo de la década siguiente, la técnica fue ampliamente desarrollada (Bruning et al. [1],
Shagam [37], Wyant [41], entre otros) y aún en la actualidad constituye un tópico de
investigación sobre el que se realizan un gran número de aportaciones por la comunidad
científica.

A pesar de las ventajas que presenta la técnica de corrimiento de fase (PSI) respecto al
así llamado método de Fourier, presentado por Takeda et al. [40] en 1981, éste último gozó
de gran popularidad gracias a que sus condiciones experimentales podían ser satisfechas
con relativa facilidad. Actualmente esta técnica de recuperación de fase es considerada
una solución sencilla para un gran número de problemas prácticos y es sin duda una de
las favoritas en el entorno académico.

Entre las ventajas que presenta la técnica de PSI respecto a los métodos alternativos
podemos mencionar que ésta hace posible recuperar mapas de fase independientemente
de la forma de las franjas; permite el diseño de algoritmos robustos (Freischlad and Kolio-
poulos [6], Hariharan et al. [9], Marroquin et al. [19], Servin and Kujawinska [30], Servin
et al. [31, 32, 33, 34, 35], Surrel [39]); y en algunas configuraciones, incluso es posible gene-
rar simultáneamente los múltiples interferogramas necesarios para su operación (Millerd
et al. [20, 21], Novak et al. [24], Smythe and Moore [38]).

A continuación es analizada la teoría fundamental del método de Fourier ya que a
partir de esta es relativamente sencillo establecer una analogía con los métodos modernos
y porque también estos guardan una relación muy estrecha con el análisis espectral, como
se demostrará a lo largo de éste capítulo.

29
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Figura 3.1: Interferómetro que da lugar a una señal como la descrita por la Ecuación 3.1.

3.1. Método de Fourier

De acuerdo con Takeda et al.[40], un patrón de franjas abiertas con portadora a lo
largo del eje x puede ser descrito de la forma

g (x, y) = ω0a (x, y) + b (x, y) cos [ω0x+ φ (x, y)] , ω0 = 2πf0 (3.1)

donde, típicamente, los términos a (x, y), b (x, y) y φ (x, y) se consideran de baja frecuencia
respecto a la variación introducida por la portadora ω0. En lo subsecuente, sólo será
detallado el caso de portadora espacial sobre una dimensión ya que la extensión al caso
bidimensional se considera directa.

En la Figura 3.1 se presenta una manera simple de introducir la portadora ω0 mediante
un interferómetro de Michelson, donde el espejo del haz de referencia presenta una ligera
inclinación (exagerada con fines ilustrativos).

Dada la identidad de Euler, la Ecuación 3.1 puede ser reescrita como

g (x, y) = a (x, y) + c (x, y) exp (iω0x) + c∗ (x, y) exp (−iω0x) (3.2)

con
c (x, y) = 1

2b (x, y) exp [iφ (x, y)] (3.3)

y donde el asterisco (como exponente) denota el complejo conjugado.
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Figura 3.2: Representación esquemática de un espectro de franjas abiertas con portadora
a lo largo del eje x.

Tomando la transformada de Fourier con respecto a x en la Ecuación 3.2 resulta

F {g (x, y)} =
ˆ ∞
−∞

[
a (x, y) + c (x, y) eiω0x + c∗ (x, y) e−iω0x

]
e−iωxxdx (3.4)

= A (ωx, y) +
ˆ ∞
−∞

[
c (x, y) e−i(ωx−ω0)x + c∗ (x, y) e−i(ωx+ω0)x

]
dx

= A (ωx, y) + C (ωx − ω0, y) + C∗ (ωx + ω0, y) (3.5)

Ya que las variaciones espaciales de a (x, y), b (x, y) y φ (x, y) se suponen lentas en
comparación con la frecuencia de la portadora espacial ω0, la Ecuación 3.5 representa un
espectro de nódulos aislados, ilustrado esquemáticamente en la Figura 3.2.

En dicho espectro la señal de interés puede recuperarse al desplazar el espectro de
frecuencias y aplicar un filtro pasa-baja[40], como se demuestra a continuación:

Aplicando la propiedad de translación de la transformada de Fourier

F {exp (−iω0x) g (x, y)} = G (ωx + ω0) . (3.6)

y dado un filtro pasa-baja de respuesta finita al impulso, h (x, y), aplicando el teorema
de convolución se tiene

H (ωx, y)G (ωx + ω0, y) = F {h (x, y)}F {exp (−iω0x) g (x, y)} , (3.7)

= F {h (x, y) ∗ [exp (−iω0x) g (x, y)]} . (3.8)

Tomando la transformada inversa de Fourier, resulta

h (x, y) ∗ [exp (−iω0x) g (x, y)] = F−1 {H (ωx, y)G (ωx + ω0, y)} , (3.9)

= 1
2b (x, y) exp [iφ (x, y)] , c (x, y) . (3.10)
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Como se mencionó al final de Capítulo 1 existen múltiples maneras de despejar el
mapa de fase φ (x, y) a partir de la Ecuación 3.10 y la más utilizada en la literatura está
dada por

φ (x, y) = arctan
{
Im [c (x, y)]
Re [c (x, y)]

}
. (3.11)

Un aspecto interesante de la Ecuación 3.10 consiste en que esta describe al método de
Takeda como una convolución en el espacio entre el interferograma multiplicado por una
exponencial compleja y un filtro pasa-baja adecuado.

Similarmente, asociando la exponencial compleja al filtro pasa-baja puede recuperarse
la misma señal más una inclinación uniforme proporcional a la portadora:

[exp (iω0x)h (x, y)] ∗ g (x, y) = F−1 {H (ωx − ω0, y)G (ωx, y)} (3.12)

= 1
2b (x, y) exp i [φ (x, y)− ω0x] (3.13)

de donde resulta
φ (x, y) = arctan

{
Im [c (x, y)]
Re [c (x, y)]

}
+ ω0x. (3.14)

En la Figura 3.3 se presenta un ejemplo de la aplicación del método para un expe-
rimento académico (resultado real, no simulado) donde mediante un proyector digital
convencional fue generado un patrón de franjas abiertas con un perfil de intensidad sinu-
soidal distorsionado por la presencia de un objeto de prueba (una pirámide cuadrada de
caras planas).

NOTA IMPORTANTE: Típicamente los espectros de frecuencia mencionados son
obtenidos numéricamente mediante la aplicación del algoritmo de la transformada rápida
de Fourier1, definido por

F (p, q) =
M−1∑
m=0

n−1∑
n=0

f (m,n) exp [−1i (2π/M) pm] exp [−1i (2π/N) qn] (3.15)

f (n,m) = 1
MN

M−1∑
m=0

n−1∑
n=0

F (p, q) exp [1i (2π/M) pm] exp [1i (2π/N) qn] (3.16)

donde N yM indican la magnitud de la señal. De acuerdo a su documentación, la mayoría
del software numérico adopta esta convención de signos y factores de escala (nuevamente,
GNU Octave, MATLAB, NumPy, Scilab... y en particular, Matemática la presenta como
la variante2 de “procesamiento de señales”).

Esta convención de signo, con argumento negativo para la transformada y positivo para
la anti-transformada, es la misma que se utiliza en el cálculo de todas las transformadas
de Fourier presentadas aquí (pero no así en la publicación original de Takeda et al.).

1Aunque en esta discusión se esté analizando únicamente el caso unidimensional, el interferograma es
una señal bidimensional y en la práctica se recurre a los algoritmos FFT2 e IFFT2.

2Más información en http://reference.wolfram.com/mathematica/tutorial/FourierTransforms.html
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La importancia de mantener la congruencia entre las convenciones radica en que el
método de Fourier posee la ventaja de recuperar un mapa de fase sin ambigüedad de
signo. Sin embargo, al no conocer la convención utilizada en los algoritmos de FFT existe
la posibilidad de que el desplazamiento del espectro se realice en la dirección opuesta,
recuperando sin saberlo c∗ (x, y) e introduciendo nuevamente una indeterminación.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.3: Segmentos de (a) un patrón de franjas proyectado sobre un objeto de prueba;
(b) espectro de frecuencias obtenido mediante FFT2; (c) superposición del espectro de
frecuencia y de la máscara de filtrado, donde la opacidad se ha reducido con fines ilus-
trativos; (d) mapa de fase envuelta obtenida mediante la aplicación de la Ecuación 3.14
(nótese el incremento uniforme sobre el eje−x).
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Figura 3.4: Representación tridimensional del objeto de prueba, proporcional al mapa
de fase obtenido mediante el método de Fourier. La inclinación uniforme dada por ω0x
fue eliminada restando la fase correspondiente al patrón de franjas proyectado. Prueba
realizada en los talleres de metrología del Centro de Investigaciones en Óptica A.C., con
la asesoría del Ing. Guillermo Garnica Campos.
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Figura 3.5: Esquema de un interferómetro tipo Michelson adecuado para la técnica de
PSI: (BS) divisores de haz, (M) espejo montado sobre un actuador electrónico de gran
precisión, (R) espejo de referencia y (T) superficie bajo prueba.

3.2. Interferometría por corrimiento de fase

En 1974, Bruning et al. [1] introdujo el método interferométrico de corrimiento de
fase en pasos discretos (del Inglés, Phase-stepping interferometry). Típicamente, en esta
técnica se tiene un arreglo interferométrico (como el ilustrado en la Figura 3.5) donde se
modifica la magnitud de la diferencia del camino óptico mediante un actuador electrónico,
mientras se captura y digitaliza cierto número de interferogramas mediante un sensor tipo
CCD a fin de obtener una señal discreta donde el mapa de fase presenta un desplazamiento
tipo pistón entre muestras consecutivas.

Dicha señal puede ser descrita como un patrón de franjas con portadora temporal

I (x, y, t) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y)− ω0t] (3.17)

o, formalmente, como la señal discreta

I (x, y, nα) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y)− nα] (3.18)

donde n ∈ Z, y el parámetro α indica el periodo temporal del muestreo (que para el
presente análisis se considera siempre uniforme).

Aplicando nuevamente la identidad de Euler, de la Ecuación 3.17 se tiene

I (x, y, t) = a (x, y) + 1
2b (x, y) exp {i [φ (x, y)− ω0t]} . . .

+ 1
2b (x, y) exp {−i [φ (x, y)− ω0t]} . (3.19)
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Figura 3.6: Representación esquemática del filtrado de cuadratura temporal utilizado en
PSI.

Tomando la transformada de Fourier respecto al tiempo de la Ecuación 3.19, resulta

F {I (x, y, t)} =
ˆ ∞
−∞

{
a (x, y) + 1

2b (x, y) exp [iφ (x, y)] exp (−iω0t) . . .

+1
2b (x, y) exp [−iφ (x, y)] exp (iω0t)

}
exp (−iωt) dt (3.20)

= a (x, y) δ (ω) + 1
2b (x, y) exp [iφ (x, y)] δ (ω + ω0) . . .

+1
2b (x, y) exp [−iφ (x, y)] δ (ω − ω0) . (3.21)

de donde puede concluirse (en virtud del teorema de convolución) que dado un filtro de
cuadratura, h (t), las condiciones mínimas que debe cumplir su función de transferencia
son

H (−ω0) 6= 0 y H (ω0) = H (0) = 0 (3.22)

como se ilustra esquemáticamente en la Figura 3.6.
De esta manera, la convolución temporal entre la serie de interferogramas y el filtro

de cuadratura tiene como resultado la señal compleja

Ic (x, y, t) = I (x, y, t) ∗ h (t) = 1
2H (ω0) b (x, y) exp [iφ (x, y)] exp (iω0t) (3.23)

donde H (ω0) es una constante. Finalmente, despejando para φ (x, y) resulta:

φ (x, y, t) = arctan
[
Im {Ic (x, y, t)}
Re {Ic (x, y, t)}

]
− ω0t (3.24)

donde se considera suficiente al determinar la señal en t = 0.
A fin de obtener una representación general para los algoritmos de PSI sea una señal

interferométrica compuesta de N muestras, con separación temporal uniforme, dada por

I (x, y, t) = I (x, y, t)
∑
n

δ (t− nT ) (3.25)

con n = −N, . . . , 0, . . . , N.
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En la práctica, un filtro de cuadratura adecuado cuenta con el mismo número de
coeficientes (entre 3 y 20, típicamente) a fin de aprovechar toda la información disponible:

h (t) = exp (iω0t)
∑
n

anδ (t− nT ) (3.26)

donde la elección particular de los coeficientes an determinan la forma del filtro de cuadra-
tura pues al considerar la representación en el espacio de frecuencias, dichos coeficientes
corresponden a una expansión en series de Fourier compleja [39].

Considerando la convolución temporal, I (x, y, t) ∗ h (t) y evaluando en t = 0:

Ic (x, y, 0) =
∑
n

an exp (iω0nT ) I (x, y, nT ) (3.27)

Despejando para φ (x, y), resulta

φ (x, y, 0) = arctan
[∑

n an sin (ω0nT ) I (x, y, nT )∑
n an cos (ω0nT ) I (x, y, nT )

]
(3.28)

La forma explícita de estos algoritmos puede encontrarse en la literatura, de acuerdo al
número de muestras y para distintos valores del paso (por ejemplo, en Malacara et al. [15,
16, 17]). A continuación, se presentan algunos de los algoritmos de PSI más comúnmente
utilizados (Ecuaciones 3.29-3.32) donde se ha omitido la dependencia espacial en las
irradiancias para mantener una notación compacta:

Algoritmo de tres pasos: Greivenkamp y Bruning [1992]

φ (x, y) = arctan
[

[1− cos (α)] [I (−α)− I (α)]
sin (α) [2I (0)− I (−α)− I (α)]

]
(3.29)

Algoritmo de cuatro pasos: Wyant [1982]

φ (x, y) = arctan
[

[I (2α)− I (0)] sin (α)
I (α)− I (−α) + [I (0)− I (2α)] cos (α)

]
(3.30)

Algoritmo de cinco pasos: Schwider [1983] y Hariharan [1987]

φ (x, y) = arctan
[

2 [I (−α)− I (α)]
I (−2α)− 2I (0) + I (2α)

]
(3.31)

Algoritmo de N+1 pasos: Surrel [1996]

φ (x, y) = arctan
[
−
∑N−1
n=1 n {I (α)− I [(2N − n)α]} sin (nα)

NIN −
∑N−1
n=1 {I (α)− I [(2N − n)α]} cos (nα)

]
, α = 2π

N
. (3.32)
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Los algoritmos de Hariharan y Surrel suelen ser los más utilizados porque se afirma
que estos poseen una mayor tolerancia al desentonamiento en el paso o bien porque que
permiten rechazar los armónicos de orden superior que se presentan. A continuación se
presenta un análisis de dichas fuentes de error.

3.3. Análisis del error en Interferometría

Como se ha discutido con anterioridad, un patrón de franjas típico suele ser descrito
como

I (x, y) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y)] , (3.33)

donde se han omitido de momento la presencia de ruido y de los diferentes tipos de porta-
doras. Sin embargo, existen escenarios donde esta ecuación puede no-representar fielmente
a la señal analizada, como es el caso de un patrón de franjas digitalizado mediante un
sensor operando fuera del rango lineal o con saturación por luminosidad (ilustrado en la
Figura 3.7). En dichas condiciones, una descripción más adecuada del patrón de franjas
puede realizarse mediante una señal del tipo

I (x, y) = a (x, y) +
M∑
k=1

bk (x, y) cos [kφ (x, y) + θk] . (3.34)

Evidentemente, la Ecuación 3.34 corresponde a la así llamada forma polar de una
serie de Fourier truncada hasta el orden k, y la Ecuación 3.33 puede considerarse como
la expansión a primer orden. Sin embargo, resulta importante señalar que a diferencia
de otras disciplinas la presencia de los armónicos de orden superior en Interferometría
no implica una mejor aproximación al resultado exacto sino que representa dificultades
adicionales o bien se considera evidencia de condiciones experimentales poco favorables,
por ejemplo:

Se ha comprobado tanto en el método de Fourier3 como en PSI que para deter-
minar el mapa de fase es suficiente considerar el término con k = 1, es decir
b (x, y) cos [φ (x, y)], por lo que considerar términos adicionales carece de interés
práctico.

Puesto que la densidad de las franjas aumenta en los armónicos de mayor orden,
de acuerdo con lo desarrollado en la Sección 2.1 su correcto muestreo requeriría
un aumento significativo en la resolución, dado por rk = r1Ny2k−1, donde r1Ny

representa la resolución de un sensor de imagen que en una configuración dada
fuera capaz de muestrear el armónico de primer orden en el límite de Nyquist.

Por estas y otras razones, en el procesamiento de franjas típicamente se tiene un gran
interés en que los algoritmos de recuperación de fase presenten un buen comportamiento
ante los armónicos de orden superior (k ≥ 2).

3La máscara mostrada en la Figura 3.3c es una confirmación experimental de esta afirmación.
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(a)

(b)

Figura 3.7: (a) Simulación de un interferograma capturado con saturación del sensor de
imagen, y (b) un corte transversal mostrando la intensidad en términos de la escala de
grises para una de las columnas centrales.
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Figura 3.8: Gráfica de la parte real (línea continua) y la parte imaginaria (línea punteada)
del espectro de Fourier de un filtro de cuadratura de 3 pasos entonado en ω0 = π/2. Los
puntos de interés de acuerdo al formalismo de F&K han sido resaltados; la importancia
de dichos puntos así como algunos inconvenientes que se presentan para su valoración son
detallados en el texto.

En 1990, Freischlad y Koliopoulos [F&K, 6] presentaron un criterio para evaluar los
algoritmos de PSI mediante el análisis espectral de la parte real e imaginaria de sus filtros
de cuadratura:

h (t) = hr (t) + ihi (t) (3.35)

Hr (ω) = F {hr (t)} , Hi (ω) = F {hi (t)} (3.36)

Al graficar la amplitud de ambas partes del espectro se observa que las curvas reales
obtenidas presentan en cada caso una misma amplitud para la frecuencia fundamental ω0

y que dicha amplitud es igual a cero en las frecuencias que son rechazadas por el algoritmo
en cuestión, como se observa en la Figura 3.8.

Por medio de este formalismo, Freischlad & Koliopoulos [6] y Larkin & Oreb [13]
conluyeron las siguientes propiedades para los algoritmos de PSI [Malacara 16]:

En un algoritmo insensible al m-ésimo armónico, la parte real e imaginaria del
espectro de Fourier del correspondiente filtro de cuadratura son idénticamente cero
en mω0, es decir

Hi (mω0) = Hr (mω0) (3.37)

Un algoritmo es insensible al desentonamiento si la identidad entre la parte real y la
parte imaginaria del espectro del filtro de cuadratura se mantiene sobre la derivada,
salvo por un cambio en fase de π/2, es decir

d

dω

[
Hi (ω)

]
mω0

= i
d

dω

[
Hr (ω)

]
mω0

(3.38)

La insensibilidad al desentonamiento y al m-ésimo armónico se presenta en un algo-
ritmo sólo si éste cumple de manera simultánea la primera condición y la segunda
se mantiene para la m-ésima derivada.
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Estas conclusiones fueron posteriormente reproducidas de una manera elegante por Surrel
[39] en 1996, con el formalismo al que llamó de Polinomio Característico y según el cuál
al observar un patrón de franjas como una serie de Fourier en la forma compleja

I (φ+ ω0) =
∞∑

k=−∞
βk (φ) exp (ikω0) (3.39)

la señal de salida puede representarse como

tan (φ) =
∞∑

k=−∞
βk (φ)

N∑
n=1

cn [exp (ikω0)]n−1 =
∞∑

k=−∞
βk (φ)P (z) (3.40)

con

P (z) =
N∑
n=1

cnz
n−1, z = exp (ikω0) (3.41)

y donde los coeficientes cn = an + ibn corresponden respectivamente a los coeficientes
reales e imaginarios del filtro de cuadratura o, equivalentemente, a los coeficientes del
denominador y del numerador en el respectivo algoritmo de PSI.

De esta manera se propone que al introducir los valores numéricos de cn, resolver para
las raíces del polinomio P (z) y sustituir para la definición de z en la Ecuación 3.41, el
rechazo a los armónicos puede deducirse a partir de la ubicación de los N fasores en un
círculo unitario del espacio complejo observando la presencia o ausencia de los complejos
conjugados, si las raíces son degeneradas o no, etcétera.

Más información al respecto puede encontrarse en Surrel [39] y Malacara [16, Capítulo
14] donde se presenta además una serie de tablas con los algoritmos de PSI más populares
en términos de la representación gráfica propuesta por el propio Surrel.

Ambas técnicas presentadas para la valoración del rechazo a los armónicos de orden
superior en PSI (nuevamente, en el método de Takeda el proceso se realiza mediante una
máscara de fase o un filtro de cuadratura adecuado) han gozado de gran aceptación en las
últimas décadas y sin embargo presentan un inconveniente intrínseco al basar su principio
de operación en la separación de la parte real e imaginaria: la técnica de PSI corresponde
con un sistema invariante en el tiempo, no así los criterios de F&K y Surrel.

Por definición, un sistema T es invariante en el tiempo sí y sólo sí dada una entrada
x (t) con su salida correspondiente y (t), se cumple que

T {x (t− t0)} = y (t− t0) ∀ t0. (3.42)

De acuerdo con Servin et al. [35] la mayoría de los algoritmos de PSI introducen
a lo más un corrimiento de fase constante (a diferencia del método de Fourier donde
el corrimiento depende de la posición) y en particular los filtros rotados introducen un
cambio constante de fase dado por ∆0 = −ω0t0 :

h (t− t0) = exp [iω0 (t− t0)]
∑
n

anδ (t− nT ) = h (t) exp (−iω0t) . (3.43)
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Ahora, separando la parte real e imaginaria como requieren los criterios de F&K y
Surrel

h (t) exp (−iω0t) = hr (t) cos ∆0 − hi (t) sin ∆0 . . . (3.44)

+i [hr (t) sin ∆0 + hi (t) cos ∆0] .

y calculando su transformada de Fourier, resulta

Hr (ω) = F {hr (t) cos ∆0 − hi (t) sin ∆0} , (3.45)

Hi (ω) = F {hr (t) sin ∆0 + hi (t) cos ∆0} . (3.46)

lo que difiere en general con los espectros y coeficientes representados en las Ecuaciones
3.35-3.36 por lo que mediante ambos criterios podría considerarse erróneamente que se
trata de un nuevo algoritmo, a pesar de que ambos filtros aunque rotados son idénticos.

Por esta razón, se propone valorar el comportamiento espectral mediante la magnitud
del espectro complejo,

|H (ω)| =
∣∣∣F {hr (t) + hi (t)}

∣∣∣ =
√

[Hr (ω)]2 + [Hi (ω)]2 (3.47)

ya que esta es invariante ante rotaciones y claramente su representación gráfica aún per-
mite identificar los puntos donde el espectro se anula simultáneamente tanto en la parte
real como en la parte imaginaria.

Al continuar con el análisis de error en PSI puede comprobarse que la representación
espectral compleja del filtro de cuadratura o función de transferencia frecuencial (FTF),
es una elección natural para evaluar diferentes aspectos del desempeño del algoritmo.

3.3.1. Error de entonamiento.

En la práctica, existe un límite para la precisión con la que puede controlarse la
magnitud del paso entre interferogramas consecutivos. El error en el paso o propiamente
en la frecuencia de muestreo es llamado desentonamiento (detuning, en Inglés).

Como se detalla en Mosino et al. [22], dada una serie de interferogramas muestreados
a una frecuencia errónea ω0 + ∆, como se ilustra en la Figura 3.9, se tiene una respuesta
espectral dada por:

G (x, y, ω) = 1
2H (−ω0 −∆) b (x, y) exp [iφ (x, y)] δ [ω − (ω0 + ∆)] . . .

+ 1
2H (ω0 + ∆) b (x, y) exp [−iφ (x, y)] δ [ω + (ω0 + ∆)] (3.48)

con la correspondiente representación temporal

g (x, y, t) = 1
2H (−ω0 −∆) b (x, y) exp [iφ (x, y)] exp [−i (ω + ∆) t] . . .

+ 1
2H (ω0 + ∆) b (x, y) exp [−iφ (x, y)] exp [i (ω + ∆) t] . (3.49)
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Figura 3.9: Esquema del desentonamiento en un algoritmo de PSI. Nótese que a diferencia
de el caso ideal, la segunda exponencial compleja tan sólo es amortiguada en lugar de ser
filtrada completamente.

Es posible recuperar un mapa de fase a partir de esta nueva señal compleja procediendo
de la misma manera que si el algoritmo estuviera correctamente entonado: separando la
parte real e imaginaria, se tienen para un tiempo t = 0

Re {g (x, y, t)} = 1
2b (x, y) {H (−ω0 −∆) cos [φ (x, y)] +H (ω0 + ∆) cos [−φ (x, y)]} ,

(3.50)
Im {g (x, y, t)} = 1

2b (x, y) {H (−ω0 −∆) sin [φ (x, y)] +H (ω0 + ∆) sin [−φ (x, y)]} .
(3.51)

Aplicando las propiedades de simetría y definiendo la fase errónea ϕ, resulta

tan [ϕ (x, y)] = H (−ω0 −∆)−H (ω0 + ∆)
H (−ω0 −∆) +H (ω0 + ∆) tan [φ (x, y)] (3.52)

donde se ha supuesto b (x, y) 6= 0 ∀ (x, y).
Realizando algunas manipulaciones algebraicas se encuentra fácilmente que

tan [ϕ (x, y)]− tan [φ (x, y)] = 2H (ω0 + ∆)
H (−ω0 −∆) +H (ω0 + ∆) tan [φ (x, y)] (3.53)

tan [ϕ (x, y)] + tan [φ (x, y)] = 2H (−ω0 −∆)
H (−ω0 −∆) +H (ω0 + ∆) tan [φ (x, y)] (3.54)

tal que aplicando la identidad trigonométrica

tan (A)− tan (B)
tan (A) + tan (B) = sin (A−B)

sin (A+B) , (3.55)

resulta
sin [ϕ (x, y)− φ (x, y)]
sin [ϕ (x, y) + φ (x, y)] = H (ω0 + ∆)

H (−ω0 −∆) (3.56)

La Ecuación 3.56 es ampliamente utilizada para valorar la tolerancia al desentona-
miento de los algoritmos de PSI y típicamente sólo se evalúa de manera numérica.
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Figura 3.10: Representación fasorial de las dos señales complejas obtenidas en consecuen-
cia del desentonamiento y la correspondiente señal resultante con fase errónea ϕ.

El error definido por ∆φ = ϕ − φ representa la diferencia entre la fase obtenida
y la deseada. Despejando de la Ecuación 3.52 (omitiendo la dependencia espacial por
simplicidad)

∆φ+ φ = tan−1
[
H (−ω0 −∆)−H (ω0 + ∆)
H (−ω0 −∆) +H (ω0 + ∆) tan (φ)

]
(3.57)

Sustituyendo la Ecuación 3.56 puede encontrarse [Mosiño et al. 22]

tan (∆φ) = − (e/c) sin (2φ)
1 + (e/c) cos (2φ) , (e/c) ≡ H (ω0 + ∆)

H (−ω0 −∆) (3.58)

Una simplificación mayor puede observarse al considerar (e/c) � 1, es decir, pa-
ra errores de desentonamiento pequeños, tal que aplicando ϕ ≈ φ, sin (ϕ− φ) ≈ ∆φ,
sin (ϕ+ φ) ≈ sin (2φ) en la Ecuación 3.56 resulta:

ϕ ≈ φ+ H (ω0 + ∆)
H (−ω0 −∆) sin (2φ) , (3.59)

Es decir, que el desentonamiento introduce una señal espuria que es proporcional al
patrón original con el doble de frecuencia y un cambio en fase de π/2.
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Finalmente, ∆φmax es encontrado maximizando la ecuación 3.58 con respecto a φ, de
donde se obtiene

∆φmax = sin−1
∣∣∣∣ H (ω0 + ∆)
H (−ω0 −∆)

∣∣∣∣ ≈ ∣∣∣∣ H (ω0 + ∆)
H (−ω0 −∆)

∣∣∣∣ (3.60)

siendo la primera un resultado exacto y donde el módulo es introducido considerando que
la respuesta frecuencial H (ω) puede ser compleja.

Vale la pena señalar que a pesar de que el término (e/c) típicamente es pequeño,
la presencia de la señal espuria asociada puede ocasionar resultados inesperados al en-
mascarar discontinuidades de 2π en la fase o bien ocasionar que la señal recuperada sea
aparentemente ruidosa, como se ilustra en las Figuras 3.11-3.12 (página 47). Con fines
ilustrativos, en la Figura 3.13 (página 48) son presentadas las curvas de ∆φmax contra ∆
asociadas a los algoritmos de 3-5 pasos más comúnmente utilizados4.

3.4. Ruido en PSI

Definimos el ruido como toda perturbación de carácter aleatorio sobre una señal o
proceso de interés. El estudio del desempeño de los algoritmos de PSI en la presencia de
ruido es otro tema de gran importancia donde la representación espectral permite realizar
una valoración adecuada.

Como se mencionó previamente, los procesos de recuperación de fase modulada pueden
observarse como la convolución entre una señal real y un filtro de cuadratura a fin de
recuperar una señal compleja5,

Ic (x, y.t) = I (x, y, t) ∗ h (x, y, t) (3.61)

donde se ha resaltado la dependencia en (x, y) para resaltar el hecho de que en la práctica
suele realizar filtrado espacial del patrón de franjas previo al filtrado temporal.

Como se acostumbra en el análisis de error, puede considerarse el caso pesimista donde
el ruido presenta contribuciones en cada frecuencia, es decir, ruido blanco: también llama-
do ruido térmico, está presente de forma aditiva en todo circuito eléctrico o electrónico;
es provocado por el movimiento desordenado de los electrones en un conductor y posee
una densidad espectral aproximadamente plana.

En general, también pueden tenerse contribuciones del ruido en la fase de un interfero-
grama: por ejemplo, en la técnica de interferometría de patrones de moteado electrónico
o ESPI (siglas en Inglés de Electronic Speckle Pattern Interferometry) donde las franjas

4En el capítulo siguiente se describe un formalismo que permite conocer por construcción el compor-
tamiento de la FTF alrededor de ω = ω0, lo que resulta ser el factor determinante en la tolerancia al
desentonamiento de paso.

5Esta afirmación es válida también para el método de Fourier pero, como se mencionó previamente,
en dicho método el filtrado espectral suele realizarse mediante máscaras en el espacio de frecuencias.
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son generadas mediante la correlación por sustracción de los interferogramas

I1 (x, y) = a (x, y) + b (x, y) cos [ns (x, y)] , (3.62)

I2 (x, y) = a (x, y) + b (x, y) cos [ns (x, y) + φ (x, y)] . (3.63)

Sin embargo, de acuerdo al Teorema del Límite Central, se tiene que la función de
densidad de probabilidad para ns (x, y) tiende a una distribución gaussiana dado que el
patrón de moteado es producto de una contribución aleatoria y la aplicación del filtrado
espacial (intrínsecamente necesario para la técnica) tiene como resultado la conversión
del ruido multiplicativo en ruido aditivo [Servin et al. 36].

Sea entonces la secuencia de interferogramas corruptos por una señal aditiva de ruido
blanco gaussiano

In (x, y, t) = I (x, y, t) + n (x, y, t) (3.64)

a ser procesada mediante la aplicación de los filtros espacial y temporal a fin de obtener
la señal buscada6

Ic (x, y, t) = [In (x, y, t) ∗ h (x, y)] ∗ h (t) . (3.65)

Tomando la transformada de Fourier se obtiene

Ic (ωx, ωy, ωt) = In (ωx, ωy, ωt)H (ωx, ωy)H (ωt) . (3.66)

Suponiendo una densidad espectral η/2 para el ruido blanco, la potencia promedio del
ruido en la señal señal compleja Ic (x, y, t) queda dada por

σ2
n = E

(
n2) = η

2

{¨ π

−π
H2 (ωx, ωy) dωxdωy

}{ˆ π

−π
H2 (ωt) dωt

}
(3.67)

de donde se observa claramente que tanto los filtros espaciales como los temporales con-
tribuyen a determinar la potencia final de la señal ruidosa.

Finalmente, para evaluar de manera general la atenuación del ruido en los algoritmos
de PSI puede considerarse una misma potencia en la señal de salida y manteniendo un
filtro h (x, y) constante, tal que evaluando la desigualdad{ˆ π

−π
H2
A (ωt) dωt

}
≶

{ˆ π

−π
H2
B (ωt) dωt

}
(3.68)

se determine cual filtro presenta mejor rechazo al ruido (menor área bajo la curva). Por
ejemplo, las áreas correspondientes a los algoritmos de 3, 4 y 5 pasos resultan 2.15606,
1.57082 y 1.37447 respectivamente (para curvas normalizadas al valor máximo).

6Dado que la convolución es una funcional que opera sobre funciones dependientes de la misma variable,
el filtro de cuadratura espacio temporal estaría definido formalmente como

h (x, y, t) ≡ h (x, y) δ (t) ∗ δ (x, y)h (t)

donde ha aplicado la propiedad de la delta de Dirac como neutro convolutivo.
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Figura 3.11: Patrones de franjas (reales) generados mediante interferometría por moteado
para la detección de fracturas donde la magnitud del paso entre los primeros interfero-
gramas difiere considerablemente del valor teórico (en este caso, α = 2π/5).

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.12: Mapas de fase recuperados mediante algoritmos de PSI con 4 pasos (a,b) y
5 pasos (c,d), respectivamente, para la detección remota de fracturas mediante interfero-
metría de moteado.
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Figura 3.13: Curvas de máximo error de desentonamiento ∆φmax contra desentonamiento
∆, para la Función de Transferencia Frecuencial de los algoritmos de PSI dados por las
Ecuaciones 3.29-3.31. Como puede observase, éste filtro de cuadratura con 4 pasos no
mejora sustancialmente la tolerancia al desentonamiento respecto al de 3 pasos.



Capítulo 4

Generación de algoritmos de
PSI

Generalmente, conforme aumenta el número de muestras en los algoritmos de PSI
se obtiene una mayor tolerancia al error por desentonamiento, mejor rechazo al ruido,
etcétera. Por lo tanto, resulta natural el cuestionarse cuántas muestras serán necesarias
para recuperar un mapa de fase adecuadamente o cuál algoritmo garantiza un mejor
desempeño ante ciertas condiciones experimentales dado un número finito de muestras.

Desde la década de 1990 se han desarrollado múltiples métodos de análisis para los
algoritmos de PSI. Entre estos pueden resaltarse los métodos de Representación Espectral,
basados en el trabajo de Freischlad y Koliopoulos [6]; y el método algebraico presentado
por Surrel[39] en 1996, el así llamado de método del Polinomio Característico.

Recientemente, algunas investigaciones [Estrada et al. 5, Servin et al. 35 y sus referen-
cias] han presentado una metodología basada en la Función de Transferencia Frecuencial o
FTF (del Inglés, Frequency Transfer Function) que permite generar filtros de cuadratura
diseñando su respuesta espectral y de esta manera satisfacer condiciones específicas.

4.1. Combinación de algoritmos de PSI

Anteriormente, las técnicas reportadas para la combinación de dos o más algoritmos de
PSI no resultaban sistemáticas, intuitivas ni bien definidas. Recientemente se ha propuesto
el enfoque de la función de transferencia frecuencial como una la manera natural para
generar filtros de mayor complejidad a partir de la convolución de filtros simples [Estrada
et al. 5, Servin et al. 35]. Considérese, por ejemplo, dos algoritmos de PSI dados por

tan [φ (x, y)] =
[
hi1 (t) ∗ I (x, y, t)
hr1 (t) ∗ I (x, y, t)

]∣∣∣∣
t=0

(4.1)

tan [φ (x, y)] =
[
hi2 (t) ∗ I (x, y, t)
hr2 (t) ∗ I (x, y, t)

]∣∣∣∣
t=0

(4.2)

49
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Suponiendo que ambos filtros se encuentran sintonizados apropiadamente, el mapa de
fase recuperado por estos debe ser idéntico. Sin embargo, cada filtro puede poseer dife-
rentes cualidades respecto a la tolerancia al desentonamiento, el rechazo de los armónicos
o la atenuación del ruido. Para generar un nuevo algoritmo de PSI, al que idealmente se
transfieren las características deseables de los algoritmos originales, basta con calcular la
convolución temporal entre sus correspondientes respuestas al impulso

h1 (t) ∗ h2 (t) = [hr1 (t) + i hi1 (t)] ∗ [hr2 (t) + i hi2 (t)] (4.3)

de forma tal que el algoritmo combinado queda dado por

tan [φ (x, y)] =
{

[hi1 (t) ∗ hr2 (t)− hr1 (t) ∗ hi2 (t)] ∗ I (x, y, t)
[hr1 (t) ∗ hr2 (t) + hi1 (t) ∗ hi2 (t)] ∗ I (x, y, t)

}∣∣∣∣
t=0

(4.4)

Si bien éste método define completamente la combinación de filtros de PSI, resulta más
intuitivo considerar las respectivas FTFs a fin de generar una función de transferencia
combinada mediante el producto en el espacio de frecuencias,

H (ω) = F {h1 (t) ∗ h2 (t)} = H1 (ω)H2 (ω) . (4.5)

Este enfoque es ampliamente explotado en la ingeniería de sistemas lineales donde
la síntesis de filtros de gran sofisticación se realiza mediante la combinación de los así
llamados bloques de construcción.

4.2. Diseño de algoritmos mediante FTF

Anteriormente se concluyó que la función de transferencia frecuencial de un filtro de
cuadratura para PSI debe cumplir

H (−ω0) 6= 0, H (0) = H (ω0) = 0 (4.6)

Mediante la combinación de elementos simples es posible diseñar una función de transfe-
rencia frecuencial que satisfaga estas condiciones y a partir de esta calcular la represen-
tación temporal del filtro de cuadratura, como se muestra a continuación.

[González, 7] Sea la función de transferencia frecuencial

H (ω − ω0) = 1− exp [i (ω − ω0)] (4.7)

con ceros dados en ω = ω0 ± 2kπ (k ∈ N), como se ilustra en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Valor absoluto de la función de transferencia frecuencial asociada al bloque
básico para el diseño de filtros de cuadratura.

La respuesta al impulso de la FTF dada en la Ecuación 4.7 está dada por

F−1 {H (ω − ω0)} =
ˆ ∞
−∞
{1− exp [i (ω − ω0)]} exp (iωt) dω,

h (t;ω0) = exp (iω0t) [δ (t)− δ (t+ 1)] . (4.8)

El par transformado dado por las Ecuaciones 4.7-4.8 puede considerarse el bloque
básico de construcción, a partir de cual es posible recrear la respuesta espectral de los
algoritmos de PSI más populares, como se muestra a continuación:

3-pasos: (Greivenkamp y Bruning)

H3 (ω;ω0) = H (ω)H (ω − ω0) (4.9)

=
(
1− eiω

) [
1− ei(ω−ω0)

]
= 1−

(
1 + e−iω0

)
eiω + e−iω0ei2ω

F←→ h3 (t;ω0) = δ (t)−
(
1 + e−iω0

)
δ (t+ 1) + e−iω0δ (t+ 2) (4.10)

4-pasos: (Wyant)

H4 (ω;ω0) = H (ω)H (ω − ω0)H (ω − π) (4.11)

=
(
1− eiω

) [
1− ei(ω−ω0)

] [
1− ei(ω−π)

]
= 1− e−iω0eiω − ei2ω + e−iω0ei3ω

F←→ h4 (t;ω0) = δ (t)− e−iω0δ (t+ 1)− δ (t+ 2) + e−iω0δ (t+ 3) (4.12)
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5-pasos: (Schwider y Hariharan)

H5 (ω;ω0) = H (ω)H2 (ω − ω0)H (ω − π) (4.13)

=
(
1− eiω

) [
1− ei(ω−ω0)

]2 [
1− ei(ω−π)

]
= 1− 2ei(ω−ω0) +

(
2e−i2ω0 − 1

)
ei2ω + 2ei(3ω−ω0) − ei(4ω−2ω0)

F←→ h5 (t;ω0) = δ (t)− 2e−iω0δ (t+ 1) +
(
2e−i2ω0 − 1

)
δ (t+ 2) . . .

+ e−iω0δ (t+ 3)− e−i2ω0δ (t+ 4) . (4.14)

En estos ejemplos puede observarse que el filtro de cuadratura generado requiere en
cada caso de N +1 muestras (o pasos), donde N corresponde a la suma de los exponentes
de los bloques básicos en la FTF.

De esta manera, es posible diseñar una respuesta frecuencial tal que, por ejemplo,
se minimice el área bajo la curva y en consecuencia se genere un algoritmo de PSI que
presente un mejor rechazo al ruido, como se ilustra en la Figura 4.2.

De las Ecuaciones 4.11 y 4.13 se observa además que la respuesta espectral de los
algoritmos más usados para 4 y 5 pasos incluye un cero adicional en ω = π, que permite
rechazar débilmente el segundo armónico cuando ω0 = π/2 y reducir el área bajo la curva,
como se observa en la Figura 4.3 (página 54), pero que puede considerarse un desperdicio
en términos de la tolerancia al desentonamiento dado que ∆φ depende predominantemente
del comportamiento de H (ω) alrededor de ω0.

Una estrategia interesante para desarrollar filtros de cuadratura con la mayor toleran-
cia al desentonamiento consiste en introducir un cero espectral para ω = 0 y colocar al
resto de los disponibles en ω = ω0 (es decir, generar un cero de orden n para n+2 pasos):
elevando H (ω − ω0) a la n-ésima potencia se tiene

Hn (ω − ω0) = {1− exp [i (ω − ω0)]}n =
n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
exp [ik (ω − ω0)] (4.15)

donde
(
n
k

)
= n!/k! (n− k)! son los así llamados coeficientes binomiales.

Al introducir el cero espectral necesario en ω = ω0,

H (ω)Hn (ω − ω0) =
(
1− eiω

) n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
eik(ω−ω0) (4.16)

=
n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
eik(ω−ω0) −

n∑
k=0

(−1)k
(n
k

)
e−ikω0eiω(k+1)

Desarrollando las sumatorias y agrupando términos similares, se tiene

H2+n (ω;ω0) = 1− eiω −
(
−e−iω0

)n
ei(n+1)ω . . . (4.17)

+
n∑
k=1

(−1)k
[(

n

k − 1

)
e−i(k−1)ω0 +

(n
k

)
e−ikω0

]
eikω
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Figura 4.2: Funciones de transferencia frecuencial correspondientes a algoritmos de PSI
con 6 y 8 pasos (N +1 pasos, con N dado por el número de ceros en la gráfica), diseñadas
para reducir el área bajo la curva y presentar un mejor rechazo al ruido.

De la FTF representada en la Ecuación 4.17, la representación temporal del filtro de
cuadratura se obtiene de manera directa:

h2+n (t;ω0) = δ (t)− δ (t+ 1)−
(
−e−iω0

)n
δ (t+ n+ 1) . . . (4.18)

+
n∑
k=1

(−1)k
[(

n

k − 1

)
e−i(k−1)ω0 +

(n
k

)
e−ikω0

]
δ (t+ k) .

Las expresiones particulares pueden obtenerse para n ∈ N, donde el caso n = 1
reproduce la Ecuación 4.9. Por completez, a continuación se presentan la forma explícita
de los filtros de cuadratura generados con n = 2, 3 siguiendo con la notación de las
Ecuaciones 4.17 y 4.18:

h2+2 (t;ω0) = δ (t)− δ (t+ 1)−
(
1 + 2e−iω0

)
δ (t+ 1) . . . (4.19)

+
(
2e−iω0 + e−i2ω0

)
δ (t+ 2)− e−i2ω0δ (t+ 3) .

h2+3 (t;ω0) = δ (t)− δ (t+ 1)−
(
1 + 3e−iω0

)
δ (t+ 1) . . . (4.20)

+
(
3e−iω0 + 3e−i2ω0

)
δ (t+ 2)−

(
3e−i2ω0 + e−i3ω0

)
δ (t+ 3) . . .

(4.21)

− e−i3ω0δ (t+ 4) .

En la Figura 4.4 son presentadas las curvas de error máximo por desentonamiento de
paso para demostrar que efectivamente puede obtenerse una tolerancia similar a la del
algoritmo de Schwider-Hariharan usando tan solo cuatro pasos y una tolerancia superior
usando los mismos cinco pasos.
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Figura 4.3: Valor absoluto de la función de transferencia frecuencial de tres filtros de
cuadratura con 3, 4, y 5 pasos entonados en ω0 = pi/2.
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(a)

(b)

(c)

Figura 4.4: Curvas de error máximo contra desentonamiento para los filtros de cuadratura
de (a) 4 y (c) 5 pasos con la mayor concentración de ceros disponible en ω = ω0 y (b) la
correspondiente al filtro de Schwider-Hariharan, con 5 pasos. En todos los casos la FTF
fue normalizada para validar la comparación.
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4.3. Métodos Híbridos

Recientemente han sido desarrolladas algunas técnicas interferométricas cuyos méto-
dos para la generación de portadora (espacial o temporal) así como su procesamiento,
no corresponden plenamente con la descripción que ha sido desarrollada en el presente
Capítulo para el método de Fourier ni para el de corrimiento de fase y que no obstante
guardan una estrecha relación con ambos. A continuación son presentadas dos de dichas
técnicas, cada una con su respectivo ejemplo numérico, a fin de ilustrar las ventajas que
presentan frente a otros métodos más convencionales.

4.3.1. Generación de portadora espacial a partir de PSI

En la interferometría por corrimiento de fase el número de patrones de franjas que
pueden obtenerse de manera confiable está siempre limitado por la estabilidad mecánica,
turbulencia en el aire, etcétera. Típicamente, para un número dado de muestras se esta
restringido a procesar dicha información mediante un algoritmo de igual número de pasos,
puesto que no es posible aplicar un algoritmo para más pasos y la aplicación de un
algoritmo con menos pasos implica en general menor robustez o bien que parte de la
información estaría siendo desperdiciada.

Servin et al. [33] propone que a partir de N interferogramas de dimensiones L×L, con
un corrimiento de fase relativo de α = 2π/N , es posible generar una señal con portadora
espacial rearreglando la información en un solo patrón de franjas con dimensiones NL×L
al que posteriormente puede aplicarse un filtro de cuadratura para recuperar la fase de
interés, como se discutió en la Sección 3.1.

Sea por ejemplo el sistema de tres patrones de franjas de PSI dado por

I (x, y,−α) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y)− α] ,

I (x, y, 0) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y)] , (4.22)

I (x, y,+α) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y) + α] .

con α = 2π/3. El método típico para la obtención de φ (x, y) consiste en aplicar el
algoritmo de PSI dado por la Ecuación 3.29:

tan [φ (x, y)] = [1− cos (α)] [I (−α)− I (α)]
sin (α) [2I (0)− I (−α)− I (α)] (4.23)

o, dado que son equivalentes, el generado en la Ecuación 4.9:

tan [φ (x, y)] = sin (α) [I (0)− I (α)]
I (−α)− [1 + cos (α)] I (0) + cos (α) I (α) . (4.24)
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Figura 4.5: Interferogramas generados mediante PSI con un corrimiento de fase relativo de
2π/3 y el patrón de franjas con portadora espacial generado reordenando la información
disponible en los interferogramas originales. En esta simulación se ha introducido una
cantidad considerable de ruido blanco a fin de comprobar la robustez del método.

Reacomodando la información disponible mediante la fórmula

I ′ (x, y) =


I ′ (3x, y) = I (x, y,−α)

I ′ (3x+ 1, y) = I (x, y, 0) (0, 0) ≤ (x, y) ≤ (L,L)

I ′ (3x+ 2, y) = I (x, y,+α)

(4.25)

se genera un patrón de franjas con portadora espacial ωx = 2π/3 como se ilustra en la
Figura 4.5. Generalizando para N interferogramas, el patrón de franjas extendido con
portadora espacial ωx = α = 2π/N queda dado por

I ′ (Nx+m, y) = I (x, y,mα) , m = 0, 1, . . . N − 1. (4.26)

Un método eficiente de realizar la demodulación de esta nueva señal consiste en aplicar
un filtro de Gabor dado por

G (x, y;α) = exp (iαx) exp
[
−
(

x2

N2σ2 + y2

σ2

)]
(4.27)

donde la elección desigual del parámetro de esparcimiento obedece al hecho de que la
dependencia temporal se ha fusionado con la dependencia espacial a lo largo del eje x
generando un ensanchamiento en dicha dirección.
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(a) (b) (c)

Figura 4.6: Mapas de fase obtenidos a partir de los interferogramas simulados mediante (a)
PSI con un algoritmo de 3 pasos; (b) la convolución de la señal con portadora espacial y un
filtro de Gabor; (c) resultado teórico ideal, presentado con fines comparativos. Para este
caso, el procesamiento mediante la generación de portadora espacial claramente presenta
filtrado del ruido muy superior.

De esta manera, el algoritmo para la recuperación de fase queda dado como

tan [φ (x′, y)] = Im [I ′ (x, y) ∗G (x, y;α)]
Re [I ′ (x, y) ∗G (x, y;α)] (4.28)

donde el asterisco denota la convolución espacial (en este caso bidimensional) y se ha
utilizado una etiqueta especial en la variable x para resaltar el hecho de que el mapa
de fase necesita ser reescalado. Como señalan Servin et al. [33], idealmente el mapa de
fase recuperado mantiene el mismo valor durante tres pixeles consecutivos por lo que un
método simple de generar φ (x, y) es utilizar los pixeles centrales.

Vale la pena señalar que a diferencia del procesamiento tradicional, en éste método no
se está restringido al filtrado frecuencial dado por el algoritmo de PSI de forma tal que
con la elección adecuada del filtro de cuadratura es posible obtener un mayor rechazo al
ruido, los armónicos, etcétera. Esta situación se ilustra numéricamente en la Figura 4.6.

4.3.2. Demodulación de interferogramas con portador pixelado.

Como se discutió previamente, en las técnicas de PSI la generación del corrimiento
de fase entre los distintos patrones de franjas tradicionalmente se realiza mediante el
desplazamiento tipo piston de una superficie de referencia. En consecuencia, el sistema
debe mantenerse estable durante un largo periodo de adquisición, por lo la técnica no
puede ser aplicada a eventos dinámicos.

Sin embargo, existen en la actualidad múltiples técnicas para la generación simultánea
de interferogramas con cambios de fase relativos, llamadas de corrimiento espacial de fase
(en Inglés, spatial phase shifting). En estas, el proceso de adquisición ocurre varios órdenes
de magnitud más deprisa y presentan en general una mayor inmunidad a las vibraciones.
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Los primeros avances en la generación simultánea de patrones de franjas en PSI se
remontan al año de 1984 (Kwon [12], Smythe & Moore [38]) donde eran reportados dife-
rentes arreglos con divisores de haz y múltiples sensores CCD.

En las décadas siguientes, múltiples autores (Koliopoulos [10], Millerd et al. [20], Ngoi
et al. [23]) reportaron diversos métodos basados en elementos difractivos y polarización,
que permiten la generación de tres o más interferogramas de PSI en un único sensor.

De entre estos métodos, llamados de corrimiento espacial, la propuesta de máscaras
pixeladas presentada por Millerd et al. [21] es sin duda el más aceptado en la actualidad:
consiste en un interferograma con división de haz por polarización, donde se dispone a
la salida un sensor CCD al que se integra un arreglo periódico de micropolarizadores con
una rotación progresiva de π/2, generando un cambio de fase relativo entre cada pixel,
como se ilustra en la Figura 4.7.

(a)

(b)

Figura 4.7: (a) Configuración propuesta por Millerd et al. [21] para la generación simul-
tánea de cuatro patrones de franjas de PSI sobre un solo sensor CCD haciendo uso de un
arreglo periódico de micropolarizadores. (b) Esquemática del cambio de fase introducido
por cada elemento de la máscara de fase y de los patrones de franjas que pueden ser
generados adquiriendo un elemento del así llamado super-pixel (resaltado en negro).
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(a) (b) (c)

Figura 4.8: (a) Fase envuelta ideal φ (x, y), presentada con fines comparativos; (b) mapa
de fase φ̂ (x, y) recuperado; (c) error en la fase debido al desentonamiento (como puede
observarse, la señal espuria presenta el doble de frecuencia, como predice la Ecuación
3.59). El contraste en (c) ha sido mejorado por facilidad de observación.

De acuerdo con Millerd et al. [21], si la fase observada varía poco al interior del
superpixel de dimensiones 2 × 2 puede aplicarse el conocido algoritmo de PSI con 4
pasos para estimar el resultado sobre cada super-pixel: (reportando el algoritmo propuesto
originalmente)

tan φ̂ (x, y) = I (0)− I (π)
I (π/2)− I (3π/2) . (4.29)

donde la señal sobre la fase demodulada denota un valor estimado, que puede diferir de
φ (x, y) pues como señalan Servín y Estrada [29], la fase observada en cada super-pixel
presenta no sólo un desplazamiento temporal sino también uno espacial, lo que genera
un error por desentonamiento significativo (especialmente si es usado el algoritmo de
cuatro pasos tradicional), como se observa en la Figura 4.8. Además, el mapa de fase
obtenido por éste método se recupera con sólo la mitad de la resolución original y aunque
Millerd et al. [21] mencionan que la Ecuación 4.29 puede ser aplicada sobre la totalidad
del interferograma, demodulando prácticamente todos los pixeles, desafortunadamente no
han publicado los detalles de cómo llevar a cabo dicha operación.

De acuerdo con Servín y Estrada [29], un método mucho más conveniente para la de-
modulación de estos interferogramas, que en particular elimina completamente el error por
desentonamiento, consiste en lo siguiente: dado el interferograma con portadora pixelada

I (x, y) = a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y) + pm (x, y)] (4.30)

puede observarse que a fin de recrear experimentalmente esta señal sería requerido un
frente de onda de referencia dado por

R (x, y) = exp [i pm (x, y)] (4.31)

donde la llamada la máscara de fase pm (x, y) se supone conocida.
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Multiplicando el interferograma con portadora pixelada, por el conjugado1 de esta
señal de referencia:

I (x, y)R∗ (x, y) = {a (x, y) + b (x, y) cos [φ (x, y) + pm (x, y)]} exp [i pm (x, y)] , (4.32)

y separando la parte real e imaginaria de esta señal compleja, resulta

Im {I (x, y)R∗ (x, y)} = −a sin (pm) + 1
2b [sin (φ)− sin (φ+ 2pm)] (4.33)

Re {I (x, y)R∗ (x, y)} = +a cos (pm) + 1
2b [cos (φ) + cos (φ+ 2pm)] (4.34)

donde se ha omitido la dependencia espacial por simplicidad. Dada una máscara de fase
pm (x, y) de alta frecuencia, tal que se cumpla para todo (x, y)∣∣∣∣ ∂∂xpm (x, y)

∣∣∣∣ > max

∣∣∣∣ ∂∂xφ (x, y)
∣∣∣∣ , (4.35)

∣∣∣∣ ∂∂y pm (x, y)
∣∣∣∣ > max

∣∣∣∣ ∂∂yφ (x, y)
∣∣∣∣ , (4.36)

se tiene que las Ecuaciones 4.33-4.34 representan términos separados espectralmente. De
esta manera, aplicando un filtro pasa-baja (LPF) resulta

LPF
{
Im [I (x, y)R∗ (x, y)]

}
= 1

2b (x, y) sin [φ (x, y)] (4.37)

LPF
{
Re [I (x, y)R∗ (x, y)]

}
= 1

2b (x, y) cos [φ (x, y)] (4.38)

Finalmente, el mapa de fase modulado queda dado por

tan [φ (x, y)] =
LPF

{
Im {I (x, y) exp [−i pm (x, y)]}

}
LPF

{
Re {I (x, y) exp [−i pm (x, y)]}

} . (4.39)

A continuación se presenta una simulación numérica que ilustra la aplicación del méto-
do para un interferograma simulado con modulación por dos máscaras de fase diferentes:
la primera como proponen Millerd et al. [21] y la segunda con una distribución diferente
de los micropolarizadores propuesta por Servín y Estrada [29],

sp1 =
[

0 1
2π

π 3
2π

]
, sp2 =

[
0 1

2π
3
2π π

]
(4.40)

1Puede observarse con facilidad que el utilizar R (x, y) o R∗ (x, y) sólo altera el resultado en un signo
global.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 4.9: Interferograma con modulación pixelada de fase (a) como lo observaría el
sensor CCD; (b) la parte real del producto con la señal de referencia conjugada; y el
mapa de fase envuelto recuperado por la técnica. Espectros de frecuencia de (d) la señal
original y del producto con el frente de referencia dado por la máscara de fase 1 (e) y 2
(f), respectivamente.

Replicando las matrices spk (k = 1, 2) resultan las máscaras de fase

pm1 (x, y) = δ (x, y)− δ (x, y + 1) + i
[
δ (x+ 1, y)− δ (x+ 1, y + 1)

]
(4.41)

pm2 (x, y) = δ (x, y)− δ (x+ 1, y + 1) + i
[
δ (x+ 1, y)− δ (x, y + 1)

]
(4.42)

con (x, y) = (2n+ 1, 2m+ 1), (n,m) ∈ Z.
Como puede observase de la Figura 4.9, el mapa de fase recuperado por ésta técnica

no presenta error por desentonamiento. De la representación espectral se observa que el
producto del interferograma de fase pixelado con la exponencial correspondiente al haz
de referencia simulado desplaza las componentes espectrales de la señal de fondo a los
costados y la componente de interés al centro.

Vale la pena resaltar que los términos conjugados que contienen la información sobre
φ (x, y) presentan una mayor separación espectral mediante el uso de la máscara de fase
pm2 (x, y) que cuando se aplica la máscara pm1 (x, y), pasando de π a

√
2π, lo que permite

hacer un mejor uso del espacio espectral.



Capítulo 5

Conclusión y perspectivas

En el presente trabajo se ha presentado una revisión actualizada de los últimos avances

que se han realizado en el área de la Interferometría por Corrimiento de Fase, o PSI, y se

pretende que sirva como material introductorio de apoyo en esta disciplina, para lo cual

se ha incluido un resumen -autocontenido en la medida de lo posible- de las herramientas

básicas necesarias para su estudio.

Siendo un área de gran interés y en constante desarrollo típicamente se tiene la di-

ficultad adicional de que la bibliografía relacionada se encuentra dispersa en múltiples

publicaciones científicas, sujeta a las notaciones propias del autor y en muchas ocasiones

con severas omisiones en el desarrollo matemático (sea por restricciones de espacio, de

formato, etcétera). En el carácter compilatorio de este trabajo se ha prendido subsanar

estos inconvenientes, particularmente con los Capítulos 1-3, manteniendo una notación

uniforme y desarrollando algunos de los aspectos menos explícitos de las publicaciones

originales.

A partir del Capítulo 2 se realizó el análisis de los procesos de filtrado en términos de

sistemas lineales y de la respuesta espectral, para realizar posteriormente la analogía y

comprobar en el Capítulo 3 que los procesos de recuperación de fase (método de Fourier

y algoritmos de PSI) también pueden ser descritos mediante este formalismo. Además,

en los Capítulo 3 y 4 se presentaron evidencias de las ventajas inherentes al manejo de la

Función de Transferencia Frecuencial para no sólo la valoración de los filtros de cuadratura

asociados sino como una alternativa para su diseño.
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Finalmente, en el Capítulo 4 se presentó una descripción del diseño de la respuesta

espectral de los filtros de cuadratura mediante bloques de construcción así como una

estrategia para optimizar la tolerancia al error de desentonamiento no reportada con

anterioridad. En relación a los así llamados métodos híbridos, que toman elementos de

interferometría por corrimiento de fase y de procesamiento de patrones de franjas abiertas,

se comprobó cómo estos permiten el estudio de sistemas dinámicos de patrones de franjas

cerradas o bien con un comportamiento espectral superior al de los métodos originales.

Respecto a las perspectivas a futuro, se tiene considerado realizar la extensión del

análisis para los casos que difieren del comportamiento ideal, por ejemplo, en PSI analizar

los casos en los que el paso es dinámico, no-uniforme o desconocido.

Adicionalmente, se desea realizar una demostración rigurosa de la evaluación de los

filtros de cuadratura mediante la magnitud de la FTF, particularmente analizar una

equivalencia al tercer criterio de F&K (rechazo y tolerancia a los armónicos mediante la

identidad de las derivadas) para poder concluir efectivamente que la nueva metodología

permite recuperar toda la información que pueden proporcionar los métodos tradicionales,

sin presentar sus desventajas.

También se tiene un gran interés en realizar una revisión bibliográfica de discipli-

nas afines pues los formalismos y desarrollos presentados en estas, ocasionalmente pueden

adaptarse para su aplicación en problemas de la Óptica; por ejemplo, la Función de Trans-

ferencia Frecuencial y la combinación de filtros de cuadratura son ampliamente utilizados

en Procesamiento de Señales pero las ventajas de su uso siguen siendo desconocidas para

gran parte de la comunidad científica que realiza procesamiento de señales interferomé-

tricas.



Apéndice A

Desenvolvimiento de franjas

Como se mencionó previamente, los mapas de fase recuperados en el procesamiento
de las señales interferométricas suelen presentar discontinuidades de magnitud 2π que no
corresponden con el frente de onda analizado. Existen diversos algoritmos para la elimi-
nación de dichas discontinuidades que pueden encontrarse en la literatura (por ejemplo,
ver Malacara [16], p.623-628) en un proceso llamado desenvolvimiento de franjas.

Bajo condiciones ideales el proceso de desenvolvimiento puede realizarse mediante
métodos simples o de integración directa. Sin embargo, la presencia de ruido en la señal
requiere de implementaciones más robustas, que en muchos casos implican algoritmos
complejos o altamente iterativos. El método presentado a continuación es propuesto por
Estrada et al. [4], consiste en un algoritmo rápido y computacionalmente eficiente para el
desenvolvimiento de franjas que presenta además tolerancia a la presencia de ruido en el
patrón a procesar.

A.1. El sistema de desenvolvimiento de franjas

La descripción unidimensional del sistema de desenvolvimiento de fase (en Inglés,
phase unwrapping) se presenta como la integración de las diferencias en la fase envuel-
ta observada. En las disciplinas de procesamiento digital de señales y teoría de comu-
nicaciones, esta clase de sistemas suele modelarse mediante ecuaciones diferenciales de
coeficientes constantes. Por ejemplo,

φ̂ (t)− τ d
dt
φ̂ (t) = g (t) (A.1)

representa un sistema lineal invariante de primer orden con entrada g (t), salida φ̂ (t) y
donde el parámetro τ restringe la magnitud de las variaciones en la salida. La solución a
esta ecuación diferencial está dada por

φ̂ (t) = exp (t/τ)
[
C0 −

1
τ

ˆ t

exp (−s/τ) g (s) ds
]

(A.2)
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Figura A.1: Amplitud de la función de transferencia frecuencial para el sistema de de-
senvolvimiento de primer orden. La línea continua representa el caso τ = 1 y las líneas
punteadas corresponden a valores en el rango 0 < τ < 1, donde el sistema es estable.

donde el primer término corresponde a la solución homogénea (respuesta a entrada nula),
y el segundo a la solución particular (respuesta del sistema).

Como puede verse de la Ecuación A.2, la salida del sistema consiste en una integral
pesada (weighted) de la señal de entrada g (t). Entonces, si la entrada consiste en la
derivada de una fase envuelta módulo 2π, la salida estará dada por la fase desenvuelta
filtrada por el sistema1.

Para un sistema discreto, continuando el análisis en 1-D, se tiene

φ̂ (n)− τ φ̂ (n− 1) = [φw (n)− φw (n− 1)]mod2π. (A.3)

donde φ̂ representa la fase observada como salida y φw la fase envuelta.
Excepto por el parámetro τ , este sistema es muy cercano al descrito típicamente para

desenvolvimiento por integraciones de línea. De acuerdo con Proakis & Manolakis [26], el
sistema descrito por la Ecuación A.1 es estable para τ < 1, lo que no se cumple en las
propuestas previas, además de que se adquiere cierto control sobre la respuesta espectral:
calculando la transformada de Fourier de la Ecuación A.1 resulta

Φ (ω)− τ (iω) Φ (ω) = G (ω) , (A.4)

y despejando para la función de trasferencia frecuencial,

Φ (ω)
G (ω) = 1

1− iτω (A.5)

que corresponde a un filtro pasa-baja, como se observa en la Figura A.1.

1Por definición, xmod y representa el residuo de operación x/y. En términos de la función parte entera,
bxc, puede calcularse como xmod y = x− y bx/yc
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Figura A.2: Amplitud de la FTF del sistema de desenvolvimiento de primer orden con
retroalimentación. La línea continua representa el caso τ = 1 y las líneas punteadas
corresponden a valores en el rango 0 < τ < 1, donde el sistema es estable.

Una variante del sistema lineal discutido hasta ahora cosiste en tomar información a
priori de la señal de entrada:

φ̂ (n)− φ̂ (n− 1) = τ [φw (n)− φw (n− 1)]mod2π. (A.6)

Esta nueva ecuación de diferencias dice que si la salida es consistente con la entrada
también lo son sus diferencias y en general, se cumple también la siguiente relación:

φ̂ (n)− φ̂ (n− 1) = τ [φw (n)− φ (n− 1)]mod2π. (A.7)

Finalmente, despejando para φ̂ (n), resulta:

φ̂ (n) = φ̂ (n− 1) + τ [φw (n)− φ (n− 1)]mod2π. (A.8)

con la correspondiente respuesta frecuencial dada por

H (ω) = 1
1− iω (τ − 1) (A.9)

cuya representación gráfica se presenta en la Figura A.2 para 0 < τ < 1.
La Ecuación A.8 describe un proceso donde el valor de la fase en el sitio n se calcula

considerando el valor de la fase envuelta y los valores desenvueltos del sitio n− 1, como
se presenta esquemáticamente en la Figura A.3.
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Figura A.3: Diagrama de bloques para el sistema de desenvolvimiento dinámico de primer
orden. [Estrada et al., 4]

Al extender la discusión al caso bidimensional, se tiene que la vecindad en los sitios a
desenvolver se presenta en múltiples direcciones, además de que entre estos puede haber
más de uno ya desenvuelto. Para modelar esto, se propone etiquetar como n + 1 todos los
sitios a desenvolver en una vecindad Ω, siendo n el conjunto de los sitios ya procesados.
De esta manera, el sistema lineal de desenvolvimiento para el caso bidimensional queda
expresado como

φ̂ (n + 1) = 1
N (Ω)

∑
n∈Ω

{
φ̂ (n) + τ [φw (n + 1)− φ (n)]mod2π

}
. (A.10)

donde N (Ω) representa el número de elementos en la vecindad Ω.

Para procesar todos los sitios en el mapa de fase, una posibilidad consiste en realizar un
barrido secuencial por filas o columnas. Sin embargo, si el dominio de la fase no posee una
forma regular es recomendable utilizar otras estrategias como, por ejemplo, el algoritmo
de relleno por difusión (del Inglés, flood fill) usado para colorear regiones conectadas en
una imagen.

En las Figuras A.4-A.6 se presenta una simulación numérica comparando esta técnica
con la extensión al caso bidimensional del método típico de integración de línea (nomi-
nalmente, la Ecuación A.3 con τ = 1). Para estas pruebas se ha simulado un patron
de franjas cerradas al que se han introducido términos aditivos de ruido blanco con una
varianza dada por 0.6rad y 1.2rad, respectivamente. Como puede observarse, el sistema
con retroalimentación presenta una tolerancia al ruido mucho mayor.

Vale la pena señalar que el algoritmo es simple y rápido en términos computacionales
(puesto que solo involucra sumas, restas y productos para obtener la fase desenvuelta en
cada sitio) a diferencia de otros métodos reportados que hacen uso de cmplejos algoritmos
o técnicas iterativas, las cuales suelen requerir un gran número de cálculos para convergir
a la fase esperada.
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(a) (b) (c)

Figura A.4: Simulación de un mapa de fase envuelta (a) sin presencia de ruido, presentado
con fines comparativos, y con ruido blanco de distribución gaussiana con varianza de (b)
0.6rad y (c) 1.2rad.

(a)

(b)

Figura A.5: Señal recuperada mediante el método clásico de integración de línea para el
mapa de fase con ruido blanco de distribución gaussiana con varianza de (a) 0.6rad y
(b) 1.2rad. Una vez obtenido el resultado (izquierda) éste ha sido nuevamente envuelto
(derecha) para facilitar la compración visual con el patron de franjas original.
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(a)

(b)

Figura A.6: Señal recuperada mediante el sistema dinámico de primer orden. Por compa-
ración con el método tradicional de integración de línea, claramente este sistema presenta
una tolerancia al ruido superior. Para las señales con varianza de (a) 0.6rad y (b) 1.2rad
fue utilizado el parámetro τ = 0.3 y 0.4, respectivamente.
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