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1 APROXIMACE FUNKCI

1.1 Typické tlohy

1.1.1 Aproximace funkci v ekonomii

Uloha: Odhadnéte rychlost ristu primyslové vyroby v poslednim obdobi a nejlépe i v blizké budoucnosti.
Uloha: Ze znamych hodnot burzovnich indext do dnesniho dne odhadnéte jejich zitiejsi hodnoty.

1.1.2 Aproximace funkci v teorii pravdépodobnosti a matematické analyze

Uloha: Nahodné veli¢ina s normovanym norméalnim rozdélenim je popsana distribuc¢ni funkei

—¢2

o= [ (L)

(Cisty) matematik: To je transcendentni funkce.

Numericky matematik: Numericka integrace da priblizny vysledek s pozadovanou presnosti.

(Ve skutecnosti i exponencidlni funkce je poéitdna jen numericky, procesor sém umi jen 4 zikladni pocetnf
ukony.)

Pro rychlejsi opakovany vypocet si pripravime tabulku Gaussova integralu.

1.1.3 Aproximace funkci v elektrotechnice

Uloha: Ze zndmého napéti baterie (v mobilu, v pocitaéi) odhadnéte zbyvajici kapacitu.
Vychazime z kone¢né mnoha hodnot, ale aproximaci chceme pouzit na celém intervalu.
Zde navic chceme, aby byla monoténni.

Uloha: Mame nakreslit V-A charakteristiku diody na zékladé naméfenych dat:

0.0009 A
0.0008 -
0.0007 -
0.0006 - °
0.0005 -
0.0004 -
0.0003 -
0.0002 - °
0.0001 - ¢

0 T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Uloha: Digitalni obrazek zvétsime, popf. otoéime. Zméni se pocet pixelll, popk. i jejich orientace.

Motivacni tlohy na aproximaci

e Uloha 1: Zsvislost sménného kursu na ¢ase na zékladé udaji z burzy.

e Uloha 2: Rychly odhad Gaussova integralu (distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni) s vyuzitim tabul-
kovych hodnot.

e Uloha 3: V-A charakteristika diody na zakladé naméfenych hodnot.

e Uloha 4: Teploty naméfené na meteorologické stanici.
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Data jsou vzdy diskrétni (koneénd).
Rozlisujeme:

1. aproximaci spojité funkce pomoci konecnych dat (1. zdpoctova tiloha),

2. nalezeni funkce s malym poctem parametri, kterd priblizné odpovidd datim (2. zdpoctova tloha).

1.1.4 Zaéakladni tloha aproximace

Dano:

vektor & = (zg,...,%Tn—1) € R™ uréujici n (ruznych) uzlovych bod,

vektor ¥ = (yo,-..,Yn—1) € R™ pozadovanych hodnot v uzlovych bodech,

mnozina funkci F, které smime pouzit k aproximaci (definovanych alespon v bodech xg, ..., 2, 1).

v

Ukol: vybrat funkci ¢ € F tak, aby vektor ¢(#) = (¢(x0),...,¢(xn-1)) € R™ byl ,co nejblizsi* danému
vektoru /.

Blokové schema obecné aproximace

G
solve
—>
Y
4
Y
t o(t)
——call pf—>
Predpoklad: F je linearni obal k zndmgch, tzv. aproximacnich funkeci ¢g,...,op_1, k < n:

F =Lin{pg,...,0p—1} = {chgoj:cj GR}.

i<k
Zbyva urdit vektor redlnych koeficientti ¢ = (cy, . . ., cx—1) linedrni kombinace
@ = E Cj 5.
j<k
Vektorova formulace aproximacni ulohy

Aproximaéni funkce jsou reprezentovany vektory ¢;(Z) = (¢;(2o),...,¢j(@n-1)), j=0,...,k—1. (Z&dné jiné
jejich hodnoty do aproximadni dlohy nevstupuji.)
Pro vyslednou aproximaci plati

P(T) =Y cjp;(d),

i<k

8

neboli k 7 hleddme ,,co nejblizsi“ vektor ¢(Z) z linedrniho obalu znamych vektora ¢o (&), ..., pr—1(

).
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Blokové schema obecné aproximace linearni kombinaci

Yo, P1,- - -
Y
T call
Po, P1y - - -
©o(), 1(Z), . ..
Y Y
g c | ..
—_— solve - lin. comb.
®
Y
t o(t)

Y

call pf—»

1.2 Interpolace

Specialni pripad aproximace, kdy pozadujeme presnou shodu v uzlovych bodech.
Dano:

vektor & = (zo,...,Zn—1) € R™ urcéujici n (ruznych) uzlovych bodu,

vektor ¥ = (yo, ..., Yn—1) € R™ pozadovanych hodnot v uzlovych bodech,
mnozina funkei F, které smime pouzit k aproximaci (definovanych alespon v bodech zg

Hledame: ¢ € F spliijici ¢(Z) = 7, tj.

o(xzi) =i, 1=0,...,n—1.

Predpoklad: F =Lin{go,...,pk-1} = { Yocipjic € R} .
<k
Ve vektorové formulaci: (@)= cjp;(@)=17.
Jj<k
1.2.1 Prosta interpolace

Dosazenim dostéavame
Y cipi(@) =vi, i=0,...,n—1,

j<k
coz je soustava k linearnich rovnic pro neznamé cg,...,Cp_1.
Pro jednoznacnost feSeni potfebujeme k = n a navic, aby aritmetické vektory ¢;(Z) = (¢;j(20),...,9j(@n-1)), J=
0,...,n—1, byly linedrné nezdvislé. (To lze pokazit, i kdyZz funkce ¢y, ..., p,_1 jsou linedrné nezavislé. Zalezi

i na volbé uzlovych bodu.)
Slozitost vypocétu o< n3, u specidlnich tiloh dosdhneme mensi.
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Blokové schema obecné prosté interpolace

Yo, P1,- - -
Y
T call
Po, P1y - - -
©o(), 1(Z), . ..
Y Y
g c | ..
—_— solve - lin. comb.
®
Y
t o(t)

Y

call pf—»

1.3 Interpolace polynomem

Interpolujeme polynomem stupné < n, neboli < n — 1.

Ma pravé n koeficientti, coz potfebujeme pro existenci a jednoznacnost feSeni.
Za bazi prostoru téchto polynomt mizeme volit ¢;(t) =t/, j=0,...,n—1.
Jind baze muze byt vyhodnéjsi.

Vyhody interpolace polynomem

e Jediné, co pocitac¢ umi rychle, jsou 4 zakladni aritmetické operace, tedy kromé polynomu uz jen racionalni
funkce.

e Polynomy lze snadno integrovat, derivovat...

e Resitelnost:

Véta 1.1 Interpolacni ulohu s n riznymi uzlovymi body Tesi pravé jeden polynom stupné < n.

e Univerzalnost:

Véta 1.2 (Weierstrassova) Necht f je spojitd funkce na uzavieném intervalu I a necht je ddano &islo
€ > 0. Pak existuje polynom ¢ takovy, Ze

Veel:|f(t)—e(t)] <e.

Nevyhody interpolace polynomem

e Weierstrassova véta netfika nic o potfebném stupni polynomu, takze vysledek nemusi byt pouzitelny.
e Velmi malo skuteénych zavislosti je polynomiélnich.

Lze fesit prostou interpolaci, ale se slozitosti o< n3; jde to lépe.

14



5, Vodorovna linearita“ — interpolace linearnim polynomem
Dvéma body (z;,¥:), (z;,y;) prokladdme linedrni funkei ¢. Jeji hodnota v bodé ¢ je vazenym primérem y;, y;,
kde vahy jsou nepiimo imérné vzdélenostem ¢ — x;, x; — t:

z; = (i) = i,

zj = () = yj

fl’i Ijt tyi + yjt
L—X; Zrj— —x; xTj—
t=—7—1 ~el)= 71,
t—(ﬂi £j—t t—;c,i Qij—t
)@+ (- ) z;— )y + (t—x)y;
= et ol g - R )
J 7 Z Z;

Odvozeni vyzadovalo t ¢ {z;,x;}, ale vysledek plati vzdy.

1.3.1 Lagrangeova konstrukce interpolac¢niho polynomu
1. Pro j = 0,...,n — 1 vyfesime specidlni pripad, kdy j-t4 slozka vektoru  je jednotkova, ostatni nulové;
vysledkem je polynom g;,
1 proi=yjy,
() = s =
0;(:) Y {0 pro i # j.

(0i; je tzv. Kroneckerovo delta)

Polynom p; stupné <n — 1 méd n — 1 kofenil xg,...,Zj—1, Tj41,---,Tn—1;
0j(t) = aj(t—mo)...(t —2j—)(t —xjq1) ... (L = Tn-1)
= a; H (t - Jil) s
i<n,i#£j

kde a; urcime ze vztahu g;(z;) = 1:

[I (t—=)

1 i<n,iF£j
(t) = .
B 7R

i<n,i#j i<n,i#]
2. Obecné feseni tlohy interpolace polynomem je linedrni kombinace

‘P:Zngjv

T ()
e(t) = yioit)=> u %

j<n j<n i<n,it]

Kontrola:

p@) =Y y505(x) = ;65 = -
j<n j<n

Vv

15



Blokové schema Lagrangeovy konstrukce interpolacniho polynomu

8

e solve

Q0(5)7 DI Qn—l(f)
Y
gl .
— lin. comb.
®
Y
t o(t)

—call p|—>

»Svisla linearita® aproximacéni tlohy (v nezévislé proménné)

Vétsinou predpokldddme linearitu vystupu (princip superpozice), coz zajisti nezavislost feseni na zvoleném li-
nearnim méritku.

Pak jakékoli feSeni aproximad¢ni tlohy musi linedrné zaviset na slozkach aritmetického vektoru 4 = (yo, ..., Yn—1)-
Vstupni vektor ¥ = (yo,. .., ¥n—1) je linedrni kombinaci vektori standardni baze,

g:yo (150770)+y1 (07170770)++y’n—1 (07;071):Zy]gj
—_———

€o €1 €n—1 g<n
Vysledna aproximace bude linedrni kombinaci (se stejnymi koeficienty yo, ..., yn—1) funkei g;, které fesi apro-
ximacni tlohu se vstupy €j,
éb :(170,0, ..,0) — 00,
51 2(071,0,...,0) — 01,

é’nfl = (0707~"7071) = On—1,

yo=2 Y€ = Y0 =
j<n j<n
Funkce gg, 01, - - ., 0n—1 ndm poskytuji plnou informaci o feSeni tlohy pro libovolné ¥ = (yo, ..., Yn—1)-
Poznamka: Pro interpolaci jsou €y, ..., €,_1 vektory hodnot funkci og, ..., 0n_1,

gj = (Qj (1‘0)7 <y 05 (Iﬂl—l)) .

Pro obecnou aproximaci to tak byt nemusi, ale uvedené dusledky linearity ztstavaji v platnosti.

Nedostatky Lagrangeovy konstrukce interpolac¢niho polynomu

Slozitost o< n?, a to i pro vypocet jedné hodnoty, pokud vysledek neupravime.
P1i aproximaci vyvoje na burze dostavame prubézné nova data.

Musime kvuli tomu pocitat vse znova?

(Nékteré mezivysledky lze pouzit, pokud jsme si je nezapomnéli zaznamenat.)
Lze vsak vyjit z predchoziho vysledku a ten jen opravit o ur¢ity polynom:

16



1.3.2 Newtonova konstrukce interpola¢niho polynomu

NEWTON 1 (n=7)

- "

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

Jednd se stale o stejny polynom.

Konstantni polynom dg = y9 méa spravnou hodnotu v uzlovém bodé xg.

Hledany polynom ¢ dostaneme pfic¢tenim vhodného polynomu wg nulového v zg: t — (t — xo) wo(t), kde wp je
polynom stupné < n — 2:

i — d .

o(t) = do + (t — o) wolt) do =10, wolws) = i’_xz i>0),
wl Z; —d .

wo(t):ler(tfxl)wl(t), dq :wo(xl), wl(Ii):%xll, > 1,
w .’fﬂl —d .

wl(t):dz‘i’(t*xg)WQ(t), dgiwl(LEQ), LLJQ(IEZ'):%@Q, Z>2,
w .:LEZ —d .

wo(t) = d3 + (t — z3) wa(t) d3 = wa(3), w3(xi):i_7)m3, i>3,
Wn—-3\T; —dn, .

wn73(t) =dp 2+ (t - xn72) wn72(t) , dp2= wnfS(xn72) s wn72(wi) = %22 , E>n—2,
i n—

wn72(t) =dp_1 = wn72(xn71) .

Zpétnym dosazenim dostaneme

(p(t) = d0+(t—.730)'[d1+(t—l‘1)'[d2+
+... (t — $n,3) . [dn72 + (t — $n,2) . dnfl] .. ]] .

S
—~
~
~
Il

do+(t*l’o)d1+(t*%o)(t*$1)d2+...+dn_1 H (t*iﬂi)

i<n—1
Z dj H(t — {I?Z) .

ji<n i<j

Slozitost vypoctu koeficientlt o< n?, vypoétu jedné funkéni hodnoty podle proniho, nerozndsobeného vzorce o< n.

17



Blokové schema Newtonovy konstrukce interpolacniho polynomu

Z

—
solve

——
Yy

wo(f),wl(f), e

=

Hlin. comb.

—call p|—>

1.3.3 Nevillav algoritmus

Nezajimaji nas koeficienty, pouze hodnota interpola¢niho polynomu pro jediny argument t.

Jednim bodem (z;,y;) prolozime konstantni polynom y; . Dva body (2;,v:), (Zit+1,¥yi+1) linedrné interpolujeme,
hodnota v t je dle :
(@iv1 — O yi + (= i) Yirr

Yizi4+1 = 5
Ti41 — T4

coZ je spravné pro t € {x;, x;iy1}.

Rekurentni postup: Obecnéji pro j < k ozna¢me y;.;, hodnotu v bodé ¢ interpola¢niho polynomu prolozeného
body (z;,Y;), .-, (@K, Yx). Zavisi na pocateéni volbé t; pro t € {z;,...,xx} by byl y;.; spravny vysledek.
Specialné:

Yit1:itm by vyslo sprdvné pro t € {Tiy1,...,Titm—1} & Pro t = Tiym,
Yiitm—1 by vyslo sprdvné pro t € {w;y1,...,%itm_1} a pro t = x;,
Yisitm by vyslo Spravné pro ¢t € {Z;11,...,Titm—1} & Pro t = Tj, t = Tj1m;

dostaneme ho linearn{ interpolaci mezi z; a z;1,, dle (1):

(@itm — ) Yiriem—1 + (t — i) Yit1:i4m
Tigm — T '

Yizvidtm =

Poéitdme pro viechna i =0,...,n — 1 —m (vnitini cyklus); m=1,...,n—1 (vnéjsi cyklus);

Yo:n—1 je vysledek. SloZitost oc n2.
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Blokové schema Nevillova algoritmu

T
——

y o(t)
—_— solve >
_t

Numerické chyby Nevillova algoritmu Ize dale omezit, budeme-li misto hodnot interpola¢nich polynomu pocitat
s jejich rozdily,

Cim = Yisi4m — Yisitm—1
Di,m = Yivi+m — Yit1lii4m

které 1ze pocitat podle rekurentnich vzorct

| (t =) (Cit1,m—1 — Dim—1)
im ’
Li+m — Ty

(t — zitm) (Cix1,m-1 — Dim—1)

Litm — L4

Dim =

a vysledek napt. jako
n—1

Yom-1=20+ »_ Com-
m=1

1.3.4 Chyba aproximace interpola¢nim polynomem

Upravena tloha: Aproximujeme funkci f;

T je vektor uzlovych bodu,

¥ = f(Z) je vektor pozadovanych hodnot v uzlovych bodech.

Prolozime interpola¢ni polynom ¢.

Zajim4 nas hodnota p(u) v libovolném bodé u a jeji chyba f(u) — o(u).
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Odvozeni chyby aproximace interpola¢nim polynomem

Chyba metody f— ¢ je v uzlovych bodech nulovd, zkouméme jeji hodnotu f(u)—¢(u) v bodé u ¢ {zg,...,Tp_1}.
V duchu Newtonovy konstrukce najdeme interpola¢ni polynom v, stupné n, ktery spravné interpoluje i v bodé w:

k ¢ pricteme ,vhodny nasobek® polynomu W stupné n s uzlovymi body xg, ..., Tn—1,
Gult) = ot) + Py T (- 2) .
<n
—_———
W (t)

(Polynom ,, zavisi na volbé bodu w.)
»Vhodny ndsobek“ P, spliiuje ¢, (u) = f(u), takze provedend oprava v bodé u je pravé chyba interpolace
polynomem ¢:

f(u) = p(u) = Pu(u) — (u) = P, W(u),
f(u) = p(u)

Pe= "W

Funkce f,,, jsou si ,blizké“, mame

>n + 1 kofent u, zg, ..., x,—1 funkce f — 1, mezi kazdymi dvéma (aspon jeden) kofen derivace,
> n kotent funkce (f — ,,),

> n — 1 kofent funkee (f —v,)",

> 1 koten funkce (f — )™ = £ — (™ oznacme jej &, (zavisi na u).

(Potfebovali jsme spojité derivace do fadu n.) Budeme potfebovat n-tou derivaci polynomu

bW =e@+ P ]J-e) = o) P ),

i<n polynom stupné<n

polynom stupné<n
M () = P, (t")™ = P, n!.

Vyuzijeme

(n)
Flu) = olu) = 728 iy

n!

(n)
17) — o) = LN ey,

kde | £(™ (¢,)| nahradime hornim odhadem na uzavieném intervalu I D {u,zo,...,2n_1}: M, > max | ()],
€

1F() — plu)] < 2 W ).

Pomoci horntho odhadu w > max |W (t)| dostaneme odhad chyby nezavisly na wu:
te

Predpoklad: f m4 spojité derivace do fddu n na wuzavreném intervalu I D {u,zg,...,Tn_1}.

Co muzeme ovlivnit

1
1. Pocet uzlovych bodi = koeficient — ©,alei M, ®.
n!

2. Interval I, ale musi obsahovat {u, zg, ..., Z,—1}, to lze jen pokazit, kdyz u bude ,daleko“ ®; rozlisujeme:
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e extrapolaci, kdy aproximujeme mimo interval (min; x;, max; x;),

e interpolaci (v uzs$im smyslu), kdy aproximujeme na intervalu (min; z;, max; ;).

3. Rozlozeni uzlovych bodi = w ©.

Priklad:
exp In
201 ]
18-
164
144 0 . .
2] 0.5 | 1.5 2
104
8.
— |-
6.
4.
0.5 i 1.5 2 25 3 -2
Ad[I] Pocet uzlovych bodu
f exp In
n—1)!
oWl | e | 2
argmax 2 1/2
M, exp(2) an
n Mn =
]\72! n! n
2
=22 | %] 3 57 2
My
4 ar 0.31 4
M,
8 8—'8 1.8-104 32
Miﬁ —13
16 —_— 3.5-10 4096
16!
® ®
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Ad 2] Extrapolace

f exp In
—1)
7o) | ooy | EU
argmax 3 1/10
M, exp(3) 10™
n Mn
n! n! n
2 My 1
I=1(1/10,3) P 0 o0
.
4 4—;‘ 0.84 2500
M,
8 8—|8 5-1074 | 1.25-107
Mg
1 =L 1012 | 6.25.10%
6 T 0 6.25- 10
©) 20

Zbyva:
Ad [B] Rozlozeni uzlovych bodti

Chyba aproximace interpola¢nim polynomem

NEWTON 1 (n=7) - odhad chyby
0.05 {

0.04 4
0.03 4

0.02 4

‘7 skuteénd chyba —— odhad chyhy‘

1.3.5 CebySevovy polynomy

/N

0.5

22



~v;(t) = cos(j arccost), ji=0,1,2,...

Pocitaji se z rekurentniho vztahu

Y(t) = 1= cos(0 arccost),

v1(t) = t=cos(l arccost),

i(t) = 2tyi-a(t) —y-—20), =2,

cosa+cosff = 2cosa;ﬁcosa;6, a:=j0, B:=(—2)0,
cosjl +cos(j —2)0 = 2cosf cos(j—1)0,
cosjf = 2cosf cos(j—1)0 —cos(j —2)0, 0 :=arccost,
t

cos(j arccost) = 2t (cos(j — 1)arccost) — cos((j — 2) arccost) .
—_————

75 (1) vi—1(t) vji—2(t)

Obor hodnot funkei 75, j > 1, na intervalu (—1,1) je (—1,1).

Kofeny 2, ...,2j—1 jsou FeSeni rovnice
cos(j arccosz,) = 0,
. ™
jarccoszy = o + km,
1 /7
arccos zp, = — (5 + kw) € (0,m),
J

1
zZ = cos(?(k—i—)), k=0,1,....,5—1.
J 2

Pro j = n dostdvdme doporucené kosinové rozdéleni uzlovych bodt na intervalu (—1,1); obecné na (a, b)

b b— b b— k+ 3
T = —12—a+ 2azk: 42—a+ 2acos7r(712)7 k=0,...,n—1.

Pokud pozadujeme, aby byly uzlové body v krajnich bodech intervalu, mizeme vzorec modifikovat:

b+a+b—a Tk
T — COS
k 2 2 n—1’

k=0,....,n—1.

Chyba aproximace pri kosinovém rozdéleni uzlovych boda
NEWTON 1 (n=7) - odhad chyby
0.01

0.076 1
0.0/14 4
0.012
0.p10

0J008 1

006

.004 4

.002

:5 :4 :3 f‘2 *‘1 0 lI

4
|7 skuteénd chyba —— odhad chyby|
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Vliv lokalnich zmén na interpolacni polynom

INTERP (n=9) INTERP (n=9)
2.0

Vliv lokalnich zmén na interpolacni polynom

INTERP (n=17)
T f\. A ————t— A
~’8 6 -4 -2 0 2 4 6 | 8
-20 !
_40 i
_60 4
_80 -
=100 +
-120 A
~140
~160 4 4 6 8
t
1.3.6 Priklad pouziti interpolac¢niho polynomu na realnych datech
NEWTON 2 NEWTON 2
100 0.003 1
80 0.002 1
60 0.001 r_/
0 : : . :
401 0.1 0.2 0.3 0.4
-0.001 { !
201
-0.002 4
0 T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.003
t
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Vyjdeme z motivacéni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty proloZime interpola¢nim polynomem.
Interpolace polynomem

42

41-

40 -

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) = 37.74,  ©(1439.5) = 35.38

Interpolace polynomem

3sb/ /1

2 ¢

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) =38.33,  (1439.5) = —4.71-10° ©0©
Interpolace polynomem

41

260 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 97 bodii (irénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) = 2.94 - 10% ©(1439.5) = —2.34-10* @0
P1i pouziti vSech 1440 bodu

0(1440/v/2) = 148 - 1014 (1439.5) = 7.23-10%17 @00

= hruba sila nic nefesi, vyhnéme se pouziti polynomu velkého stupné.
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1.3.7 Hermitav interpola¢ni polynom

Priklad: Dano: zo =0, z; =1; Yo=1, v10=2, Y1=3, yi,1=4%
Hled4dme: polynom ¢(t) = ¢y + c1t + cat? + c3t?, splitujict

o(xg) = Y0,0 5 o(xy) = Y1,0 5 80/(350) =Y0,1, 90/(551) =¥Y1,1,
¢(0) =1, p(1) =2, ¢'(0) =3, ¢'(1) =

o(t) =1+ 3t — 7t* +5¢°.

0 02 04 o6 o8 1
'

Jiny postup: Stejné jako u Lagrangeovy konstrukce interpolacniho polynomu miZzeme sestrojit nejdrive poly-
nomy 7, 0,0, T stupné 3, splnujici

v [ 90) ¥A) ¢'(0) ¢'(1)
n | 1 0 0 0
o| o 1 0 0
ol 0 0 1 0
Tl 0 0 0 1

Vysledek je jejich linedrni kombinace se znamymi koeficienty:

Y ="%Y,0NtY1,00+Y,10+Yy11T
=1n+20+ 30 +4r1.

Polynomy tesici dil¢i tlohy:

7 ma dvojnasobny koten 1, je tedy tvaru

n(t) = (at +b) (t = 1)%,

kde a, b uré¢ime z hodnot v 0:

o méa dvojnasobny koten 0, je tedy tvaru
o(t) = (a*t +b*) 12,

kde a*,b* ur¢ime z hodnot v 1:

o(l)y=a"+b" = 1
(1) =3a"+2b* = 0
at=-2, b =3 ot)=(-2t+3)t
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o mé dvojnasobny koren 1 a jednoduchy koren 0, je tedy tvaru
o(t)=ct(t—1)32,

kde ¢ uré¢ime z derivace v 0:

7 ma dvojnasobny koten 0 a jednoduchy koren 1, je tedy tvaru
T(t) =c t* (t—1),
kde ¢* urcime z derivace v 1:

T1)=c"=1
(t) =% (t — 1)

0.5

_% w 5
t

—0.5

[—n—p 6—x

¢ dostaneme jako linearni kombinaci 7, o, o, 7,
©=Y,0N+t¥Y,00+Y,10+Yi17T

1.3.8 Aproximace Taylorovou radou

(pfesnéji Taylorovym polynomem)

Specialni pfipad Hermitova interpola¢niho polynomu s jedinym uzlovym bodem, v némz je zadano prvnich n
derivaci (véetné nulté).

Uloha: Déno:

Uzlovy bod xg,

n hodnot ¥o,0,%0,1,---,Y0.n—1 € R.

Hledame: polynom ¢ stupné < n takovy, ze

(,O(j)(l'o):yo)j, ]:Oaan_l

Reseni je ve tvaru

i 1 ;
p= Zyo,j 2> Q§ (o) = 8, 0j(t) = il (t — o),
j<n
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Yo,5
p(t) = j,] (t — o).

j<n

Pokud jsou 4.0, 0.1, - - - » Yo.n—1 hodnoty derivaci néjaké funkce f v bodé z, tj. yo j = £ (o), pak ¢ je koneéna
Taylorova fada se stredem xg:

) (g _
o) =3 L0 gy

j<n
Pokud f md na intervalu I(u,x) spojitou derivaci fadu n, pak

(n)
£ — plw) = L8 gy,

n.

kde §u € I(U,l‘o),

F(0) = pl)] < 2 [~ o).

Jediny rozdil od chyby interpola¢niho polynomu je, ze polynom W (u) s kofeny xq, ..., x,—1 je nahrazen poly-
nomem (u — )" (stejného stupné) s n-ndsobnym kofenem z,. Aproximace Taylorovou fadou je velmi presnd
v okoli xq, na tkor chyby ve vzdalenéjsich bodech.

Aproximace Taylorovym polynomem

20000 4
15000 4
10000

5000

0 2 4 6 8 10
x

— exp — order 5 order 10 = order 15

Aproximace exponencidly (¢ervené) Taylorovymi polynomy stupnu 5, 10, 15 pro kladné argumenty.

1

[— exp — order 5 order 10 = order 15|

Aproximace exponencidly (¢ervené) Taylorovymi polynomy stupnu 5, 10, 15 pro zdporné argumenty.
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—24

—4

— exp — order 5 order 10 = order 15

Aproximace exponencidly (¢ervend) Taylorovymi polynomy stupnu 5, 10, 15 pro kladné i zdporné argumenty.

1.4 Interpolace spliny

Nevyhoda interpolace polynomem: mald zména vstupni hodnoty v jednom uzlovém bodé mize zasadné ovlivnit
vysledné hodnoty v mistech znac¢né vzdalenych.

Spline je funkce po ¢astech polynomidlni. (Je ddna riznymi polynomy nizkého stupné na jednotlivych interva-
lech.)

Nejjednodussim piipadem je ndhrada po ¢astech linedrni funkci, ,,Jomenou Carou®, linearni spline.
1.4.1 Kubicky spline

Uloha: Déano:

vektor Z = (zg,...,Zn—1) € R™ urcujici n uzlovych bodt vzestupné usporadanych,

vektor ¥ = (yo, - ..,Yn—1) € R™ pozadovanych hodnot v uzlovych bodech,

Hledame: funkci ¢, definovanou na intervalu (zg, z,—1), spliujici:

o o(x;) =y, 1=0,....,n—1,

e ¢ se na intervalu (x;_1, ;) shoduje s néjakym polynomem ¢; stupné nejvyse 3, i=1,....,n—1,
e © mé na intervalu (xg,x,—1) spojitou prvni a druhou derivaci.

(Toto zaddni bude nutné jesté upresnit.) Spojitost derivaci staci zajistit v bodech x1,...,x,_2:
90;(1:1) = §02+1(zi), izla"'an_Qv
o (@) = ¢ia(z), i=1,...n-2.
Pfedpoklddejme, Ze zndme hodnoty ¢; = ¢'(2;) = ¢j(z;) = @i, 1(x:), i = 0,...,n — 1. Tim bude zajisténa

spojitost ¢, zbyva zajistit spojitost ¢”.

i+1

yi+1

i—1 i i+1
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Polynomy ¢;, ¢ = 1,...,n — 1, 1ze najit stejné jako Hermittiv interpola¢ni polynom v predchozi tloze, pouze
uzlové body jsou x;_1,x; misto 0, 1.
Obecny piipad dostaneme linedrni transformaci v € (0,1) na t € (x;_1,x;):

t— o1

t:xi_l—i-(a:i—xi_l)u, U= .
Ti — Tij—1

Na druhych derivacich se to projevi napt.

ni(t) = n(u),
dn, dn d
dz = d—n : T;L , (nekorekini Leibnizova notace)
u
/
iy~ W)
nt) =
S — W
' (Ti = @iz1)?
Na intervalu (z;_1,x;), i =1,...,n — 1, dostavame
Ci—1 Ccq
—— —~

@i(t) =y mi(t) + yi 0i(t) + @' (wi1) 0i(t) + &' (2:) 7(t),

kde n;, 04, 04, 7; jsou polynomy stupné nejvysSe 3 (urcené stejné jako polynomy 7, 0,0, 7 v loze na Hermituv

interpola¢ni polynom).
Muzeme vycislit jejich druhé derivace:

n"(0) = -6, 0"(0)=6, a"(0) = -4, 7(0) = -2,
—6 6 —4 -2
" N — 1 N — " N — 7 N
77i+1(x1) (mi—i-l _ xi)Q ) Qz—‘,—l(‘rl) (l‘i—i-l _ xi)Q ) 01+1(mz) (xi—i-l . -fz) Tz—i—l(xl) (xi+1 _ wl)
n"(1) =6, (1) = -6, a’(1) =2, (1) =4,
6 —6 2 4
"M = —4mM N = —4m8M M) = —mM ") =
n; () (z; — 21-1)2 07 (xi) (z; — 21-1)2 i (i) (i — 21-1)2 7 (i) (27 — 241)2
Zbyva urdit ¢; = ¢’ (x;); proi =1,...,n — 2 mme
Ci—1 C;
1 /! / 1 / "
Yio1m; (@) +yi 07 (w3) + ' (wio1) o (@) + ' (i) 7/ (23) =
Cci Cit1
1 /! ! 1 / "
Yi i1 (T0) + Yi1 0741 (@) + ' (@0) o'y (@) + @' (@ien) 74 (20) (2)
Ci—1 C; C; Cit1
6yi 1 — 6y + 2" (wi 1) +4¢"(wi)) _ —6yi +6yi1 — 4@ (wi) =20 (wiy1)
(fz‘ - ‘rifl)z ($i+1 - xi)z ’
Ci—1 C;
P+ (o) +
Ti_ T
@ -z O w2 Y
c; Cit+1
4 / / —6y,_1 + 6y; —6y; + 6y
F—5 ¥ (Ti) + x; = ;
(Tiv1 — xi)? @ (@) (Tit1 — xi)? @ @) (i —zim1)? (T — )3

to je n — 2 linearnich rovnic o n neznamych.
Zbyvaji 2 volitelné parametry. Obvykle se voli ¢’ (zg) = ¢”(2,—1) = 0, tzv. pfirozeny spline (angl. natural
spline). To znamend, ze v pro ¢ = 0, resp. n — 1, nahradime (nedefinovanou) levou, resp. pravou, stranu
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nulou.
Dalsi moznosti, které v soucasnosti podporuje Maple:
1/

o' (x0) = ¢’ (xn_1), 0" (x0) = " (wn_1), (endpoints=’periodic’),

spojitost 3. derivace v x1,x,_2 (endpoints=’notaknot’),
nebo explicitni zadani prvni derivace v krajnich bodech, popt. jakychkoli podobnych podminek v pozadovaném

poctu.

Tyto volby se projevi pouze na okrajich intervalu.

Blokové schema interpolace spliny

L > solve
70, 00,00, 705 - - -
Y
D
"170(96)7 00(Z), ...
Y
'.» —
CL
7 solve >
> 90(75)
—
lin. comb.
t .

Vypocet ma dvé casti:
1. Vypocet koeficientti ¢; = ¢'(x;), i = 0,...,n — 1 (slozitost nejvyse o n?).
2. Vypocet funkéni hodnoty (slozitost o< Inn).

Matice soustavy je tridiagonalni a koeficienty na diagondle jsou nejvétsi z radku.
Jsou-li navic uzlové body ekvidistantni, je matice soustavy symetrickd.

(Oboji 1ze vyuzit pro efektivnéjsi feseni.)

Spliny nelze extrapolovat! ®

Presto to véetsina implementaci dovoluje.

Poznamka: Volba rozdéleni ma v pripadé interpolace splinem vyrazné mensi vliv.
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Vliv lokalnich zmén na spline

SPLINE (n=9, #d=3) SPLINE (n=9, tad=3)

(=21
[

1.4.2 Priklad pouziti splinu na realnych datech

Vyjdeme z motiva¢ni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty prolozime splinem.

42-
41-
40 -
39-
38
37-

36

35
34

33

Interpolace splinem

200 ' 400 600 ' 800 " 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
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©(1440/v/2) =37.44,  (1439.5) = 35.46

Interpolace splinem

33 T T T T T T T T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodi (trénovaci) — aproximace |
@(1440/\/5) = 38.28, ©(1439.5) = 35.46
Interpolace splinem
42-
41

33

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 97 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) =38.24,  ©(1439.5) = 35.45

Pii pouziti viech 1441 bodi
©(1440/v/2) = 38.25,  ©(1439.5) = 35.42

V-A charakteristika diody

SPLINE SPLINE
0.0009 1
0.0008 0.000015 -
0.0007 ) 0.000010 ]
0.0006 |
0.0005 ] 0.000005 |
0.0004 ] o . . .
0.0003 ] oo 03
~0.000005 |
0.0002
0.0001 ~0.0000101
0 . :
0 0.1 0.2 03 0.4 -0.000015 ]
t
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1.5 Metoda nejmensich ¢tvercia

Uloha: Déno:

vektor & = (zg, ..., 2n—1) € R™ uréujici n uzlovych bodt (ne nutné raznych),
vektor ¥ = (Yo, ..., Yn—1) € R™ zaddoucich hodnot v uzlovych bodech,
k funkei ¢, ..., pr—1, k < n, definovanych alespon ve vsech uzlovych bodech.
Hledame: koeficienty cy, ..., cr—1 € R linedrni kombinace funkei ¢;
P=> ¢p;
i<k

takové, abychom minimalizovali vyraz
2
o= S (ple) = = (S eed i)
i<n i<n Nj<k

tj. kvadrat svislé vzdalenosti od danych bodu.

-]

To odpovida maximélné vérohodnému odhadu, pokud chyby ve svislém sméru maji stejna nezavisld normalni
rozdéleni.

Modifikovana kritéria

4 i
3+ 3 _]
y | 6
2 a Yo ¥ 7
1 1 2;
0 n \ll‘\‘ll\‘l[!‘
VA 4 LI T
VT s A A AL AR R
X = X —92_|

Vodorovna vzdélenost ma problém, sikmé ani nemusi davat smysl.
Rizné vahy: How =3, wi (0(x) — 43)?
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10

v b e b by

o

Resi se analogicky (Maple podporuje),

Hy =" |o(w:) — il

i<n
nevede na jednoznac¢né feseni, neuziva se,

Hy = max [p(x;) — yi
<n

fesi se (tzv. CebySevova aproximace), ale je obtiznéjsi.

1.5.1 Reseni aproximace podle kritéria nejmensich ¢tverci

V R™ mdme skaldrni soucin vektortt @ = (ug, ..., Un—1), T = (Vo, .., Vp_1):
i<n

Méame aproximovat vektor § linearni kombinaci (&) = > ¢; ¢;(Z),

i<k
minimalizujeme kritérium Hy = (o(%) — 7)) - (0(Z) — 7) = ||¢(Z) — 7.
Reseni: Kolmy pramét spliuje soustavu podminek (prom =0,...,k — 1)

(@) -7 L om(d),
7 = o0,
@m(f) = g)(pm(f)

©(Z) se vzhledem ke skaldrnim soucintim s vektory ., (Z) chova stejné jako .

(ch%(f))-wm(f) = ¥ om(@),

j<k
Y ci(i(@) (@) = From(@),  m=0,...k—1;
j<k

soustava linedrnich rovnic pro nezndmé cy, ..., cp—1 (soustava normalnich rovnic).

Specidlni pFipad: aproximujeme polynomem stupné < k, mtzeme volit ¢;(t) = 7,

0i(E) - om(8) = al-am = altm.

<n <n
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Blokové schema obecné aproximace metodou nejmensich ¢tverct

©05 L1y
Y
— call
©Yo, L1, - - -
), r),...
"<,00( ) 901( ) Y
0] c | ..
—_— solve - lin. comb.
®
Y
t o(t)

Y

call pf—»

Priklad pouziti metody nejmensich ¢tverci na realnych datech

Vyjdeme z motivacéni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty prolozime polynomem.
(Cisla v zévorkach udavaji pocet pouzitych aproximaénich funkei.)

Metoda nejmensich étvereti pol. (6 parametril)

42-
41-
40 -
39-
38
37
36
35
34
33

X

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodi (trénovaci) — aproximace |

©(1440/v/2) =36.63,  (1439.5) = 35.44

Metoda nejmensich étvercd pol. (13 parametri)

33 : : : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |
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©(1440/V/2) = 38.05,  (1439.5) = 35.43

Metoda nejmensich étverci (13 parametri)

33

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/V/2) = 38.03,  (1439.5) = 35.30

Metoda nejmensich étvercd (15 parametri)

33 . : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) —— aproximace |

V-A charakteristika diody

MNC MNC
0.0009 5
9. x 10 "1
0.0008 1 5
B.x 10 71
0.0007 4 -8
T.%x 10 "1
0.0006 6 x 10-
0.0005 5 x 10-5_
0.0004 4 4. % 10~
0.0003 - 3. x 10" 3
0.0002 2.0% lﬂ's—
0.0001 1. % 10" ¥
0 T T T T r T T ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0 0 0.05 0.10

t t

Aproximace V-A charakteristiky diody linedrni kombinaci konstanty a dvou exponencial s vhodnymi zaklady.

1.5.2 Ortogonalizace
V podprostoru P = Lin{po(Z), ..., vr—1(Z)} najdeme ortogonalni bazi (¢o(Z),...,Yr-1(Z)),

;(Z) - Y (Z) =0 pro j # m.
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Ortogonalita zavisi nejen na funkcich o, ..., pr_1, ale i na volbé uzlovych bod!

Hleddme Teseni ve tvaru ¢ = ) d; ¢, kde dj, j =0,...,k — 1 jsou soufadnice vzhledem k nové bazi. Matice
i<k
soustavy normalnich rovnic je diagonalni:
dj (¢;(2) - 4;(@) = §-¢;(2), j=0,....k-1,
- ;(@) g v;(@)
d; = = | j=0,....k—1
T () (@) l[45(@)11?

Navic 1ze volit vektory 9;(Z) jednotkové, pak vyjde jednotkovy i jmenovatel.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Z béze (Go, - - -, Pr—1) vytvorime ortogondlni bazi (¥o(Z), ..., Yr—1(Z)):

¢0(f) = <p0(f) ’
1(Z) = 1(F) + a1,0%0(7),

P1(E) (@) =0 = 1(F) - Yo(&) + a1,0¢0(%) - Po(Z) =0
—1(F) - Yo(T)
Yo(Z) - Yo(T)

(Z) + az 191 (%)

= Q10 =
Yo () = p2(Z) + a2, 00

Yo (%) - Yo(2) =0 = (@) - Yo(Z) + a2,0%0(Z) - Yo (L) + 2,1 Y1(F) - Yo(Z) =
—_—

0

Po(Z) -1 () =0 = pa(@) - P1(Z) + 2,0 Yo(Z) - 1 (F) +o191(F) - 91(Z) =0
—_——

Vp,p <ji (&) - p(F) = 0:soj<f>~wp<f>+2ajmwm<> p(Z)

=, = A -
r @[’p(m) Py )
wo(f) 1 0 0 0 0 Po
1/)1 (f) Qaq.0 1 0 0 0 (,51
o () Q2,0 Qg1 1 0 0 )
P3(Z) = Qs 31 Q32 1 0 F3
Pr—1(Z) Ok-1,0 Ok—1,1 Ok—12 1 Pr—1

(Komu vadi maticovy zapis pro vektory, muze je nahradit fadky matice.)
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1.5.3 Aproximace goniometrickym polynomem

(kone¢nou Fourierovou fadou)
Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu, pricemz aproximacni funkce jsou

t t t t
1, cos QWT , sin 271'? , COS 47TT , sin 47rf ,
Pro ekvidistantni uzlové body na intervalu délky T,
T, =a+1—, 1=0,....,n—1
n

jsou vektory ¢;(Z) (kterych smi byt nejvyse n) ortogondlni.

Pro ortogonalni funkce je slozitost o< kn.

Pro k = n dostdvame o n?.

Rychla Fourierova transformace (Fast Fourier Transform, FFT) déle sniZzuje slozitost na o« n lnn.
K tomu vyzaduje navic n = 2™, jinak efektivita klesa.
Pouziti: Aproximace periodickych a ,témér periodickych® priabéhi, zejména akustickych, ale napr. i obrazo-

vych; komprese mp3 a jpeg.
Rozklad na frekvence dovoluje dalsi zpracovani, digitalni filtraci, rozpoznavani atd.

Priklad pouziti metody nejmensich ¢tverci na realnych datech

Vyjdeme z motiva¢ni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty prolozime goniometrickym polynomem.
(Cisla v zévorkach udavaji pocet pouzitych aproximad¢nich funkei.)

Metoda nejmensich étvercl gon. (6 parametri)

42-
41-
40 -
39-
38
37-
36-
35-
34
33

200 ' 400 600 ' 800 " 1000 1200 1400

[ - 1441 bodi (testovaci) @ 6 bodii (trénovaci) — aproximace |

©(1440/v/2) = 38.16,  (1439.5) = 34.72

39



Metoda nejmensich étvercil gon. (13 parametri)

42-
41

33 :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 24 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) =38.20,  (1439.5) = 34.99

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)

33 : : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) — aproximace |

©(1440/v2) =38.20,  (1439.5) = 35.41

Metoda nejmensich étvercd gon. (13 parametri)

33 1 1 | 1 )
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) - 1441 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/V/2) =38.22,  (1439.5) = 35.35

1.5.4 CebySevova aproximace polynomem

Uloha: Déno:
omezeny interval I,
spojitd funkce f na I,
keN.
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Hledame: polynom ¢ stupné menstho nez k takovy, abychom minimalizovali vyraz
Hy = t) — f(t)].
o = max () — f(1)]

To se také déla, ale je to mnohem pracnéjsi. Castéji se pouziva modifikovand aproximace metodou nejmensich
Ctvercl:
Cebysevova aproximace polynomem

Pro jednoduchost na intervalu I = (—1,1); zobecnéni na interval (a, b) dostaneme linedrni transformaci

b+a b—a
T = —_
2 2

inverzni transformace je

z= b—a

2

Za bazi prostoru viech polynomt stupné < k volime CebySevovy polynomy.
Pokud mizeme, volime n > k uzlovych boda o, ..., z,—1 € (—1, 1) jako kofeny CebySevova polynomu stupné n,

tj. s kosinovym rozdélenim:
1
; :cos,(E(iJrf)), i=0,...,n—1.
n 2

Pro k = n dostaneme interpola¢ni polynom (s doporuc¢enym kosinovym rozdélenim uzlovych bodi). Reseni pro
k < n se od interpolac¢niho polynomu lisi zanedbanim ¢leni vyssiho radu. Koeficienty cg, . .., c,—1 byvajl malé.
(Z&vist ovSem na vyS§ich derivacich aproximované funkce!) Chyba v uzlovych bodech je proto omezena vyrazem

o) — F@) < Y Iyl
j=k

Poznamky o Cebysevové aproximaci
e Neoptimalizujeme presné kritérium Hy, ale vysledek se od optimalniho feseni prilis nelisi.

e O chybé mimo uzlové body nelze Fici mnoho, presto lze postup doporucit.

Rekurentni vzorec lze pouzit nejen ke stanoveni CebySevovych polynomi, ale i pifmo k vypoctu jejich
hodnot v daném bodé.

Nedoporuéuje se vysledek rozndsobovat do standardnfho tvaru ¢(t) = > b; ¢.
i<k

Metodu lze zobecnit i na pripad, kdy hleddme aproximaci ve tvaru soucinu znamé funkce a nezndmého
polynomu.
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.

Znaceni specifické pro tuto kapitolu

... pocet uzlovych bodu

= (zg,...,Tn—1) ... vektor uzlovych bodu

7= (Y0,---sYn—1) -.. vektor pozadovanych hodnot v uzlovych bodech

f ... aproximovana funkce, f(x;) =y;

¢ ... aproximujici funkce, ¢ = f, p(x;) = y;

F ... mnozina povolenych aproximujicich funkci, p € F

(0, -+, Pk—1) ... bdze prostoru povolenych aproximujicich funkei, F € Lin{¢y, ..., pr—1}
k ... dimenze prostoru povolenych aproximujicich funkeci, k& = dim F

—

¢=(coy...,Cx—1) ... vektor koeficientl1 linedrn{ kombinace, souradnice aproximace ¢ vzhledem k bézi (¢o, . . ., ©k—1),

P = Ej<k Cj Pj

o(Z), po(@), ..., vr-1(Z), Yo (Z) apod. ... vektory hodnot funkei v uzlovych bodech zo, . . ., zn_1, p(Z) = (¢p(z0), ..., ©(Tn-1))
apod.

W ... polynom pouzity v odhadech chyby, W (t) =[], ., (t — z;)

W ... horni odhad absolutni hodnoty polynomu W na pouzitém intervalu

7; .. Cebyseviv polynom fadu j, v;(t) = cos(j arccost)

Yij ... pozadovand hodnota j-té derivace v i-tém uzlovém bodg, y; ; = fU)(2;) = ) (z;)

T ... perioda aproximované periodické funkce

n
z

Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu

di; ... Kroneckerovo delta, d;; = 1, d;; = 0 pro i # j
- ... skaldrni soucin, - 7=, u;-v;
Il| ... norma, obvykle euklidovskd, ||@|| = vV - @

I(...) ... nejmensi interval obsahujici ¢isla (body) v zévorce, napt. I(xq,...,Zn—1) = (min x;, max ;)
K2 K2

M; ... horni odhad absolutni hodnoty j-té derivace aproximované funkee, |f G )| < M, na pouzitém intervalu
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