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émanant des établissements d’enseignement et de
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Introduction ge ne rale 

δe Système International d’unités (SI) assure la cohérence entre toutes les mesures. Il 
regroupe sept unités de base liées à sept grandeurs différentes : longueur, masse, temps, 
intensité de courant, température thermodynamique, intensité lumineuse et quantité de 
matière. Six des sept unités de base du SI sont définies à partir de la fixation de la valeur 
numérique de six constantes de la nature. δa seule unité qui soit encore définie à partir d’un 
artéfact matériel est l’unité de masse : le kilogramme. Il est défini comme étant la masse du 
Prototype International du Kilogramme (PIK). Cette définition implique plusieurs problèmes 
de conservation de l’unité sur le long terme. 

δ’unité électrique de base du SI, l’ampère, présente également des limitations. Sa définition 
ne permet pas d’atteindre une incertitude suffisamment faible pour satisfaire les besoins, par 
exemple, des Instituts Nationaux de Métrologie (INM). Contrairement au cas du volt et de 
l’ohm (unité de tension et de résistance respectivement), il n’existe pas d’étalon quantique 
assurant la conservation de l’ampère. En effet, ces dernières décennies, la découverte des 
effets Josephson (EJ) et Hall quantique (EHQ), permettant respectivement de réaliser un 
étalon quantique de tension et de résistance, peut réduire considérablement les incertitudes 
associées aux mesures de tension et de résistance. En revanche, l’unité de tension et de 
résistance associées à ces étalons quantiques sont jusqu’alors en dehors du SI.  

Cependant, à l’instar de l’ohm et du volt, le développement de la nano-fabrication a permis la 
création de dispositifs fondés sur un troisième effet quantique : l’effet tunnel à un électron 
(Single Electron Tunneling, SET). Ceux-ci permettent de générer des courants électron par 
électron. δ’intensité générée par ces dispositifs est directement dépendante de la fréquence 
de fonctionnement et de la charge élémentaire. Cette propriété permet aux pompes SET 
d’être des candidats idéaux pour devenir des étalons quantiques de courant. Ces dispositifs 
possèdent cependant l’inconvénient de générer des courants d’intensité très faible : à une 
fréquence de travail de 10 MHz, le courant généré est de 1,6 pA. Une telle intensité de 
courant rend difficile sa mesure avec des moyens conventionnels. Dans les Instituts 
Nationaux de Métrologie, un Comparateur Cryogénique de Courant (CCC) est utilisé pour 
mesurer les courants de très faibles intensités : sa grande exactitude et la possibilité de 
réaliser des mesures absolues de courant le rendent indispensable en métrologie électrique.  

Les très faibles incertitudes obtenues grâce aux étalons quantiques issus de l’EJ et l’EHQ 
rendent possible la redéfinition du SI actuel. Les unités du nouvel SI seront toutes définies à 
partir de la fixation des valeurs numériques de constantes fondamentales, et plus 
particulièrement h (constante de Planck), e (charge élémentaire de l’électron) et kB (constante 

de Boltzmann). Dans un tel SI, les incertitudes de mesures de tension et de résistance 
obtenues à partir des étalons fondés sur l’EJ et l’EHQ seront alors considérablement réduites. 
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Ce nouvel SI profitera également aux mesures de toute autre grandeur. Afin que ce nouvel SI 
puisse être mis en place, il est nécessaire de vérifier au préalable la cohérence des trois effets 
quantiques mentionnés précédemment à un niveau d’incertitude ultime de 10-8. Une 
expérience permet de tester en même temps ces trois effets quantiques: c’est le Triangle 
Métrologique Quantique (TMQ). 

δa thèse s’inscrit dans le cadre large du test de la cohérence de ces effets quantiques en 
réalisant le TMQ. Un CCC très performant doit être utilisé pour mesurer le courant généré 
par un dispositif SET. Pour y arriver, un CCC ayant une géométrie originale et un gain 
maximal de 30 000 a été réalisé au LNE. Le but de la thèse est de caractériser ce CCC et 
vérifier que ses performances sont compatibles avec les objectifs métrologiques de la mesure 
de courant issu des pompes SET, c’est-à-dire obtenir une incertitude ultime de 10-8 en valeur 
relative. 

δe premier chapitre s’attarde à préciser le contexte dans lequel s’inscrit cette thèse. δe 
chapitre suivant pose les fondements théoriques associés au CCC et au détecteur de flux 
magnétique qui lui est associé, le Superconducting Quantum Interference Device (SQUID). Il 
précise leur principe de fonctionnement ainsi que les modes de fonctionnement du CCC. Le 
troisième chapitre indique les différents choix techniques réalisés pour mettre en place le 
système expérimental ainsi que les résultats expérimentaux obtenus. Enfin, le dernier 
chapitre s’attarde à modéliser le comportement réel du CCC développé afin d’en déduire ses 
performances en termes d’erreur. 
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Chapitre 1 - Contexte métrologique 
En tant qu’institut national de métrologie (INM), le LNE a la mission de réaliser et 

conserver les unités du système international (SI) ainsi que développer de nouvelles 
méthodes de mesure permettant de réduire leurs incertitudes. Le développement important de 
la physique quantique combiné aux progrès technologiques au cours du dernier demi-siècle 
a permis une forte réduction des incertitudes, à tel point qu’il est envisageable d’établir un 
SI fondé uniquement sur un nombre restreint de constantes fondamentales. Bien qu’un tel 
système soit théoriquement possible, sa cohérence expérimentale doit d’abord être vérifiée. 
Cette thèse s’inscrit dans le cadre de l’établissement d’une représentation quantique pour 
l’unité du courant électrique, l’ampère. 

 

1.1    Mise en place d’un système d’unités unifié 

δa première étape dans l’établissement d’un système d’unités unifié fut franchie grâce à 
Talleyrand, évêque d’Autun. Il est le fondateur de l’unification des poids et mesures en 
France par son discours le 9 mars 1790 [1][2]: "Lorsqu'une Nation se détermine à opérer une 
grande réforme [...] et s'il s'agit d'une réforme dans les poids et mesures, il ne suffit pas de 
les réduire à un seul poids, à une seule mesure, comme on pourrait aisément le faire par le 
moyen indiqué ; il faut, pour que la solution du problème soit parfaite, que cette réduction se 
rapporte à un modèle invariable pris dans la nature, afin que toutes les Nations puissent y 
recourir dans le cas où les étalons qu'elles auraient adoptés viendraient à se perdre ou à 
s'altérer". En effet, en proposant de recourir à une représentation des unités la plus 
universelle possible, Talleyrand apporte les bases pour établir un système d’unités unifié. Sa 
proposition d’uniformisation des poids et mesures a été acceptée par l’Assemblée ζationale 
le 8 mai 1790. 

Une deuxième étape clé de la création d’un système d’unités unifié est la signature de la 
"Convention du Mètre", près d’un siècle plus tard, le 20 mai 1875 par une assemblée de 
diplomates de 17 états, couronnant le succès des révolutions industrielles et l’essor de la 
physique moderne. La Conférence Générale des Poids et Mesures (CGPM) et le Bureau 
International des Poids et Mesures (BIPM) [3] furent créés lors de cette convention. La 
mission initiale du BIPM était d'assurer l'établissement du Système Métrique dans le monde 

par la construction et la conservation des nouveaux prototypes du mètre et du kilogramme, de 

comparer les étalons nationaux à ces prototypes et de perfectionner les procédés de mesure 

afin de favoriser les progrès de la métrologie dans tous les domaines. Ce bureau, entretenu 
par tous les pays membres, a son siège au Pavillon de Breteuil, à Sèvres, près de Paris, en 
l'honneur de la France, berceau du système métrique. Après la signature de la Convention du 
Mètre, de nouveaux prototypes internationaux du mètre et du kilogramme furent fabriqués, et 
approuvés en 1889 lors de la 1ère CGPM. Avec la seconde, ces unités constituaient un 
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système d’unités mécaniques similaire au système CGS (Centimètre Gramme Seconde [4]), 
mais dont les unités de base étaient le mètre, le kilogramme et la seconde (système MKS). 

δ’association d’unités mécaniques et électriques dans un même système d’unités fut rendue 
possible par l’italien Giovanni Giorgi qui montra, le 13 octobre 1901 au cours du congrès de 
l'Associazione Elettrotecnica Italiana (AEI) à Rome la possibilité d'associer les unités 
mécaniques du système MKS au système pratique d'unités électriques pour former un seul 
système cohérent quadridimensionnel en ajoutant une quatrième unité de nature électrique 
comme l’ampère, donnant par exemple le système MKSA [5] (mètre, kilogramme, seconde, 
ampère). 

Après la révision de la Convention du Mètre lors de la 6ème CGPM en 1921, qui étendit les 
attributions et les responsabilités du BIPM à d’autres domaines de la physique, le système 
MKSA fut approuvé par le Comité International des Poids et Mesures (CIPM) et adopté en 
octobre 1948 lors de la 9ème CGθε, soit près d’un demi-siècle après sa première proposition.  

D’autres unités ont ensuite été ajoutées au système εKSA. En effet, à la suite d’une enquête 
internationale effectuée par le BIPM à partir de 1948, la 10ème CGPM, en octobre 1954 [6], 
approuva l’introduction de l’ampère, du kelvin et de la candela comme unités de base, 
respectivement pour le courant électrique, la température thermodynamique et l’intensité 
lumineuse. 

1.2    Le Système International d’unités 

δe système d’unités approuvé lors de la 10ème CGPM fut nommé en 1960 « Système 
International d’unités » (SI) lors de la 11ème CGPM. Cette décision fut une avancée majeure 
dans la réalisation d’un système d’unités disposant "(…) d’un ensemble d’unités bien 
définies, universellement reconnues et faciles à utiliser pour la multitude des mesures qui 
confortent l’assise de notre société, les unités choisies doivent être accessibles à tous, 
supposées constantes dans le temps et l’espace, et faciles à réaliser avec une exactitude 
élevée" [7]. Les états membres de cette Convention du Mètre ont ainsi adopté le système 
métrique et ont pris les dispositions pour éliminer la plupart des utilisations des mesures 
traditionnelles. 

La septième et dernière unité de base du SI a été ajoutée en octobre 1971 lors de la 14ème
 

CGPM : la mole. Les sept unités de base du SI (mètre, kilogramme, seconde, ampère, kelvin, 
candela et la mole) sont liées à sept grandeurs physiques distinctes : respectivement distance, 
masse, temps, intensité de courant, température thermodynamique, intensité lumineuse et 
quantité de matière. Toutes les autres unités1 sont formées à partir de produits de puissance 
des unités de base. Les définitions des unités de base du SI ont évolué au fil des découvertes 
et progrès technologiques. La définition du kilogramme est la plus ancienne alors que celle 
du mètre est la plus récente. Les définitions les plus récentes de chaque unité du SI sont 

                                                 
1 Certaines unités de bases comme l’ampère, la mole, le candela et le mètre dépendent des autres unités de base. 
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regroupées dans le Tableau 1 [7]. Cette évolution a permis de satisfaire le besoin en précision 
de tous les utilisateurs et d’améliorer la cohérence du système d’unités. 

Cette évolution n’est sans doute pas terminée et les travaux des instituts nationaux de 
métrologie ne connaîtront sans doute jamais de fin. L'évolution de la définition du mètre dans 
le sens de sa dématérialisation en est l'illustration : il fut redéfini le 14 août 1960 comme 
étant égal à 1 650 763,73 fois la longueur d'onde d'une radiation de l'atome krypton 86 dans 
le vide. 

Unité Symbole Définition [7] 
mètre m Le mètre est la longueur du trajet parcouru dans le vide par la 

lumière pendant une durée de 1/299 792 458 seconde - (17ème 
CGPM, 1983) 

kilogramme kg Le kilogramme est l'unité de masse ; il est égal à la masse du 
prototype international du kilogramme   - (3ème CGPM, 1901) 

seconde s La seconde est la durée de 9 192 631 770 périodes de la 
radiation correspondant à la transition entre les 2 niveaux 
hyperfins de l'état fondamental de l'atome de césium 133 - 
(13ème CGPM, 1967/68) 

ampère A L'ampère est l'intensité d'un courant constant qui, maintenu dans 
deux conducteurs parallèles, rectilignes, de longueur infinie, de 
section circulaire négligeable et placé à une distance de 1 mètre 
l'un de l'autre dans le vide, produirait entre ces conducteurs une 
force égale à 2.10-7 newton par mètre de longueur - (9ème 
CGPM, 1948) 

kelvin K Le kelvin, unité de température thermodynamique, est la 
fraction 1/273,16 de la température thermodynamique du point 
triple de l'eau - (10ème CGPM, 1954) 

candela cd La candela est l'intensité lumineuse, dans une direction donnée, 
d'une source qui émet un rayonnement monochromatique de 
fréquence 540.1012 Hz et dont l'intensité énergétique dans cette 
direction est 1/683 watt par stéradian - (16ème CGPM, 1979) 

mole mol La mole est la quantité de matière d'un système contenant autant 
d'entités élémentaires qu'il y a d'atomes dans 0,012 kg de 
carbone 12. δorsqu’on emploie la mole, les entités élémentaires 
doivent être spécifiées et peuvent être des atomes, des 
molécules, des ions, des électrons, d’autres particules ou des 
groupements spécifiés de telles particules - (14ème CGPM, 1971) 

Tableau 1 : Symbole et définition des sept unités de base du SI actuel [8]. 
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Cette définition, fondée sur un phénomène physique, marquait le retour à un étalon naturel, 
reproductible, offrant des garanties de permanence et d'invariabilité permettant d'avoir une 
exactitude près de cinquante fois supérieure à celle qu'autorisait le prototype international et 
une meilleure garantie de conservation à très long terme. En 1983, suite aux importants 
travaux sur la vitesse de la lumière et sur les horloges atomiques, le mètre prend sa définition 
actuelle. 

Il faut également noter que même si les sept grandeurs de base sont considérées comme 
indépendantes par convention [9], les unités de base ne le sont pas (voir Figure 1-1). Ainsi la 
définition du mètre fait appel à la seconde ; la définition de la mole fait appel au 
kilogramme ; la définition de la candela fait appel au mètre, au kilogramme et à la seconde ; 
et la définition de l’ampère fait appel au mètre, au kilogramme et à la seconde. 

 

Figure 1-1 : Le Système International d'unités actuel tiré de [10]. δes cercles en rouges indiquent que l’unité associée 
est définie par la fixation de la valeur d’une constante de la physique. δe symbole v(hfs 133Cs) désigne, d’après [7], la 

fréquence de la transition hyperfine de l’atome de césium 133 dans l’état fondamental. Une flèche pointée sur une 
unité u partant d’une unité k et associée à un indice n indique une relation de proportionnalité : u α [k]n. Par 

exemple, A = [m]1/2[kg]1/2[s]-1. 

Bien que le SI soit cohérent, des limites au niveau de l’incertitude minimale atteignable ont 
été identifiées. Elles concernent principalement le kilogramme, l’ampère la mole et le kelvin.  

δe kilogramme est l’unité de masse. Elle est égale à la masse du prototype international du 
kilogramme (PIK). Le mètre, la candela, la seconde, la mole, le kelvin2 et l’ampère sont, par 
opposition au kilogramme, des unités fondées sur la fixation de la valeur numérique de 
constantes de la nature. La définition actuelle du kilogramme implique plusieurs limites. En 
tant qu’artéfact matériel, le PIK est relié à aucun invariant de la nature [11] : il peut donc être 

                                                 
2 δa réalisation pratique du kelvin, ou sa mise en pratique, ne dépend pas uniquement du point triple de l’eau, 
mais également de sa pureté et de sa composition isotopique. 
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endommagé, détruit, collecter la poussière et des composés chimiques indésirables. De plus, 
il n’est accessible qu’au BIθM. θour réduire l’impact des polluants, la définition du 
kilogramme fait référence à la masse du PIK immédiatement après un processus précis de 
lavage et de nettoyage [12]. Malgré cela, la masse des étalons de référence3 dérive avec le 
temps par rapport au PIK. La Figure 1-2 représente en effet la variation en masse, par rapport 
à celle du PIK, de quatre copies officielles (numérotées K1, 7, 8(41), 25 et 32) entre 1889 et 
1989 et de deux copies officielles ayant pour numéros 43 et 47 depuis 1946. 

Les variations atteignent 60 µg sur 100 ans, soit une dérive relative de +0,6 µg/an. Ces 
dérives relatives s’expliquent par l’usure et une contamination irréversible de surface. Elles 
sont supérieures à la précision atteinte par les meilleurs balances actuelles lors de 
comparaisons d’étalons à l’air : 10-10 [14]. On ne peut pas exclure que les prototypes 
possèdent une dérive commune en plus d’une dérive relative. La contamination de surface 
limite donc l’incertitude atteignable de la dissémination de l’unité de masse au plus haut 
niveau [15]. Ces limites se répercutent sur les unités dépendantes de l’unité du kilogramme, 
comme la candela, la mole et l’ampère (voir Figure 1-1). 

 

Figure 1-2 : Variation en masse m de copies officielles par rapport à la masse du PIK [13]. 

Comme le kilogramme, la définition de l’ampère présente des limites. En effet, il n’existe pas 
d’étalon de définition facilement exploitable en raison des hypothèses de longueur infinie et 
de section circulaire négligeable qui ne peuvent pas être satisfaites expérimentalement. Un 
dispositif expérimental appelé "balance de l’ampère" a été mis en place jusque dans les 
années soixante pour représenter l’ampère. Son principe repose sur une comparaison entre la 

                                                 
3 Afin de minimiser les risques de détérioration liés à la manipulation du PIK, six copies officielles ont été 
réalisées : K1, 7, 8(41), 32, 43 et 47 [13]. Il existe également plus d’une trentaine de prototypes nationaux du 
kilogramme, servant d’étalons de masse de référence pour différents pays du monde. 
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force électromagnétique due à un courant circulant dans des bobines et le poids d’une masse 
étalonnée. 

δa principale limitation de la balance de l’ampère provenait de la géométrie des deux 
bobines, difficile à déterminer : l’incertitude relative ne dépassait alors pas 5.10−6 
[16][17][18]. δa réalisation pratique de l’ampère avec une exactitude élevée ne répond donc 
pas aux exigences de l'instrumentation moderne qui nécessite des étalons électriques de plus 
en plus stables et reproductibles. Une autre expérience a été envisagée pour déterminer 
indirectement l’ampère avec une incertitude de l’ordre de 10-6. Fondée sur des mesures du 
rapport gyromagnétique du proton en champ faible et fort [19] grâce aux techniques de 
résonance magnétique nucléaire (RMN) [20], les mesures sont en revanche dépendantes d’un 
facteur géométrique. 

ηutre la réalisation de l’ampère, l’intérêt de cette expérience réside surtout dans le fait 
qu’elle contribue à la détermination d’autres constantes fondamentales comme la constante 
de Planck h, la constante de structure fine4 α = μ0c/(2h/e²) et les constantes de von Klitzing 
RK et de Josephson KJ, qui sont théoriquement reliées à h et à la charge élémentaire e. 
δ’incertitude de 10-6 typiquement atteignable sur le courant est obtenue en l’absence des 
perturbations liées aux variations du champ magnétique terrestre ou des champs parasites qui 
résultent de l’activité humaine. Ces perturbations, difficiles à compenser, rendent cette 
méthode de conservation de l’ampère peu pratique. 

1.3    Effets et étalons quantique pour une révision du SI 

Depuis plus de deux décennies, les unités dérivées ohm et volt sont maintenues par deux 
phénomènes quantiques de la physique de la matière condensée : l’effet Josephson alternatif 
(EJ) et l’effet Hall quantique (EHQ). Ces phénomènes ont véritablement révolutionné la 
métrologie électrique en liant la résistance et la force électromotrice directement à deux 
constantes fondamentales, respectivement les constantes de Josephson KJ et de von Klitzing 
RK, la théorie prédisant que KJ = 2e/h et RK = h/e². 

Sous certaines conditions, ces deux effets quantiques permettent la réalisation d’étalons 
quantiques dont les valeurs sont indépendantes de l’espace et du temps et établissent de 
manière unique et simultanée la représentation de l’ohm et du volt dans le monde. Depuis les 
deux dernières décennies, leur grande reproductibilité a amené à l’amélioration de la 
cohérence et du maintien des unités électriques (anciennement fondées sur des piles de 
Weston saturées et des résistances à fil bobiné) par un facteur 100 et donne lieu à 
l’amélioration et la simplification de la traçabilité de toutes les mesures de résistances et de 
tensions dans le SI. 

                                                 
4 D’après [21], la constante de structure fine est une mesure de l’intensité de la force électromagnétique 
régissant l’interaction entre les particules chargées et les photons.  
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Avec l’émergence de la métrologie électrique quantique fondée sur les étalons quantiques de 
tension et de résistance, le développement d’expériences visant à mesurer précisément des 
constantes fondamentales de la nature, le progrès des sciences et de la nano-fabrication, un SI 
quantique, c’est à dire un SI dont les unités sont définies par la fixation des valeurs 
numériques de certaines constantes de la physique, est réalisable. A ce titre, la 25ème CGPM, 
qui s’est tenue en novembre 2014, a récemment adopté une Résolution laissant entendre 
qu’une révision du SI serait possible en 2018 [22]. 

Dans un tel SI, les unités du kilogramme, de l’ampère, du kelvin et de la mole sont définies 
en fixant respectivement les valeurs numériques des constantes de Planck h, la charge 
élémentaire e, les constantes de Boltzmann k et d'Avogadro NA. La Figure 1-3 présente le 
futur SI, qui pourrait être adopté en 2018. Il marquera la disparition du dernier artéfact 
matériel et le kelvin ne sera plus isolé du reste du système. La mole ne dépendra plus du 
kilogramme : la "masse" et "quantité de matière" ne seront alors plus corrélées [23]. 

δe grand impact de l’EHQ, l’EJ mais aussi l’étalon de capacité fondé sur le théorème de 
Thompson-δampard et de l’expérience de la balance du watt réside dans leur contribution 
significative dans la quête de l’amélioration de la connaissance des constantes de la nature. 

 

Figure 1-3 : Future SI : les unités sont définies en fixant les valeurs numérique de quelques constantes de la physique. 
La figure est issue de [10]. 

Ces expériences et effets quantiques mettant en jeu plusieurs constantes comme h, e, KJ et RK 
sont détaillés dans les parties suivantes. 

1.3.1    L’étalon de Thompson-Lampard 

Le farad est "la capacité d'un condensateur électrique entre les armatures duquel apparaît 
une différence de potentiel de 1 volt lorsqu'il est chargé d'une quantité d'électricité de 
1 coulomb" [24], le coulomb étant défini comme "la quantité d'électricité transportée en 
1 seconde par un courant de 1 ampère" [24]. 
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Dans la pratique, le farad peut être réalisé avec la plus faible incertitude relative (par rapport 
aux autres unités électriques) grâce au théorème de Thompson-Lampard [25], permettant 
d’obtenir un étalon calculable de capacité. Ce théorème s'énonce de la façon suivante (voir 
Figure 1-4) : Pour un système composé de quatre électrodes de longueur infinie, séparées 
par un isolant d'épaisseur nulle, délimitant un volume parfaitement cylindrique, placé dans 

le vide, les capacités linéiques 13 et 24 des deux paires d'électrodes vérifient la relation :  

    (       ൰     (       ൰    (1) 

є0 étant la permittivité du vide : c’est une constante sans incertitude dans le SI. De plus, dans 
le cas d'une symétrie parfaite des électrodes, les capacités linéiques s'expriment ainsi : 

                ሺ ሻ  (2) 

La mise en pratique de ce théorème pour obtenir un étalon calculable de capacité [26] 
consiste à mettre en place un système comportant quatre longues électrodes cylindriques très 
proches dont les axes coïncident avec les sommets d’un carré [27]. 

 

Figure 1-4 : Principe de l’étalon calculable de Thompson-Lampard (vue en coupe) [25]. 

Une pièce mécanique mobile, appelée garde mobile, est insérée dans la zone centrale 
délimitée par les quatre électrodes. Pour s'affranchir des effets de bord dus au caractère fini 
de la longueur des électrodes, la mesure d’une capacité est comparée à la variation de 
capacité C de l’étalon calculable pour deux positions de la garde mobile. La longueur de 
déplacement de celle-ci l est déterminée par interférométrie laser, ce qui permet d'obtenir un 
lien entre le farad et le mètre : 

 
          ሺ ሻ  (3) 
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Cette relation donne numériquement une capacité linéïque de 1,95 pF.m-1 environ. La mise 
en œuvre du théorème de Thompson-Lampard amène à la fois au développement et à la 
réalisation d’un étalon primaire de capacité.  

Les capacités calculables rendent possible, au moyen d’une chaîne complète de mesure, la 
réalisation de l’ohm puis de RK dans le SI. δ’élément central de la chaîne de mesure est le 
pont de quadrature qui permet la comparaison des impédances d’une résistance à celle d’une 
capacité raccordée préalablement à la capacité calculable. La Figure 1-5 présente la vue 
d’ensemble des mesures successives réalisées. 

Les capacités utilisées lors des comparaisons ont des valeurs nominales comprises entre 1 nF 
et 10 nF. Elles sont comparées à la capacité calculable par des mesures successives de 
rapport de capacité. Ces mesures de rapport sont obtenues via des ponts de capacités et des 
capacités étalons ayant des valeurs allant de 1 pF à 100 pF. 

   

Raccordement des 
Centres d’étalonnages 

SECONDE   

METRE   

Pont de capacités 
2 paires de bornes 

Pont de capacités 
4 paires de bornes 

Pont de quadrature 
4 paires de bornes 

CCC 

AC   
Résistance   
calculable   
coaxiale   

200      

   10 k   
ou   

DC   

i=1 ou 2   

100      

1, 10 et 100 pF   

100 à 1000 pF   

1000 à 10000 pF   

D   

R   

C   k         
k         

k         1 600 Hz   

800 Hz   

400 Hz   

R(  ).C.   =1         

calculable   
Capacité   

1   
2   

3   4   
5   

         
0   ln   pF/m   2   

5 - 1   
H   

QHE   

R  (i) =   
R   K   
i   

h   
i.e   2   h /e   2   et  

 

Figure 1-5 : Représentation schématique du pont de quadrature permettant la détermination de la constant RK à 
l’aide d’un étalon calculable de capacité Thompson-Lampard [28]. 

Les résistances sont comparées, en courant continu, à l’étalon quantique de résistance par le 
biais d’un pont de résistance fondé sur un CCC : cela permet d’obtenir une valeur de RK dans 
le SI. Avant la comparaison d’une résistance avec une capacité au moyen du pont de 
quadrature, la variation en fréquence de la résistance est corrigée à l’aide d’une résistance 
calculable coaxiale [28]. 

1.3.2    L’effet Hall quantique 

L'ohm est défini comme "la résistance électrique qui existe entre deux points d'un 
conducteur lorsqu'une différence de potentiel constante de 1 volt, appliquée entre ces deux 
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points, produit, dans le conducteur, un courant de 1 ampère, ce conducteur n'étant le siège 
d'aucune force électromotrice" [7]. 

La réalisation de l'ohm à partir de sa définition dans le SI peut se faire, avec la plus faible 
incertitude relative, par l'intermédiaire d'un étalon du farad, comme l'étalon calculable de 
Thompson-Lampard et l’utilisation d’un pont d'impédance, dit de quadrature, permettant la 
comparaison d’une résistance à une capacité lorsque la fréquence d'alimentation du pont est 
bien déterminée. δa conservation de l’ohm est en revanche réalisée au moyen de l’effet Hall 
quantique. De la même façon que la représentation et la conservation du volt ont connu de 
grands changements avec l'effet Josephson, la représentation de l'ohm a été modifiée par 
l'effet Hall quantique. 

Principe 

 

Figure 1-6 : Schéma d’une barre de Hall (a) et évolution (b), en fonction du champ magnétique, des résistances 
transverse RH et longitudinale Rxx [29]. RH est quantifiée pour certaines gammes du champ magnétique alors que Rxx 

présentent des oscillations. 

L'effet Hall quantique (EHQ) a été découvert le 5 février 1980 par K. von Klitzing lors de 
l’étude des propriétés de transport d’un dispositif εηSFET à très basse température et à fort 
champ magnétique à Grenoble [30]. Cette découverte lui a valu le prix Nobel de physique en 
1985 [31]. Cet effet est observé à basse température, sous champ magnétique intense 
(plusieurs Tesla) et perpendiculaire au plan de l’échantillon (voir Figure 1-6 a)). Ce dernier 
comprend un gaz d'électrons bidimensionnels (gaz 2D), obtenus expérimentalement, par 
exemple, à l'interface d'une hétérostructure AlGaAs/GaAs. La Figure 1-6 a) schématise une 
barre de Hall parcourue par un courant I et sous un champ magnétique B. On mesure à ses 
bornes les tensions VH et Vxx, respectivement tension transverse et tension longitudinale, qui 
sont définies par : 

 {               (4) 

Alors que la résistance longitudinale dépend du champ magnétique appliqué (voir Figure 1-6 
b)), la résistance transverse RH prend des valeurs quantifiées RH = RK/i où i est un entier. 
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Cette constante, de façon analogue à la constante KJ pour l'effet Josephson, se définit comme 
le rapport entre la différence de potentiel transverse et le courant pour i = 1. Cette constante 
est théoriquement reliée aux constantes fondamentales h et e par : 

                (5) 

Il existe une contrainte sur le courant de polarisation I permettant d’observer l’EHQ. En effet, 
si le courant de polarisation est supérieur à un courant de rupture, l'effet quantique disparaît. 
Au voisinage de ce courant de rupture, les plateaux sont dégradés et inutilisables d'un point 
de vue métrologique. Dans le cadre métrologique, les intensités des courants de polarisation 
utilisés sont de l'ordre de 50 µA. Il n'existe pas de limite inférieure, mais un courant de 
polarisation d'intensité très faible implique une mesure de résistance beaucoup plus 
imprécise. D’autres contraintes sont à respecter afin d’observer l’EHQ, comme la 
température (environ 1 K) et les résistances des contacts électriques du dispositif. De plus, 
dans les hétérostructures GaAs/AlGaAs, les courants de mesure ne dépassent pas 10 µA afin 
de conserver une précision de mesure de l’ordre de 10-9 et le champ magnétique nécessaire à 
appliquer est de l’ordre de 10 T. 

Une revue détaillant les applications métrologiques de l'EHQ est disponible dans [32] [33]. 

Application métrologique 

Dès sa découverte et jusqu’en 1989, la résistance de Hall RH a été mesurée avec une 
incertitude relative passant de 5.10-6 à 2,4.10-8 [34]. La réduction de cette incertitude à 
quelques 10-8 justifie que, comme pour le volt et l'effet Josephson, le CIPM recommanda 
l’utilisation de l'effet Hall quantique pour conserver l'ohm à partir du 1er janvier 1990. 
δ’ajustement des valeurs des constantes réalisé par CODATA 2010 aboutit à une incertitude 
relative sur RK de 3,2.10-10 [35]. 

Par ailleurs des tests d'universalité vérifiant la quantification des plateaux de RH selon 
plusieurs facteurs comme la géométrie des dispositifs, les matériaux utilisés et la densité 
électronique ont été menés. En 1987, une étude expérimentale [36] a montré que les 
résistances quantiques de Hall (RQH) observées dans quatre dispositifs en GaAs étaient en 
accord avec une incertitude relative de 5.10-9. En 1991, lors d’une comparaison directe, 
Hartland et al. [37] ont découvert que la différence entre une RQH dans deux types de 
dispositif était inférieure à 3,5.10-10. Dans une autre étude expérimentale menée en 1997 [38], 
un accord entre des dispositifs εηSFET et GaAs a été obtenu à un niveau d’incertitude de 
2,3.10-10 en valeur relative. Des accords meilleurs que 9.10-11 trouvés récemment entre la 
valeur de RK dans un dispositif de Hall quantique fondé sur une hétéro-structure en 
GaAs/AlGaAs et un dispositif en graphène supportent l’universalité de la relation (5) 
[39][40][41]. 

Enfin, évoquons la question de la mesure de RK. L'exactitude de la relation théorique (5) a été 
abordée par un certain nombre d'arguments théoriques. Plusieurs expériences permettent de 
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mesurer cette constante : la méthode directe consiste à étalonner la résistance quantique de 
Hall avec l'étalon calculable de Thompson-Lampard via un pont de quadrature (voir Figure 
1-5). 

Les déterminations directes de RK par cette voie donnent des mesures avec une incertitude 
relative de l'ordre de quelques 10-8 [28]. 

D’autres mesures de RK existent et nécessitent de considérer la relation théorique (5) vérifiée. 
Parmi elles, les mesures de la constante de structure fine α font partie des plus précises. En 
effet, la constante de structure fine peut s’exprimer en fonction de RK par α = µ0c/2RK [42].  

1.3.3    L’effet Josephson : application métrologique 

Le volt est défini comme "la différence de potentiel électrique qui existe entre deux points 
d'un fil conducteur transportant un courant constant de 1 ampère, lorsque la puissance 
dissipée entre ces points est égale à 1 watt" [7]. 

La représentation du volt dans le SI, ou réalisation du volt, s'effectue à l’aide de piles étalons 
au cadmium [43] (piles Weston saturées [19]) ayant une force électromotrice à 20 °C de 
1,01864 V. Du fait de leurs dérives et des difficultés de transport, la reproductibilité de la 
conservation du volt de par le monde était limitée à environ 10-6. Les références à diode 
Zéner [19] peuvent être étalonnée avec une incertitude-type relative élargie légèrement 
inférieure à 10-7 [44] pour une tension de 1,018 V. La stabilité des étalons de tension fondés 
sur l'effet Josephson dépend uniquement de la stabilité de la fréquence qui peut facilement 
atteindre 10-12 [45]. La découverte et l'observation de l'effet Josephson ont permis d'améliorer 
considérablement la conservation du volt. 

Principe 

 

Figure 1-7 : Schéma de principe d'une jonction Josephson : ici, les deux métaux sont dans l’état supraconducteur 
[19]. 

La supraconductivité est un phénomène quantique macroscopique qui apparaît dans certains 
métaux à basse température. Il se caractérise par un appariement des électrons en paires 
appelées paires de Cooper. L'effet Josephson (EJ) décrit le transfert des paires de Cooper 
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entre deux électrodes supraconductrices faiblement liées (voir Figure 1-7). Cet effet a été 
prédit en 1962 par B. Josephson [46] et observé par S. Shapiro l'année suivante [47]. 

Une des prédictions de Josephson est que l'application d'une tension alternative de fréquence 
fJ aux bornes de la jonction par irradiation hyperfréquence implique un courant composé des 
paires de Cooper et l’apparition d’une tension V aux bornes de la jonction, la relation entre V 
et fJ étant V = nJfJ(h/2e), nJ est un nombre entier. La relation V = nJfJ/KJ, avec KJ la constante 
Josephson, donne comme application numérique pour une fréquence de 70 GHz et nJ = 1, une 
tension d'environ 150 µV. 

Dans l'étude de l'effet Josephson, la constante de Josephson KJ est introduite et définie 
comme le rapport entre la fréquence d'irradiation et la différence de potentiel pour nJ = 1. 
Elle est théoriquement liée aux constantes h et e par la relation : 

                    (6) 

δ’observation de l'effet Josephson a été immédiatement suivie d’expériences étudiant la 
validité de la relation tension-fréquence [17]. Des tests d'universalité à 10-8 effectués à la fin 
des années 60 ont montré que les jonctions étaient indépendantes du supraconducteur utilisé. 
δa confiance dans l’universalité de la relation tension-fréquence s’est ensuite renforcée dans 
les années 1980 lors d’études montrant l’indépendance, à une incertitude relative de quelques 
10-16, vis-à-vis des matériaux et des géométries employés dans la fabrication des jonctions 
Josephson. 

Une jonction Josephson délivre une tension qui n’excède pas la dizaine de millivolt : son 
emploi en métrologie est limité du fait de la difficulté de mise en pratique. Il est alors 
complexe de comparer cette tension à la tension générée par une pile Weston. Le 
développement des réseaux Josephson a résolu ce problème. Il s'agit de mettre en série 
plusieurs jonctions Josephson. C'est dans le milieu des années 80 que les premiers réseaux à 
plusieurs milliers de jonctions ont été fabriqués. Dans les années 90, la valeur de tension de 
10 V a été atteinte, soit un réseau composé de quelques dizaines de milliers de jonctions 
irradiées à 70 GHz. δ’indépendance des tensions délivrées par les jonctions Josephson à 
l’égard de la géométrie, de la nature des matériaux employés ainsi que des conditions de 
mesures (température, courant de polarisation) [48] a permis aux jonctions d’être utilisées 
dans la métrologie du volt comme étalon de tension. 

Ces réseaux servent aujourd'hui d'étalons de conservation du volt dans les instituts nationaux 
de métrologie suite à la recommandation du CIPM de 1988 [49]. Ils ont permis de comparer 
les différents étalons de tension Josephson disséminés dans le monde avec une incertitude de 
l'ordre de 10-9. 

δ’incertitude sur le volt entre les différents instituts nationaux de métrologie est passée de 
10-4 à 10-6 grâce aux piles Weston entre 1930 et 1970. δ’introduction des dispositifs 
Josephson à une jonction ont permis de réduire cette incertitude à 10-8, puis l’utilisation des 
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réseaux Josephson (composés d’une multitude de jonctions mises en série) pour la 
conservation du volt a fait diminuer cette incertitude à 10-9. Enfin, l’ajustement des valeurs 
des constantes par le Committee on Data for Science and Technology5 (CODATA) effectué 
en 2010 de la constante de Josephson KJ par rapport à 2e/h atteint une incertitude de 2.10-8 
[35]. Une revue de l'utilisation de l'effet Josephson en métrologie du volt est disponible dans 
[50]. 

1.3.4    La balance du watt 

La balance du watt est une expérience qui a été proposée par Kibble en 1975 [51]. Sa 
présentation dans un panorama de la métrologie électrique se justifie par le fait que le 
principe de cette expérience est de comparer deux puissances d’origines électriques et 
mécaniques. Cette comparaison a pour but de relier la constante de θlanck à l’unité de masse 
en vue de sa redéfinition. 

La balance du watt en cours de développement en France au LNE, décrite dans [52], relie la 
masse à des grandeurs électriques en comparant des puissances. L'expérience se fait en deux 
étapes, schématisées sur la Figure 1-8. 

 

Figure 1-8 : Représentation de la phase statique (gauche) et dynamique (droite) de l’expérience de la balance du watt 
[53]. 

Phase statique 

Dans cette phase, un conducteur de longueur l placé dans un champ d'induction radial  ⃗  et 

parcouru par un courant I de telle façon que la force de Laplace    soit verticale. Cette force 
est compensée par le poids d’une masse m via un comparateur de masse. A l’équilibre des 
deux forces, on obtient : 

        (7) 

 

                                                 
5 CODATA a pour but de fournir périodiquement, aux communautés scientifiques et technologiques, des 
valeurs numérique aux constantes fondamentales acceptées à l’international. 
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Phase dynamique 

Au cours de la phase dynamique, le même conducteur est déplacé dans un champ d’induction 
identique avec une vitesse verticale v. La variation du flux induit aux bornes du conducteur 
une tension U :  

       (8) 

Lorsque les variations de B et l sont négligeables par rapport à l’incertitude de mesure à 
atteindre, alors les équations (7) et (8) peuvent être combinées pour s’affranchir de la 
détermination du produit Bl :  

        (9) 

Le courant I est déterminé par la mesure d’une tension VR aux bornes d’une résistance R 
traversée par I. Grâce à l’EJ et l’EHQ, il est possible d'exprimer VR et R à l'aide des 
constantes phénoménologiques KJ et RK. On obtient alors l'équation de la balance du watt en 
mode dynamique : 

                         (10) 

avec f1 et f2 les fréquences d’irradiation des jonctions Josephson pendant la mesure de U et 
VR, k est relatif à la mesure de R et i un entier. 

En considérant exactes les relations KJ = 2e/h et RK = h/e², alors le produit KJ
2RK est égal à 

4/h et la relation (10) peut s’écrire : 

 
        (11) 

La valeur numérique de h/m est déterminée à partir des mesures du paramètre A, de 
l’accélération de la pesanteur et de la vitesse de déplacement de la bobine. δa connaissance 
de la masse permet la détermination de la valeur de la constante de Planck. A l’inverse, la 
fixation de la valeur numérique de la constante de Planck peut être utilisée comme référence 
à partir de laquelle la stabilité de l’étalon de masse peut être vérifiée à tout moment. 

Le Comité Consultatif pour la Masse et les grandeurs apparentées (CCM) recommanda en 
2013 qu’un certain nombre de conditions "soient remplies avant que le CIPM ne demande à 
la CODATA d’ajuster les valeurs des constantes fondamentales de la physique à partir 
desquelles une valeur numérique fixée de la constante de Planck sera adoptée" [54]. Deux de 
ces conditions sont "qu'au moins l'un de ces résultats présente une incertitude-type relative 
qui n'excède pas 2.10−8" et "qu’au moins trois expériences indépendantes, comprenant à la 
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fois des expériences de la balance du watt et des expériences XRCD6, donnent pour la 
constante de Planck des valeurs cohérentes présentant des incertitudes-types relatives qui 
n'excèdent pas 5.10-8". 

L’ajustement CηDATA 2010 de la valeur de la constante de Planck a permis d’atteindre une 
incertitude relative associée de 4,4.10-8. 

1.4    Vers l’ampère quantique 

δ’ampère est défini depuis 1948 par : "δ’ampère est l’intensité d’un courant constant qui, 
maintenu dans deux conducteurs parallèles, rectilignes, de longueur infinie, de section 
circulaire négligeable et placés à une distance de 1 mètre l’un de l’autre dans le vide, 
produirait entre ces conducteurs une force égale à 2.10-7 newton par mètre de longueur" [8]. 
Les autres unités électriques (volt, ohm, farad, coulomb, henry, siemens et watt etc.) sont 
définies via l’ampère et les autres unités de base du SI. 

Avec l’arrivée des phénomènes quantiques et l’absence d’un étalon de courant, il semblait 
naturel de reproduire expérimentalement l’ampère ainsi que ses multiples et sous-multiples à 
partir des étalons quantiques de tensions et de résistances fondés sur l’EJ et l’EHQ. Toute 
intensité comprise entre 1 nA et 10 kA est ainsi raccordée à l’ohm et au volt avec la plus 
faible incertitude à partir de ces étalons. Pour les intensités de courant inférieures à 1 nA, la 
méthode traditionnelle d’étalonnage utilisée repose sur l’utilisation d’un amplificateur 
intégrateur : par exemple, il s’agit de mesurer sur une certaine durée la variation de tension 
aux bornes d’un condensateur de capacité connue lorsque celui-ci est chargé par le courant à 
mesurer. 

Les avancées significatives dans la maîtrise des effets de quantification de charge et les 
dispositifs permettant le transfert un à un d’électrons ont ouvert des perspectives 
intéressantes en métrologie électrique. Ces systèmes reposent sur l’effet tunnel à un électron 
(ou Single Electron Tunneling, SET en anglais). Ils sont constitués de jonctions tunnel mises 
en série, formant entre elles des îlots métalliques [55][56][57]. En jouant sur les tensions 
appliquées sur les îlots et la polarisation globale du circuit, il est alors possible de contrôler, 
électron par électron, le courant généré par le circuit. Lorsque ce processus est cadencé par 
un signal de tension Radio Fréquence (RF) de fréquence f, appliqué séparément sur chaque 
îlot avec un déphasage connu, l’amplitude du courant I engendré par le circuit est alors 
donnée par la relation : I = e·f. 

En théorie, ce type de dispositif, appelé communément pompe à électrons, peut transférer des 
millions d’électrons à travers le circuit avec un taux d’erreur très faible sur le comptage 
d’électron, par exemple de l’ordre de 10-8 dans le cas des pompes métalliques à 5 ou 7 

                                                 
6 X ray crystal diffraction (XRCD) est une autre méthode permettant de déduire la valeur de la constante de 
θlanck à partir d’une mesure de la constante d’Avogadro NA et d’une autre constante : la constante de Rydberg 
R∞. Cette méthode est indépendante de la balance du watt et satisfait donc la première condition formulée par le 
CCM. 
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jonctions développées respectivement par la PTB [58] et le NIST [59]. En conséquence, ces 
dispositifs ont ouvert la voie vers la réalisation d’un étalon quantique de courant relativement 
simple en reliant un courant à une fréquence et à une constante fondamentale, à l’instar de 
l’EJ et l’EHQ. De plus, un tel dispositif ne dépend alors théoriquement plus de la géométrie 
du dispositif, contrairement à la représentation de l’ampère fondée sur la Rεζ et la balance 
de l’ampère. Les pompes à électrons actuellement à l’étude ont des fréquences de 
fonctionnement allant de 10 MHz à 1 GHz conduisant ainsi à des intensités de courant de 
1,6 pA à 160 pA [60]. Le plus grand courant généré, publié en 2013 [61], atteint 1,12 nA 
pour une fréquence de 1 GHz. 

δa pertinence de ces dispositifs est d’autant plus visible en comparant leurs performances, en 
matière d’incertitude, à celles des méthodes d’étalonnage traditionnelles des faibles courants. 
La Figure 1-9 représente les meilleures aptitudes des instituts nationaux de métrologie en 
matière de mesures et d’étalonnages (Calibration and Measurement Capabilities en anglais, 
CMC) [62] correspondant à la grandeur « intensité de courant continu » publiées dans la 
banque de données du BIPM, accessible sur internet [63]. Elles ont été obtenues par les 
méthodes traditionnelles d’étalonnage des faibles courants, à savoir l’intégration d’un 
courant aux bornes d’un condensateur, la chute d’une tension aux bornes d’une résistance 
étalonnée et un comparateur de courant à température ambiante (voir Annexe A). 

θarmi les méthodes conventionnelles d’étalonnages des faibles courants, l’incertitude la plus 
faible, légèrement inférieure à 10-6 en valeur relative, est obtenue pour des intensités de 1 µA 
à 10 mA en courant continu. Cependant, l’incertitude pourrait être réduite d’un facteur 10 à 
100 en impliquant directement les étalons quantiques de tension et de résistance combinés à 
un comparateur cryogénique de courants (CCC) [64] [65] [66], cela dans une gamme de 
courant légèrement plus étendue mais n’allant pas en deçà de 1 nA. Dans la Figure 1-9, 
l’ensemble des valeurs correspondant à "EHQ/EJ+CCC" provient de la combinaison des 
meilleures valeurs CMC de résistance et de tension. Les valeurs "SET" et "SET+CCC" sont 
calculées à partir des performances en bruit attendues des dispositifs concernés. Une 
comparaison internationale réalisée en 2013 [67] de très faibles intensités, comprises entre 
100 fA et 100 pA, montre un bon accord entre les participants avec des valeurs de référence 
comprises entre 1,35.10-4 et 0,95.10-5 (k = 1), confirmant l’ordre de grandeur des CεCs dans 
cette gamme. 

La Figure 1-9 montre que l’association d’une pompe à électrons et d’un CCC, avec 
l’hypothèse que ce dernier dispose d’une résolution de 1 fA/Hz1/2 à basse fréquence (1 Hz) en 
régime de bruit blanc, permettrait d’obtenir une incertitude relative 100 fois meilleure sur la 
gamme de courant 100 pA – 100 nA par rapport aux méthodes traditionnelles. Pour des 
intensités plus faibles, la pompe à électrons seule conduirait à une réduction d’incertitude 
d’un facteur 10. 
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Figure 1-9 : Incertitude-type déduite des valeurs CMC pour différentes méthodes d’étalonnage des faibles courants 
[68][10][69][70]. 

La plus faible composante d’incertitude provenant d’effets aléatoires, ou incertitude-type de 
Type A [71] (voir le Glossaire), rapportée en 2008 sur des dispositifs réels atteignait 3,9.10-6 
sur la mesure d’un courant monoélectronique de 16 pA généré par une pompe métallique à 
trois jonctions [72]. Au LNE, une incertitude relative de 1,9.10-6 a été publiée en 2012 lors de 
la mesure d’un courant de 3,6 pA [73]. 

δes dispositifs SET capables de fournir un courant jusqu’à 100 pA et générant un bruit plus 
faible doivent être développés de manière à tenter d’atteindre l’incertitude ultime de 10-8. Un 
nouvel amplificateur avec une meilleure sensibilité est aussi requis. Cela peut être obtenu en 
augmentant le gain du CCC par un facteur 5 ou en utilisant un SQUID mieux adapté à 
l’expérience. 

Un étalon quantique de courant fondé sur un dispositif SET associé à un CCC devrait donc 
améliorer significativement la chaîne de traçabilité des faibles intensités de courant. Un tel 
étalon bénéficiera aux instituts nationaux de métrologie, aux fabricants d’instruments et à 
l’industrie de la micro et nanoélectronique [10][69][70]. 

δe développement d’un tel étalon quantique ira de paire avec la redéfinition de l’ampère et sa 
mise en pratique, qui sera formulée ainsi [74] : 

"L'ampère restera l'unité de courant électrique mais son amplitude sera déterminée en fixant 
la valeur numérique de la charge élémentaire à exactement 1,602 17X ×10-19 lorsqu'elle sera 
exprimée en A.s, unité du SI égale au coulomb, C.", le symbole X correspondant à un ou 
plusieurs chiffres selon la valeur de e résultant de l’ajustement le plus récent de CηDATA 
une fois les incohérences levées [35]. Cette définition sera accompagnée d’un texte explicatif 
dans la brochure du SI : 

« Ainsi, nous avons la relation exacte e = 1,602 17X·10-19 C. δ’effet de cette définition est 
que l’ampère est le courant électrique correspondant au débit de 1/(1,602 17X·10-19) charges 
élémentaires par seconde. » Cette définition marquera un changement radical dans la 
définition de l’ampère. 
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1.5    Le Triangle Métrologique Quantique (TMQ) 

Le triangle métrologique quantique (TMQ) est une expérience permettant de tester la 
cohérence de trois effets quantiques. Le TMQ peut être réalisé de deux manières, soit par 
application de la loi d’ηhm ou au chargement d’une capacité étalon à l’aide d’un étalon 
quantique de courant. Dans les deux cas, les dispositifs SET fournissent le lien manquant au 
TMQ en réalisant un étalon quantique de courant dont l’amplitude est seulement donnée par 
le produit de la charge élémentaire et la fréquence. 

1.5.1    Le TMQ par application de la loi d’Ohm et l’utilisation d’un CCC 

La formulation du TMQ a été proposée la première fois en 1985 par Likharev et Zorin [75]. 
Dans cet article, la combinaison de trois effets quantiques était proposée : l’effet Josephson, 
l’effet Hall quantique et les oscillations de Bloch. Cette proposition avait pour but de 
quantifier des éventuelles corrections aux relations quantiques sous-jacentes. 

Au LNE, le TMQ fut adapté en remplaçant le courant issu des oscillations de Bloch par le 
courant généré par les pompes SET (voir la Figure 1-10). Dans ce TMQ, on compare la 
tension UJ délivrée par un réseau de jonctions Josephson à la tension de Hall d’un échantillon 
d’EHQ parcouru par un courant I délivré par une source de courant SET et amplifié d’un 
facteur G égal au gain d’un CCC [76]. Les côtés du triangle sont les équations qui 
gouvernent les trois étalons quantiques. Les sommets sont les quantités impliquées dans 
l’expérience : la tension U, le courant I et la fréquence f. 

δa comparaison de ces effets via l’application de la loi d’ηhm amène à la relation suivante :  

         (12) 

Le TMQ fut ensuite reformulé et interprété, par rapport à la proposition de Zorin, en 
2000 [77] sur la base des équations constituant la tension Josephson, la RQH et le courant 
SET, donné par :  

 (i)            : tension produite par un étalon de tension Josephson (ETJ) fonctionnant à la 

fréquence fJ sur la nème marche de tension, 

 (ii)         pour la RQH fonctionnant sur le ième plateau, 

 (iii)             pour le courant généré par un dispositif SET fonctionnant comme un 
étalon de courant et transportant la charge électrique quantifiée QX à la fréquence fSET. 

KJ, RK et QX sont introduits comme des "constantes phénoménologiques", dont les valeurs 
doivent être déterminées expérimentalement par des mesures électriques appropriées. Un 
certain nombre de théories pour les effets quantiques électriques existent reliant KJ, RK et QX 
à e et h [32][78][79][80][81]. 
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Figure 1-10 : Schéma du TMQ reliant les trois représentations du courant, tension et résistance [82]. Les côtés du 
triangle sont les équations gouvernant les trois étalons quantiques. Les sommets sont les quantités impliquées dans 

l’expérience : la tension V, le courant I et la fréquence f. 

Les constantes KJ, RK et Qx issues des trois effets quantiques sont données au travers de ces 
théories par : 

 (i-b)       ⁄ , 

 (ii-b)       ⁄ , 

 (iii-b)     . 

En considérant les relations de l’EJ, l’EHQ et du SET, la relation (12) devient : 

 
      (   ൰         (13) 

où n est l’indice du plateau de tension délivré par l’étalon quantique de tension à la fréquence 
microonde fJ, i est l’indice du plateau de l’étalon quantique de résistance et fSET est la 
fréquence de contrôle de la source de courant SET. Cela amène au produit sans dimension 
suivant : 

                  (14) 

L’équation (14) compare des produits sans dimension, c’est-à-dire que les conséquences 
découlant des résultats du TMQ sont indépendantes du système d’unités choisi pour mesurer 
les grandeurs, et le terme de droite de l’équation (14) dépend de grandeurs généralement 
connues avec une grande exactitude (fréquence et gain). 

Soutenu par de forts arguments théoriques, le haut niveau d’accord montré par différentes 
comparaisons de résistance quantique et d’étalons de tension impliquant différents types de 
dispositifs renforce la confiance dans l’universalité et les aspects fondamentaux de KJ et RK et 
donc dans les égalités RK = h/e² et KJ = 2e/h. Cependant, on ne peut évidemment pas conclure 
que ces relations sont exactes, c’est-à-dire, sans aucun facteur correctif. Pour prendre en 
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compte les éventuels écarts par rapport aux cas idéaux donnés par les équations (i-b) à (iii-b), 
les corrections sont habituellement paramétrées [77] selon : 

 (i-c) KJ = (1+İJ)2e/h, 

 (ii-c) RK = (1+İK)h/e², et 

 (iii-c) QX = (1+İS)e. 

δeur insertion dans l’équation (14) amène à l’expression :  

 
        (          ൯ (15) 

par approximation au premier ordre. En pratique, l’expérience du TMQ détermine donc le 
produit sans dimensions RKKJQX, théoriquement égal à 2.  

δ’équation (15) montre que si les corrections aux trois effets quantiques électriques 
impliqués sont nulles, le TMQ constitue alors un test cohérent de la relation KJRKQX/2 = 1. 
Tout résultat de l’expérience du TεQ peut alors être exprimé comme : 

               (16) 

où TMQ est l’écart mesuré par rapport à KJRKQX/2, et uTMQ l’incertitude relative standard 
attribué au résultat. Si TMQ > uTMQ, le résultat de l’expérience du TεQ impliquerait qu’au 
moins un des trois effets quantiques possède une correction, sans pouvoir dire lequel. 
Lorsque TMQ < uTMQ, l’expérience « ferme » le TMQ, ce qui signifie que les corrections des 
trois effets quantiques impliqués ne sont pas nécessaires au niveau de confiance uTMQ. La 
réalisation de la fermeture du TMQ avec TMQ < uTMQ ≤ 10-8 est un test expérimental 
pertinent de la validité des trois théories. 

Des conclusions pourraient déjà être données si les résultats des expériences du TMQ étaient 
obtenus avec des incertitudes plus importantes [76][83][84]. Comme souligné par Keller, la 
fermeture du TMQ à un niveau de 10-6 constituera un premier test décisif de la validité des 
pompes SET (sachant que ni l’EJ ni l’EHQ ne peuvent être remis en question à ce niveau 
d’incertitude). Cela a été réalisé par le ζIST à un niveau d’incertitude relatif de 9,2.10-7 [59]. 

1.5.2    Le TMQ via la charge d’une capacité 

Une deuxième approche pour fermer le TεQ propose d’appliquer Q = CV. Cette expérience 
a débuté [85] en 1992, puis sa faisabilité a été vérifiée [86] en 1999 par le NIST pour fermer 
avec succès le TMQ avec une incertitude inférieure à 10-6. Le principe de cette expérience est 
simplement fondé sur le chargement d’une capacité cryogénique de capacité étalonnée Ccryo 
avec une charge connue Q, puis la mesure de la différence de potentiel V entre ces 
électrodes : Ccryo = Q/V [85] [86]. Cette expérience devient une version du TMQ lorsque la 
tension est mesurée à l’aide de l’effet Josephson, que la valeur de la capacité est mesurée en 
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fonction de l’effet Hall quantique et que le chargement de la capacité est effectué par une 
pompe SET. 

Considérons la capacité Ccryo chargée par N électrons au moyen d’un dispositif SET. δa 
tension aux bornes de la capacité cryogénique est ensuite comparée à un étalon quantique de 
tension :  

                (17) 

où n est l’indice du niveau de tension fournie par le réseau Josephson à la fréquence fJ. 

Ccryo peut être comparée à la capacité CX à température ambiante à l’aide d’un pont de 
capacité. Dans ce cas, si CX a été préalablement mesurée en fonction de la seconde et RK avec 
un pont de quadrature, alors elle peut être écrite sous une forme simple :  

           (18) 

où A1 est le facteur sans dimension provenant de la mesure et fq est la fréquence d’équilibre 
du pont de quadrature. La combinaison des relations (17) et (18) amène à la nouvelle 
expression du produit sans dimension RKKJQX : 

                        (19) 

Si la capacité CX a été directement comparée à la variation de capacité C du condensateur 
Thompson-Lampard (voir section 1.3.1), alors elle est connue et sa valeur est exprimée en 
unité SI : CX = {CX}SI = A2{C}SI où la quantité entre crochets {}SI est une valeur numérique 
exprimée dans le SI et A2 est un facteur sans dimension. Une valeur SI du produit KJQX peut 
alors être déduite :  

                 {    }   (20) 

En considérant maintenant que Ccryo est mesurée en fonction de RK via une résistance 
quantique de Hall (RQH) sur le ième plateau quantifié en utilisant un pont d’impédance 
approprié fonctionnant à la fréquence fq, alors :  

                     (21) 

La charge totale apportée par un dispositif SET aux bornes de la capacité Ccryo étant 
QSET = NQX, il s’ensuit en considérant également QSET = CU que : 
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            (22) 

En mesurant U avec un étalon quantique de tension, alors l’équation (22) peut s’écrire 
NQX = (infJ/fqRKKJ), où de manière équivalente par :  

                (23) 

Cette variante du TMQ établit un lien entre les constantes phénoménologiques (terme de 
gauche de l’équation (23)) à un produit de nombre quantique entier et un rapport de deux 
fréquences. En conséquence, les implications données par les équations (15) et (16) sont 
valables dans ce cas. 

La meilleure incertitude relative associée à une mesure de capacité à l’aide d’une pompe SET 
a été obtenue par le NIST et atteint 9,2.10-7 [59]. 

1.5.3    Détermination de la charge élémentaire 

La combinaison du TMQ, de la capacité calculable et de la balance du watt (dans le même 
laboratoire ou pas) pourrait amener à une première détermination du quantum de charge 
impliqué dans les dispositifs SET, la charge élémentaire attendue, sans considérer que 
RK = h/e² et KJ = 2e/h [76] [87]. 

La détermination de RK à partir de l’expérience complète liant la capacité calculable de 
Thompson-δampard à l’étalon quantique de résistance donne : 

      {(    ൯  }   (24) 

où A1 est un coefficient sans dimension et fq désigne la fréquence d’équilibre du pont de 
quadrature. La balance du watt fournit une valeur SI du produit KJ²RK (voir section 1.3.4) :  

         ቊ    [   ]ቋ   (25) 

où A2 est un coefficient sans dimension et fJ est la fréquence Josephson. M, g et v 
correspondent à la masse suspendue, à l’accélération gravitationnelle et à la vitesse constante 
de la bobine de mesure. 

À partir de la fermeture du TεQ par application de la loi d’Ohm, la valeur SI mesurée de QX 
peut être calculée en combinant les relations (14), (24) et (25) :  

      {[       ]       }   (26) 
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δa fermeture du TεQ via l’étalon de capacité à comptage d’électrons et la combinaison des 
équations (23), (24) et (25) amènent à une autre expression de la charge élémentaire :  

      {ቈ       ቉   }   (27) 

avec A3 et A4 des coefficients sans dimensions. 

La valeur de QX, qui résulte du TMQ au NIST donne QX = 1,6021763.10-19 C avec une 
incertitude-type relative associée de 9,2.10-7 [87]. Cette valeur est en bon accord avec la 
meilleure valeur connue de e fournie par l’ajustement CηDATA en 2010 
(e = 1,602176565.10-19 C, avec une incertitude relative de 2,2.10-8 [35]). En 2012, une 
seconde valeur de la charge a pu être obtenue par la PTB suivant cette même méthode du 
TMQ, avec une incertitude relative de 1,7.10-6 [58]. 

 

 Dans un contexte de besoin grandissant en précision dans la mesure des faibles 
courants pour les INMs, l’industrie, les fabricants d’instruments et la physique 
fondamentale, l’étude des dispositifs à un électron, couplés à un CCC, devient pertinente 
pour réaliser l’ampère en reliant un courant à une fréquence et à une constante 
fondamentale, c’est-à-dire un étalon quantique de courant à l’instar de l’EJ et l’EHQ. Le test 
d’exactitude du courant généré par une telle pompe est alors indispensable. Dans ce 
contexte, les travaux ont été poursuivis au δNE sur l’étude de nouveaux dispositifs SET 
pouvant délivrer des courants plus forts, de l’ordre de 100 pA, et le développement de 
nouveaux CCC ayant de meilleures performances en termes de résolution et de gain. Ces 
enjeux motivent les travaux menés au cours de cette thèse sur un nouveau CCC. 
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Chapitre 2 - SQUID et CCC – Aspects 

théoriques fondamentaux 
Après avoir décrit le contexte métrologique et les enjeux dans lesquels s'inscrit ce 

travail, il s’agit dans ce chapitre de présenter les bases théoriques du fonctionnement d’un 
CCC, outil indispensable en métrologie des résistances à partir de l’effet Hall quantique et 
la métrologie des faibles courants mettant en œuvre les dispositifs à un électron [66]. Afin 
d’atteindre les performances optimales d’un CCC, ce dernier est couplé à un détecteur de 
flux magnétique très performant : le SQUID (Superconducting Quantum Interference 
Device). Il en existe plusieurs types, mais nous limiterons la description à un seul type : le 
SQUID continu (ou SQUID DC) [88]. Avant cela, la jonction Josephson, qui est la pierre 
angulaire des SQUIDs, sera présentée. 

 

2.1    Jonction Josephson 

2.1.1    Effets Josephson : principe 

Les effets Josephson [46] se manifestent au sein d’un dispositif appelé jonction Josephson 
composé de deux matériaux supraconducteurs séparés par une couche isolante ou métallique 
dans l’état normal. Dans le premier cas, on parle de jonction Josephson SIS 
(supraconducteur-isolant-supraconducteur) et dans le second de jonction SNS 
(supraconducteur-métal dans l’état normal-supraconducteur). Josephson prédit ces effets en 
1962 sur la base de la théorie BCS [89], du nom de leurs auteurs : John Bardeen, Leon Neil 
Cooper et John Robert Schrieffer. D’après ce modèle, les électrons dans un matériau 
supraconducteur se regroupent par paires, appelés paires de Cooper, et obéissent alors à une 
fonction d’onde macroscopique de la forme [88] : 

  ሺ   ሻ       ሺ   ሻ (28) 

avec ĳ(r,t) la phase. 

Bien que les paires de Cooper ne puissent exister dans un isolant ou un métal dans l’état 
normal, si la couche séparant les deux matériaux supraconducteurs est suffisamment mince7, 
elles peuvent la traverser par effet tunnel sans perdre la cohérence de leur phase. C’est la 
persistance de cette cohérence de phase qui donne lieu à l’effet Josephson. Josephson prédit 
qu’à différence de potentielle nulle aux bornes de la jonction, un supracourant I circulera 
entre les deux électrodes supraconductrices, donnant la première relation de Josephson : 

                                                 
7 δ’épaisseur de la couche séparant les deux électrodes supraconductrices est typiquement de 10 nm [90]. 
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        ሺ ሻ (29) 

avec į = ĳ1 – ĳ2 la différence entre les phases ĳ1 et ĳ2 des fonctions d’onde associées à 
chaque électrode supraconductrice et I0 le courant critique de la jonction au-delà duquel une 
différence de potentiel apparaît. Ce phénomène est connu sous le nom d’effet Josephson 
continu. 

δorsqu’une différence de potentiel V est appliquée aux bornes de la jonction, la différence de 
phase devient dépendante du temps :  

                    (30) 

avec Φ0 = h/2e le quantum de flux. La relation (30) décrit l’effet Josephson alternatif : c’est 
la deuxième relation de Josephson. Pour V constante, la différence de phase s’écrit : 

  ሺ ሻ            (31) 

En remplaçant (31) dans (29), le supracourant IJ(t) traversant la jonction devient :  

   ሺ ሻ       (         ൰       (      ൯ (32) 

Cet effet est dit alternatif en raison du comportement sinusoïdal de IJ(t). δ’application d’une 
différence de potentiel alternative entraîne des oscillations du supracourant à une pulsation 
2π/Ф0, soit une fréquence Josephson fJ = 1/Ф0 ≈ 484 THz/V. À l’inverse, si une tension 
alternative de fréquence fa est appliquée aux bornes de la jonction par irradiation 
hyperfréquence, le supracourant se synchronise avec cette fréquence (et ses harmoniques). 
Une tension continue VC apparaîtra alors aux bornes de la jonction :  

          (33) 

Une jonction Josephson agit alors comme un convertisseur tension-fréquence très précis, la 
constante de proportionnalité étant la constante Josephson KJ, valant théoriquement 2e/h, soit 
l’inverse du quantum de flux Ф0. En effet, l’indépendance de la relation tension-fréquence 
(33) vis-à-vis des conditions expérimentales (température, courant de polarisation, matériaux 
des jonctions) a été testée à de nombreuses reprises avec un niveau d'incertitude relative 
atteignant 10-16 en valeur relative [48]. C’est la raison pour laquelle l'effet Josephson est 
utilisé comme étalon primaire de tension continue. 

2.1.2    Modèle RSJC 

Plus généralement, le courant total traversant une jonction Josephson ne provient pas 
uniquement des paires de Cooper. Les électrons non appariés y participent également de deux 
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façons : par la loi d’ηhm et le comportement capacitif de la jonction, impliquant 
respectivement les courants IR et ID. Le modèle RSJC [91][92], pour Resistively Shunted 
Junction with Capacitance (voir Figure 2-1) fait intervenir ces différentes contributions. 

 

Figure 2-1 : Modèle RSJC d'une jonction Josephson [88]. De gauche à droite se trouve la tension V aux bornes de la 
jonction, le courant total I, le courant Josephson IJ, le courant porté par les quasiparticules IR et le courant de 

déplacement ID. 

Les différents courants contribuant au courant total sont : 

- le courant Josephson :         ሺ ሻ,  
- un courant de conduction :      ⁄  ou V est la chute de tension aux bornes de la 

jonction et R sa résistance tunnel, 
- un courant de déplacement :         ⁄ . 

Le courant total I s’écrit alors comme la somme de ces courants : 

        ሺ ሻ           (34) 

En remplaçant V, définie dans (34), par son expression dans (30), on obtient l’équation 
différentielle suivante, en considérant R constante : 

 
       ሺ ሻ                    {                         (35) 

avec βC le paramètre de McCumber. δ’expression de βC donnée dans (35) est obtenue en 
effectuant le rapport entre deux constantes de temps : celle associée au circuit RC ĲRC = RC et 
la constante de temps Josephson ĲJ = Φ0/(2πI0R) [93]. Ce paramètre est une mesure de 
l’amortissement des jonctions Josephson. Ainsi, d’après [88], la caractéristique courant-
tension (voir Figure 2-2) des jonctions Josephson : 

- est hystérétique pour ĲRC > ĲJ, ou plus précisément ĲRC > 0,7ĲJ. Ce comportement est 
indésirable si l’on veut suivre la valeur absolue du champ magnétique [94]. Pour 
l’éliminer, une résistance de shunt Rshunt est placée en parallèle de la jonction, avec 
Rshunt << R, 

- n’est pas hystérétique pour ĲRC < 0,7ĲJ. δ’expression de la tension V aux bornes de la 
jonction Josephson se simplifie alors par : 

V

I
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I
J
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 {               √                    (36) 

 

 

Figure 2-2 : Caractéristique courant-tension d'une jonction Josephson. a) Jonction non hystérétique : βC < 0,7. La 
caractéristique devient linéaire, de pente 1/R, lorsque |V| >> 0. b) Jonction hystérétique : βC > 0,7 [88]. 

Afin que le SQUID DC (décrit dans la section suivante) fonctionne correctement, les 
jonctions Josephson le composant doivent être non hystérétiques. 

2.2    Le SQUID DC 

Le SQUID DC est actuellement le capteur de flux magnétique le plus sensible. Ses domaines 
d’applications sont larges, allant de l’imagerie médicale (magnétoencéphalographie, 
magnétocardiographie, magnétoneurographie), des mesures de déplacements, la 
magnétométrie continue, la géophysique ou encore le contrôle non destructif (détecteur de 
radiations ayant une longueur d’onde allant du millimètre aux rayons X). La description des 
SQUID DC et leurs applications sont détaillées respectivement dans les références [95] [96]. 

2.2.1    Principe du SQUID 

Le SQUID combine les phénomènes physiques de quantification du flux et de l’effet 
Josephson. θrédit tout d’abord par F. δondon en 1950 [97], la quantification du flux a été 
observée expérimentalement par Deaver et Farbank [98] puis Doll et Näbauer [99] en 1961. 
Ils ont montré que le flux contenu dans une boucle supraconductrice est quantifié en unités 
de quantum de flux Φ0 = h/2e ≈ 2,07.10-15 Wb. 

Le SQUID DC (voir Figure 2-3a)) est constitué d’un anneau supraconducteur interrompu par 
deux jonctions Josephson non hystérétiques. Les jonctions limitent le supracourant IC 
pouvant circuler dans l’anneau à une valeur maximale IC|max égale à la somme des courants 
critiques des deux jonctions Josephson : IC|max = IC,1 + IC,2 (voir Figure 2-3 b)). Le courant J 

V

I

I
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I
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apparaît lorsque le flux appliqué Φa n’est pas égal à un multiple du quantum de flux, afin de 
maintenir la quantification du flux dans la boucle supraconductrice. J va augmenter le 
courant dans un coté de l’anneau et le diminuer dans l’autre. Cette modulation, causée par 
l’interférence des fonctions d’ondes dans les deux bras du SQUID, constitue la base du 
fonctionnement du SQUID DC. 

 

Figure 2-3 : a) Schéma de principe d’un SQUID DC. b) Schéma électrique équivalent du SQUID selon le modèle 
RSJC. c) Modélisation simplifiée du SQUID symétrique. J est le courant circulant dans la boucle. Les schémas sont 

inspirés de [95].  

Le flux magnétique traversant la boucle du SQUID module IC périodiquement, avec une 
période Φ0. La façon simple et répandue de détecter cette modulation est de polariser le 
SQUID avec un courant légèrement supérieur à 2I0. La mesure de la tension V aux bornes des 
jonctions est alors directement fonction du flux magnétique extérieur appliqué Φa. Pour 
mesurer des faibles variations de flux appliqué įΦa, on choisit généralement une valeur de 
courant de polarisation qui va maximiser l’amplitude de la modulation de tension, de façon 
que le coefficient de transfert VΦ = |(∂V/∂Φa|I , qui quantifie la sensibilité du SQUID, soit 
maximale. Ainsi, le SQUID produit une tension maximale įV = VΦįΦa lorsqu’un faible flux 
įΦa est appliqué. 

La représentation du SQUID, selon le modèle RSJC, conduit à la Figure 2-3 b). Les 
inductances L1 et L2 représentent le comportement inductif de l’anneau supraconducteur dans 
chaque bras. Tesche et Clarke ont montré [100] que le comportement du SQUID était 
relativement insensible à de fortes asymétries dans les deux branches, que ce soit aux 
niveaux des inductances, des résistances de shunt ou des courants critiques. Pour la suite, le 
SQUID sera donc considéré parfaitement symétrique et les effets capacitifs intervenant à 
plusieurs dizaines de kHz ou plus seront négligés (voir modèle simplifié de la Figure 2-3 c)). 

ηn démontre que les différences de phase į1 et į2 au sein de chacune des jonctions sont liées 
au flux magnétique appliqué Φa par :  

           ሺ     ሻ (37) 
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Si, dans un premier temps, le courant d'écrantage J est négligé (ce qui signifie Φ = Φa = nΦ0), 
on peut déterminer la relation V = f(I,Φ) [101] : 

      √(     ൰       ቀ      ቁ  (38) 

Cette équation montre que le SQUID est un transducteur flux-tension et permet d’en déduire 
les caractéristiques V-Ф et V-I du SQUID. 

2.2.2    Caractéristiques et point de fonctionnement 

Lorsque la polarisation du courant est correctement ajustée, le signal du SQUID est 
quasiment sinusoïdal et d’amplitude maximale. δa Figure 2-4 montre les caractéristiques I-V 
et V-Ф issues de (38). 

 

Figure 2-4 : a) Caractéristique V-I, avec V la tension aux bornes du SQUID et I le courant de polarisation du SQUID. 
b) Caractéristique V-Ф. Au point de fonctionnement W situé à (n+1/4)Φ0, VΦ est maximal. δ’allure est très proche 

d’une sinusoïde. Les caractéristiques sont inspirées de [95].  

La caractéristique V-I montre que pour un courant de polarisation I du SQUID donné, la 
tension à ses bornes est maximale et minimale respectivement pour un flux appliqué demi-
entier et entier. Sur la caractéristique V-Ф, le SQUID est polarisé avec un courant I 
légèrement supérieur à 2I0 : la tension développée est alors une fonction périodique du flux 
appliqué, de période Ф0. La pente au point de fonctionnement W représente la sensibilité du 
SQUID : plus elle est grande et plus le SQUID est sensible à une variation de flux. 

Toute tension V développée aux bornes du SQUID est amplifiée d’un facteur G à l’aide d’un 
amplificateur faible bruit (voir Figure 2-5). 
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Figure 2-5 : Amplificateur faible bruit associé au SQUID [102]. 

La tension de réglage Vb permet de déplacer verticalement la caractéristique V-Ф. Il est alors 
possible de la centrer sur l’axe horizontal (voir Figure 2-6). 

 

Figure 2-6: Réponse du SQUID réglé, en fonction du flux appliqué normalisée. δ’origine de l’axe vertical correspond 
à Φa = (n + ¼) Φ0. 

Le nouveau point de fonctionnement obtenu correspond au flux Φ = (n ± 1/4)Φ0. Le 
coefficient de transfert flux-tension est optimal en ce point, de valeur :  

              ሺ   ⁄ ሻ (39) 

Pour les SQUIDs DC, VΦ,max est de l’ordre de quelques 7,5.1010 V/Wb, soit 150 µV/Φ0 [103]. 

La linéarité au point de fonctionnement est valable pour de très faibles variations de flux 
magnétique (< įΦa). Afin d’augmenter considérablement le domaine de linéarité du SQUID, 
son électronique est équipée d’une boucle à verrouillage de flux, Fδδ (Flux-Locked Loop), 
qui permet de maintenir le flux magnétique constant au niveau du SQUID. 

2.2.3    La boucle à verrouillage de flux 

La boucle à verrouillage de flux (voir le Figure 2-7) est un circuit de contre-réaction couplé 
au SQUID via une bobine placée près de ce dernier. Le circuit applique au SQUID un flux 
opposé -Фa à celui le traversant. Le courant de contre-réaction ICR est généré à l’aide d’un 
intégrateur et d’une résistance Rf. 
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Figure 2-7 : Circuit simplifié d’une boucle à verrouillage de flux (Fδδ) couplée directement au SQUID DC [102]. Φa 

est le flux extérieur appliqué et -Φa le flux de contre-réaction, qui est égale (en norme) et opposé (en signe) à Φa. Vb 

est la tension de réglage du point de fonctionnement, Vout est la tension aux bornes de la résistance accessible à 
l’utilisateur en Fδδ et ICR est le courant de contre réaction. 

Pour que le courant de contre-réaction soit nul en l’absence de flux appliqué, le SQUID est 
préalablement réglé comme sur la Figure 2-6. D’un point de vue expérimental, pour tout 
autre point de fonctionnement, le courant ICR sera non nul en l’absence de flux appliqué : ce 
cas est préjudiciable pour la réalisation de mesures précises (bruit, mesures de courant etc.) 
en raison d’une augmentation du bruit du SQUID à basse fréquence. La contre-réaction 
permet de suivre des variations allant de très petites fractions à plusieurs quanta de flux : la 
dynamique du SQUID est alors suffisante pour l’application souhaitée, i.e. la mesure de 
faible courant. 

La résistance de contre-réaction Rf est généralement choisie à 10 kΩ8, rendant négligeable 
l’impédance de la bobine de contre-réaction. δ’intégrateur génère un courant de contre-
réaction, maintenant le flux global à zéro dans la boucle du SQUID : la tension de contre-
réaction Vout dépend alors linéairement du flux appliqué Φa dans la boucle du SQUID : 

             (40) 

Grâce au mode FLL, le coefficient de transfert VΦ ne dépend plus du point de fonctionnement 
du SQUID mais seulement des paramètres du circuit (Rf et Mf). 

La bande passante effective d’un SQUID en mode Fδδ peut être accessible en étudiant sa 
densité spectrale de puissance de bruit en fonction de la fréquence. La dynamique du SQUID 
est en revanche obtenue par la variation maximale de flux magnétique dans le temps que le 
SQUID est capable de mesurer : le taux de balayage (ou "slew rate"). Ce dernier est défini 
par : 

   ̇  |     |   ሺ   ⁄ ሻ (41) 

δe taux de balayage s’écrit aussi en flux :  

                                                 
8 Cette valeur de résistance est du même ordre de grandeur que la résistance quantique de Hall 
RH(i = 2) ≈ 12,9 kΩ (voir section 1.3.2). 

SQUID

I
b

Amplificateur
faible bruit Intégrateur

V
out

R
f

V
b

∫+
-G

I
CR

Φ
a

-Φ
a
= -M

f
I

CR



45 

 

   ̇          (42) 

où f1 est la bande passante (en mode Fδδ) et Φlin la pente au point W (voir Figure 2-6). Son 
expression pour un signal sinusoïdal est donnée par [95] : 

  ̇      (43) 

où  ̇ est le taux de balayage du champ appliqué, ω = 2πf est la pulsation du signal et ΔB est 
l’amplitude du signal. 

Avec un SQUID non connecté à un CCC et fonctionnant en mode FLL, le taux de balayage 
peut s’élever à 106 voire 107 Φ0/s et la bande passante du système est plus étendue, comprise 
typiquement entre 10 kHz et environ 1 MHz. Des valeurs typiques de bandes passantes à f-3dB 
sont de l’ordre de 25 kHz (Quantum Design), 50 kHz (Starcryoelectronics) et 280 kHz 
(Magnicon). De plus amples détails concernant la boucle à verrouillage de flux peuvent être 
trouvés dans [102] et [104]. 

2.2.4    Bruit du SQUID 

δes performances d’un système composé d’un CCC couplé à un SQUID dépendent, en 
grande partie, de la contribution du bruit du SQUID. 

2.2.4.1    Bruit intrinsèque du SQUID 

Le bruit des résistances de shunt 

La densité spectrale du bruit en courant des résistances de shunt Rshunt composant les 
jonctions est définie par : 

   ሺ ሻ  √             (44) 

Ce bruit a deux effets : il arrondit la caractéristique I-V (voir Figure 2-8) [88] et réduit le 
courant critique apparent. Il impose aussi une limite supérieure des inductances du SQUID, 
qui est définie par la relation : 

      ⁄        (45) 

δes interférences quantiques dues à la différence de phase des fonctions d’ondes de part et 
d’autre des jonctions Josephson n’apparaissent pas si la condition (45) n’est pas satisfaite. 
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Figure 2-8 : Caractéristique I-V d'une jonction Josephson RSJ en l’absence et en présence de bruit thermique dans la 
résistance de shunt [95]. 

De plus, le bruit thermique introduit un bruit blanc aux bornes du SQUID, de densité 
spectrale en tension SV(f), qui est équivalent à une densité spectrale en flux : 

   ሺ ሻ    ሺ ሻ    (46) 

Dans des conditions optimales, la densité spectrale en flux s’écrit [100] : 

   ሺ ሻ                (47) 

Il est souvent utile de caractériser les SQUIDs en fonction de leur résolution en énergie İ(f), 
qui est l’énergie minimale détectable :  

  ሺ ሻ    ሺ ሻ   (48) 

d’où :  

  ሺ ሻ              √   (49) 

δ’équation (49) est obtenue pour βC = βL = 1, avec βL le paramètre d’écrantage du SQUID :  

           (50) 

A partir de la surface efficace de capture ASQ de la boucle du SQUID et de SФ(f), on définit sa 
sensibilité en champ magnétique : 

      ሺ ሻ    ( √  ⁄ ൯ (51) 

Les ordres de grandeurs typiques de   ሺ ሻ et    sont respectivement quelques    √  ⁄  et   √  ⁄ , voir même 0,1   √  ⁄ , ce qui est 40 fois inférieure à un spectre de bruit en flux 
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typique d’un magnétomètre à vanne de flux (fluxgate en anglais), faisant partie des meilleurs 
magnétomètres (SQUID exclus) [105]. 

δ’équation (49) montre que la résolution en énergie d’un SQUID isolé est d’autant meilleure 
que l’inductance de la boucle et la résistance sont respectivement petite et grande. Il faut 
toutefois prendre garde à vérifier les conditions suivantes :  

- βL = 2LI0/Φ0 ≈ 1, pour rester dans la zone d’optimisation, 
- βC = 2πR²I0C/Φ0 < 0,7, afin que les jonctions ne soient pas hystérétiques, 
- eRI0 >> kBT, de sorte que le bruit de Johnson des résistances de shunt ne détruise pas la 

cohérence de phase au travers des jonctions (hypothèse du modèle établi par Clarke et 
al.). 

Bruit en 1/f du SQUID 

Le flux minimum détectable par le SQUID est observable à partir d’une mesure de densité 
spectrale de puissance de bruit en flux SΦ

1/2(f). Deux types de bruit séparés par une fréquence 
dite de recouvrement fc sont observables sur ce spectre : le bruit varie en 1/f [88] pour f < fc 
alors que pour f > fc, le bruit attendu ne dépend pas de la fréquence (bruit blanc). Le bruit en 
1/f provient d’au moins deux sources connues :  

- les fluctuations du courant critique des jonctions provenant du piégeage et dé-piégeage 
aléatoire des électrons dans la barrière,  

- les sauts de lignes de flux thermiquement activées dans la boucle du SQUID.  

Dans le premier cas, un simple piégeage dans la barrière induit une fluctuation aléatoire du 
courant entre deux valeurs. La densité spectrale de ce processus est une Lorentzienne :  

  ሺ ሻ     ሺ    ሻ  (52) 

avec Ĳ le temps moyen entre deux pulses. En raison de l’activation thermique de ce 
processus, Ĳ prend la forme : 

           (53) 

avec E la hauteur de la barrière du piège et Ĳ0 la période de stabilité d’un électron dans ce 
piège. En général, il peut y avoir plusieurs pièges dans la jonction, chacun ayant sa propre 
caractéristique de temps Ĳi. La superposition de plusieurs processus de piégeage 
statistiquement indépendant à une certaine température T résulte d’une densité spectrale en 
1/f : 

  ሺ   ሻ       ( ̃൯ (54) 

où  ( ̃൯ est la distribution des énergies d’activation et  ̃       ሺ       ሻ. De manière à 

avoir une fréquence de recouvrement aussi faible que fc ~ 1 Hz, il faut que Ĳ0 ~ 10 s [106]. 
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δes fluctuations ΔI0 dans le courant critique des jonctions produisent une variation de tension 
aux bornes du SQUID, s’exprimant par [107] : 

    ቈ(     ൰      (    ൰቉     [         (    ൰]    (55) 

où α = (I01  I02)/2I0 est l’asymétrie temporelle dans le courant critique des deux jonctions. 

La seconde source de bruit en 1/f est due aux vortex9 (voir Figure 2-9), et plus 
particulièrement par leurs sauts entre les points d’ancrage dans un matériau supraconducteur 
[107]. 

 

Figure 2-9 : Vortex dans un matériau supraconducteur [108], autorisant le passage de lignes de flux magnétique. 

Ces points d’ancrage peuvent être localisés sur des impuretés du matériau ou des variations 
d’épaisseur. Les fluctuations thermiques peuvent alors permettre aux vortex de se déplacer 
entre les différents points d’ancrage, produisant un bruit en flux magnétique [94]. Des vortex 
ont déjà été observés et manipulés : voir par exemple [109][110][111]. 

Plusieurs approches ont été suggérées par le passé pour réduire ce type de bruit en 1/f : 

- l’amélioration du processus de fabrication du SQUID a progressivement fait baisser les 
niveaux de bruit en 1/f, bien que la reproductibilité soit faible et que la corrélation directe 
entre les changements introduits et l’amélioration du bruit ne soit pas totalement 
comprise ; 

- empêcher l’entrée de flux dans l’anneau du SQUID : dans les laboratoires contrôlés, les 
dispositifs sont entourés par des blindages magnétiques à haute permittivité qui atténue 
le bruit magnétique environnant. Cela n’est pas possible dans les applications comme la 
géophysique ou le biomagnétisme, où les SQUIDs fonctionnent sous le champ 
magnétique terrestre [112] [113] [114] [115] ; 

- créer de forts points d’ancrages dans le matériau supraconducteur de manière à ce que 
les vortex soient plus fortement liés et qu’ils aient une mobilité réduite [116] [117] ; 

                                                 
9 δes vortex sont des zones où le métal est dans l’état normal : les lignes de flux magnétique peuvent alors 
traverser le supraconducteur. 
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- éliminer les vortex du SQUID : un système appliquant un champ magnétique 
radiofréquence avec une certaine puissance peut éliminer les vortex faiblement ancrés 
dans le SQUID, ou les déplacer à des points d’ancrage de plus haute énergie, réduisant 
ainsi l’excès de bruit basse fréquence [118] [119] [120]. 

2.2.4.2    Bruit de l’électronique 

δe bruit en tension de l’amplificateur SV,amp est également une source de bruit du SQUID. La 
densité spectrale de bruit en flux du circuit de la Figure 2-7 est donnée par [102] : 

                     (56) 

avec SФ la densité spectrale de bruit en flux du SQUID et VФ le coefficient de transfert au 
point de fonctionnement considéré. θour des bruits typiques de l’amplificateur et de 
coefficient de transfert, respectivement 1 nV/Hz1/2 et 100 µV/Ф0, la contribution en flux du 
préamplificateur représente : 

        √                 √   (57) 

Cette valeur est à comparer au bruit en flux intrinsèque du SQUID DC de 1 µФ0/Hz1/2. Il est 
à noter que le bruit de la source de polarisation du SQUID est inclus dans SV,amp [102]. Le 
bruit en flux de l’amplificateur étant significativement supérieur à celui du SQUID DC, le 
coefficient de transfert doit être amélioré d’un ordre de grandeur afin de rendre négligeable la 
contribution en bruit de l’amplificateur. En mode Fδδ, VФ = Vpp/Фlin est augmenté en 
réduisant Фlin par la technique appelée contre réaction positive additionnelle (Additional 
Positive Feedback ou APF) [100] [101]. 

Additional Positive Feedback (APF) 

δ’AθF (voir Figure 2-10 a)) consiste à ajouter en parallèle au SQUID DC une résistance RAPF 

et une bobine LAPF en série. L’AθF rend la caractéristique V-Ф fortement dissymétrique. 
Effectivement, la bobine LAPF est couplée magnétiquement au SQUID via une inductance 
mutuelle MAPF. En supposant que le SQUID travaille au point de fonctionnement W sur la 
pente positive de la caractéristique V-Ф (voir Figure 2-10 b)), une variation positive de flux 
įФ induira une variation positive įV de la tension V. δ’augmentation du courant dans 
l’inductance LAPF induira alors un flux supplémentaire positif dans le SQUID qui augmentera 
davantage la tension įV, ayant pour effet l’accroissement du coefficient de transfert VФ. Le 
coefficient de transfert est, à l’inverse, diminué lorsque le point de fonctionnement est placé 
sur les pentes négatives de la caractéristique V-Ф. 
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Figure 2-10 : a) Circuit électrique de l’APF. b) Caractéristique V-Ф du SQUID avec (courbe continue) et sans APF 
(courbe en pointillée) [95]. 

Le coefficient de transfert ainsi augmenté permet de négliger le bruit de l’amplificateur. Le 
principe de fonctionnement de l’AFθ est décrit plus en détail dans [102] [104]. 

2.2.5    Quelques SQUIDs DC commerciaux 

Les SQUIDs DC commerciaux utilisés au LNE proviennent des fabricants Magnicon® et 
Quantum Design. Les principales caractéristiques de ces SQUIDs sont regroupées dans le 
Tableau 2. 

Caractéristiques Simple étage 
(Magnicon®) 

Double étage 
(Magnicon®) 

Quantum Design 
(model 50) 

Inductance d’entrée  
(nH) 

24 - 1800 24 - 1800 2000 

Sensibilité d’entrée 
(µA/Φ0) 

2,2 – 0,225 2,2 – 0,225 0,2 

Bruit en flux typique @ 4,2 K 
(µΦ0/Hz1/2) 

1,2 0,8 < 5 

Bruit en flux @ 0,3 K 
(µΦ0/Hz1/2) 

X 0,25 X 

Résolution en énergie 4,2 K (h) 100 45 755 

Fréquence de recouvrement 
(Hz) 

≈ 3 ≈ 4 < 0,5 Hz 

Taux de balayage maximum  
(Ф0/s) 

107 X X 

Facilité d’accès à 
l’électronique ? 

oui oui non 

Tableau 2 : Récapitulatif des principales caractéristiques des SQUIDs fabriqués par Magnicon et Quantum Design. 

Le SQUID possédant les meilleurs performances en bruit est le SQUID double étage de 
εagnicon. De plus, six inductances d’entrée sont disponibles pour les SQUIDs simple et 
double étage, allant de 24 nH à 1800 nH, facilitant l’adaptation entre le CCC et le SQUID 
(voir section 2.3). Toutefois, le SQUID double étage possède la plus grande fréquence de 
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recouvrement. Le critère déterminant dans le choix du SQUID pour l’étude d’un CCC de 
grand gain est l’accessibilité à l’électronique du SQUID. De ce point de vue, le SQUID 
autorisant l’accès à l’électronique tout en ayant des performances suffisantes et une facilité 
d’emploi est le SQUID simple étage de chez εagnicon. En effet, l’utilisateur peut agir sur 
différents paramètres tels que les tensions de décalage (offsets), la résistance de contre 
réaction, le courant de polarisation, la bande passante du système afin d’obtenir les 
meilleures performances du SQUID dans toutes les situations, même en présence de bruit 
important, d’un piégeage significatif de flux et des sauts de flux. 

Son bruit en flux est très faible et sa fréquence de recouvrement est adaptée à une application 
basse fréquence, comme la mesure d’un faible courant continu avec un CCC. 

2.3    Comparateur Cryogénique de Courant (CCC) 

2.3.1    Principe 

Le CCC a été inventé par Harvey en 1972 [64]. Son principe est fondé sur la loi d’Ampère et 
le diamagnétisme parfait d’un matériau supraconducteur. En effet, grâce à l’effet εeissner, le 
supraconducteur crée des courants qui s’opposent au flux magnétique appliqué. Un 
supraconducteur est donc un matériau diamagnétique parfait qui expulse la quasi-totalité du 
flux magnétique à l’intérieur de celui-ci. 

 

Figure 2-11 : Principe du CCC [66]. 

Considérons deux fils insérés dans un tube supraconducteur de longueur infinie (voir Figure 
2-11) et d’épaisseur plusieurs fois supérieure à la profondeur de pénétration du champ 
magnétique dans un matériau supraconducteur, ou longueur de pénétration de London [121]. 
Cette longueur est de l’ordre de quelques dizaines de nanomètres à 4,2 K pour le plomb. Les 
courants I1 et I2 parcourent les fils dans le même sens et induisent un supracourant I grâce à 
l’effet εeissner. Ce dernier circule de la surface interne du tube vers sa surface externe, 
gardant une densité de flux magnétique nulle dans l’épaisseur du tube. En appliquant la loi 
d’Ampère au contour dans la partie massive du tube (cercle discontinu sur la Figure 2-11), on 
obtient la relation : 

 ∮  ⃗   ⃗⃗  ⃗      ∑    ሺ       ሻ 
  (58) 
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donnant la relation sur les courants : 

         (59) 

Si les fils, transportant les courants I1 et I2, traversent le tube respectivement N1 et N2 fois, le 
supracourant I est alors donné par la relation : 

             (60) 

Ces relations sont valables indépendamment de la position des fils dans le tube, même si les 
enroulements décrivent une trajectoire en « S ». La distribution en densité de courant peut 
être inhomogène à l’intérieur du tube, mais elle est homogène sur la surface externe pour un 
tube infiniment long. C’est la raison clé du haut niveau d’exactitude du CCC. 

 

Figure 2-12 : Schéma d’un CCC de type I [66]. Deux courants I1 et I2, en parcourant en sens opposé deux 
enroulements ayant respectivement N1 et N2 tours, vont induire un supracourant I. Ce dernier va créer un flux 

magnétique qui sera détecté par la bobine de détection et transmis au SQUID. 

Dans le cas d’un tube de longueur finie, les égalités (59) et (60) sont altérées par le champ 
magnétique non écranté aux extrémités du tube. Ce flux de fuite transporte l’information sur 
la position des enroulements. Pour surmonter ces effets mais aussi afin de rendre le dispositif 
compact et pratique à utiliser, le tube du CCC est formé tel un tore, dont les extrémités se 
recouvrent, tout en étant isolés électriquement (voir Figure 2-12). Plus grande est la longueur 
de recouvrement et plus élevée sera l’efficacité d’écrantage du tube vis à vis du flux 
magnétique de fuite passant par l’interstice. Cette méthode fut proposée par Sullivan et 
Dziuba pour améliorer l’exactitude du rapport de courant du CCC [122]. 

En parcourant en sens opposé les enroulements primaire et secondaire ayant respectivement 
N1 et N2 tours, les courants I1 et I2 vont induire un supracourant I = N1I1 – N2I2. Le flux 
magnétique résultant seulement de la circulation de I sur la surface externe du blindage 
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toroïdal, noté Φ, est détecté par le SQUID grâce à un transformateur de flux composé d’une 
bobine de détection enroulée au plus près de la surface interne du CCC, et de l’inductance 
d’entrée du SQUID. 

En ajustant le courant I2 à l’aide du SQUID utilisé comme détecteur de zéro, il est possible 
d’annuler les forces magnétomotrices mises en jeu au sein du CCC et obtenir 
I = N1I1 - N2I2 = 0. De cet équilibre en ampère-tour, on en déduit l’égalité des rapports 
théoriquement exacts suivant : 

 
          (61) 

Un second type de CCC (voir Figure 2-13), proposé par Grohmann et al. en 1973 [123], est 
réalisé en plaçant la bobine de détection à l’intérieur du tore supraconducteur et en effectuant 
les enroulements à l’extérieur, tel un transformateur conventionnel avec des enroulements 
autour d’un tore ferromagnétique. Ce CCC est utilisé aussi bien en fort courant continu qu’en 
courant alternatif. 

 

Figure 2-13 : Schéma d'un CCC de type II [124]. 

δ’utilisation de ce type de CCC permet l’obtention d’une grande exactitude (atteignant une 
incertitude relative inférieure à 10–7) pour la mesure de forts courants (jusqu’à 100 A) dans 
l’étalonnage des résistances atteignant 100 µΩ [125]. δ’avantage d’un tel CCC est la 
possibilité de placer les enroulements bien loin du blindage supraconducteur [95], évitant 
ainsi que le fort champ magnétique de surface généré par les forts courants transite le métal 
de l’état supraconducteur vers l’état normal, ce qui augmenterait considérablement les erreurs 
sur le rapport de courant I1/I2 du CCC. 

L’utilisation du CCC de type II n’est pas souhaitable pour amplifier un très faible courant 
(< 1 nA) car il n’est pas pratique de réaliser un enroulement primaire de grand nombre de 
tours à l’extérieur du blindage toroïdal pour des raisons techniques. Dans la suite, on se 
réfèrera toujours au CCC de type I. 
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2.3.2    Modes de fonctionnement du CCC 

Comme vu précédemment à la Figure 2-4 b), la réponse du SQUID peut être linéarisée à 
l’aide d’une contre-réaction. Cette dernière peut être appliquée sur le CCC ou le SQUID : on 
parlera respectivement d’une contre-réaction externe et interne. 

2.3.2.1    Contre-réaction externe (CRE) 

Dans ce mode de fonctionnement présenté sur la Figure 2-14 (1), le courant à mesurer I1 
circule dans l’enroulement primaire du CCC disposant de N1 tours. Tout supracourant I non 
nul circulant sur le blindage toroïdal et résultant d’un déséquilibre en ampère-tour au niveau 
du CCC créera un flux qui sera détecté par le SQUID au moyen du transformateur de flux. Le 
flux traversant l’anneau du SQUID va alors générer une tension à ses bornes qui sera 
amplifiée, intégrée, convertie en courant et injecté dans l’enroulement secondaire du CCC de 
N2 tours. Le supracourant I circulant dans le blindage toroïdal sera alors nul, ce qui se 
traduira également par l’annulation du flux détecté par le SQUID. ηn en déduit alors 
l’équilibre en ampère tour suivant :  

           (62) 

 
Figure 2-14 : Principe d'un amplificateur de très faible courant continu fondé sur le CCC. 

δe gain d’amplification en courant du système, noté GI,CRE, défini par le rapport des courants 
circulant dans les enroulements secondaire et primaire, est donné par le rapport du nombre de 
tours des enroulements N1/N2 :  

                    (63) 

Par ailleurs, on peut aisément déduire le gain de transimpédance en contre-réaction externe 
GCRE, en V/A :  

                      (64) 
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Lorsque la résistance RF est étalonnée, le CCC peut alors être utilisé comme un amplificateur 
ayant un gain théoriquement exact. Cette exactitude est recherchée pour mesurer avec 
précision des courants de très faible intensité.  

2.3.2.2    Contre réaction interne (CRI) 

En contre réaction interne (voir Figure 2-14 (2)), le courant de contre réaction est injecté dans 
une bobine placée près du SQUID. 

δe flux magnétique Φa induit sur le SQUID par le passage du courant I1 dans l’enroulement 
primaire est égal à N1I1/SCCC, avec SCCC la sensibilité du CCC (voir la section qui suit). Le 
flux ΦCRI appliqué au SQUID par l’électronique de contre réaction est ΦCRI = VCRI×MSQ/Rf, 
où Rf est la résistance de contre réaction et VCRI la tension à ses bornes. Le flux étant 
globalement nul au niveau du SQUID grâce à la contre réaction, on peut ainsi écrire l’égalité 
des flux magnétiques : N1I1/SCCC = VCRI×Mf/Rf afin d’en déduire le gain GCRI, en V/A, qui est 
le rapport entre VCRI et le I1 :  

                        ሺ   ሻ (65) 

On notera que dans ce mode de contre-réaction interne, la stabilité et l’exactitude de GCRI 
dépendent de la stabilité de l’électronique utilisée. 

2.3.3    Performances 

2.3.3.1    Sensibilité 

 

Figure 2-15 : δe CCC et le SQUID sont couplés par l’intermédiaire du transformateur de flux (TF). Lp 
(≈ 10 nH.cm-1) est l’inductance des fils reliant les deux bobines du TF. 

La sensibilité du CCC SCCC est définie comme la variation minimale mesurable du 
supracourant I circulant sur la surface du tube supraconducteur créant une variation de flux 
magnétique SQ de un quantum de flux 0 à travers l’anneau du SQUID. Le transformateur 
de flux (TF), illustré sur la Figure 2-15, est une boucle supraconductrice constituée d’une 
bobine de détection d’inductance propre LBD et de l’inductance d’entrée du SQUID LSQ. Il 
transmet une partie du flux magnétique généré par le CCC au SQUID, souvent éloignés de 
plusieurs centimètres. 
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La définition mathématique de la sensibilité du CCC est la suivante, en A/0 :  

      |       |  |          | (66) 

où MSQ est l’inductance mutuelle entre la boucle de SQUID et sa bobine d’entrée et ITF est le 
courant circulant dans le transformateur de flux. Dans un premier temps, on calculera la 
sensibilité d’un CCC en s’affranchissant des effets du blindage toroïdal sur la bobine de 
détection.  

En appliquant la conservation du flux au transformateur de flux et en supposant un flux 
initial nul, c’est à dire TF = (LBD + Lp + LSQ)ITF + MI = 0, avec Lp l’inductance entre la 
bobine de détection et celle du SQUID, M est l’inductance mutuelle entre le blindage toroïdal 
et la bobine de détection et I le supracourant circulant sur le blindage toroïdal, on obtient : 

      (          ൯     (67) 

δ’inductance de la bobine de détection et la mutuelle M peuvent s’écrire par les expressions 
générales suivantes [15] :  

         (68) 

    √          √      (69) 

avec N le nombre de tours de la bobine de détection, l l’inductance d’un tour de la bobine de 
détection, k le coefficient de couplage entre le blindage toroïdal et la bobine de détection et 
LCCC l’inductance du blindage toroïdal. Pour maximiser la transmission du flux magnétique 
du CCC au SQUID, il est nécessaire de minimiser la valeur de la sensibilité en fonction de 
LSQ et LCCC, autrement dit de réaliser une adaptation d’impédance entre le CCC et le SQUID. 
Cela passe par la détermination du nombre de tours optimal NOPT de la bobine de détection. 
Cette dernière est obtenue en remplaçant (68) et (69) dans (67), puis en dérivant l’expression 
obtenue par rapport à N. On obtient le nombre de tours optimal NOPT permettant une 
adaptation d’impédance idéale entre le CCC et le SQUID :  

      √        (70) 

Utiliser un SQUID d’inductance d’entrée élevée, vis-à-vis de LCCC, facilite grandement 
l’adaptation d’impédance mais augmente également le nombre de tours de la bobine de 
détection à réaliser. Cela pose un problème de réalisation lorsque le nombre de tours de la 
bobine approche de la dizaine : répartir de manière homogène un relativement grand nombre 
de tours (supérieur à 7 dans notre cas) sur la hauteur d’un CCC de grand gain, typiquement 
de l’ordre de deux centimètres, n’est pas toujours aisé. Un compromis doit alors être réalisé 
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(voir le chapitre 3). Dans la pratique, il est plus simple d’adapter le SQUID au CCC que 
l’inverse. 

La sensibilité optimale        est obtenue en utilisant l’expression de NOPT dans (67) : 

           √            (71) 

Considérons maintenant l’interaction entre la bobine de détection et son image dans le calcul 
de la sensibilité. La bobine image (voir Figure 2-16) représente la réaction du matériau 
supraconducteur pour annuler la composante perpendiculaire du champ magnétique sur la 
surface du blindage toroïdal [126]. Plusieurs méthodes numériques ont été proposées dans la 

littérature pour calculer la sensibilité réelle           du CCC [127] [128] [129]. Un accord à 
mieux que 5 % a généralement été trouvé entre les valeurs des sensibilités calculées et 
mesurées. A partir des calculs réalisés par Sesé et al [130], une formule analytique plus 
complète de la sensibilité donnée par (67) peut être déduite, dans des conditions réalistes 
[126] :  

              ሺ    ሻ                         (72) 

où k’ est le coefficient de couplage entre la bobine de détection réelle et son image dans le 
tube supraconducteur, k est un paramètre géométrique reliant le flux détecté par la bobine de 
détection quand un courant circule sur le blindage toroïdal et LCCC,eff est l’inductance 
effective du tube supraconducteur en présence du blindage externe. Le terme LBD(1  k’) 
correspond à la réduction de l’inductance propre de la bobine de détection réelle par le 
couplage avec sa bobine image. En effet, le matériau supraconducteur va agir comme une 
bobine générant un champ opposé et annuler le champ magnétique créé par la bobine de 
détection réelle.  

 

Figure 2-16 : Paramètres géométriques d’un blindage toroïdal (gris), du blindage externe ainsi que la bobine de 
détection (cercles noirs) [126]. 

Blindage externe

w

h

d

2r
eq

image 2ρ

r
moyen

r
int

R
blindage



 

58 

 

Une valeur de k’ proche de 1 est difficilement atteignable mais il est possible de s’y 
approcher en augmentant le diamètre du fil utilisé pour réaliser la bobine de détection [127] 
et en plaçant cette dernière au plus près du blindage toroïdal. 

La mutuelle M donnée dans (72) s’écrit : 

              (73) 

Dans le cas où d/rint << 1 alors k ≈ 1. Dans le cas particulier où N = 1, d/rint << 1 et ρ/rint << 1 
alors k’ peut être estimé par :  

        (     ൰  ቀ      ቁ    (74) 

Pour N > 1, des nouveaux termes apparaissent provenant du couplage entre chaque tour de la 
bobine de détection réelle avec ceux de la bobine image : ils doivent alors être pris en compte 
dans les formules. Dans le cas particulier où k’ = k = 1 et Lp << LSQ, on en déduit l’expression 
simple du nombre de tours et de la sensibilité optimale : 

      √             (75) 

              √             (76) 

La prise en compte de Rblindage dans l’optimisation de la conception d’un CCC de grand gain 
est détaillée dans la section 2.3.5. 

2.3.3.2    Résolution en courant 

δa résolution en courant įI, en A/Hz1/2, est définie comme la racine carrée de la densité 
spectrale de puissance du bruit en courant en entrée du CCC, ou de manière équivalente, au 
supracourant minimum mesurable par Hz1/2

 circulant dans le blindage toroïdal du CCC. 
δ’expression complète de įI est donnée par [66]:  

    √                     (             ൰  (77) 

où N1 est le nombre de tours de l’enroulement primaire du CCC, İ la résolution en énergie du 
SQUID et k est le coefficient de couplage entre la bobine de détection et le blindage toroïdal. 
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Le premier terme concerne le bruit thermique (ou bruit Johnson) en courant įI1 par unité de 
bande passante, de la résistance équivalente à l’entrée de l’enroulement primaire et à la 
température T. 

Le deuxième terme est la contribution du SQUID lorsque la sensibilité optimale du CCC est 
atteinte. La résolution en énergie par unité de bande passante est définie comme suit (voir 
Figure 2-17) [131] : 

  ሺ ሻ    ሺ ሻ     (78) 

dans laquelle la densité spectrale en flux SΦ(f) est donnée par : 

   ሺ ሻ    ሺ ሻ    (79) 

avec SV(f) la densité spectrale de bruit en tension aux bornes du SQUID et VФ le coefficient 
de transfert du SQUID au point de fonctionnement. 

Le troisième terme de (77) provient du bruit en flux magnétique externe, de densité spectrale 
de puissance SΦext [132]. Il devient négligeable sous réserve d’un blindage soigné. En effet, 
l’atténuation théorique du champ magnétique terrestre en utilisant trois blindages en 
ferromagnétique, plomb et en niobium est d’environ 210 dB en ajoutant les atténuations 
individuelles des différents blindages : 40 dB pour un blindage ferromagnétique [133], 
100 dB [134] et 70 dB pour les blindages respectivement en plomb et en niobium. 

 

Figure 2-17 : Schéma des sources de bruit en courant ramenées à l'entrée du CCC en contre-réaction interne. 

δes différentes sources de bruit įI1, SΦext, et İ ramenées à l’entrée du CCC, sont récapitulées 
sur la Figure 2-17. δe bruit en tension de l’amplificateur SV,amp est aussi une source de bruit, 
mais elle est rendue négligeable en utilisant l’AθF (voir section 2.2.4.2). 

Le terme dominant dans (77) dépend de l’application du CCC. δorsqu’il est utilisé comme 
comparateur de courant dans un pont de résistance, le bruit Johnson des résistances à 
comparer est dominant : par exemple, une résistance de 10 kΩ placée à température ambiante 
et à 4,2 K génère un bruit en courant respectivement de 1 pA/Hz1/2 et 0,2 pA/Hz1/2. Dans le 
cas où le CCC est utilisé pour amplifier de faibles courants, N1 et Req sont élevés, 
respectivement quelques 10 000 tours et jusqu’à quelques GΩ. A titre d’exemple, une 

Transformateur 
de flux

S
ΦextN

1
įI

1
İ Courant de 

polarisation Amp.

R
f

∫
I
CRI

S
V,amp



 

60 

 

résistance de 10 GΩ placée à 300 K et 4,2 K induit un bruit en courant théorique 
respectivement de 1,3 fA/Hz1/2 et 0,15 fA/Hz1/2. Le bruit en courant issu du bruit du SQUID 
est de 2,0 fA/Hz1/2 et 0,5 fA/Hz1/2 respectivement pour les valeurs numériques suivantes : 
İ = 500×h, N1 = 10 000 tours, et İ = 300×h, N1 = 30 000 tours, les paramètres gardés 
constants étant k = 0,8 et LCCC = 10 nH. Le bruit en courant provenant du bruit en flux 
extérieur est proche de 1 fA/Hz1/2 pour N1 = 10 000 tours, LCCC = 10 nH et l’utilisation de 
deux blindages en plomb et un blindage ferromagnétique. δ’utilisation d’un troisième 
blindage en plomb rend négligeable la contribution du champ magnétique extérieur. Ces trois 
sources de bruit combinées induisent une résolution en courant du CCC supérieure à 
3 fA/Hz1/2 et inférieure à 1 fA/Hz1/2 respectivement dans la configuration la moins et la plus 
favorable parmi les exemples donnés. 

2.3.3.3    Fréquences de résonance 

δ’analyse de la résolution en courant permet à un CCC d’atteindre un bruit en courant de 
1 fA/Hz1/2 lorsque l’enroulement primaire d’un CCC est composé de plusieurs dizaines de 
milliers de tours. δ’utilisation d’un enroulement avec autant de tours implique différents 
problèmes dont le principal provient des phénomènes de résonance. δ’inductance des 
enroulements augmente avec N², où N est le nombre de tours d’un enroulement. δes 
enroulements du CCC se comportent comme des circuits résonants LC par couplage de leur 
inductance avec les capacités parasites. Les résonances induites sont susceptibles de 
perturber le bon fonctionnement du système, et particulièrement la boucle à verrouillage de 
flux. Plus le nombre de tours des enroulements est grand, et plus nuisibles seront les 
résonances. Elles deviennent particulièrement problématiques lorsque leurs fréquences 
propres se trouvent dans la bande passante du SQUID (≈ 1 kHz). 

Pour des CCCs ayant plusieurs dizaines de milliers de tours, les fréquences de résonance 
peuvent être observées à quelques kHz en raison des grandes inductances des enroulements 
comprises entre 1 et 10 H, combinées aux capacités parasites allant de 10 pF à 1 nF. Elles 
doivent être comparées aux fréquences de résonance de plus de 20 kHz des CCCs utilisés 
dans les ponts de comparaison de résistances et possédant des enroulements ayant 
typiquement au maximum 2000 tours. 

Des précédents travaux [135] [136] ont permis de regrouper les plus faibles fréquences de 
résonances de différents CCCs en fonction du nombre de tour. 

Nombre de tour 1500 5000 10 000 10 000 20 000 
Fréquence de résonance (kHz) 30 8 4 3,5 1,8 

Tableau 3: Fréquences de résonance en fonction du nombre de tour. 

Les résultats confirment l’effet du nombre de tours sur la fréquence de résonance. 
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2.3.4    Erreurs 

Théoriquement, le rapport des enroulements N1/N2 (ou gain) du CCC est exact. Dans la 
réalité, il ne l’est pas en raison des fuites de flux magnétique, des courants de fuites circulant 
dans les capacités parasites et de l’électronique utilisée.  

2.3.4.1    Exactitude du rapport de courant 

Erreur due au recouvrement fini du blindage toroïdal 

La fuite de flux magnétique induit une erreur par rapport au gain théorique du CCC. Ramin 
[137] a estimé la limite haute de cette erreur en calculant le flux de fuite à l’extrémité du 
recouvrement. Il obtient donc avec cette théorie une erreur supérieure, d’un facteur 103, à 
celle obtenue expérimentalement. Seppä [138] a établi une expression analytique de l’erreur 
fondée sur les calculs de Ramin mais aussi en considérant la fuite de flux à l’extérieur du 
blindage toroïdal. Il considère pour cela des enroulements positionnés symétriquement par 
rapport au centre du tore et un blindage toroïdal de section cylindrique (voir Figure 2-18). 

 

Figure 2-18 : Un modèle (cylindrique) du blindage toroïdal utilisé pour estimer la fuite de flux magnétique en dehors 
du blindage toroïdal du CCC [138]. 

δ’erreur relative sur le rapport de courant I2/I1 est considérablement réduite lorsque le 
blindage toroïdal se recouvre sur une longueur l suffisamment longue pour minimiser le flux 
de fuite Φfuite s’échappant par les ouvertures du blindage. Des valeurs théoriques du rapport 
de l’ordre de quelques 10-10 ont été calculées sur les deux types de CCC [139]. 

A partir de ce modèle, Seppä établit une expression analytique de l’erreur de rapport de 
courant :  
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                       ቀ    ቁ (80) 

où Rt est le rayon du tore supraconducteur (non représenté sur la Figure 2-18),   √    ⁄  
et      ⁄ . Les paramètres géométriques b, l et Ra sont donnés sur la Figure 2-18. 
δ’équation (80) est valable si les conditions suivantes sont satisfaites :  

- b << Ra, 
- Ra << Rt, 
- l >> 1, 
- le détecteur de flux entoure le blindage toroïdal. 

En remplaçant les expressions de  et є dans (80) tout en considérant la condition b << Ra 
impliquant Ri ≈ Ra, nous arrivons à l’expression simplifiée de l’erreur : 

 
                       ቀ    ቁ (81) 

δ’expression (81) peut être adaptée à un CCC de section carrée wh (voir Figure 2-19 a)) en 
considérant une section circulaire de section wh et de rayon équivalent req = (wh/π)1/2 (au 
facteur 4a/πRa ≈ 1 près du aux grands enroulements) : 

 
                       (         ൰ (82) 

où į est l’épaisseur de l’interstice (représentée sur la Figure 2-19 b)) et rmoyen est le rayon 
moyen du tore. Williams [140] confirme cette expression en calculant le flux magnétique de 
fuite traversant la bobine de détection. 

 

Figure 2-19 : a) Paramètres géométriques d’un blindage toroïdal (gris), du blindage externe ainsi que la bobine de 
détection (cercles noirs). b) Détail des paramètres géométriques du blindage toroïdal, et notamment la longueur de 

recouvrement l ainsi que l’épaisseur de l’interstice į [66]. 
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Pour un recouvrement de un tour du blindage toroïdal (l = 2πrmoyen) et des valeurs typiques 
suivantes : rmoyen = 15 mm, req = 3 mm et une valeur maximale į = 1 mm, l’erreur se situe 
autour de 10-16, bien inférieure à la plus petite valeur d’erreur de rapport de courant 
typiquement obtenue expérimentalement : 10-10. D’autres sources d’erreur sont à prendre en 
compte. 

Erreur due à la longueur finie de la cheminée 

Les fils des enroulements primaires et secondaires sortent du blindage toroïdal par un tube de 
longueur finie qui le prolonge, appelé cheminée, et constitué de plusieurs couches de 
blindage (voir Figure 2-12). Les fuites de flux insuffisamment écrantées par cette cheminée 
affectent l’exactitude du CCC (61). 

La mesure de l’erreur de rapport des enroulements en courant continu prend en compte les 
fuites de flux dues aux longueurs finies du blindage toroïdal et de la cheminée. En pratique, 
l’exactitude du CCC est quantifiée en mesurant, par l’intermédiaire du SQUID et de la 
boucle de contre-réaction, le supracourant circulant sur le blindage toroïdal lorsque deux 
enroulements de même nombre de tours N placés en série-opposition sont traversés par le 
même courant ISE, générant alors deux flux théoriquement égaux mais opposés en signe. 

2.3.4.2    Erreur de rapport d’enroulements en courant alternatif 

Une valeur trop faible de fréquence de résonance du CCC induit une instabilité du système et 
une erreur de rapport d’enroulements non négligeable. Une expression approximative et 
simple de cette erreur peut être donnée en termes d’inductances propre des enroulements L1, 
L2 et de leur mutuelle inductance M = k(L1L2)

1/2, avec k le coefficient de couplage entre les 
deux enroulements mis en jeu [96] lors de l’amplification d’un courant, c’est à dire pour 
L1 >> L2 :  

 
 ቀ    ቁቀ    ቁ      ሺ   ሻ      (83) 

avec C la capacité parasite équivalente au niveau de l’inductance L1 et ω la pulsation. 
δ’erreur de rapport d’enroulements peut également être estimée via la détermination d’une 
fréquence de résonance du CCC fres : 

     ሺ   ሻ (      ൰  (84) 

On suppose que fres = (4π2L1C)-1/2 est la plus faible fréquence de résonance pour une 
configuration donnée. 
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La Figure 2-20 illustre une représentation des capacités parasites responsables des courants 
de fuites et des fréquences de résonances dans le cas de deux enroulements couplés et de 

mutuelle    √    . δe courant réel traversant l’enroulement d’inductance L2 est :  

                 (85) 

avec x la fraction du courant i5 traversant L2 (x ≈ 1 aux basses fréquences). 

 

Figure 2-20 : Schéma de deux enroulements avec des courants de fuites provenant des capacités parasites. 

Les fréquences de résonance du CCC peuvent facilement être mesurées sur les spectres de 
bruit en courant ou en flux en sortie du système [135] [124] [141] [142]. Cependant il 
difficile d’en déduire, à partir de cette mesure, le degré de contribution de chaque capacité 
parasite dans la résonance. 

Contrairement aux erreurs dues aux fuites de flux magnétiques, l’erreur de rapport de courant 
en courant alternatif est difficilement quantifiable par des mesures. La quantification de cette 
erreur ainsi que la compréhension des résonances passe par la détermination d’un modèle 
électrique équivalent représentatif du comportement fréquentiel du CCC. Cette erreur sera 
étudiée au Chapitre 4. 

2.3.4.3    Gain en boucle ouverte 

δ’efficacité du verrouillage en flux dépend du gain en boucle ouverte de la contre-réaction. 
Lorsque son gain est infini, la contre-réaction est idéale. En revanche, le gain en boucle 
ouverte de la contre-réaction est fini et induit une erreur sur la valeur du rapport de courant 
mesurée par le CCC (63). Cette erreur peut être déduite du schéma bloc de la Figure 2-21. 

Les courants I1 et I2 appliqués au CCC aux travers respectivement des enroulements primaire 
(N1 tours) et secondaire (N2 tours) induisent une différence de flux magnétique įΦ = Φ1 - Φ2 
au SQUID. Le gain en boucle ouverte du CCC, GCCC,BO, qui correspond au rapport 
Φ1/įΦ ≈ Φ2/įΦ est :  

                      (86) 
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où GE est le gain de l’électronique de contre-réaction [102], VΦ est le coefficient de transfert 
optimal du SQUID et Rf est la résistance de contre-réaction. 

 

Figure 2-21 : Schéma bloc d'un CCC [66]. 

Considérons le cas où le courant I2 est délivré seulement par l’électronique de contre-
réaction, c’est à dire IFB = I2 et IS = 0. δ’erreur du rapport de courant du au gain fini en 
boucle ouverte est alors : 

 
         ൮            ൲      ቆ          ቇ (87) 

Typiquement GCCC,BO atteint 100 dB à une fréquence de 10 mHz, pour une bande passante de 
1 kHz, induisant ainsi une erreur de 10-5. Cette erreur est grande comparée aux erreurs 
typiquement atteignables avec les CCCs : 10-9 voir moins. Afin de réduire l’erreur provenant 
du gain fini en boucle ouverte, une source de courant secondaire asservie injecte un courant 
IS ≈ I2 dans l’enroulement secondaire : c’est le préajustement. Dans ce cas, le rapport de 
courant devient :  

 
         ቆ                ቇ (88) 

En ajustant le courant IS à 10-5 en valeur relative, l’écart de rapport de courant sera donnée 
par le rapport x/GCCC,BO = 10-10 avec GCCC,BO = 105. 

ζotons que l’erreur décroît si N2 augmente mais la bande passante du système et le gain du 
CCC diminuent également. 

2.3.5    Elément d’optimisation 

D’après l’équation (77), lorsque le CCC est utilisé comme amplificateur de courant, sa 
résolution dépend de la résolution en énergie du SQUID, du nombre de tour de l’enroulement 
primaire du CCC mais aussi de l’inductance du blindage toroïdal LCCC. Cette dernière est 

CCC +
-

Φ
1

I
1 įΦ

V
Φ

G
Electronique

1/R
fCCC +

-

I
FB

I
2

I
S

SQUID

N
2
 tours

N
1
 tours

V
SQ

Φ
2



 

66 

 

estimable à quelques pourcents [128] lorsque l’influence du blindage entourant le CCC est 
négligée : 

              ቈ  ቆ          ቇ   ቉ (89) 

où req = (wh/π)1/2 est le rayon de la section circulaire, wh est la section du blindage toroïdal et 
rmoyen le rayon moyen du tore. δ’expression (89) peut être utilisée si les conditions suivantes 
sont satisfaites :  

i) la section du tore est pratiquement ou complètement carrée. Si le rapport 
hauteur/largeur est supérieur à deux [135], LCCC peut alors être estimé par 
simulation numérique, comme le montre G. Symm [143] en utilisant une méthode 
de calcul fondée sur les courants surfaciques du CCC, 

ii) l’effet d’écrantage par le blindage entourant le CCC doit être négligeable, c’est à 
dire que la distance entre ce blindage et le CCC est supérieure à req [127]. 

Ainsi, l’inductance est élevée lorsque rmoyen est élevé et wh faible (voir Figure 2-19 a)). 
Cependant, wh et rmoyen sont limités par le nombre total de tour des enroulements et le rayon 
du blindage extérieur Rblindage, qui est lui-même limité par le diamètre d’ouverture du col du 
cryostat. 

δ’optimisation de la résolution en courant peut être obtenue en utilisant l’influence du 
blindage entourant le CCC comme moyen d’augmenter l’inductance effective du blindage 
toroïdal. Sesé et al. ont proposé une règle simple permettant d’y parvenir [144]. Ils utilisent 
la théorie des circuits magnétiques [145] qui établit une analogie parfaite entre la conduction 
d’un flux magnétique au travers d’un milieu de perméabilité magnétique µ10, et la conduction 
d’un courant dans un milieu de conductivité ı, les deux milieux ayant la même géométrie. δa 
grandeur analogue à la résistance électrique Rel est la reluctance magnétique  . De plus, un 
circuit magnétique peut être représenté par une mise en série et/ou parallèle de reluctances. 
Dans le cas d’un CCC entouré d’un blindage coaxial, l’inductance L du circuit magnétique 
associé est l’inverse de sa réluctance. L et   sont reliées par : 

      (90) 

δ’inductance du blindage toroïdal peut alors être donnée par : 

                    (91) 

avec    et    respectivement les réluctances de l’espace au centre du CCC et l’espace 
séparant le CCC du blindage coaxial.    est la réluctance des espaces supérieures et 

                                                 
10 La perméabilité magnétique traduit la capacité d’un matériau à canaliser les lignes de champ magnétique. 
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inférieures du CCC. D’après Sesé et al., LCCC,eff est maximale lorsque    et    sont égales, 
avec les approximations suivantes : 

                          (92) 

où h est la hauteur du CCC, μ0 est la permittivité du vide, Aint = πr²int est la section intérieure 
du CCC et Aext = πR²blindage - π(rint + w)² est la section séparant le CCC du blindage externe 
(voir Figure 2-22). On en déduit alors la condition de maximisation de LCCC,eff suivante : 

           (93) 

Lorsque Rblindage et w sont fixés, on déduit de (93) le rayon moyen du blindage toroïdal 
permettant de maximiser son inductance : 

           √                (94) 

De même, lorsque rint et w sont fixés, on déduit le rayon minimal du blindage externe 
Rblindage,min pour lequel l’effet du blindage n’est pas très élevé :  

               √                (95) 

Si l’équation (93) n’est pas satisfaite, alors l’inductance du blindage toroïdal sera d’autant 
plus proche de son inductance intrinsèque (89) que Rblindage sera grand par rapport à rmoyen. A 
l’inverse, la densité de supracourant en un point donné du blindage coaxial étant 
proportionnelle à la densité de flux magnétique en ce point, plus le blindage toroïdal est 
proche du blindage externe et plus le courant d’écrantage augmentera. En effet, les lignes de 
flux ayant un espace de plus en plus réduit, la densité de flux et le supracourant 
augmenteront, réduisant l’inductance effective du blindage toroïdal. 

 

Figure 2-22 : Vue de dessus de la Figure 2-19 avec le CCC (gris), la bobine de détection (noir) et le blindage coaxial 
(surface hachurée). δ’aire Aint, en bleue foncé, est la section intérieure du CCC alors que Aext, en bleu clair, 

représente la surface séparant le blindage externe du CCC. La figure est inspirée de [66]. 
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La bobine de détection (voir Figure 2-22) doit être placée la plus proche possible du CCC, 
c’est à dire pour d/rmoyen << 1 et être répartie régulièrement sur la largeur du blindage toroïdal 
afin de réduire le couplage magnétique entre spires. 

En effet, le couplage entre le blindage toroïdal et la bobine de détection est maximisée 
lorsque cette dernière est très proche du blindage toroïdal. De plus, le couplage est davantage 
amélioré lorsque le couplage entre les spires est réduit, chaque spire alors seulement couplée 
à leur image [127]. 

2.3.6    Applications des CCCs 

2.3.6.1    Les ponts de comparaison de résistances 

Le CCC est habituellement utilisé dans les ponts de comparaison de résistances par les 
instituts nationaux de métrologie [66]. Etant composé d’enroulements dont les nombres de 
tour sont en progression arithmétique, il permet l’étalonnage de différents rapports de 
résistances [146]. Le CCC est connecté à deux sources de courant continu qui alimentent 
deux résistances R1 et R2 à comparer via respectivement les courants primaires I1 et 
secondaire I2 (voir Figure 2-23). Le courant I2 est asservi de telle façon que le rapport de 
courant soit ajusté, permettant au SQUID d’être verrouillé en flux dans de bonnes conditions. 

Dans le cas idéal, la comparaison des courants consiste à régler le rapport de courant à l’aide 
du détecteur de zéro, de manière à égaliser les tensions aux bornes des résistances et avoir 
R1I1 = R2I2. En conséquence, le rapport des résistances R1/R2 sera égal au rapport du nombre 
de tours des enroulements du CCC N1/N2.  

Dans le cas réel et propre au pont du δζE, une fraction İ du courant I2 est déviée par un 
diviseur résistif puis injectée dans l’enroulement auxiliaire du CCC composé de Na tours. Le 
pont est alors équilibré respectivement en tension et en ampère-tour :  

                   (96) 

             (97) 

En éliminant les courants de ces deux relations, on obtient la relation suivante sur le rapport 
des résistances :  

 
         (       ൰ (98) 

İ peut aussi être obtenu en utilisant un amplificateur et une résistance en sortie du détecteur 
pour générer un courant de contre-réaction et alimenter l’enroulement auxiliaire. δa valeur de 
İ est ensuite déduite de la mesure de tension aux bornes de la résistance [34]. δ’avantage de 
cette deuxième méthode est la possibilité d’automatiser complètement le pont. 
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Figure 2-23 : Schéma d'un pont de résistance fondé sur un CCC [66]. Le blindage toroïdal du CCC est symbolisé par 
une spirale à plusieurs tours. 

Dans chacun des deux cas, les tensions sont mesurées en inversant périodiquement la polarité 
du courant de façon à compenser les dérives. δa fréquence typique de travail est de l’ordre de 
0,1 Hz voire moins, et pourrait être dans la gamme où le SQUID génère un bruit en 1/f. Une 
fréquence de travail supérieure à 1 Hz peut induire une erreur significative (> 10-9) du rapport 
de courant en raison des capacités indésirables entre les enroulements du CCC. Le bruit ainsi 
que l’erreur du CCC peuvent être minimisés en utilisant le pont à 1 Hz [147]. Il faut 
également préciser que la dépendance en fréquence de l’étalon de résistance doit être connue. 

Le CCC a permis de démontrer la très grande reproductibilité de l’effet Hall quantique 
(EHQ), qu’il soit obtenu à partir de transistor εηSFET, des hétérostructures GaAs et plus 
récemment dans le graphène [32], [33], [37], [39], [153] [151]–[155]. 

δes sources d’erreurs systématiques du système de mesure englobent la fuite de courant à la 
masse, l’étalonnage du diviseur résistif, l’écart à la linéarité du nano-voltmètre utilisé comme 
détecteur de zéro, l’erreur de rapport de courant en courant continu, le gain fini en boucle 
ouverte de l’électronique de contre-réaction et les courants de fuites dus aux capacités 
parasites. 

D’autres sources d’incertitudes sont estimées à l’aide de méthodes statistiques (incertitude-
type de Type A). Citons la résolution en courant du CCC, le bruit Johnson des résistances 
utilisées, le bruit généré par le détecteur de zéro incluant les forces électromotrices 
indésirables, le bruit intrinsèque du SQUID et le bruit associé à la source de courant 
connectée à l’enroulement primaire. 
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2.3.6.2    Amplification et mesure de très faibles courants 

En raison des performances atteintes avec un CCC pour la mesure de rapport de résistances 
au moyen de la mesure d’un rapport de courant, l’utilisation d’un CCC comme amplificateur 
de très faibles courants pour étudier les dispositifs SET semble naturel. Comme vu 
précédemment sur la Figure 2-14 (2), le courant I1 est amplifié d’un facteur N1/N2, donnant le 
courant ICRE. La mesure de ICRE est donc une image du courant I1, à l’erreur de rapport de 
courant près. 

Afin de mesurer précisément le courant ISET délivré par un dispositif à un électron et circulant 
dans l’enroulement primaire, la résistance étalon de contre réaction RCR est étalonnée par 
comparaison à une résistance de référence et la tension V développée aux bornes de RCR est 
comparée à une tension de référence VREF au moyen d’un détecteur de zéro (voir Figure 
2-24) : cette mesure revient à fermer le Triangle Métrologique Quantique (voir section 1.5). 

 

Figure 2-24 : Schéma simplifié d’un CCC permettant l’amplification et la mesure précise de très faibles courants. 

Les incertitudes relatives liées aux effets systématiques atteignent 10-8 ou moins et dépendent 
faiblement de l’intensité du courant. Elles proviennent du CCC (uCCC ≈ 10−8, incluant les 
erreurs de rapports en courant continu et en alternatif, le gain fini en boucle ouverte du 
SQUID), la résistance étalon de 10 kΩ (uR ≈ 10−8 en prenant en compte la dérive temporelle, 
la dépendance en température et en pression), la tension de référence (uV < 10−8, 
principalement due aux forces électromotrices résiduelles, la résistance de fuite et l’erreur sur 
la fréquence), le détecteur de zéro (DZ) (uDZ < 10−8, due aux erreurs de gain et de non 
linéarité) et le montage expérimental SET (uSET < 10−8 provenant des courants de fuite et des 
erreurs de fréquence) sans prendre en compte les erreurs intrinsèques du dispositif SET. 

Afin d’estimer les incertitudes-type de type A par des méthodes statistiques, considérons le 
schéma simplifié de la Figure 2-25. 

Transformateur 
de fluxCCCN

1
I
SET

I
CRE

SQUID Amp. ∫

N
2

R
CR

V

V
REF

Détecteur de zéro



71 

 

 

Figure 2-25 : Schéma très simplifié d’un CCC permettant l’amplification et la mesure très précise de très faibles 
courants [82]. G est le gain du CCC. 

Deux détecteurs sont utilisés : le SQUID et un nanovoltmètre. Ils permettent respectivement 
la détection du flux magnétique įФ à annuler et la mesure de l’écart de tension V = V - VJ. 

Les sources qui génèrent du bruit sont respectivement : 

 le bruit intrinsèque du CCC donné par sa résolution en courant įICCC, 

 le bruit thermique įIR de la résistance R traversée par le courant GISET  

 et les bruits en tension et en courant générés par le détecteur de zéro. 

Avec un CCC utilisé comme amplificateur de courant et en présence d’un blindage soigné, la 
résolution en courant d’un CCC (voir section 2.3.3.2) peut atteindre 1 fA/Hz1/2. Le bruit įIR 
de la résistance R est le bruit thermique de cette résistance sous une température T : 

     √        (99) 

Pour R = 10 kΩ et G = 20 000, le bruit associé à la résistance de contre réaction placée à 
300 K est inférieur à 100 aA/Hz1/2, soit un bruit dix fois moins que la résolution en courant 
d’un CCC. δa résolution en courant atteignable par le détecteur de zéro peut être estimée 
par : 

      √                          (100) 

avec įUDZ et įVfem respectivement les bruits en tension du détecteur de zéro et des forces 
électromotrices induites indésirables. įIDZ est le bruit en courant du détecteur de zéro. En 
considérant à nouveau G = 20 000, R = 10 kΩ et les caractéristiques en bruit 
UDZ  20 pV/Hz1/2 (correspondant au bruit en tension d’une résistance de 40 Ω), 
Vfem  1 nV/Hz1/2 et IDZ  100 fA/Hz1/2 pour le nanovoltmètre N11 fabriqué par EM, il en 
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résulte įIDZ ≈ 14 aA/Hz1/2. Cette valeur est très inférieure à la résolution en courant d’un 
CCC.  

Etat de l’art des CCCs de grand rapport d’enroulements 

Plusieurs laboratoires ont réalisé des CCCs de grands enroulements dans le but de mesurer 
les très faibles courants générés par les dispositifs SET (pompes à électrons). Les 
performances de ces CCCs en termes de sensibilité et de résolution en courant sont 
regroupées dans le Tableau 4.  

Tableau 4: Récapitulatif des CCCs de grands gains réalisés au LNE (CCC1, CCC2 et CCC3) et d’autres laboratoires, 
ainsi que leurs performances. Le CCC étudié durant cette thèse est exclu. 

Le tableau précise également le couplage ou non du CCC à une pompe SET lors des mesures 
de la résolution en courant. Les CCC1, CCC2 et CCC3 ont été réalisés au LNE. 

De plus, d’après le Tableau 4, les CCCs réalisés jusqu’à maintenant permettent 
théoriquement d’atteindre une résolution en courant de 1 fA/Hz1/2 nécessaire à la mesure 
précise de faibles courants issus des pompes SET. Cependant, les bruits en courant mesurés 
s’écartent des valeurs théoriques d’un facteur allant jusqu’à 10, montrant le besoin de 
maîtriser les sources de bruit. θlusieurs causes peuvent être à l’origine de ces écarts. D’après 
Elmquist [142], le mouvement des câbles de mesure reliant le CCC à l’étalon quantique de 
résistance dans les champs magnétiques parasites est mis en cause. Pour Janssen [156], 
l’écart provient de l’imperfection du blindage magnétique du CCC. δes écarts entre les 
résolutions en courant théoriques et mesurées concernant CCC2 et CCC3 proviendraient de 
l’instabilité du champ magnétique résiduel, d’une efficacité insuffisante des blindages ou du 
bruit magnétique généré par le piégeage de flux au sein du blindage toroïdal. 

                                                 
11 Les deux CCCs de 20 000 tours notés CCC3 sont semblables. 

CCC / auteurs CCC1 
[135] [132] 

CCC2 

[154] 
CCC3 
[155] 

CCC3
11 Rietveld 

[141] 
Elmquist 

[142] 
Janssen 

[156] 
Gain 

maximum 
10 000 : 1 20 000 : 2 20 000 : 1 20 000 : 1 30 000 : 1 15 500 : 1 40 960 : 1 

SCCC mesuré 
µA·t/Ф0 

5 4,5 5 14,5 2,3 3,8 10,7 

įICCC théorique 
(fA/Hz1/2) 

3 1,3 0,8 1,2 0,8 1,2 0,8 

įICCC mesuré 
avec CCC seul 

(fA/Hz1/2) 

4 (CRI) - 4 (CRI) - 2,1 (CRI) 1,9 (CRI) 6 (CRI) 

įICCC mesuré 
avec CCC + 
pompe SET 
(fA/Hz1/2) 

4 (CRE) 6 (CRI) 3 à 5 
(CRI) 
8-10 

(CRE) 

2 (CRI) - 10,7 
(CRE) 

- 
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Un autre CCC de grand rapport d’enroulements (109 999 :1) a été conçu par Hartland en 
1993 atteignant une résolution en courant théorique įI = 80 aA/Hz1/2 [157]. Cependant, ce 
CCC n’a jamais fonctionné proprement. θlusieurs problèmes ont été suggérés dont l’effet 
d’instabilité de la température du bain d’hélium et les résonances, très contraignants avec un 
tel nombre de tour. 

Un quatrième CCC de 30 000 tours a été développé durant cette thèse dans le but d’obtenir 
une résolution en courant atteignant le fA/Hz1/2 en contre réaction externe avec un bruit blanc 
s’étalant sur la plus grande bande de fréquence possible. δes performances de ce CCC sont 
présentées au chapitre suivant.  

2.3.6.3    Mesure de forts courants 

δ’utilisation de courants intenses implique l’usage d’un CCC de type II (voir Figure 2-13). 
En effet, les enroulements peuvent être réalisés relativement loin du blindage 
supraconducteur, évitant ainsi sa transition dans l’état normal par les forts champs 
magnétiques créés. De plus, cette topologie permet de tester différentes techniques de 
bobinages et de nombre de tours sans refaire le blindage supraconducteur. Ces avantages ont 
permis à J. M. Williams et P. Kleinschmidt [125] d’étendre leur pont de résistances à 
100 µΩ, pour un courant injecté de 100 A. δ’erreur de rapport de courant maximum atteint 
6,9.10-9 pour des enroulements de 1 tour mis en série-opposition. Il est à noter que la 
sensibilité de leur CCC a été volontairement réduite à 10 mA.t/Ф0, au lieu de 13 µA.t/Ф0 
initialement, afin que le bruit des sources de courant n’affecte pas le bon fonctionnement du 
SQUID. 

2.3.6.4    Détection de courant 

Le CCC peut également être utilisé comme détecteur de courant (voir Figure 2-26). Le 
courant IREF issu d’une source de courant étalon est opposé au courant I généré par une 
tension de référence V appliquée aux bornes d’une résistance étalon. 

 
Figure 2-26 : Schéma simplifié d'un CCC de type I utilisé comme détecteur de courant [82]. 

Tout courant I résultant d’une différence non nulle entre IREF et I est injecté dans 
l’enroulement primaire du CCC. δa mesure du courant IREF étant effectuée à I = 0, le 
verrouillage en flux peut être réalisé au niveau du SQUID, simplifiant le montage 
expérimental. Lorsque I ≠ 0 alors une tension non nulle Vout apparaîtra aux bornes du 
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SQUID et de la résistance de contre-réaction. Cette approche est une alternative au triangle 
métrologique quantique vu précédemment. 

δ’incertitude-type de type A associée au courant I dépend de la résolution en courant du 
CCC įICCC donnée par l’équation (77), et du bruit Johnson de la résistance étalon : 

    √             (101) 

En considérant le cas simple où R est une résistance cryogénique de 1 MΩ refroidie à 4,2 K, 
le bruit Johnson associé atteindrait 15 fA/Hz1/2. Cette valeur est quinze fois plus importante 
que la résolution en courant atteignable par les CCCs de grand rapport d’enroulements, 
impliquant įI ≈ 15 fA/Hz1/2. Dans ces conditions, un courant IREF = 100 pA généré par un 
dispositif SET et un temps de mesure de 10 heures permettait d’atteindre une incertitude 
relative de 8.10-7.  

D’autres sources d’erreurs systématiques liées à l’utilisation de la résistance cryogénique 
affectent la mesure de I. En effet, Satrapinski et al. [158] ont montré que les résistances 
cryogéniques réalisées en films minces de palladium de 1 εΩ possèdent des valeurs qui 
peuvent varier jusqu’à 2.10-5 de leur valeur initiale, pour des courants de mesure allant de 
0,1 nA et 1 µA.  

δ’utilisation de la résistance cryogénique de 100 MΩ issue du ζIST [159] et refroidie à 
0,1 K dans un réfrigérateur à dilution, permettrait de réduire l’incertitude relative à quelques 
10-8 avec un courant de 100 pA et un temps de mesure de 10 heures. La dépendance en 
courant, la dérive provenant des variations de la température et le bruit possible en 1/f de la 
résistance cryogénique pouvant survenir lorsque les mesures sont moyennées sur une telle 
durée, augmentent l’incertitude relative atteignable sur I à quelques 10-6 [158]. 

2.3.6.5    Mesure de faisceau de particules chargées 

Le principe du CCC est appliqué ici aux mesures précises de faisceaux de particules chargées 
telles que les électrons et les ions. δ’utilisation de matériaux supraconducteurs à haute 
température critique rend possible des applications comme la spectrométrie de masse de 
précision, le suivi en temps réel d’implantation ionique et la détermination de la constante 
fondamentale du Faraday F, relié au SI par la constante d’Avogadro et la charge 
élémentaire :  

      (102) 

Le CCC peut également être employé dans des accélérateurs à haute énergie et les 
instruments à faisceaux de particules chargées [160]. Le CCC ainsi utilisé vise à mesurer 
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précisément et en temps réel un courant dont l’intensité est située dans le domaine 
10 pA - 10 mA. 

 

Figure 2-27 : Schéma d’un CCC utilisé pour mesurer l’intensité du faisceau de particules chargées le traversant. δe 
CCC est ici un tube recouvert d’un matériau supraconducteur à haute température critique. Grâce au pont, le 

supracourant le traversant est égal au courant du faisceau de particules [66][160].  

Un tube complètement recouvert d’un matériau supraconducteur à haute température critique 
forme le CCC (voir Figure 2-27). Le faisceau de particules chargées traverse le tube le long 
de son axe, induisant des supracourants sur les surfaces internes et externes du CCC. Le 
supracourant externe génère un champ magnétique qui sera détecté par un SQUID. Comme 
dans les autres applications du CCC, le champ magnétique extérieur est insensible à la 
distribution des particules chargées dans le tube. 

Le pont étroit placé sur la surface externe du tube permet un autre avantage important. Le 
supracourant traversant le pont aura la même intensité que le courant du faisceau. Les 
dimensions du pont doivent induire une densité de courant inférieure à la densité de courant 
critique JC. δ’inductance du pont doit également rester inférieure à celle du tube 
supraconducteur : dans le cas contraire, le supracourant tend à traverser les surfaces internes 
du tube au lieu du pont, réduisant ainsi la sensibilité du CCC. 

Andreas Peters et al. [160] ont obtenu une résolution en courant atteignant 6 pA/Hz1/2. 
D’autres détecteurs comme le détecteur diamant [161] et la cavité de Faraday [162] 
permettent la détection d’un faisceau de particules chargées. δa mesure du courant d’un 
faisceau de particules chargées via un CCC est non destructive, résistante aux radiations, 
autorise un étalonnage absolu et est utilisable sous vide [160]. Les autres détecteurs cités ne 
regroupent pas autant d’avantages. 

 

Revêtement
supraconducteur

Pont

Faisceau de 
particules chargées

Supracourant



 

76 

 

 Les principes de fonctionnement décrits dans ce chapitre ont mis en évidence la 
multitude de conditions nécessaires et de précautions à prendre pour mesurer un courant 
issu des pompes à électrons dans des conditions métrologiques optimales. En effet, pour y 
parvenir, il est nécessaire de maximiser la sensibilité du CCC, minimiser la valeur de sa 
résolution en courant tout en limitant le bruit du SQUID, le bruit de l’électronique de contre-
réaction et les erreurs. Le montage expérimental mis en place et décrit au chapitre suivant, 
permet de se rapprocher au mieux de ces conditions. 
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Chapitre 3 - Le système expérimental 
Après avoir posé les bases théoriques, nous allons décrire dans ce chapitre les choix 

techniques réalisés afin de se rapprocher le plus possible des conditions nécessaires à la 
mesure d’un faible courant provenant d’une pompe SET. Ces choix répondent à des 
contraintes d’ordre mécanique, thermique, électrique et magnétique. Un autre objectif de la 
thèse est la caractérisation d’un CCC original de plus grand gain que les CCCs réalisés 
auparavant au LNE et dans les autres instituts nationaux de métrologie. Les points clés du 
système expérimental, tel que les blindages, la connectique, l’électronique de contre-
réaction, le CCC et le SQUID sont abordés. Avant de conclure, nous exposerons les résultats 
expérimentaux obtenus. 

 

3.1    Le CCC de 30 000 tours 

Le choix du développement et la caractérisation d’un CCC de 30 000 tours va dans la 
continuité des précédents CCCs de 10 000 et 20 000 tours réalisés au LNE. Il est composé de 
trois enroulements de 104 tours, deux de 1 tour non torsadés (fonctionnels durant quelques 
semaines) et torsadés ainsi que deux autres de 100 et 99 tours également torsadés. Les 
enroulements de 104 tours sont réalisés à partir d’un fil supraconducteur en ζbTi de 65 µm 
de diamètre dans une matrice en cuivre, héritage de la réalisation des précédents CCCs. Ce 
choix de diamètre permet de construire des enroulements compacts et résistants 
mécaniquement. Les enroulements de 1 tour sont fabriqués avec un fil de même composition 
mais de 80 µm de diamètre afin de limiter les cassures lors de leur réalisation. 

Les trois enroulements de 104 tours se présentent sous la forme d’anneaux ayant chacun un 
diamètre extérieur, intérieur et une hauteur atteignant respectivement 47,6 mm, 23,6 mm et 
6 mm : l’encombrement du CCC est donc faible malgré les 30 000 tours. De manière à 
rigidifier les enroulements lors de leur réalisation, une résine époxyde est utilisée : l’Araldite. 

3.1.1    Particularité du CCC 

Les CCCs sont habituellement construits par empilement radial des enroulements, comme le 
montre la Figure 3-1 a). 

 

Figure 3-1 : Deux possibilités de superposition des enroulements d’un CCC. a) Superposition radiale conventionnelle. 
b) Superposition axiale. 

Le CCC de 30 000 tours est en revanche construit via une superposition axiale des grands 
enroulements. δ’intérêt d’une telle superposition est d’augmenter les fréquences de 

 

a) b)
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résonances, ces dernières pouvant poser des problèmes de stabilité des mesures de courant. 
Cette augmentation passe par la réduction des capacités parasites et la minimisation de 
l’inductance des enroulements. En effet, tout enroulement seul se comporte comme un circuit 
LC résonant à la fréquence :  

       √   (103) 

avec C la capacité parasite équivalente de l’enroulement d’inductance L. 

Un calcul simple de rapport de surface de contact entre des enroulements superposés 
axialement et radialement permet de montrer que la superposition axiale des enroulements 
réduit les capacités au sein d’un CCC. Considérons pour cela trois enroulements superposés 
de manière radiale dont les dimensions finales sont les mêmes que celles des trois 
enroulements de 104 tours superposés axialement, i.e. Dext = 47,6 mm, Dint = 23,6 mm 
h = 18 mm. La superposition axiale des enroulements induit une réduction des surfaces mis 
en jeu et donc des capacités jusqu’à 40 %, justifiant ce choix de superposition des 
enroulements. Notons toutefois que l’influence des capacités entre les enroulements sur la 
capacité parasite équivalente aux bornes d’un enroulement reste inconnue, ce qui ne permet 
pas d’estimer l’augmentation de la fréquence de résonance engendrée par la réduction des 
capacités entre les enroulements. Un calcul précis de cette augmentation nécessiterait une 
étude à part portant sur l’influence de la géométrie des enroulements sur les valeurs des 
capacités parasites et des inductances des enroulements. 

3.1.2    Le blindage toroïdal 

Le blindage toroïdal, et plus particulièrement sa longueur, est un élément clé de la grande 
exactitude du CCC. En effet, plus la longueur de recouvrement est grande et plus les erreurs 
de rapport d’enroulement sont réduites, mais les contraintes techniques de réalisation sont 
dans le même temps plus importantes. Un compromis doit alors être trouvé. Le blindage 
toroïdal du CCC de 30 000 tours a été réalisé avec 2,5 recouvrements de manière à obtenir 
une très faible erreur de rapport de courant (théoriquement inférieure à 10-10). Le matériau 
habituellement choisi pour réaliser le blindage toroïdal est le plomb, et ce pour trois raisons : 
sa température critique12 (7,2 K) est supérieure à la température d’ébullition de l’hélium 
(nécessaire au bon fonctionnement du CCC et du SQUID), sa malléabilité mais aussi son 
faible point de fusion à 327 °C, idéal pour les soudures. Le blindage a été réalisé à partir de 
feuilles de plomb de 100 µm d’épaisseur afin de minimiser les dimensions du CCC. 

La Figure 3-2 présente schématiquement la répartition des enroulements dans le blindage 
toroïdal. Les soudures, deux couches du blindage toroïdal, la bobine de détection ainsi que la 
cheminée sont également représentés. Les numéros 1 à 5 correspondent respectivement aux 

                                                 
12 δa température critique d’un matériau dans l’état supraconducteur est la température au-dessus de laquelle le 
matériau transite vers l’état normal.  
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enroulements de 104 tours et 1 tour torsadés. Le numéro 6 correspond aux enroulements de 
100 tours et 99 tours torsadés. Les enroulements de 1 tour non torsadés ne sont pas 
représentés. 

 

Figure 3-2 : Schéma d'une coupe du CCC de 30 000 tours montrant la bobine de détection, les enroulements, les 
soudures, la cheminée (en partie) et le blindage toroïdal. Chaque enroulement est numéroté. On trouve, par ordre 

croissant des numéros, les trois enroulements de 104 tours, deux enroulements de 1 tour torsadés, 100 tours et 
99 tours. Les deux enroulements de 1 tour non torsadés ne sont pas représentés. 

Le CCC possède un diamètre extérieur de 48 mm, un diamètre intérieur de 20 mm pour une 
hauteur de 22 mm. Avec ces dimensions, on en déduit l’inductance du blindage toroïdal (voir 
section 2.3.5) : LCCC = 13,2 nH. 

θour que l’efficacité du blindage de la cheminée (voir Figure 3-3) soit maximale, le flux 
magnétique s’y échappant doit être minimal : la cheminée doit donc être la plus étroite et la 
plus longue possible. Ainsi, la première couche de la cheminée a été réalisée en introduisant 
les 9 paires de fils des enroulements dans un tube supraconducteur en Pb88Sn10Ag2 d’environ 
560 µm de diamètre. 

 

Figure 3-3 : Photographie du CCC de 30 000 tours. 

Les difficultés de réalisation de la cheminée sont doubles. La première concerne l’insertion 
des 18 fils en NbTi des enroulements dans le tube supraconducteur de 500 µm de diamètre : 
le NbTi étant un matériau rigide, la moindre formation d’angle est définitive et complique 
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grandement leur insertion dans le tube supraconducteur. Le diamètre interne de tube utilisé 
étant relativement faible, il est important d’identifier les enroulements à partir de leur 
résistance électrique durant tout le processus de réalisation du CCC. 

3.2    SQUID DC, blindages et connectique 

Le SQUID permet, via le transformateur de flux, la détection d’un déséquilibre en ampère-
tour au sein du CCC et sa quantification. Dans le cas où des précautions suffisantes sont 
prises, la précision ultime atteignable sur cette quantification est directement liée aux 
performances du SQUID utilisé. Le choix du SQUID, ses caractéristiques ainsi que les 
précautions à prendre sont ici détaillés. 

3.2.1    Le SQUID Magnicon®  

D’après le comparatif des SQUIDs commerciaux réalisé à la section 2.2.5, le SQUID 
Magnicon® (voir Figure 3-4) a été choisi pour ses performances et l’accès à son 
électronique. 

 

Figure 3-4: Photographie du SQUID Magnicon® utilisé (à droite) et de son blindage en niobium (à gauche). 

Caractéristiques du SQUID 

Le SQUID Magnicon® utilisé est vendu avec une électronique de haute performance XXF-1 
développée par le même constructeur. δ’avantage majeur de ce SQUID est le panel de 
paramètres ajustables par l’utilisateur : le produit gain bande passante, la résistance de 
contre-réaction Rf (en contre-réaction interne) et le gain de l’amplificateur en sont quelques 
exemples. Les caractéristiques du SQUID utilisées lors de la thèse sont regroupées dans le 
Tableau 5. 

Référence C517_Q12_C5L1 
Inductance d’entrée LSQ 400 nH 
Couplage d’entrée 1/MSQ 0,5 µA/Ф0 

Sensibilité de la contre-réaction 1/Mf 42 µA/Ф0 
Bruit en flux du SQUID à 1 Hz 2,3 µФ0/Hz 

Coefficient de transfert VФ 150 µV/Ф0 
Résolution en énergie İ 300 h 

Tableau 5 : Caractéristiques du SQUID utilisé. 

Le choix de ce SQUID réside également dans son faible bruit en flux à 1 Hz, dont on peut en 
déduire la résolution en courant équivalente atteignable à cette fréquence lorsque le SQUID 
est associé au CCC et que les trois enroulements de 104 tours sont mis en série : 0,7 fA/Hz1/2. 
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Si les trois grands enroulements sont déconnectés, la résolution en courant équivalente 
s’élève alors à 2,2 fA/Hz1/2. 

3.2.2    Le transformateur de flux 

Pour un SQUID et un CCC donnés, une bobine de détection doit être réalisée afin de les lier 
magnétiquement. Pour maximiser le flux transmis du CCC au SQUID, le nombre de tours 
effectifs de la bobine de détection doit être optimal. Pour le déterminer, on calcul la réduction 
de sensibilité entre la sensibilité réelle et la sensibilité optimale théorique en fonction du 
nombre de tours de la bobine de détection N : 

                               √    (      ൯              (104) 

avec LCCC l’inductance du blindage toroïdal, LSQ l’inductance d’entrée du SQUID et LP 
l’inductance entre la bobine de détection et LSQ. Le nombre de tours correspondant au 
minimum de cette réduction est le nombre de tours réel à utiliser. En considérant 
LSQ = 400 nH et LP = 160 nH (déterminée expérimentalement), alors Nopt = 7. La sensibilité 
réelle est environ 8,8 µA/Φ0 et la réduction de sensibilité est de 0,26 %. 

Un nombre de tours optimal de la bobine de détection est une condition nécessaire mais pas 
suffisante pour obtenir une sensibilité optimale. En effet, le nombre de tours optimal de la 
bobine de détection calculé précédemment concerne uniquement l’adaptation d’impédance 
entre la bobine de détection et l’inductance d’entrée du SQUID. Trois précautions de 
réalisations supplémentaires sont à prendre pour obtenir une sensibilité véritablement 
optimale. Deux d’entre elles concernent la géométrie de la bobine de détection alors que la 
troisième concerne sa liaison avec le SQUID. 

δa première précaution touche à l’espace entre la bobine de détection et le CCC, qui doit être 
minimal afin de maximiser le flux détecté par la bobine de détection, et donc par le SQUID 
(voir Figure 3-5). 

Elle est réduite à deux couches de scotch en PTFE, soit 200 µm. Ce faible jeu peut impliquer 
des difficultés lors de l’insertion de la bobine de détection au cœur du CCC. δa bobine est 
donc fixée sur son support à l’aide de bandes de scotch en θTFE régulièrement disposées le 
long de la bobine. Le second soin concerne la répartition la plus homogène possible des 
spires de la bobine le long de la hauteur du CCC afin de minimiser l’influence entre chaque 
tour de la bobine. Bien sûr, plus le nombre de tours effectif est élevé et plus cette opération 
est délicate. Le dernier soin est apporté à la liaison entre la bobine de détection et 
l’inductance d’entrée du SQUID, qui est flottante mécaniquement. Elle doit être la plus 
courte possible, blindée via un tube supraconducteur et fixée sur le cryostat par du ruban en 
PTFE. Ces précautions réduisent respectivement LP, le champ magnétique résiduel capté par 
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le transformateur de flux et les vibrations mécaniques perçues. De plus, on applique de la 
graisse à vide sur la liaison afin de rigidifier la liaison une fois mise à froid. 

 

Figure 3-5 : Répartitions des lignes de flux autour d'un CCC de type I [124]. La bobine de détection (non représentée 
sur la figure) est placée au centre du tore le long des parois internes du blindage. 

La bobine de détection (voir la Figure 3-6) est réalisée à partir d’un fil de 66 µm de diamètre 
en NbTi. Le fil de la bobine est inséré dans un tube supraconducteur de 560 µm de diamètre 
intérieur ayant plusieurs rôles. Il permet d’augmenter le coefficient de couplage k’ (voir 
section 2.3.3.1) [127] en simulant l’utilisation d’un fil de plus gros diamètre, et blinder le fil 
vis-à-vis du champ magnétique résiduel. Les deux tubes supraconducteurs de la bobine de 
détection et de la liaison entre celle-ci et l’inductance d’entrée du SQUID doivent être le plus 
proche possible sans être toutefois en contact. Le tube supraconducteur de la liaison est 
continu jusqu’à l’entrée du blindage en niobium du SQUID, garantissant la continuité du 
blindage. 

 

Figure 3-6 : Photographie de la bobine de détection (7 tours) ainsi que son support en Céloron. 

δe support de la bobine de détection est réalisé à partir d’un matériau non magnétique, léger 
et facile à usiner : le Céloron. Son diamètre utile est volontairement faible, s’adaptant, par 
ajout de scotch en PTFE, au diamètre intérieur du CCC. Une fois la bobine de détection 
complètement réalisée, on la recouvre d’une ou deux épaisseurs de scotch en θTFE 
(coefficient de frottement extrêmement faible), facilitant son insertion au centre du CCC et 
assurant une bonne isolation. Le support de la bobine est fermement maintenu sur la structure 
à l’aide d’une vis en nylon car il est non-magnétique et léger. 
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3.2.3    Les blindages 

Le champ magnétique dans lequel sont placés le SQUID et le transformateur de flux doit être 
le plus faible et le plus stable possible afin de se rapprocher le plus possible du bruit 
intrinsèque du SQUID et obtenir la meilleure résolution en courant possible. A cet effet, 
plusieurs blindages ont été réalisés (voir Figure 3-7). Deux matériaux sont employés dans 
leur fabrication : un Cryoperm® (ferromagnétique) et le plomb. Le blindage ferromagnétique 
englobe le CCC, le SQUID, une partie de la connectique et les blindages en plomb. Son rôle 
est capital : il atténue le champ magnétique terrestre de manière à faire intervenir les 
transitions conducteur/supraconducteur en champ faible. Le flux piégé est ainsi 
considérablement réduit et le bruit en 1/f dû aux déplacements de vortex est beaucoup plus 
faible. Il a été fabriqué par Vacuumschmelze GmbH avec un alliage de nickel 
(Ni77Fe15Cu4.5Mo2.5) auxquels d’autres composés ont été ajoutés, comme le manganèse, en 
proportion moindre. Il possède la propriété remarquable d’avoir une perméabilité magnétique 
supérieure à 10 000 à 4,2 K. Sa rigidité et sa faible densité (par rapport au plomb) contribuent 
à la minimisation du poids total du dispositif. Cela est appréciable lors des réchauffements et 
mise à froid du système. δ’atténuation théorique de ce blindage est d’au moins 45 dB [133]. 

Les autres blindages, en plomb, possèdent chacun une atténuation de 100 dB (voir section 
3.2.3). Ils sont réalisés à partir de feuilles en plomb de 500 µm d’épaisseur, permettant un 
compromis acceptable entre propriétés mécaniques et poids. Un support cylindrique a été 
utilisé pour faciliter leur mise en forme et réaliser les soudures. Une fois le blindage réalisé, 
sa surface externe est entièrement recouverte de plusieurs couches de scotch en PTFE. Quatre 
trous sont ensuite réalisés permettant son maintien sur la structure via des vis en nylon. Au 
total, l’encombrement du système a permis de réaliser un maximum de trois blindages en 
plomb. Le blindage en plomb de plus petite dimension ainsi que le blindage ferromagnétique 
sont placés à la masse, les autres blindages étant isolés : plusieurs modifications ont été 
nécessaires afin de les isoler correctement. La Figure 3-7 est une photographie des blindages 
réalisés. 

 

Figure 3-7 : Photographie des blindages ferromagnétique et en plomb. Les deux blindages situés aux extrémités de la 
photographie sont mis à la masse, les deux autres sont isolés.  
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Des précédents travaux [135] [163] illustrent l’intérêt d’avoir un rapport au moins égal à 4 
entre la hauteur h d’un blindage et son rayon r. E. Bartolomé [124] donne également le 
diamètre minimum du blindage permettant de négliger son effet sur le CCC. Cette condition 
est rappelée ici :  

                √                (105) 

avec rint le rayon intérieur du CCC et w la largueur de la section du CCC. Ainsi, 
Dblindage,min = 53 mm. Le diamètre et la hauteur du plus petit blindage étant respectivement de 
75 mm et 160 mm, les deux conditions sont satisfaites et l’effet du blindage en plomb sur le 
CCC peut être négligé. δ’inductance du blindage toroïdal peut donc être calculée à partir de 
la relation donnée dans la section 2.3.5. 

D’autres blindages, plus petits et non cylindriques, entourent le SQUID et les borniers afin 
d’écarter tout effet éventuel de l’un sur l’autre et de réduire le bruit capté par les portions de 
fils des enroulements du CCC non blindés et non fixés. 

Les précautions à prendre pour réaliser les blindages et les difficultés rencontrées sont 
doubles. δe CCC doit être centré par rapport aux blindages l’entourant et être loin de leurs 
extrémités supérieures et inférieures (voir Figure 3-8 a)). En effet, des mesures ont montré 
une réduction du niveau de bruit blanc d’un facteur supérieur à 10 lorsque le CCC passe 
d’une position proche (voir Figure 3-8 b)) puis éloignée (voir Figure 3-8 a)) de l’ouverture 
d’un blindage. 

 

Figure 3-8 : Disposition du CCC par rapport à un blindage l’entourant (zone hachurée). a) Le CCC est centré et loin 
des extrémités du blindage. b) Le CCC est proche de l'ouverture. 

Les soudures des blindages ont été réalisées majoritairement avec du plomb mais également 
un alliage SnPb. La soudure plomb-plomb est difficile à réaliser et peut présenter des trous 
rendant son efficacité moindre. Des contrôles ont cependant été effectués et les éventuels 
trous présents éliminés. Des trous peuvent néanmoins réapparaitre par fatigue thermique. 
Une vérification régulière des blindages est donc nécessaire. 

3.2.4    La connectique 

δa connectique désigne ici tous les éléments nécessaires permettant l’accès aux enroulements 
du CCC depuis l’extérieur du cryostat. Elle comprend les connecteurs, les fils d’amenées, les 

a) b)
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borniers13 ainsi que tous les autres éléments nécessaires à leur mise en place. Une boîte 
métallique a été conçue pour fixer les connecteurs permettant l’accès à tous les enroulements 
du CCC. Au total, dix-huit embases de type SεA permettent l’accès aux 9 enroulements. Ce 
type d’embase a été choisi pour sa faible taille, sa facilité de fixation, la présence d’un 
diélectrique entre l’âme et la gaine mais aussi afin d’éviter l’effet triboélectrique grâce à sa 
connexion vissée rigide. 

 

Figure 3-9 : Photographie d'une partie de la tige métallique utilisée comme support des fils d'amenées. Ces derniers 
sont torsadés entre eux le long de la tige. Ils sont maintenus fermement avec du fil de paraffine. A noter l’orientation 

relative des disques laitonnés permettant de limiter l’apport d’énergie par rayonnement vers le CCC et le SQUID. 

Le choix des câbles allant des embases aux enroulements est tout aussi important : ils doivent 
permettre l’accès aux enroulements mais aussi limiter l’apport de bruit. θour cela, un câble 
graphité a été utilisé. Il est constitué d’une âme conductrice recouverte d’une gaine isolante, 
d’une couche de graphite et d’un blindage métallique. δa couche de graphite empêche 
l’accumulation des charges provenant de l’effet triboélectrique. Afin de réduire davantage cet 
effet, les câbles graphités sont torsadés entre eux et solidaires d’une tige métallique avec du 
fil de paraffine résistant (voir la Figure 3-9).  

 

Figure 3-10 : Photographie du système CCC+SQUID avec une partie de la connectique. Les blindages ne sont pas 
présents, pour plus de clarté. 

                                                 
13 δes enroulements du CCC étant placés en bas d’un cryostat, les fils d’amenés font le lien entre les 
enroulements et les connecteurs situés à l’extérieur du cryostat. δ’interface entre les deux est un circuit imprimé 
appelé bornier.  
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La tige contient des écrans en laiton réduisant l’apport d’énergie par rayonnement. La tige 
métallique est elle-même fixée à ses extrémités, limitant les vibrations et oscillations 
amenant du bruit. δ’interface entre les fils d’amenées et les enroulements du CCC est 
réalisée via deux circuits imprimés, appelés borniers, permettant de connecter jusqu’à 8 
enroulements. Ils sont fixés sur son support via 4 vis en laiton. 

Enfin, la Figure 3-10 représente une photographie du CCC, du SQUID et une partie de la 
connectique. 

Le CCC, le SQUID ainsi que les borniers sont placés à des niveaux différents afin de 
minimiser les éventuelles interactions synonymes de sources de bruit. 

3.3    Electronique pour la contre-réaction externe  

La contre-réaction interne est le mode de fonctionnement par défaut du SQUID. Nous 
n’évoquerons donc pas l’électronique associée à ce mode car il utilise l’électronique du 
constructeur. La contre-réaction externe permet la mesure absolue et avec une grande 
précision d’un courant. Pour se faire, un intégrateur et une source de courant ont été réalisés 
au LNE. Un intégrateur réalisé par Magnicon® a également été utilisé et testé. 

3.3.1    L’intégrateur réalisé au LNE 

δ’intégrateur est un élément essentiel de l’électronique du CCC car son gain en boucle 
ouverte permet de maintenir constant et proche de zéro le flux pic à pic įΦpp au niveau du 
CCC. Un intégrateur de gain infini maintient le flux à zéro [95] sans avoir besoin d’une 
source de courant secondaire. La tension aux bornes de la résistance de contre-réaction (voir 
section 2.3.2), mesurée par l’utilisateur, est en conséquence proportionnelle au flux appliqué. 
Dans le cas d’un intégrateur de gain fini, įΦpp est non nul et inversement proportionnelle au 
gain en boucle ouverte. θar exemple, supposons un flux appliqué de 100 Φ0 et un gain en 
boucle ouverte de 1000, alors įΦpp = 0,1 Φ0. δ’intégrateur permet donc d’augmenter le gain 
en boucle ouverte et minimiser le flux résiduel au niveau du SQUID en contre-réaction 
externe. 

Autour de la fréquence de travail, soit 1 Hz environ, le gain de l’intégrateur doit être le plus 
élevé possible, tout en gardant un faible bruit sur le signal intégré, une bande passante 
suffisante garantissant la stabilité de la contre-réaction (même en courant continu) et éliminer 
les signaux indésirables. Ces contraintes doivent être satisfaites à température ambiante. Le 
compromis choisi satisfaisant au mieux ces contraintes est présenté. 

δe schéma électrique de l’intégrateur réalisé au δζE est détaillé sur la Figure 3-11. 
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Figure 3-11 : Schéma électrique de l'intégrateur réalisé au LNE. 

δ’intégrateur réalise différentes opérations avant d’intégrer le signal. δa première est 
l’isolement des deux potentiels du signal d’entrée Vin à l’aide de deux amplificateurs 
opérationnels. Ils permettent également de l’amplifier d’un facteur (R1 + R2)/R3. R1 et R2 sont 
fixés à 1 kΩ : le gain est alors contrôlé par la résistance R3, choisie à 2 kΩ afin d’obtenir un 
gain unité. La deuxième opération réalise une différence pondérée des potentiels V1 et V2. Les 
résistances R4, R5, R6 et R7 étant égales à 10 kΩ, l’intégrateur réalise simplement la différence 
V2  V1. La troisième fonction amplifie le signal résultant d’un facteur 10. δes deux dernières 
opérations sont les plus importantes : filtrer et intégrer le signal d’entrée. δa bande passante 
de l’intégrateur est déterminée par la fréquence de coupure du filtre ainsi que la fréquence du 
gain unité de l’intégrateur. 

Le filtre RC minimise le bruit du signal intégré. Sa fréquence de coupure (environ 4 kHz) est 
volontairement inférieure à la fréquence de résonance du CCC. La dernière opération est 
l’intégration du signal. δa résistance R14 permet de limiter le gain de l’intégrateur à basse 
fréquence. Effectivement, sans cette résistance, le gain de l’intégrateur diverge à fréquence 
nulle, entraînant une saturation de l’amplificateur opérationnel. θlus R14 est grande et plus le 
gain de l’intégrateur est élevé. De même, plus les résistances R10 et R11 sont faibles, et plus 
son gain est important. Pour R14 = 33 MΩ, R10 = R11 = 40 kΩ, le gain maximal de 
l’intégrateur est environ 410. Son gain décroît ensuite avec la fréquence pour atteindre 65 à 
1 Hz et l’unité à 66 Hz. Ces paramètres permettent une stabilité suffisante de la contre-
réaction externe. 

De manière à rendre l’intégrateur flexible dans son utilisation, trois sorties sont accessibles. 
δes deux premières permettent d’accéder au signal après amplification alors que la troisième 
permet d’accéder au signal intégré. Différents composants sont interchangeables, notamment 
R9, R14 et C4, facilitant le contrôle du gain et de la bande passante de l’intégrateur. δes 
circuits RC connectés aux points de masse permettent de filtrer d’éventuels signaux parasites 
provenant de la référence de tension. 
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Pour réduire au maximum les sources de bruits parasites, des précautions de fabrication ont 
été prises. δa première concerne la source d’alimentation. En effet, les boucles de masse 
indésirables sont réduites par l’utilisation d’une batterie de 12 V. Les perturbations 
électromagnétiques sont atténuées grâce à la boîte métallique CEM (Compatibilité 
Electroεagnétique) dans laquelle l’intégrateur est réalisé. Des plaques en PTFE ont été 
fixées sur les faces supérieures et inférieures de la boîte, améliorant son isolation. δ’absence 
de refroidissement actif, due à la faible puissance dissipée de l’électronique permettent 
d’optimiser les performances de l’électronique. La Figure 3-12 montre l’intégrateur réalisé au 
LNE. 

    

Figure 3-12 : Photographie de l'intégrateur. a) Vue de l’extérieur. b) Vue de l’intérieur avec ses différentes fonctions. 

Deux types d’amplificateurs opérationnels sont utilisés pour réaliser les différentes fonctions 
de l’intégrateur : l’ηθ97 et l’ηθA128. δe premier possède une tension d’offset de 20 µV et 
une dérive en température de 0,6 µV/°C maximum. Le second possède un courant de 
polarisation très faible de 75 fA maximum. Les résistances utilisées sont standards. Ces 
performances sont nécessaires afin que les mesures de courant soient stables et précises.  

Des tests de vérification ont été réalisés, validant le fonctionnement de l’intégrateur seul. 

3.3.2    La source de courant "maison" 

La source de courant possède plusieurs fonctions. Sa fonction première est de convertir la 
tension intégrée en un courant qui traversera l’enroulement secondaire du CCC. Ce courant 
étant l’image amplifiée du courant primaire, il doit être le moins bruité possible : un filtrage 
performant est crucial. Une autre fonction concerne son adaptabilité sur l’expérience du 
triangle métrologique. Une contrainte s’ajoute à ces fonctions : le fonctionnement à 
température ambiante de la source de courant. 

Ainsi, deux entrées sont présentes sur la source de courant (voir Figure 3-13). La première, 
nommée SQUID, permet d’insérer le signal intégré alors que la seconde, DAC, autorise 
l’ajout d’un autre signal, pour des tests ou un préajustement. Ce dernier consiste à injecter, 
dans l’enroulement secondaire du CCC, un courant I voisin du courant I1 traversant 
l’enroulement primaire, au facteur d’amplification N près. La source de courant génèrera 
alors la différence de courant nécessaire IFB = NI - I1. L’erreur du au gain fini en boucle 
ouverte (voir section 2.3.4.3) sera alors considérablement réduite. De plus, certains 

a)

Amplification 
+ soustraction Intégration Alimentation

b)
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composants sont interchangeables, permettant d’adapter la source de courant aux conditions 
expérimentales. 

La réduction du bruit près de la résistance R14 sur laquelle les mesures de courant sont 
effectuées (voir Figure 3-13) à l’aide d’un filtre RC précédant la conversion tension/courant 
et d’une capacité placée en parallèle à R14. La mesure de courant est réalisée par une mesure 
de différence de potentiel aux bornes de la résistance R14 via un multimètre HP Agilent 
3458A : les performances de cette résistance sont supérieures à celle des autres résistances 
dans la source de courant. Cette résistance de 10 kΩ est fabriquée par la société Vishay. 
Précise à l’ohm près, elle possède également une stabilité inférieure à 5.10-6/an et un 
coefficient en température inférieure à 0,6.10-6 K-1, qui sont nécessaires pour limiter les 
dérives en température des mesures et assurer une mesure précise du courant. Une boîte 
métallique (non représentée sur la Figure 3-14) englobe cette résistance, apportant ainsi une 
protection supplémentaire contre le rayonnement électromagnétique indésirable. 

Des précautions ont été prises dans la réalisation du câble reliant la source de courant au 
multimètre. δ’une d’elles concerne les connecteurs LEMO utilisés, permettant une séparation 
de l’âme et de la gaine tout en blindant l’ensemble. De plus, le câble utilisé pour réaliser la 
liaison est graphité, réduisant l’effet triboélectrique. 

Le schéma électrique de la source de courant ainsi que ses différentes fonctions sont 
présentés sur la Figure 3-13.  

 

Figure 3-13 : Schéma électrique de la source de courant réalisée au LNE et utilisée pour la contre-réaction externe. 

δa première fonction isole électriquement les potentiels d’entrée par des amplificateurs 
opérationnels montés en suiveur. Ensuite, la source réalise une différence pondérée des 
potentiels aboutissant aux tensions V1 et V2. Les résistances ont été choisies égales : une 
simple différence des potentiels V+ et V- est réalisée. La fonction de sommation inversion 
combine les signaux V1 et V2 avec une amplification possible via les rapports de résistances 
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R11/R9 et R11/R1. Ici, les résistances sont égales : l’amplification est donc également unitaire. 
Un filtre de type RC élimine les signaux supérieurs à 16 kHz (R12 = 10 kΩ et C1 = 1 nF). 

Un suiveur isole ensuite le signal filtré, maîtrisant ainsi le courant circulant dans la résistance 
R14. La dernière étape convertit V4 en courant et l’injecte dans l’enroulement secondaire du 
CCC. De manière à mesurer le courant avec précision, la résistance R14 est placée en série à 
l’enroulement secondaire. δa mesure de la tension aux bornes de R14 permet la connaissance 
précise du courant traversant l’enroulement. Afin de se mettre dans des conditions similaires 
à l’expérience du triangle métrologique, R14 est fixée à 10 kΩ (de l’ordre de grandeur de la 
résistance de Hall quantifiée sur le deuxième plateau, RH (i = 2) = h/ie² ≈ 12,9 kΩ mais 
correspond également aux résistances étalons secondaires régulièrement étalonnées par 
rapport à l’EHQ (voir section 1.3.2)). La capacité C2 = 30 nF placée en parallèle de R14 
permet un filtrage au plus près de la mesure de tension, rendant la contre-réaction externe 
plus stable et la mesure de courant plus précise. La fréquence de coupure formée par R14 et C2 
est d’environ 113 Hz. Elle permet d’atténuer fortement les résonances du CCC et les 
harmoniques du secteur.  

Dans le but de réduire au maximum les sources de bruit parasites, les mêmes précautions de 
fabrications que celles utilisées pour l’intégrateur ont été prises. Une image de la source de 
courant réalisée au LNE est présente sur la Figure 3-14. Elle possède trois entrées dédiées au 
détecteur de zéro (ou un voltmètre précis), à la résistance de Hall et à la référence de tension 
Josephson. Dans le cas d’une utilisation hors triangle métrologique, des courts-circuits sont 
placés sur les entrées RHall et Josephson. La sortie Null Detector sert à la mesure de tension 
aux bornes de la résistance R14. 

   

Figure 3-14 : Source de courant : a) Vue de l’extérieur. b) Vue de l’intérieur avec ses différentes fonctions. 

δ’intégrateur et la source de courant possèdent leur propre référence de tension car ils ont 
chacun leur propre batterie. La référence du SQUID est définie par l’utilisateur : elle peut 
être flottante ou liée au potentiel désiré. Dans notre cas, elle a été mise à la masse. 

3.3.3    L’intégrateur Magnicon® 

Un deuxième intégrateur, utilisé en contre-réaction externe, a été testé et utilisé. Il a été 
fabriqué par Magnicon® sur une carte électronique qui a été ensuite été incorporée à 
l’électronique XXF-1. Un des avantages est que la masse de cet intégrateur est directement 
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reliée à celle du SQUID. La carte électronique réalise différentes fonctions : intégration du 
signal désiré, isolement optique et réduction de la bande passante. La Figure 3-15 présente le 
schéma de principe de l’intégrateur Magnicon®. 

 

Figure 3-15 : Schéma de principe de fonctionnement de l'intégrateur réalisé par Magnicon®. Les caractéristiques 
détaillées des fonctions sont inconnues. 

La carte électronique présente deux sorties : avec ou sans inversion du signal à intégrer. Le 
gain de l’intégrateur est de 10 dans les deux cas. δa mise en série de cet intégrateur avec la 
source de courant permet d’avoir une double isolation (optique et électrique). Elle garantit un 
découplage entre les références du SQUID et de la source de courant, ce qui permettrait un 
meilleur fonctionnement. 

3.4    Le système expérimental au complet 

 

Figure 3-16 : Principaux éléments constitutifs du système expérimental avant la pose des blindages. δes fils d’amenés 
graphité sont visibles sur la photographie du bornier (à gauche). La partie blanche des fils correspond au tube isolant 

dans lequel est placé le fil conducteur alors que la partie noire correspond au graphite. Chaque câble est blindé par 
une tresse métallique. Tous les fils d’amenés sont fixés entre eux et isolé à l’aide de scotch en PTFE. δa mousse anti-

vibration n’est pas présente sur les photographies. 

∫
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La Figure 3-16 regroupe les éléments clés du système expérimental. Les borniers ainsi que le 
SQUID sont blindés avec du plomb et placés sur deux niveaux différents réduisant 
l’éventuelle influence entre les courants traversant les portions des enroulements du CCC non 
blindés et le SQUID. Une mousse en polystyrène (non présente sur la Figure 3-16) est placée 
au milieu de la colonne afin d’absorber les vibrations mécaniques. 

La salle dans laquelle est installé le montage expérimental répond aux contraintes spécifiques 
des expériences menées en métrologie quantique. Elle est régulée en continue à ± 0,1 °C, 
limitant l’influence des forces électromotrices thermiques. Le laboratoire est construit dans 
une cage de Faraday réalisée à partir de plaques de cuivre. δ’atténuation engendrée est 
supérieure à 60 dB pour les fréquences comprises entre 1 MHz et 1 GHz. δ’alimentation de 
tous les appareils du laboratoire est assurée par un onduleur découplé du réseau électrique du 
LNE. 

3.5    Résultats 

Le montage expérimental a été utilisé pour caractériser les performances du CCC, dans un 
premier temps en contre-réaction interne, configuration relativement simple et rapide à 
mettre en place, puis en contre-réaction externe, qui est le mode de fonctionnement principal 
du CCC. En contre-réaction externe, l’intégrateur Magnicon® ainsi que la source de courant 
fabriquée au LNE ont été utilisé. 

3.5.1    Résolution en courant 

A partir d’un spectre de bruit en tension aux bornes de la résistance de contre-réaction, 
obtenue à l’aide d’un analyseur de spectre, on en déduit le spectre de bruit en flux au niveau 
du SQUID. Pour cela, on utilise en contre-réaction interne la sensibilité de la contre-réaction 
1/Mf égale à 42 µA/Ф0 (voir Tableau 5). En contre-réaction externe, on utilise le gain du 
CCC et sa sensibilité expérimentale SCCC = 9,3 µA/Ф0. Cette dernière s’écarte de la 
sensibilité optimale de 8,8 µA/Φ0 issue de (76) pour 1/Mf = 0,5 µA/Φ0 et k proche de 0,8 
(déduite expérimentalement14). Une sensibilité expérimentale égale à 8,8 µA/Ф0 a cependant 
déjà été atteinte lorsque la longueur du transformateur du flux était plus faible : l’inductance 
LP reliant la bobine de détection et l’inductance d’entrée du SQUID valait alors 160 nH. La 
légère dégradation de la sensibilité provient de l’augmentation de Lp. 

La Figure 3-17 représente le spectre de bruit en flux au niveau du SQUID ainsi que son bruit 
intrinsèque (données constructeur) lorsque les enroulements sont déconnectés. Les niveaux 
de bruit blanc dans les modes de contre-réaction internes et externes atteignent 
respectivement 3 µФ0/Hz1/2 et 5 µФ0/Hz1/2 dans les gammes de fréquence {10 Hz - 700 Hz} 
et {3 Hz - 450 Hz}. Les niveaux de bruit blanc à 1 Hz atteignent 5 µФ0/Hz1/2 et 6 µФ0/Hz1/2 

                                                 
14 Au début de la thèse, des mesures de sensibilité du CCC ont été menées pour deux valeurs d’inductance 
d’entrée du SQUID : 68 nH et 400 nH. Le coefficient de couplage k et l’inductance Lp ont pu être déduites des 
mesures. 



93 

 

respectivement pour les modes de contre-réaction interne et externe. Le faible écart des 
niveaux de bruit mesurés dans leurs régimes de bruit blanc peut s’expliquer par une 
électronique en contre-réaction externe non optimale. En effet, la bosse à 1 kHz ainsi que les 
fréquences caractéristiques de l’alimentation du secteur sont uniquement présentes sur le 
spectre de bruit en contre-réaction externe. Le niveau de bruit blanc en contre-réaction 
externe pourrait être réduit en optimisant, par exemple, les filtres présents dans la source de 
courant. 

10-1 100 101 102 103 104

10-1

100

101

102

103

f (Hz)

 (µ
0
/Hz1/2) 1x 10 000 tours

 Contre-réaction interne
 Contre-réaction externe
 Bruit intrinsèque du SQUID

Résonance du CCC

Figure 3-17 : Mesure de bruit en flux en contre-réaction interne (courbe noire) et externe (courbe bleue) lorsque les 
enroulements du CCC sont déconnectés. Le bruit en flux intrinsèque du SQUID donné par le constructeur y est 

également présenté (points). 

Les niveaux de bruit mesurés sont à comparer au bruit intrinsèque du SQUID. À 1 Hz, le 
bruit en flux intrinsèque du SQUID est de 2,3 µФ0/Hz1/2 lorsqu’il est connecté à aucun CCC. 
δ’écart entre le bruit en contre-réaction interne et le bruit intrinsèque du SQUID pourrait 
provenir de la connexion du CCC au SQUID mais aussi du champ magnétique résiduel au 
sein du CCC et du SQUID, très dépendant des conditions de refroidissement. 

δ’origine de l’épaulement constaté entre 4 et 10 Hz en contre-réaction interne est incertaine. 
Cet épaulement n’apparaissait pas dans les résultats présentés en 2012 [68] [164], le bruit 
blanc s’étendait alors de 2 Hz à 1 kHz avec un niveau similaire. Il provient alors 
probablement du vieillissement des fixations et des blindages, dû aux cycles thermiques. 

δa présence de la mousse en polystyrène a permis d’amortir considérablement les résonances 
mécaniques en contre-réaction interne et externe, d’où la présence de peu de pic à basses 
fréquences sur les deux spectres. 

La décroissance du signal au-delà de 1 kHz provient des filtres utilisés. La fréquence de 
résonance du CCC lorsque tous les enroulements du CCC sont déconnectés est de 6,4 kHz. 
Elle est bien loin de la bande passante du SQUID de 1 kHz : la résonance du CCC ne 
perturbe donc pas significativement les contre-réactions. Le spectre de bruit en flux au niveau 
du SQUID peut être transposé à un spectre de bruit en courant à l’entrée du CCC (voir Figure 
3-18) afin d’en déduire la résolution en courant du CCC. 
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Figure 3-18 : Spectre de bruit en courant équivalent à l’entrée du CCC en contre-réaction interne et externe lorsque 
les enroulements sont déconnectés. 

D’après la Figure 3-18, la résolution en courant en entrée du CCC atteint 3 fA/Hz1/2 et 
5 fA/Hz1/2 respectivement en contre-réaction interne et externe dans leur régime de bruit 
blanc respectif. A 1 Hz, les niveaux de bruit atteignent respectivement 5 fA/Hz1/2 et 
7 fA/Hz1/2. 

La Figure 3-18 présente également la résolution en courant théorique atteignable issue du 
bruit en flux intrinsèque du SQUID. Elle est de 2,2 fA/Hz1/2 environ à 1 Hz. A cette même 
fréquence, les niveaux de bruit dans les modes de contre-réaction interne et externe sont donc 
relativement proches de la limite de bruit atteignable lorsque les enroulements sont 
déconnectés. 

Des mesures de spectre de bruit en flux ont également été réalisées dans les deux modes de 
contre-réaction lorsque les trois enroulements de 104 tours sont mis en série (voir Figure 
3-19). L’amplification du CCC en contre-réaction externe est alors de 3.104. 

Les niveaux de bruit blanc lorsque les enroulements sont mis en série atteignent environ 
3 µФ0/Hz1/2 et 6 µФ0/Hz1/2 respectivement dans les gammes de fréquence {10 Hz – 100 Hz} 
et {1 Hz – 350 Hz} dans les modes de contre-réaction interne et externe. Le spectre de bruit 
en contre-réaction interne présente un épaulement dans la même gamme de fréquence que le 
spectre de bruit lorsque les enroulements sont déconnectés, et ce, pour les mêmes raisons. 
θour une fréquence inférieure à 4 Hz et supérieure à l’hertz, le bruit est blanc à 5,4 µФ0/Hz1/2 
dans le même mode. Ainsi, pour une fréquence inférieure à 4 Hz, les niveaux de bruit en 
contre-réaction interne et externe sont équivalents. 

A 1 Hz, les niveaux de bruit en flux dans les deux modes sont peu différents, que les 
enroulements soient mis en série ou déconnectés. De plus, la mise en série des enroulements 
augmente peu le niveau de bruit dans les deux modes. Lorsque les enroulements sont mis en 
série, les fréquences de recouvrement sont proches de 0,6 Hz dans les deux modes de 
fonctionnement. Elles sont inférieures aux fréquences de recouvrements lorsque les 
enroulements sont déconnectés. 
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Figure 3-19 : Mesures de spectre de bruit en flux en contre-réaction interne et externe lorsque les trois enroulements 
de 104 tours sont mis en série. 

En raison de la mise en série des enroulements, la résonance du CCC est réduite à 3,4 kHz. 
Elle est à comparer à celle obtenue par un CCC de 20 000 tours construit par superposition 
radiale et composé de deux enroulements de 104 tours [165] : 2 kHz. De plus, elle reste bien 
supérieure à la bande passante du SQUID. Ces résultats montrent l’intérêt majeur de la 
superposition axiale des enroulements pour la réalisation de CCC de grands gains. 

Ainsi, la mise en série des enroulements a réduit la fréquence de résonance du CCC d’un 
facteur proche de 2 et a eu un impact faible sur les niveaux de bruit. A partir des mesures de 
spectres de bruit en flux au niveau du SQUID, on détermine le spectre de bruit en courant 
équivalent à l’entrée du CCC (voir Figure 3-20). 

Le faible niveau de bruit atteint en contre-réaction externe a été obtenu grâce à l’utilisation 
de multiples filtres RC, filtres transverses et à la mise à la masse du circuit électrique en un 
seul point. Cependant, il reste légèrement supérieur au niveau de bruit en contre-réaction 
interne. Cela pourrait être corrigé en optimisant davantage la source de courant. 

La résolution en courant atteint des valeurs jamais publié de 2 fA/Hz1/2 et 1 fA/Hz1/2, par 
rapport aux résultats obtenus jusqu’à maintenant avec les CCCs de grands gains 
[135][132][141][166][154][155][156], respectivement dans les modes de contre-réaction 
externe et interne en régime de bruit blanc, et cela sur des relativement grandes gammes de 
fréquences, respectivement {1 Hz - 350 Hz} et {10 Hz - 100 Hz}. De plus, autour de 1 Hz, 
les résolutions en courant atteintes dans les deux modes de fonctionnement sont du même 
ordre de grandeur que celle théorique issue des caractéristiques du SQUID. 

Une mesure de courant de 100 pA pendant une heure avec ce CCC en mode de contre-
réaction externe et lorsque les enroulements de 104 tours sont mis en série, conduirait à une 
incertitude statistique relative de 3.10-7. 
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Figure 3-20 : Spectre de bruit en courant du CCC en contre-réaction interne et externe lorsque les trois 
enroulements de 104 tours sont mis en série. La résolution en courant théorique issue du bruit intrinsèque du SQUID 

y est également présente. 

Dans le cadre du triangle métrologique quantique, la réduction de cette incertitude à la valeur 
ultime de 10-8 nécessiterait un temps de mesure proche de 40 jours avec le même courant 
d’entrée de 100 pA, sous réserve que le bruit du signal mesuré reste blanc durant ce temps. 
En revanche, atteindre une incertitude relative de 5.10-8 nécessiterait un temps de mesure 
inférieur à 2 jours dans les mêmes conditions. 

3.5.2    Erreurs de rapport des enroulements 

Une caractéristique essentielle du CCC est l’exactitude du rapport des courants continus I2/I1, 
qui est théoriquement égale au rapport du nombre de tours des enroulements N1/N2 lorsque le 
supracourant I est nul. En pratique, l’exactitude du CCC s’écarte de ce rapport en raison des 
fuites de flux magnétiques et du changement périodique (de l’ordre de 1 Hz) de la 
polarisation du courant à mesurer. Ces inversions sont nécessaires pour s’affranchir des 
dérives lors des mesures. δe rapport d’enroulement réel du CCC sera donc N1/N2(1 + İDC), 
avec İDC l’erreur relative de rapport d’enroulement prenant en compte ces sources d’erreurs. 
δ’exactitude des CCCs de faibles nombres de tours (environ 2000 tours pour le plus grand 
enroulement) utilisés dans les ponts de comparaison de résistances possédés des erreurs 
relatives inférieures à 10-9. A la différence de ces CCCs, le CCC étudié dans cette thèse 
possède un gain de 30 000, une cheminée radiale et une superposition axiale des 
enroulements. Un objectif de la thèse est de quantifier İDC pour ce CCC particulier et de 
s’assurer qu’elle est de l’ordre de 10-8 ou moins. 

Pour quantifier İDC expérimentalement, deux enroulements de même nombre de tours N sont 
connectés en série-opposition (voir Figure 3-21). Une rampe de courant est appliquée de 
0 µA à 10 µA pour N = 104 et jusqu’à 12 mA lorsque N = 1, cela en inversant (≈ 0,3 Hz) la 
polarité à chaque pas. δ’erreur est alors quantifiée par le rapport des gains de transimpédance 
(voir section 2.3.2.1) mesurées GSO = Isec/Ipri et Gsérie = Isec/Ipri (voir Figure 3-21), avec GSO et 
Gsérie les gains lorsque deux enroulements de même nombre de tours (N1 = N2 = N) sont mis 
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respectivement en série-opposition et en série, Ipri et Isec respectivement les courants 
traversant les enroulements primaire et secondaire : 

               (106) 

 

Figure 3-21 : Schéma de principe de deux enroulements de même nombre de tours N1 = N2 = N placés en série-
opposition. Le même courant Ipri traverse les deux enroulements, induisant des flux magnétiques théoriquement 
exactement opposés Φ1 = -Φ2. Si ces flux ne s’annulent pas totalement, alors un supracourant I circulera sur le 

blindage toroïdal. δ’erreur de rapport de courant sera alors proportionnelle à I/Ipri. 

δes premières mesures d’erreurs ont été publiées en 2012 [68]. Elles ont été obtenues avec le 
CCC de 30 000 tours dans un état différent de celui présenté en section 3.1. Le CCC 
possédait deux enroulements de un tour (différents de ceux actuels) et de deux tours. Les 
mesures d’erreurs ont été réalisées dans trois configurations : deux recouvrements du 
blindage toroïdal et sans cheminée, deux recouvrements et une cheminée puis trois 
recouvrements et une cheminée. Le Tableau 6 récapitule les erreurs relatives obtenues. 

Les erreurs relatives associées aux enroulements de un tour étaient de l’ordre de quelques 
10-6 alors qu’elles s’élèvent à 10-5 pour les enroulements de deux tours. Elles ont ensuite été 
légèrement réduites à 10-6 par ajout d’un recouvrement et une cheminée. En revanche, les 
erreurs relatives associées aux grands enroulements atteignaient quelques 10-9 dans le cas 
présentant le minimum de blindage, puis elles ont été réduites à 10-10 pour trois 
recouvrements du blindage toroïdal et une cheminée.  

Les erreurs associées aux grands enroulements sont similaires aux erreurs mesurées avec des 
CCCs utilisés dans les ponts de résistances. Elles étaient donc bien moindres que celles des 
enroulements de faible nombre de tour. De plus, l’ajout d’une couche au blindage toroïdal et 
d’une cheminée a davantage diminué les erreurs des grands enroulements que celles des plus 
petits enroulements. Les écarts significatifs entre les erreurs obtenues avec des enroulements 
de faible et grand nombre de tours nous ont poussés à en déterminer l’origine. 

Afin de déterminer si ces écarts étaient dus à des imperfections dans le blindage toroïdal, 
celui-ci a été défait et son état a été vérifié à l’œil nu. Aucun trou ni défauts dans les soudures 
n’ont été décelés. Un deuxième blindage a été réalisé en utilisant une soudure 
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différente (Sn62Pb38 au lieu de PbSnCd) : les mêmes résultats ont été obtenus. Le blindage a 
donc été une nouvelle fois ôté. Un troisième blindage toroïdal possédant 2,5 recouvrements a 
été réalisé après avoir ajouté des enroulements de un tour torsadés et non torsadé ainsi que 
des enroulements de 100 et 99 tours. Une cheminée étroite a également été réalisée afin de 
minimiser le flux de fuite dans cette zone. Le CCC obtenu avec ce nouveau blindage est celui 
présenté à la section 3.1. 

Configuration 2 recouvrements  
sans cheminée  
(İDC ± u).10-6 

2 recouvrements  
avec cheminée 
(İDC ± u).10-6 

3 recouvrements 
avec cheminée 
(İDC ± u).10-6 

1 t : 1 t 4,9 ± 1,6 3,07 ± 0,04 2,35 ± 0,01 
2 t (1) : 2 t (2) 18 ± 0,3 5,1 ± 0,02 X 
2 t (3) : 2 t (1) 22 ± 0,4 X X 
2 t (3) : 2 t (2) 0,16 ± 0,24 X X 

104 t (4) : 104 t (5) 0,006 ± 0,002 0,0018 ± 0,0008 0,0004 ± 0,0002 
104 t (4) : 104 t (6) 0,005 ± 0,0003 0,0005 ± 0,001 0,0004 ± 0,0003 
104 t (5) : 104 t (6) 0,0053 ± 0,0003 0,0022 ± 0,0006 0,0003 ± 0,0002 

Tableau 6 : Récapitulatif des erreurs relatives de rapport d'enroulements İDC du CCC et incertitudes-type de type A 
associées u pour différents nombre de recouvrements du blindage toroïdal, avec et sans la cheminée [68]. Les 

numéros des enroulements sont donnés à titre indicatif. 

Les premiers enroulements de faibles nombres de tours ont été éliminés en raison des grandes 
erreurs associées. Des mesures d’erreurs de rapport d’enroulement ont ensuite été réalisées 
pour chaque enroulement en contre-réaction externe (voir Tableau 7). Au vu du nombre de 
couche de blindage toroïdal utilisé, les erreurs des grands enroulements atteignent sans 
surprise quelques 10-9. Concernant les enroulements des faibles nombre de tour, l’erreur a été 
réduite à 10-7 lorsqu’ils ne sont pas torsadés et 10-8 pour les enroulements qui le sont. 
Cependant, l’erreur attendue pour les enroulements torsadés était inférieure à 10-9. 

Configuration (İ ± u).10-6 
104t (1) : 104 t (2) 0,001 ± 0,0001 
104t (2) : 104 t (3) 0,003 ± 0,0005 
104t (1) : 104 t (3) 0,0009 ± 0,00004 

1t : 1t (non torsadés) 0,1 ± 0,001 
1t (4) : 1t (5) (torsadés) 0,012 ± 0,0001 

Tableau 7 : εesure des erreurs relatives de rapport d’enroulement İ et des incertitude-type de type A associées u, 
pour les différents enroulements du CCC actuel en contre-réaction externe. 

Les erreurs obtenues avec les enroulements de grand et faible nombre de tours laissent à 
penser que d’autres erreurs que celles provenant des fuites de flux et de l’inversion de 
courant sont présentes. Ces erreurs proviennent probablement des imperfections des 
enroulements au niveau de la cheminée qui ne sont pas masquées par le supracourant 
circulant sur le blindage toroïdal. De plus, ces erreurs semblent dépendantes du nombre de 
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tours des enroulements mis en jeu : elles sont d’autant plus réduites que le nombre de tours 
augmente. Deux imperfections, liées à une différence de trajet parcouru par un courant dans 
deux enroulements mis en séries-opposition, ont étés envisagées [167][69][168]. En effet, un 
flux magnétique de fuite peut résulter de cette différence de trajet, et induire une erreur. 

La première imperfection envisagée concerne la différence de chemin parcouru par le courant 

au niveau du dernier tour des deux enroulements mis en jeu :        -       (voir Figure 

3-22). 

 

Figure 3-22 : Le croquis (à gauche) représente les fils de sortie de deux enroulements (N1 et N2 tours) au sein d’une 
cheminée positionnée radialement par rapport au blindage toroïdal. La différence de chemin parcouru par un même 

courant dans les enroulements induirait une erreur relative de rapport d’enroulement [167][69][168]. 

δ’erreur est alors calculée empiriquement par le rapport entre cette différence avec le trajet 
total, en supposant que les enroulements possèdent le même rayon moyen : 

    ቆ                     ሺ     ሻቇ    (107) 

avec Rmoy le rayon moyen des enroulements et R le facteur d’atténuation (inférieure à 1) du 
champ magnétique fuyant à la fois par le blindage et la cheminée, réduisant İ1. δ’erreur est 
alors rapportée au nombre de tours total. 

θour la minimiser, il serait préférable d’utiliser une cheminée axiale à la place d’une 
cheminée radiale mais aussi avoir un nombre de tours total important. 

δa seconde source d’erreur envisagée concerne l’imperfection de la première torsade des 
enroulements à la base de la cheminée (voir Figure 3-23). Dans le cas de l’enroulement bleu 
parcouru par le courant I1, une différence de chemin existe au sein de la première torsade :      -     . Cette différence de chemin peut alors conduire à une différence de courant, et 

donc également à un flux non compensé. δ’erreur peut alors s’exprimer empiriquement par : 

 
     ቆ                ቇ   (108) 
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Figure 3-23 : Deuxième cas d’obtention d’une différence de chemin pouvant induire une erreur de rapport 
d’enroulement. δa différence de chemin provient d’un torsadage imparfait des fils à la base de la cheminée. δa 

différence de chemin parcouru par le courant I1 dans un enroulement parfaitement et imparfaitement torsadé est įI1. 
De même, elle existe également pour l’enroulement traversé par I2, įI2, mais est plus faible. δ’erreur des 

enroulements une fois mis en série-opposition est déterminée par įI1/I1 - įI1/I2 [167] [69] [168]. 

Cette erreur est également présente dans le cas du deuxième enroulement, mais elle est 
réduite en raison d’un meilleur torsadage : 

 
     ቆ                ቇ     (109) 

δ’erreur globale İ2, lorsque deux enroulements sont mis en série-opposition s’exprimerait 
alors par : 

              (110) 

δ’effet de ces deux sources d’erreurs est négligeable pour les grands enroulements en raison 
des grands nombre de tours mis en jeu (N1 = N2 = 104). Elle est cependant dominante pour les 
enroulements de faible nombre de tour. Deux solutions sont possibles pour réduire ces 
erreurs. Ces solutions sont d’associer un enroulement de grand nombre avec un autre 
enroulement de plus petit nombre de tours et de créer un enroulement de faible nombre de 
tours à partir de deux enroulements ayant un plus grand nombre de tours (voir le Tableau 8). 
Au total, quatre enroulements sont impliqués dans les deux cas. 

θour tester cette solution, des mesures d’erreurs ont été réalisées lorsque n = n1 + n2 avec 
n1 = 104 tours et n2 = 1 tour, mais aussi pour n = n1 – n2 avec n1 = 100 tours et n2 = 99 tours 
(voir le Tableau 8). 

Dans un cas, l’erreur associée aux enroulements de faible nombre de tours a été réduite d’un 
facteur 10. De plus, l’erreur associée à la combinaison d’un enroulement de 1 tour avec un 
enroulement de 104 tours est semblable à celle de deux enroulements de 104 tours mis en 
série-opposition, soit quelques 10-9. Les résultats des mesures semblent confirmer les 

ICCC ICCC
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hypothèses empiriques émises précédemment. La solution proposée permet une réduction 
significative de l’erreur relative de rapport d’enroulement pour les enroulements de faible 
nombre de tour. 

Configuration (İ ± u).10-6 
104 t + 1t : 104 t + 1t 0,0017 ± 0,0001 

100t – 99t : 1t (1) 0,0017 ± 0,0001 
100t – 99t : 1t (2) 0,018 ± 0,0001 

Tableau 8 : Mesures d'erreur de rapport de courant par la mise en série-opposition d’enroulements fictifs de nombre 
de tours n = 1000 + 1 tours et n = 100 - 99 tour et d’un enroulement réel de 1 tour. 

Finalement, des erreurs relatives de rapport d’enroulement de 10-8 ou inférieures pour tous 
les enroulements ont été atteintes. 

3.5.3    Stabilité des mesures de courant 

Afin de caractériser la stabilité du système en situation réelle, des mesures de faibles courants 
ont été réalisées à différentes intensités. Une tension continue est appliquée aux bornes d’une 
résistance de 10 GΩ. Cette dernière possède une variation relative en température de 0,15 %. 
Le faible courant obtenu est ensuite injecté dans les trois enroulements de 10 000 tours mis 
en série. La tension appliquée est obtenue à partir d’une source de tension continue 
programme de type Yokogawa 7651. La mesure de courant est déduite de la mesure de 
tension aux bornes de la résistance de contre-réaction à l’aide du multimètre Hθ 3458. 
Chaque mesure est réalisée en inversant la polarisation afin de limiter l’impact des dérives 
sur les mesures. Une fréquence d’inversion supérieure à 1 Hz permet de réduire l’influence 
du bruit en 1/f du système dans les mesures. 

δ’étude de la stabilité des mesures de courant a été réalisée par le calcul de la variance 
d’Allan sur l’ensemble des points. Son analyse (voir Annexe B) permet de déterminer les 
différents régimes de bruits présents lors des mesures mais aussi de connaître la durée durant 
laquelle le régime de bruit blanc est observé. δ’incertitude des mesures de courant, estimée 
par la méthode de type A (incertitude associée généralement aux erreurs aléatoires), est alors 
déduite de la variance d’Allan calculée pour le temps de mesure maximum : les points sont 
alors complétement décorrélés et la variance d’Allan est un estimateur sans biais de la 
variance vraie. Le traitement des séries de mesures a été réalisé à l’aide du logiciel Stable32 
[169]. 

La Figure 3-24 présente le résultat typique d’une analyse de données fondée sur la variance 
d’Allan durant 100 minutes lors d’une mesure de faible courant d’intensité égale à 5 pA. Le 
temps séparant deux points successifs Ĳ0 dans la série de mesure est calculé à partir du temps 
de mesure total et du nombre de points. Nous obtenons pour le cas de la Figure 3-24 : 
Ĳ0 = 3,1 s, ce qui correspond à une fréquence d’inversion de 0,3 Hz. D’après les spectres de 
bruit obtenus à la section 3.5.1, le bruit en courant à cette fréquence et pour les trois 
enroulements mis en série est de 4 fA/Hz1/2. Cette fréquence permet à l’électronique de 
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contre-réagir dans de bonnes conditions mais présente l’inconvénient d’être dans la gamme 
de fréquence du bruit en 1/f du système (voir section 3.5.1). 

δa décroissance de l’incertitude en fonction de Ĳ du signal étudié en Ĳ-1/2 est la même que la 
décroissance d’un signal ayant un bruit purement blanc. δ’influence du bruit en 1/f n’est 
donc pas observée pour un temps de mesure de 100 minutes. L’écart-type associé au premier 
point de la Figure 3-24 est représentatif du bruit en courant des mesures, soit 5 fA. Cet écart-
type est à comparer au niveau de bruit présent sur le spectre de bruit en courant obtenu 
précédemment dans le cas où la source de tension et la résistance de 10 GΩ n’étaient pas 
reliées aux enroulements de 30 000 tours, et à la fréquence de 0,3 Hz (voir section 3.5.1) : 
soit 4 fA/Hz1/2. 

100 101 102 103 104
10-16

10-15

10-14

 (s)


AR

 (A)

Figure 3-24 : Ecart-type d'Allan avec recouvrement (courbe rouge) pour une intensité de courant mesurée de 5 pA et 
τ0 = 3,1 s. δa courbe discontinue bleue représente l’évolution de la variance d’Allan avec recouvrement d’un signal 

ayant un bruit purement blanc. 

Cet écart provient de l’ajout de la source de tension et la résistance de 10 GΩ. 
δ’augmentation du niveau de bruit réduit la fréquence de recouvrement, ce qui peut expliquer 
pourquoi l’influence du bruit en 1/f n’est pas visible. Des mesures de courant à des temps 
plus importants permettraient de le confirmer. De plus, la reproductibilité du niveau de bruit 
blanc étant très dépendante du champ magnétique résiduel, l’augmentation du niveau de bruit 
constaté est également liée aux conditions de refroidissement, les spectres de bruit et les 
mesures de courant ayant été réalisées dans des conditions de refroidissements différents. En 
dépit de ces facteurs d’influence, le faible niveau de bruit issu des mesures de courant est 
voisin du bruit obtenu dans un cas favorable. 

Dans les conditions de mesures, l’incertitude-type de type A est réduite à 100 aA pour un 
temps de mesure de 100 minutes, ce qui représente une incertitude relative de quelques 10-5. 
Il est à noter que pour un même temps de mesure et un écart-type initial de 2 fA, 
correspondant à une fréquence d’inversion située dans la gamme de fréquence du bruit blanc, 
l’incertitude-type de type A peut être réduite à 45 aA, soit une incertitude relative de 9.10-6. 
θour une mesure d’un courant de 100 pA dans des conditions optimales et sur une même 
durée, l’incertitude relative pourrait alors atteindre quelques 10-7. 
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Ces résultats soutiennent l’idée que le système est fonctionnel, stable et que le niveau bruit 
obtenu sur le spectre de bruit en courant est reproductible. 

3.5.4    Erreur sur le rapport de courant lié à la non-linéarité du SQUID 

Très récemment, Drung et al. [170] ont émis l’idée selon laquelle des signaux Radio 
Fréquence (RF), pouvant provenir de l’extérieur du système, induisent une erreur sur le 
rapport de courant liée à la non-linéarité de la réponse du SQUID (en contre-réaction interne 
et externe) par un effet de redressement. Le fonctionnement des pompes SET implique 
l’utilisation de signaux RF pouvant ainsi induire une erreur non-négligeable. Pour quantifier 
cette possible erreur, des premières mesures de courant ont été réalisées à des intensités allant 
jusqu’à 100 pA dans le mode de contre-réaction externe. Les courants sont obtenus par 
application d’une tension aux bornes d’une résistance de 10 GΩ. Les tensions appliquées 
sont inversées à une fréquence de 1 Hz afin d’éliminer les dérives et s’affranchir du bruit en 
1/f du système. Aucun signal RF n’a été appliqué volontairement durant les mesures : les 
signaux RF intervenant sont donc ceux issus de l’environnement. Toutes les mesures ont été 
obtenues en plaçant en série les trois enroulements de 104 tours. 

Pour chaque mesure à une intensité I1, le SQUID est réglé au plus près du point de 
fonctionnement optimal (voir section 2.2.2), soit 0,001 Ф0, puis avec un décalage de 0,02 Ф0 

par rapport à ce point. On calcule alors les écarts İI(Фa
opt) = I1 - ICR/G et 

İI(Фa
opt + 0,02 Ф0) = I1 - ICR’/G, définis chacun comme la différence entre le courant de 

contre-réaction et le courant injecté I1 (au facteur d’amplification G près), aux deux points de 
fonctionnement Фa

opt et Фa
opt + 0,02 Ф0. On quantifie alors l’erreur liée à la non-linéarité du 

SQUID par le calcul de la différence des écarts  : 

La Figure 3-25 regroupe l’évolution de  ainsi que les incertitudes associées pour différents 
courants injectés. 

θlus l’intensité du courant est élevée, plus l’incertitude associée est faible en raison de 
l’augmentation du rapport signal/bruit. A 100 pA,  atteint 4.10-5. L’erreur en ajustant le 
point de fonctionnement à 0,001 Ф0 serait ramenée à 2.10-6 : très proche de la résolution du 
système. 

    [ (            ൯   (     ൯]   (111) 
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Figure 3-25 : Evolution de la différence des écarts  pour différents courants injectés. Pour obtenir une valeur de 
İI(Фa

opt) et İI(Фa
opt + 0,02 Ф0) à une intensité de courant donnée, des milliers de mesures ont été nécessaire. 

Dans ces mesures préliminaires, l’erreur due au gain fini en boucle ouverte n’avait pas été 
minimisée (en injectant un courant dans un enroulement secondaire pour réduire l’amplitude 
du courant de contre réaction généré par l’électronique du SQUID, voir section 2.3.4.3). La 
réduction de cette erreur d’un facteur 100 (voire 1000 dans le cas usuel) devrait conduire à 
limiter l’erreur liée à la non linéarité du SQUID à 10-8. La réduction de cette erreur à ce 
niveau permettrait à l’électronique du SQUID de générer un courant très faible et 
indépendant du courant injecté dans l’enroulement primaire : l’augmentation de la différence 
des écarts Δ avec l’augmentation du courant injecté devrait alors être considérablement 
réduite. Des mesures supplémentaires méritent d’être réalisées pour confirmer cette 
prédiction. Dans un premier temps, elles seront effectuées en réduisant l’erreur dûe au gain 
en boucle ouverte à l’aide d’un pré ajustement des rapports de courants. Ensuite, il serait 
intéressant d’étudier, pour un même courant, l’évolution de Δ pour différents décalages par 
rapport au point de fonctionnement optimal (10-3 Φ0 ou plus). Enfin, toutes ces mesures 
peuvent également être réalisées en appliquant des signaux RF tels que ceux générés pour le 
fonctionnement d’une pompe SET. 

 

 Le montage expérimental mis en place a permis de caractériser les performances du 
CCC et du système global d’un point de vue métrologique. δes performances mesurées du 
CCC en termes d’erreur de rapport de courant autorisent des mesures de courants issus des 
dispositifs mono-électroniques avec une exactitude de quelques 10-8. Le montage 
expérimental permet, à l’heure actuelle, des mesures d’un courant continu jusqu’à 100 pA 
avec une incertitude relative associée de 10-6. Cette erreur pourrait être réduite à 10-8 sous 
réserve d’utiliser, entres autres, une source de courant secondaire réduisant l’erreur de gain 
en boucle ouverte et l’erreur liée à la non-linéarité du SQUID. 
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Chapitre 4 - Modélisation 
δes travaux de modélisation présentés dans ce chapitre ont permis d’établir le circuit 

électrique équivalent des enroulements du CCC à l’intérieur du blindage toroïdal. Il prend 
en compte les enroulements du CCC (sauf ceux de 1 tour), les coefficients de couplages, les 
capacités parasites ainsi que le blindage toroïdal. Il n’intègre toutefois pas le transformateur 
de flux ni le SQUID afin d’établir un modèle représentatif du comportement réel du CCC 
seul. La modélisation rend compte du comportement en fréquence du CCC, à partir duquel 
l’erreur de rapport de courant en courant alternatif peut être estimée. Après un descriptif des 
autres intérêts de la modélisation, un rappel de la théorie des transformateurs sera donné. Le 
principe de la modélisation développée sera ensuite décrit, suivi d’exemples. δe chapitre se 
terminera par les résultats obtenus. 

 

4.1    Intérêts 

Comme vu précédemment, les grandes inductances des enroulements du CCC se couplent 
avec les capacités parasites et forment des circuits résonants de type LC susceptibles de 
perturber le bon fonctionnement du système CCC-SQUID. Les résonances engendrées 
pourraient être stimulées par le signal de modulation du SQUID ou des déséquilibres 
dynamiques durant les rampes de courant et les inversions de polarité du courant. Un modèle 
représentatif du comportement du CCC permettra de simuler les différents arrangements des 
enroulements, et particulièrement le cas où les enroulements de 104 tours sont en série. 
L’expression analytique de la plus faible fréquence de résonance, qui limite la bande passante 
du système du CCC, peut alors être déduite ainsi que les paramètres majeurs d’influence. 

Dans les ponts de comparaison de résistances utilisant des CCCs, des erreurs de rapport de 
courants de l’ordre de 10-10 sont typiquement atteints. Ces CCCs possèdent des fréquences de 
résonances de plus de 20 kHz, dues aux relativement faibles nombres de tours des plus 
grands enroulements, typiquement 2000 tours. Dans le cas d’un CCC de grand gain, le 
nombre de tours ainsi que les inductances associées sont bien plus importants, réduisant les 
fréquences de résonance à quelques kHz. δ’erreur de rapport de courants en courant alternatif 
İAC (voir section 2.3.4.2) est alors dégradée. L’expression analytique des fréquences de 
résonance, obtenue à l’aide d’une modélisation, permet la détermination d’une expression 
analytique de İAC, en utilisant la relation empirique suivante (voir section 2.3.4.2) :  

     ሺ   ሻ (    ൰  (112) 

Grohmann et al. [171] proposent une autre approche pour déterminer İAC : comparer les 
courants traversant les capacités avec le courant total. Toutefois, mesurer les courants de 
fuites pose des problèmes techniques. Ils peuvent en revanche être calculés à partir d’un 
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modèle. Une troisième approche serait d’utiliser ce même modèle pour calculer le gain de 
deux enroulements de même nombre de tours en série-opposition et le comparer au gain des 
mêmes enroulements mis en série, comme c’est le cas pour les mesures des erreurs du CCC : 
les erreurs mesurées et calculées seront alors directement comparables. Le modèle précisera 
les paramètres d’influences majeurs de l’erreur de rapport de courants en courant alternatif. 

Le modèle établit sera également utile pour estimer les erreurs difficilement quantifiables par 
la mesure. Un exemple concret est la détermination analytique des intensités des courants de 
fuite dans le cas d’un rapport 30 000 :1. 

δ’utilisation d’un outil fiable et représentatif du comportement réel du CCC de 30 000 tours 
aidera la conception des futurs CCCs très performants, c’est à dire avec un gain important 
(> 50 000), une résolution inférieure au fA/Hz1/2 et des erreurs de rapport de courants 
inférieures à 10-8. Le modèle pourrait également servir à la modélisation des transformateurs 
étalons utilisés en métrologie des impédances. 

4.2    Théorie des transformateurs 

Les CCCs développés en métrologie des résistances possèdent des performances en termes 
d’erreurs très satisfaisantes, typiquement inférieures à 10-9 en valeur relative. Cependant, peu 
de modèles permettent de quantifier les courants de fuites présents au sein d’un CCC. Cela 
est spécialement le cas des CCCs utilisés comme amplificateur de courant, car moins 
répandus. Un exemple de modèle est présenté à la fin de cette partie. 

Principe 

Un transformateur [172][173][174] est un dispositif permettant le transfert d’énergie entre 
deux ou plusieurs enroulements isolés électriquement entre eux. En injectant un courant dans 
un des circuits, appelé enroulement primaire, un champ magnétique est généré. Seule une 
partie de ce champ traversera les autres enroulements, appelés enroulements secondaires. 
Pour maximiser la proportion du champ magnétique traversant l’enroulement secondaire, un 
noyau magnétique de haute perméabilité magnétique est utilisé. 

Les transformateurs peuvent être divisés en deux catégories selon leur application. Le critère 
essentiel des transformateurs appartenant à la première catégorie est de transmettre la 
puissance du circuit primaire au secondaire. Les transformateurs appartenant à la seconde 
catégorie tendent à être idéaux, c’est à dire avec un rapport des courants primaires et 
secondaires le plus exact possible. Le CCC est un transformateur de courant, qui, par la 
grande exactitude de ses rapports d’enroulements, se place dans la deuxième catégorie. Il se 
détache des autres transformateurs par sa particularité à fonctionner à très basse fréquence 
(f ≤ 10 Hz) et son absence de noyau magnétique. 

Considérons le transformateur classique de la Figure 4-1. Les enroulements primaires et 
secondaires possèdent respectivement un nombre de spires égal à n1 et n2. En appliquant une 
tension alternative sinusoïdale u1 aux bornes de l’enroulement primaire, le courant i1 qui en 
découle produit un flux magnétique alternatif et une force électromotrice induite u2 dans 
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l’enroulement secondaire par le biais du noyau magnétique. Les sens positifs des courants, 
des tensions, des inductions et des flux sont indiqués sur la Figure 4-1. 

 

Figure 4-1 : Circuit magnétique d'un transformateur classique composé de deux enroulements et un noyau 
magnétique (en gris). Les résistances r1 et r2 sont respectivement les résistances internes des enroulements primaire et 

secondaire. Grâce au noyau magnétique, le coefficient de couplage k est proche de l’unité [172]. 

Dans un transformateur parfait, qu’il appartienne à la première ou deuxième catégorie, les 
résistances r1 et r2 sont nulles et le coefficient de couplage est égal à un. Toutefois, un 
transformateur peut être considéré parfait lorsque : 

 les résistances r1 et r2 des enroulements sont négligeables devant leurs 
inductances, respectivement L1 et L2 : r1 << L1ω et r2 << L2ω, 

 le coefficient de couplage k est très proche de 1, 

 les pertes magnétiques sont négligeables (l’hystérésis du matériau magnétique est très 
étroit). 

Dans les conditions d’un transformateur idéal et en appliquant le principe de conservation 
d’énergie entre le primaire et le secondaire (pertes magnétiques nulles), l’équation 
fondamentale suivante est obtenue [175] : 

 
                (113) 

Dans un transformateur idéal, le rapport des courants circulants dans les enroulements est 
théoriquement égal au rapport du nombre de spires de chacun d’eux. Cette caractéristique est 
indépendante des grandeurs d'influence telles que la température, l'humidité, la pression et la 
fréquence. Pour ces raisons, le transformateur possède de nombreuses applications, la 
métrologie des impédances en est un exemple [176].  
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4.2.1    Erreurs  

Le transformateur réel possède un noyau magnétique de perméabilité magnétique finie, un 
flux magnétique total pas complètement localisé dans le noyau magnétique, des enroulements 
de résistivité non nulle et des capacités parasites. Ces sources d’erreurs induisent un écart 
dans la relation idéale (113). De plus amples détails sont donnés dans [175][172][177]. 

4.2.1.1    Le noyau magnétique 

Un critère de performance important concernant les noyaux magnétiques est leur 
perméabilité magnétique relative. Dans les transformateurs, la perméabilité magnétique 
relative du noyau magnétique doit être la plus élevée possible afin de se rapprocher du cas 
idéal. Plusieurs matériaux possèdent une perméabilité magnétique relative élevée. Parmi ces 
derniers, on peut citer le permalloy, un alliage dont la composition est voisine de Ni80Fe20. 
Ses propriétés magnétiques remarquables ont été observées dans les années 1920 [178]. La 
perméabilité magnétique relative du permalloy étudiée dans l’article atteint une valeur 
maximale de 87 000. Un permalloy particulier, le supermumétal (UK) ou supermalloy (USA) 
possède une composition similaire (Ni75Fe20Mo5) et une perméabilité magnétique relative 
initiale très élevée (jusqu'à 100 000). Sa perméabilité magnétique relative décroît cependant 
fortement proche de la saturation magnétique.  

En 1988, Yoshizawa et al. [179] [180] présentent une nouvelle classe d’alliages à base de fer. 
Ces derniers possèdent une haute perméabilité magnétique relative, de faibles pertes et une 
saturation magnétique supérieure à 1,2 T. Ces alliages sont composés de nanocristaux ayant 
une taille inférieure à 20 nm. Un exemple de matériau composé de ces nanocristaux est le 
Nanophy®. Il possède une perméabilité magnétique relative pouvant atteindre 200 000, une 
induction à saturation de 1,25 T ainsi que des pertes près de cinq fois inférieures au 
permalloy [181]. Le LNE utilise ce matériau pour rendre ses transformateurs de référence 
très performants [176]. 

Les pertes induites par la perméabilité finie du noyau magnétique peuvent-être représentées 
par une admittance, dite magnétisante [177]. 

4.2.1.2    Inductance de fuite 

δa fraction įΦ du flux Φ produit par l’enroulement primaire (via le courant i1 sur la Figure 
4-2) "s’échappe" du noyau magnétique et ne traverse pas le deuxième enroulement, ce qui 
produit une erreur. Cette erreur modifie le rapport de tensions en sortie du transformateur. 
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Figure 4-2 : Représentation d'un flux de fuite dans le cas d’un transformateur composé d’un enroulement primaire 
et secondaire. 

La fuite de flux diminue u2 ainsi que le rapport des tensions idéal u1/u2. Si įΦ = 0, les 
tensions induites dans les enroulements seraient dans le rapport des nombres de tours. 
δ’influence de ce flux de fuite est couramment représentée par une inductance en série avec 
l'enroulement. 

4.2.1.3    Résistances et capacités de fuites 

Les matériaux des enroulements utilisés dans les transformateurs réels possèdent une 
conductivité non nulle, et donc une résistance. Elles sont alors simplement modélisées par 
une résistance en série avec l’enroulement. 

Deux conducteurs séparés par un matériau isolant induit une capacité. Il existe alors une 
multitude de capacités parasites au sein d’un enroulement, comme indiqué sur la Figure 4-3. 
Elles peuvent être réduites, au premier ordre, à une capacité équivalente en parallèle à 
l'enroulement. 

 

Figure 4-3 : Capacités de fuite d'un enroulement d'un transformateur [172]. 

A partir de ces différentes sources d’erreurs, un schéma électrique équivalent d’un 
transformateur réel valable à basse fréquence est donné dans [177], auquel on peut ajouter les 
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capacités parasites des enroulements et la résistance de l’enroulement secondaire (voir Figure 
4-4). 

 

Figure 4-4 : Un circuit équivalent d'un transformateur réel [177]. Il prend en compte l’admittance magnétisante, 
l’inductance, résistances et capacités de fuites au primaire et au secondaire, représentées respectivement par Ym, l, 

Rp, Rs, ZCp et ZCs. 

Pour un transformateur utilisé à des fins métrologiques, Rp, Rs, l et Zc et Ym doivent être 
minimisés afin de se rapprocher du transformateur idéal. 

4.2.2    Exemple d’un modèle 

Afin d’atténuer l’effet des inductances et résistances de fuite pour augmenter les 
performances des transformateurs de deuxième catégorie, un transformateur à deux étages est 
utilisé [182] (voir Figure 4-5). Ce type de transformateur est bien connu en métrologie des 
impédances [175] [173]. 

 

Figure 4-5 : Vue en coupe d'un transformateur double étage [182]. Il y a deux enroulements primaires et un 
enroulement secondaire. 

Dans ce type de transformateur, deux noyaux magnétiques ainsi que deux enroulements 
primaires sont utilisés. Le premier enroulement primaire (rouge) enveloppe un noyau alors 
que les deux autres enroulements (bleu et noir) englobent les deux noyaux. Les deux 
enroulements primaires sont connectés à la même source de tension. Dans un transformateur 
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étalon, les enroulements primaires peuvent avoir le même nombre de spires. Dans un tel 
transformateur, l’enroulement bleu est appelé « enroulement métrologique ». 

Les impédances d’entrée des différents enroulements, les mutuelles inductances ainsi que les 
impédances de fuites sont notés respectivement Zk, Mk et zk [182]. Les faibles couplages entre 
les différentes inductances lk existent mais sont négligés. 

 

Figure 4-6 : Schéma électrique équivalent d'un transformateur de tension double étage [182]. Le modèle prend en 
compte les impédances Z et z. 

D’après T. A. Deacon et al. [182], l'erreur de rapport de tensions s’écrit : 

 (        ൰ (       ൰ (114) 

alors que pour un transformateur conventionnel simple étage, elle aurait été égale à 
z1/(z1 + Z1). En pratique, le facteur (z2 + z3)/Z3 peut être réduit sans difficulté à 10-3 en valeur 
relative, ce qui permet d'obtenir des erreurs sur les rapports de l'ordre de quelques 10-6 en 
valeur relative. 

Le schéma électrique équivalent du transformateur double étage prend en compte le 
comportement magnétique du transformateur ainsi que les pertes résistives et inductives. 
Cependant, il ne prend pas en considération les capacités parasites. La fiabilité du modèle est 
compromise lorsque la fréquence d’utilisation du transformateur est trop importante. Pour 
utiliser ce modèle, il est donc nécessaire de s’assurer que l’effet des capacités soit 
négligeable par rapport à l’incertitude relative à atteindre. 

Une variante du transformateur double-étage est utilisé en métrologie : c’est 
l’autotransformateur ou diviseur inductif [177]. Il se distingue par la présence d’un seul 
enroulement : il ne possède aucun enroulement secondaire au sens d’un transformateur 
classique, c’est à dire un deuxième enroulement physique. Les enroulements primaires et 
secondaires sont issus d’un même enroulement physique (voir Figure 4-7). Cela dit, nous 
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garderons la terminologie du transformateur classique dans la suite par commodité, les 
enroulements primaires et secondaires étant composés respectivement de n1 et n2 tours de 
l’enroulement total, lui-même composé de n1+n2 tours. 

 

Figure 4-7 : Principe d'un autotransformateur idéal (ou diviseur de tension inductif) [177]. Les nombres de tours n1 
et n2 sont des entiers. 

D’après [177], l’autotransformateur idéal relie le rapport entre la tension de sortie V0 avec la 
tension d’entrée Vi par :  

 
             (115) 

Un autotransformateur parfait possède donc un gain V0/Vi qui sera toujours inférieur au gain 
d’un transformateur idéal ayant un enroulement primaire et secondaire possédant 
respectivement n1 et n2 tours. Cependant, un autotransformateur étant composé d’un 
enroulement unique de n1 + n2 tours, le flux traversant les enroulements est le même. De 
plus, ce type de transformateur permet de s’affranchir des variations existantes dans un 
transformateur conventionnel entre le primaire et le secondaire.  

δ’autotransformateur est utilisé au LNE comme transformateur de référence [176]. 

4.3    Modélisation développée 

4.3.1    Présentation 

δa modélisation d’un CCC doit permettre la représentation du comportement du CCC non 
seulement lorsque les enroulements sont déconnectés les uns des autres mais aussi et surtout 
lorsqu’ils sont mis en série car le gain du CCC est alors maximum. Les transformateurs sont 
souvent modélisés du point de vue de l’enroulement primaire sans prendre en compte sa mise 
en série avec d’autres enroulements physiques : en utilisation usuelle, les enroulements 
doivent en effet être découplés les uns des autres. 

Une solution simple permettrait de s’affranchir de la modélisation de plusieurs enroulements 
en série : réaliser un CCC ayant un unique grand enroulement comprenant un nombre de tour 
égal au gain voulu. Cette solution n’est expérimentalement pas possible à cause des 
contraintes de temps, de réalisation et du risque important de rupture du fil durant le 
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processus de bobinage et démoulage lorsque le nombre de tour excède plusieurs milliers de 
tours. 

Pour que le modèle soit fiable, il doit rendre compte du comportement magnétique et 
électrique du CCC. Les comportements inductifs et capacitifs des enroulements peuvent être 
observés sur un spectre d’impédance respectivement lorsque f < 100 Hz et f > 20 kHz (voir 
Annexe C). Ces spectres sont obtenus avec le RLC mètre QuadTech 7400. Le domaine de 
validité du modèle doit donc s’étendre du quasi-continu jusqu'à au moins une décade au-
dessus de la plus grande fréquence de résonance, rendre compte des erreurs du CCC et rester 
relativement simple, c'est à dire être constitué d'un nombre raisonnable d'éléments : un 
compromis est inévitable. 

Nous avons développé ici un modèle sous forme de circuit électrique équivalent. La méthode 
de résolution du système d’équations caractérisant le système est fondée sur la méthode des 
courants indépendants. Le modèle combine le comportement magnétique et électrique du 
CCC : les résistances des fils de liaison, les capacités parasites, les inductances ainsi que les 
mutuelles inductances sont prises en compte. La pertinence du modèle développé réside dans 
le placement judicieux de ces éléments. 

Concrètement, cinq étapes sont nécessaires pour établir et valider un modèle : 

- établir le schéma électrique équivalent possible du CCC à l’aide de résistances, 
inductances, coefficients de couplage et de capacités parasites judicieusement placés ;  

- mesurer les valeurs des inductances et mutuelles inductances ; 
- déterminer les valeurs des capacités parasites ; 
- calculer analytiquement15 une grandeur électrique dans une configuration donnée ; 
- comparer le résultat du calcul à une mesure de la même grandeur électrique et dans la 

même configuration afin de valider ou non le schéma électrique établi. 

Pour N enroulements considérés dans le modèle, N inductances et N(N-1)/2 coefficients de 
couplages sont à mesurer, (les enroulements étant couplés entre eux). La complexité du 
modèle et le temps de calcul dépendent du choix du nombre d’enroulements choisis. 

4.3.2    Méthode des courants indépendants 

4.3.2.1    Présentation 

La méthode des courants indépendants [183] facilite l’écriture et la résolution des équations 
associées à un schéma électrique donné. 

Les circuits électriques contenant des résistances, des capacités, des inductances, des 
mutuelles inductances, des sources indépendantes de tension et de courant peuvent être 
traités par cette méthode. δa structure d’une branche quelconque est illustrée à la Figure 4-8 
sous sa forme la plus générale. 

                                                 
15 Dans notre cas, le calcul analytique a été réalisé avec le logiciel Matlab. 
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Figure 4-8 : Schéma le plus général d'une branche quelconque d'un réseau électrique [183]. 

La tension aux bornes de la branche k vaut en régime sinusoïdal permanent : 

            ∑        
           (116) 

avec Mkl les mutuelles inductances entre les inductances situées dans les branches k et l, Lk 
l’inductance située dans la branche k, b le nombre de branches et il le courant circulant dans 
la branche l. 

θour l’ensemble des branches du réseau, on obtient la relation matricielle suivante :  

 

       
  ൮       ൲ 

  ( 
                                          ) 

 
 

(117) 

avec Z une matrice de dimension b. La méthode des courants indépendants aboutit à la 
connaissance des courants ik en résolvant I = Z-1(U - E). 

A partir d’un schéma électrique équivalent, toutes les équations issues des lois de Kirchhoff 
décrivant le circuit sont à écrire en utilisant la méthode des courants indépendants. Le 
nombre d’équations minimum à déterminer dépend du nombre de courants à calculer NI, qui 
s’écrit dans le cas du CCC par : 

 NI = Nenr + NC + 1 (118) 

où Nenr et NC sont respectivement le nombre d’enroulements et de capacités considérés dans 
le modèle. δa maille incluant l’appareil de mesure contient un courant supplémentaire. 
Appliquée au CCC, la méthode matricielle que nous avons développée et fondée sur la 
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méthode des courants indépendants, consiste à réécrire les NI équations sous forme 
matricielle, de la forme : 

 K = [M] I (119) 

où K est un vecteur colonne contenant les conditions aux limites du problème, I est un 
vecteur colonne contenant tous les courants circulants dans chaque impédance du circuit 
électrique et M est une matrice carrée englobant toutes les composantes du circuit (i.e. 
résistances, inductances, capacités, mutuelles inductances et la fréquence de travail). Dans la 
suite, I et M seront nommés respectivement vecteur courant et matrice d’interaction. K et M 
dépendent du schéma électrique considéré et de la configuration des enroulements 
(enroulements déconnectés ou en série) : ils sont donc connus. Le vecteur I que l’on cherche 
à déterminer s’obtient en inversant M : 

La connaissance de I permet ainsi une caractérisation complète du circuit électrique. 

4.3.2.2    Elément d’optimisation 

Un schéma électrique possédant n courants à calculer implique une matrice d’interaction de 
dimension n contenant n² éléments. Le calcul des n² éléments de la matrice inverse peut donc 
devenir long (au moins plusieurs heures) lorsque n est grand (> 15). Nous démontrons ci-
dessous qu’il est possible de réduire considérablement le temps de calcul. 

Considérons la matrice d’interaction M de dimension 3 suivante : 

   (         ൱ (121) 

Le calcul de la matrice inverse M-1 est donné par la relation ci-dessous :  

         ሺ ሻቌ                                             ቍ (122) 

avec : 

    ሺ ሻ   ሺ     ሻ   ሺ     ሻ   ሺ     ሻ (123) 

En laissant uniquement la dernière composante du vecteur K égale à la tension V 
appliquée au circuit, le vecteur courant s’écrit alors :  

 I = [M]-1K (120) 
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       ሺ ሻቌ                                             ቍ(   ൱ (124) 

       ሺ ሻ(  
    (    ൰    ቀ    ቁ   ቀ    ቁ ) 

   (125) 

En généralisant à une matrice de dimension n, chaque élément Ii du vecteur I est calculé par : 

     ሺ  ሻ       ሺ    ሻ   ሺ ሻ  (126) 

avec Mréd la matrice réduite de M après suppression de la dernière ligne et ième colonne. Le 
calcul de I par l’expression simplifiée (126) appliquée aux n courants réduit le temps de 
calcul théorique d’un facteur n. Souvent la tension V appliquée est de 1 V, simplifiant (126). 

δ’utilisation de l’expression simplifiée (126) pour le calcul du vecteur courant a permis un 
gain de temps considérable par rapport au calcul via l’expression complète (120). En effet, 
l’évolution du rapport des temps nécessaire pour calculer I via les expressions (120) et (126) 
en fonction de la dimension de la matrice M est exponentielle : le temps de calcul est réduit 
d’un facteur supérieur à 2000 pour une matrice d’interaction de dimension 7, aboutissant à un 
temps de calcul de l’ordre de 1 s. 

4.4    Exemples 

4.4.1    Modélisation de deux inductances couplées 

 

Figure 4-9 : Schéma électrique équivalent simplifié de deux enroulements couplés. Chaque enroulement est constitué 
d’une inductance et d’une capacité parasite placée en parallèle de l’inductance. δes tensions V1 = i3jωM12 et 

V2 = i1jωM12 représentent les tensions induites respectivement aux enroulements primaire et secondaire. 

Considérons deux enroulements d’inductances L1 et L2 couplés par un coefficient de 
couplage k = M12/(L1L2)

1/2, les résistances propres des enroulements R1 et R2, la résistance des 
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fils de liaison R ainsi que les capacités parasites C1 et C2 (voir Figure 4-9).Les enroulements 
d’inductance L1 et L2 seront appelés respectivement primaire et secondaire. V est la tension 
appliquée sur l’enroulement primaire par une source de tension. δe circuit est composé de 
cinq courants à calculer : il faut donc obtenir cinq équations. Afin d’éviter la confusion avec 
les courants ii, l’unité imaginaire sera notée j. 

Deux des trois mailles dans le schéma englobent Ri, Li, Ci et Vi avec i = 1 et i = 2. La dernière 
maille englobe la résistance R, la capacité C1 et la source de tension. En appliquant la loi des 
mailles, on aboutit au système d’équations : 

 

{   
     ሺ       ሻ                            ሺ       ሻ                     

 (127) 

Deux autres équations sont obtenues en appliquant la loi des nœuds : 

 {                 (128) 

On combine (127) et (128) pour obtenir une écriture matricielle des équations : 

 ( 
      ) 
  

( 
   
                                                            ) 

   ( 
          ) 

 
 (129) 

Les équations des systèmes (127) et (128), à l’exception de celle contenant V, sont égales à 
zéro volontairement afin de regrouper toutes les caractéristiques du circuit (impédances et 
mutuelles inductances) dans la matrice d’interaction. θar rigueur, on place dans cette 
dernière, dans l’ordre, les équations des mailles indépendantes de la source de tension 
(encadré bleu foncé), celles des nœuds (encadré bleu clair) et enfin l’équation incluant la 
source de tension (encadré rouge). δes matrices d’interaction présentées dans la suite suivent 
cette structure. 

On résout le système (129) en utilisant la formule (126) puis on calcule l’impédance 
complexe Z, par le rapport V/I, avec I le courant total généré par la source de 
tension : l’impédance calculée est dépendante de tous les paramètres présents sur le schéma 
électrique équivalent ainsi que la fréquence. On en déduit ensuite le module et la phase de Z 
en fonction de la fréquence, qui seront comparés à des mesures de module et de phase de 
l’impédance dans une configuration aussi proche de celle utilisée dans les calculs. Ces 
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mesures sont obtenues avec un RLC mètre : QuadTech 7400. Le résultat du calcul de Z dans 
cet exemple est : 

 

                                                   ሺ         ሻ      ሺ                  ሻ    ሺ         ሻ        ሺ         ሻ    ሺ         ሻ          ሺ         ሻ    ሺ         ሻ       ሺ         ሻ             ሺ         ሻ         ሺ         ሻ 
(130) 

D’après l’équation (130), le comportement du système simple en apparence constitué de 
deux enroulements couplés est difficilement calculable à la main, confirmant l’emploi de la 
modélisation. 

À fréquence nulle, la relation (130) indique que l’impédance aux bornes du premier 
enroulement est réelle et vaut Req = R + R1, ce qui n’est pas étonnant vu le circuit considéré. 
La Figure 4-10 présente les spectres du module et de la phase de l’impédance en fonction de 
la fréquence lorsque R = 1 Ω, R1 = 8 kΩ, R2 = 12 kΩ, L1 = 1 H, L2 = 2 H, C1 = 10 pF, 
C2 = 20 pF et un coefficient de couplage k = 0,9. Les valeurs choisies des résistances R1 et R2 
et des inductances L1 et L2 sont de l’ordre de grandeur des résistances et inductances des 
enroulements d’un CCC de grand gain à température ambiante. D’après la Figure 4-10, le 
comportement résistif de l’enroulement primaire est confirmé car ĳ(Z) ≈ 0° à f = 1 Hz. 
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Figure 4-10 : A gauche, le spectre d’impédance global vue de l'enroulement primaire pour k = 0,9. A droite, le spectre 
de phase. 

A environ 1,2 kHz, l’impédance de l’inductance égalise R + R1. Au double de cette 
fréquence, Z évolue linéairement (pour de faibles variations de fréquence) de pente 2πL1. La 
première fréquence de résonance à 22,8 kHz traduit le passage brutal du comportement 
inductif (ĳ(Z) ≈ 90°) au comportement capacitif (ĳ(Z) ≈ -90°) de l’enroulement primaire. δa 
deuxième fréquence de résonance provient du couplage non nul avec l’enroulement 
secondaire. En effet, si k = 0 (les autres paramètres étant gardés identiques), alors le système 
résonne à une fréquence unique de 50,3 kHz (voir Figure 4-11). En calculant la fréquence de 
résonance théorique FR dans ce cas, on obtient : 
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       √              (131) 

Les valeurs obtenues par le modèle et une expression analytique sont cohérentes. Le calcul 
confirme une nouvelle fois la simulation.  

D’après la Figure 4-10, le courant passe majoritairement par la capacité après le deuxième 
pic de résonance, d’où le comportement purement capacitif (ĳ(Z) = -90°). 
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Figure 4-11 : A gauche, le spectre d’impédance global vue de l'enroulement primaire pour k = 0. A droite, le spectre 
de phase. 

δ’expression analytique de Z (130) permet d’étudier l’influence de tous les paramètres du 
circuit, comme c’est le cas ici avec le coefficient de couplage, mais aussi du comportement 
de deux enroulements couplés supraconducteurs, tels les enroulements d’un CCC. Il suffit 
pour cela de choisir R1 = R2 = 0 dans la simulation (voir Figure 4-12). 
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Figure 4-12 : A gauche, le spectre d’impédance aux bornes de l’enroulement primaire pour k = 0,9, 
R1 = R2 =0 Ω. A droite, le spectre de phase. 

La composante résistive est ici réduite à la résistance R. Elle est visible sur le spectre de 
phase à la Figure 4-12 (courbe bleu). En revanche, la composante dominante à basse 
fréquence sur le spectre d’impédance est inductive. 

En comparant les spectres d’impédance et de phase lorsque les résistances des enroulements 
sont nulles puis différentes de zéro, on remarque que les résonances deviennent plus étroites 
mais que les fréquences de résonance restent inchangées. Ce comportement se traduit sur le 
spectre de phase par des brusques variations de 180 degrés. 
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δa possibilité d’étudier l’influence de chaque élément du schéma électrique grâce aux 
expressions analytiques est un avantage majeur de cette modélisation. De plus, combiner 
l’impédance connue de chaque élément du circuit aux courants calculés analytiquement 
permet d’en déduire les expressions analytiques de toutes les grandeurs électriques (tensions, 
impédances, phases, puissances, énergies etc.) localement et jusqu’au circuit entier. Cet 
aspect constitue le deuxième avantage du modèle. 

4.4.2    Ajout ou retrait de plusieurs éléments 

δa recherche d’un schéma électrique équivalent représentatif du comportement électrique et 
magnétique du CCC nécessite l’ajout et le retrait d’inductances, de capacités, de résistances 
et de mutuelles inductances au schéma électrique. δa modélisation doit donc s’adapter 
facilement et rapidement aux changements introduits. Reprenons le cas simple précédent sans 
les résistances internes R1 et R2 des enroulements (voir Figure 4-13). 

 

Figure 4-13 : Schéma équivalent de deux inductances couplées. Les résistances des enroulements sont 
négligées. 

A partir de la Figure 4-13, on regroupe les équations caractérisant le circuit :  

 ( 
      ) 
  

( 
    
                                                       ) 
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          ) 

 
 (132) 

En comparant (132) à (129), on constate que très peu de modifications ont été apportées aux 
équations. En reprenant les mêmes paramètres que dans la section précédente, les spectres 
d’impédance et de phase du circuit vu de l’enroulement primaire sont de nouveau calculés et 
comparés à ceux associés au modèle incluant les résistances R1 et R2 mais dont les valeurs 
sont fixées à zéro (voir Figure 4-14). 
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Figure 4-14 : Comparaison entre les résultats des calculs des spectres d’impédance (à gauche) et de phase 
(à droite) lorsque les résistances propres des enroulements ne sont prises en compte (courbe noire) et 

qu’elles le sont, mais les valeurs sont nulles (courbe verte). 

En comparant la Figure 4-12 avec la Figure 4-14, on constate que les résultats sont 
identiques : un modèle complexe permet de simuler des systèmes plus simples sans calculs 
supplémentaires. 

A l’inverse, la flexibilité de la modélisation peut être testée en ajoutant des capacités 
parasites entre chaque enroulement et une masse (voir Figure 4-15). 

 

Figure 4-15 : Schéma équivalent de deux inductances couplées. Les capacités entre chaque enroulement 
et une masse sont prises en compte. 
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(133) 

Le schéma comporte maintenant 9 courants : 9 équations ont donc été établies à partir des 
lois des mailles et des nœuds (voir équation (133)). 
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D’après (133), on remarque l’apparition de quatre équations : deux équations sont issues de 
la loi des mailles (encadré noir) et deux autres proviennent de la loi des nœuds (encadré 
bleu). 

Considérons enfin le cas où la source de tension est déplacée sur le deuxième enroulement 
(voir Figure 4-16). 

 

Figure 4-16: Deux inductances sont couplées par le coefficient de couplage k. La source de tension est placée sur le 
deuxième enroulement. 

La mise en équation de ce schéma électrique donne :  
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 (134) 

δes encadrés placés dans l’équation (134) indiquent les éléments modifiés par le déplacement 
de la source de tension. En définitive, bien que la matrice d’interaction puisse changer de 
taille par l’ajout et le retrait d’élément dans le schéma électrique, certaines équations restent 
inchangées, facilitant significativement la réécriture de la matrice d’interaction. 

La flexibilité de la méthode matricielle ainsi que sa capacité à caractériser des schémas 
électriques complexes rend plus aisé le processus de recherche d’un schéma électrique 
représentatif du comportement du CCC. 

4.4.3    Estimation de paramètres 

La mesure des inductances, capacités et résistances est importante afin que le modèle soit 
réaliste et représentatif du comportement du système étudié. Cependant, elles ne sont pas 
toujours facilement mesurables : le modèle peut alors servir d’outil de détermination de 
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certains paramètres. Reprenons le cas des deux enroulements couplés. Supposons 
uniquement les capacités connues : les résistances R, R1 et R2, inductances L1 et L2 et le 
coefficient de couplage k sont à déterminer. Pour les retrouver, on cherche R, R1, R2, L1, L2 et 
k permettant de minimiser la fonction E, quantifiant l’écart, par la méthode des moindres 
carrés [184], entre les impédances mesurées et calculées : 

   ∑    
    ∑ሺ     ሻ  

    (135) 

avec n le nombre de mesure, Zi et zi sont respectivement les impédances complexes calculées 
et mesurées dans une même configuration et pour plusieurs fréquences. On a utilisé pour cela 
une fonction de minimisation de Matlab fondée sur la méthode des gradients conjugués 
[185]. C’est une des techniques les plus utilisées pour résoudre de grands systèmes 
d’équations linéaires et des problèmes d’optimisation non linéaires. 

La minimisation requiert une initialisation des paramètres à déterminer. Dans notre cas, pour 
trouver les valeurs R = 1 Ω, R1 = 8 kΩ, R2 = 12 kΩ, L1 = 1 H, L2 = 2 H et k = 0,9, nous avons 
initialisé la minimisation en modifiant par un facteur 2 les paramètres recherchés. La Figure 
4-17 regroupe le spectre de référence (en noir), l’initialisation de la minimisation (en bleu) et 
le résultat (en vert). 
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Figure 4-17 : Spectres d’impédances et de phase de la référence à retrouver (en noir), de l’initialisation de la 
minimisation (en bleu) et du résultat (en vert) dans le cas de deux enroulements couplés. La courbe de référence est 

ici confondue avec celle obtenue après la minimisation. 

La courbe de référence (noir) et celle de la minimisation (vert) se superposent. Les valeurs 
des paramètres calculées sont identiques à celles des paramètres de la courbe de référence : le 
modèle peut donc être utilisé pour déterminer les valeurs de certains paramètres du modèle 
difficilement mesurables. Cependant, la minimisation pourrait ne pas aboutir au résultat 
souhaité lorsque les paramètres de départ sont trop éloignés de ceux recherchés et/ou que le 
nombre de paramètres à déterminer augmente. Dans ces cas, les valeurs des paramètres après 
minimisation sont aberrantes. En effet dans l’exemple, la minimisation a été réalisée sans 
restriction dans les valeurs des paramètres recherchées. Contraindre les valeurs des 
paramètres lors de la minimisation permettrait d’obtenir des résultats réalistes. Dans tous les 
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cas, il est important de connaître l’ordre de grandeur des paramètres recherchés (par des 
mesures ou des calculs) avant de procéder à une minimisation. 

4.4.4    Expression analytique des fréquences de résonances 

δ’expression analytique de l’impédance dans une configuration donnée permet le calcul des 
expressions analytiques des fréquences de résonances dans cette configuration. Reprenons le 
cas constitué de deux enroulements couplés (voir Figure 4-18). δ’impédance du système 
dans la configuration de la Figure 4-18 est donnée par l’équation (130). 

 

Figure 4-18 : Schéma électrique équivalent simplifié de deux enroulements couplés.  

δe dénominateur de l’expression analytique de l’impédance (voir équation (130)), 
responsable des résonances du système, peut s’écrire par le polynôme suivant :  

 

                                 ሺ           ሻ              ሺ         ሻ       ሺ                  ሻ         ሺ          ሻ       

(136) 

δe calcul analytique des racines du polynôme amène à l’expression analytique des 
fréquences des résonances. Afin de faciliter le calcul des racines, on écrit la matrice 
compagnon A associé au polynôme : 

   ൮                                ൲ (137) 

L’expression analytique des fréquences de résonances sont obtenues en calculant les valeurs 
propres de A16. ηn peut alors étudier l’évolution des fréquences de résonances en fonction 
des différents paramètres du circuit. La Figure 4-19 présente l’évolution des fréquences de 

                                                 
16 Les expressions des fréquences de résonances obtenues sont trop longues pour être présentées ici. 
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résonances aux bornes de l’enroulement primaire en fonction du coefficient de couplage 
lorsque R = 1 Ω, R1 = 8 kΩ, R2 = 12 kΩ, L1 = 1 H, L2 = 2 H, C1 = 10 pF et C2 = 20 pF. La 
résonance dite "primaire" est issue de l’enroulement primaire alors que la résonance 
"secondaire" est due au couplage des deux enroulements. La Figure 4-19 indique que les 
fréquences de résonance évoluent peu lorsque le coefficient de couplage est inférieur à 0,1. 
En revanche, elles évoluent significativement pour k > 0,1. Lorsque k = 1, la résonance 
secondaire diverge alors que la résonance primaire atteint sa valeur minimale, de 22,5 kHz 
dans ce cas. 

10-2 10-1 100
104

105

106

fR|2 = 50,3 kHz

 Résonance "primaire"
 Résonance "secondaire"

Fréquence de résonance (Hz)

kfR|1 = 25,2 kHz

Figure 4-19 : Évolution des fréquences de résonance primaire et secondaire en fonction du coefficient de couplage. 

Dans cet exemple, la résonance primaire du système est maximisée lorsque le coefficient de 
couplage est faible. Il serait alors préférable de ne pas torsader les grands enroulements entre 
eux lors de la réalisation d’un CCC. 

4.4.5    Cas des grandes matrices 

δe temps de calcul nécessaire à l’obtention de l’expression analytique de l’impédance dépend 
de la dimension n de la matrice d’interaction, elle-même dépendante de la complexité du 
schéma électrique établi. Ce temps peut devenir problématique lorsque n ≥ 25, même en 
utilisant l’expression simplifiée (126). Dans cette situation, l’impédance du circuit Z peut être 
directement calculée par l’expression Z = V/I, où I est le courant total produit par la source de 
tension alternative générant un signal d’amplitude V. Le courant I est obtenu directement à 
partir du dernier élément du vecteur courant. Ainsi, le calcul de Z est réduit au calcul 
suivant : 

      ሺ ሻ   ሺ    ሻ (138) 

avec Mréd la matrice réduite de la matrice d’interaction M après suppression de la dernière 
ligne et colonne et une tension appliquée égale à 1 V. Le temps de calcul est une nouvelle 
fois considérablement réduit. La relation (138) est valable lorsque les équations sont 
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structurées d’une certaine manière (voir les équations (129) (132) (133) et (134) pour des 
exemples). 

4.5    Résultats 

4.5.1    Schéma électrique équivalent du CCC 

δ’étude du comportement magnétique et électrique du CCC étudié durant cette thèse a 
conduit au schéma électrique équivalent des enroulements du CCC enfermés dans le blindage 
toroïdal (voir Figure 4-20). 

 

Figure 4-20 : Schéma électrique équivalent du CCC. Chaque enroulement est représenté par une inductance Li et 
une capacité parasite Ci placée en parallèle. Les enroulements de 104 tours, 100 et 99 tours, le blindage toroïdal ainsi 

que les capacités parasites (entre enroulements et entre chacun d’eux et la masse) sont pris en compte dans la 
modélisation. De gauche à droite, la disposition des enroulements est la suivante : les trois enroulements de 104 tours, 
l’enroulement de 100 tours puis celui de 99 tours. δ’inductance LBT et la résistance Rbt forment le blindage toroïdal. 

Le blindage toroïdal étant supraconducteur, Rbt = 0 Ω. δa matrice d’interaction associée à ce schéma est de 
dimension 27. 

Ce schéma est le plus abouti et représentatif du comportement du CCC. Il est à noter que les 
premières versions de schéma équivalent ont été réalisées à partir du logiciel PSpice [68], 
mais ce dernier ne permettait pas le calcul analytique. Dans le schéma de la Figure 4-20, 
chaque enroulement du CCC est représenté par une inductance Li montée en parallèle avec 
une capacité Ci. Les enroulements de un tour ont été négligés car les inductances et capacités 
parasites associées étaient trop faibles pour être mesurées. Les autres enroulements et le 
blindage toroïdal sont pris en compte. Les tensions induites ilMk (au facteur jω près) 
proviennent des couplages entre les enroulements. Le sens des courants traversant les 
inductances est tel que les mutuelles inductances et les tensions induites sont positives. 

Toutes les inductances et capacités parasites ont été mesurées à l’aide d’un RδC mètre 
QuadTech 7400 (voir Annexe C). Les coefficients de couplage Mij entre les enroulements 
(blindage toroïdal exclu) ont étés obtenus à partir de mesures de courant et de tension induite 
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(voir Annexe C). Les coefficients de couplages entre chaque enroulement et le blindage 
toroïdal ont été calculés (voir Annexe C) à partir des rapports de courant connus (obtenus à 
partir de la théorie du CCC) circulant dans chacun d’eux. δe Tableau 9 récapitule les valeurs 
numériques mesurées lorsque le CCC est refroidi à 4,2 K. 

Les valeurs mesurées des inductances, des coefficients de couplages ainsi que des capacités 
sont regroupées dans le Tableau 9. Comme annoncé dans la section 2.3.3.3, les inductances 
des grands enroulements (L1, L2 et L3) d’un CCC sont supérieures à 1 henry. Bien que les 
grands enroulements aient le même nombre de tour, ils possèdent des inductances différentes. 
Ces écarts pourraient provenir du bobinage différent d’un enroulement à un autre. δes 
inductances des enroulements de 100 et 99 tours (respectivement L4 et L5) sont inférieures 
aux inductances des grands nombres de tours, d’un facteur proche du carré du rapport des 
nombres de tours. δa valeur théorique de l’inductance L d’un enroulement du CCC de grand 
nombre de tours N est calculée couramment à partir de la relation L = N²LCCC, avec N le 
nombre de tours et LCCC l’inductance du blindage toroïdal. En reprenant la valeur de 
l’inductance du blindage toroïdal LCCC = 13,2 nH calculée dans la section 3.1.2, on en déduit 
que l’inductance de chaque enroulement de 104 tours et d’un enroulement de 100 tours 
seraient respectivement 1,3 H et 132 µH. 

Inductances (H) Coefficients de couplages Capacités (pF) 
L1 

(104 tours) 
2,30 k1 0,51 k6 0,53 k11 0,76 C1 16 

L2 
(104 tours) 

2,21 k2 0,63 k7 0,58 k12 0,77 C2 18 

L3 
(104 tours) 

2,57 k3 0,54 k8 0,58 k13 0,72 C3 16 

L4 
(100 tours) 

249.10-6 k4 0,53 k9 0,58 k14 0,73 C4 45 

L5 
(99 tours) 

244.10-6 k5 0,65 k10 0,91 k15 0,73 C5 45 

         C16 à C19 qq pF 

Tableau 9 : Récapitulatif des valeurs des inductances, coefficients de couplage et capacité parasites mesurées lorsque 
le CCC est refroidie à 4,2 K. Les coefficients de couplages k1 à k10 et k11 à k15 correspondent respectivement aux 

couplages entre enroulements et des enroulements avec le blindage toroïdal. 

Un facteur proche de 2 sépare les valeurs théoriques de celles mesurées. Ce facteur 2 d’écart 
pourrait provenir du couplage parfait supposé entre les enroulements et le blindage toroïdal, 
qui n’est pas le cas en pratique. 

Le coefficient de couplage k10 correspond au couplage entre les enroulements de 100 et 
99 tours. Sa valeur atteint environ 0,9 car les enroulements sont torsadés entre eux. Les 
valeurs des coefficients de couplages entre chaque enroulement et le blindage toroïdal (k11 à 
k15) sont proches entre eux, ce qui est cohérent. Les capacités entre chaque enroulement et la 
masse sont des capacités réparties : les représenter par une capacité dans un schéma 
électrique équivalent rend le schéma asymétrique. Les représenter par plusieurs capacités 
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pose la question des valeurs numériques à donner à ces capacités, sachant qu’une valeur de 
capacité est mesurée. Dans les deux cas, l’interprétation physique des capacités localisées est 
délicate. Afin de conserver une certaine symétrie dans le modèle, nous avons choisi de les 
représenter par deux capacités de part et d’autres de chaque enroulement. 

La combinaison des inductances (L1 à L3) et des capacités parasites (C1 à C3) des grands 
enroulements induisent des fréquences de résonance de l’ordre de 26 kHz tandis que celles 
des enroulements de 100 et 99 tours dépassent le MHz. Cependant, la fréquence de résonance 
observée sur les spectres de bruit (voir section 3.5.1) lorsque les enroulements sont 
déconnectés est de 6,4 kHz. Pour obtenir, avec le modèle, des fréquences de résonance 
minimales proches de celles mesurées sur les spectres de bruit (voir section 3.5.1), les 
capacités C6 à C15 sont fixées à 210 pF. Les fréquences de résonance minimales ainsi 
obtenues avec la modélisation lorsque les enroulements sont déconnectés et mis en série sont 
respectivement 6,3 kHz et 3,5 kHz, les valeurs mesurées étant respectivement 6,4 kHz et 
3,4 kHz. 

Afin d’expliquer l’écart entre les fréquences propres de résonance des enroulements et la 
résonance minimale du CCC lorsqu’ils sont mis ou non en série, une étude des fréquences 
propres de résonance des enroulements dans le cas simple de la Figure 4-15 a été menée. Les 
résultats indiquent une fréquence de résonance minimale à 25 kHz pour k = 0, 
C3 = C4 = C5 = C6 = 0,01 pF et sans modifier les valeurs des autres paramètres. Elle est 
réduite à 22 kHz en augmentant uniquement le couplage à k = 0,99. En conservant ce 
couplage et en augmentant les valeurs des capacités C3 à C6 à 210 pF, la fréquence de 
résonance minimale chute à 8,3 kHz. Dans le cas du CCC, en réduisant uniquement les 
valeurs des capacités entre les enroulements et la masse à 0,01 pF, la fréquence de résonance 
minimale augmente à 17 kHz. Ainsi, la réduction des fréquences de résonances propres des 
enroulements du CCC provient principalement des grandes valeurs des capacités entre les 
enroulements et la masse, ces dernières pouvant être réduites en utilisant une connectique 
mieux adaptée. 

Une fois les valeurs des paramètres du modèle fixés, nous avons entrepris une comparaison 
entre des spectres d’impédances mesurés et calculés à l’aide de la modélisation. Pour cela, 
nous avons mesuré des spectres d’impédances et de phase aux bornes de chaque enroulement 
à l’aide du RδC mètre QuadTech 7400, la masse de ce dernier étant commune à la masse des 
enroulements. La Figure 4-21 présente une comparaison typique des spectres mesurés (en 
noir) et calculés (en bleu) aux bornes d’un enroulement de 104 tours. Les spectres sont 
similaires jusqu’à environ 10 kHz. La bonne correspondance en dessous de 2 kHz montre 
que le comportement magnétique du CCC est bien reproduit. Entre 2 kHz et 10 kHz, la 
presque superposition des spectres calculés et mesurés, incluant la première résonance à 
environ 7 kHz, nous confirme à nouveau que les valeurs mesurées des inductances L1 à L5 et 
des capacités C1 à C5 sont corrects. δ’écart entre la première fréquence de résonance mesurée 
et calculée est de 10 % environ lorsque tous les enroulements sont déconnectés. Le 
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comportement magnétique du CCC étant correctement simulé, le désaccord entre les spectres 
mesurés et calculés au-delà de 10 kHz est dû aux capacités entre les enroulements et la 
masse, et plus particulièrement de l’anneau de garde du QuadTech, qui s’affranchit de ces 
capacités. 
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Figure 4-21: A gauche, le spectre d’impédance aux bornes du RδC mètre placé sur le premier enroulement de 
104 tours. A droite, le spectre de phase. 

Pour le vérifier, nous avons réduit, dans le modèle, les capacités entre l’enroulement sur 
lequel est placé le RLC mètre et la masse, à une valeur inférieure au picofarad. Une nouvelle 
comparaison a ensuite été réalisée en utilisant, comme référence, le même spectre de mesure 
(voir Figure 4-22). 
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Figure 4-22 : Comparaison des spectres d’impédance (à gauche) et de phase (à droite) en réduisant les capacités 
parasites situées entre un enroulement et la masse. 

La meilleure correspondance entre les spectres mesurés et calculés soutient l’idée que la 
référence du QuadTech modifie la répartition apparente des capacités, la mesure 
s’affranchissant de certaines capacités parasites. La correspondance entre les spectres 
mesurés et calculés peut être améliorée en augmentant légèrement les valeurs des capacités 
entre les enroulements et la masse, passant de 210 pF à 250 pF. Les capacités entre 
l’enroulement sur lequel est placé le QuadTech et la masse sont à nouveau négligées (voir 
Figure 4-23). Pour trouver les valeurs des capacités permettant cette meilleure 
correspondance, nous avons ajusté manuellement les valeurs des capacités concernées (voir 
section 4.4.3) : l’ajustement automatique des paramètres par la méthode des gradients 
conjugués s’est avéré ici inefficace : les temps de calculs étaient très longs (i.e. supérieurs à 
la journée) et lorsque les calculs aboutissaient, certaines valeurs étaient absurdes. La 
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résolution de ce problème nécessiterait de restreindre la gamme des valeurs des paramètres à 
rechercher. 
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Figure 4-23 : A gauche, le spectre d'impédance aux bornes du RLC mètre placé sur le premier enroulement de 104 
tours. A droite, le spectre de phase. 

Le bon accord entre les spectres mesurés et calculés par les différentes modifications au 
schéma originel montre clairement l’influence de la référence du QuadTech dans les 
mesures. Cette influence est d’autant plus visible dans le cas où les grands enroulements sont 
mis en série (voir Figure 4-24) : les valeurs des capacités C6 à C16 étant remises à 210 pF. 
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Figure 4-24 : Spectres d’impédance et de phase mesurés (courbe noire) et calculés (courbe bleue) lorsque les trois 
enroulements de 104 tours sont mis en série. 

Les spectres mesurés et calculés présentes respectivement une anti-résonance17 à 7 kHz et 
une résonance à 3,5 kHz : dans les exemples donnés précédemment, nous avons vu que 
chaque résonance est suivie d’une anti-résonance. De plus, la plus faible fréquence de 
résonance calculée est très proche de la fréquence résonance du CCC observée sur les 
spectres de bruit lorsque tous les grands enroulements sont mis en série (voir Tableau 10), 
soit 3,4 kHz. La fréquence d’anti-résonance à 7 kHz sur le spectre d’impédance mesuré est 
supérieure à la fréquence de résonance du CCC lorsque tous les enroulements sont 
déconnectés (voir Tableau 10) : 6,4 kHz, ce qui n’est pas cohérent. δ’influence de la 
référence de l’appareil de mesure sur les mesures est ici telle que les mesures de spectres ne 

                                                 
17 Un système résonant présente une résonance et une anti-résonance lorsque l’impédance du système tend 
respectivement vers l’infini et zéro. 
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sont plus représentatifs du comportement réel du CCC. En revanche, la simulation fournit des 
résultats cohérents et réalistes. 

Configuration 
fR|min obtenue à 

partir des mesures 
de bruit (kHz) 

fR|min obtenue par 
modélisation (kHz) 

10 000 tours 6,4 6,3 
2×10 000 tours ~ 5 5,1 
3×10 000 tours 3,4 3,5 

Tableau 10 : Récapitulatif des plus faibles fréquences de résonances obtenues à partir des spectres de bruit et de la 
modélisation lorsque les enroulements de 104 tours sont déconnectés et mis en série. 

Ces différents tests ont permis de valider le bon fonctionnement du modèle. Des mesures de 
spectres d’impédance en excluant la référence du QuadTech permettrait de le confirmer et 
d’affiner le modèle. Dans la suite, les capacités C6 à C15 sont fixées à 210 pF afin de 
reproduire le comportement du CCC. 

Une fois le modèle validé, il est utilisé pour calculer les erreurs de rapport de courant en 
courant alternatif İAC. Comme vu à la section 4.4.4, le modèle peut également servir à 
calculer les expressions analytiques des fréquences de résonance. Cependant, la complexité 
du modèle nécessite la résolution d’un polynôme de degré 10. Il a pu être résolu 
numériquement mais pas analytiquement. 

Deux approches sont envisagées pour calculer les erreurs de rapport de courants en courant 
alternatif. La première repose sur la comparaison des intensités des courants de fuite 
traversant les capacités parasites entourant l’enroulement considéré avec le courant total 
injecté. La deuxième approche consiste à calculer et comparer, comme lors d’une mesure des 
erreurs de rapport de courants du CCC, le gain de deux enroulements de même nombre de 
tours mis en série-opposition avec le gain des mêmes enroulements mis en série. 

4.5.2    Calcul de εAC : première approche 

Comme mentionné dans la section 4.1, trois approches permettent de calculer l’erreur de 
rapport de courants en courant alternatif. La première nécessite le calcul des expressions 
analytiques des fréquences de résonances. La seconde est fondée sur la quantification des 
courants de fuites avec le courant total et la troisième compare les gains de deux 
enroulements de même nombre de tours mis en série-opposition et en série. Le calcul des 
expressions analytiques des fréquences de résonances n’a pas pu être réalisé dans le cas du 
CCC en raison de l’importante puissance de calcul nécessaire. Ce paragraphe s’attarde à 
quantifier l’erreur de rapport de courants en courant alternatif suivant la deuxième approche.  

Cette approche consiste, dans un premier temps, à calculer le courant de fuite total įIi 
traversant les capacités parasites dans l’enroulement i. En effet, le courant total est 
sensiblement différent du courant traversant l’inductance de l’enroulement, induisant une 
erreur capacitive įIi/Ii, avec Ii le courant total. Par exemple, dans le cas de la Figure 4-20 ou 
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une source de tension est appliquée aux bornes de l’enroulement d’inductance L1 (les autres 
enroulements étant déconnectés), l’erreur capacitive est donnée par :  

                      (139) 

Dans le cas des autres enroulements, le calcul de l’erreur capacitive par įI1/I1 implique 
davantage de capacités parasites et de courant de fuite, rendant le calcul plus long. Afin de 
réduire le temps de calcul dans tous les cas, l’erreur capacitive sera définie par l’expression 
générale suivante : 

                     (140) 

avec Ienr. le courant circulant dans l’inductance de l’enroulement considéré et Itotal le courant 
total délivré par la source de tension. La Figure 4-25 regroupe les calculs de İcapa à partir de 
(140) pour tous les enroulements seuls et en série. 
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Erreur à 1 Hz : 4.10-8
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Erreur à 1 Hz : 1.10-8

 1 x 10 000 tours (1) 
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 2 x 10 000 tours
 3 x 10 000 tours


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Erreur à 1 Hz : 9.10-8

Figure 4-25 : Erreurs capacitive associées aux enroulements seuls et en série. 

δ’erreur capacitive liée à l’enroulement d’inductance L1 de 104 tours est typiquement 10-8 à 
1 Hz. Les mêmes erreurs ont été calculées pour les autres enroulements de 104 tours : elles 
sont inférieures à 1,5.10-8 à la même fréquence. Cette légère différence s’explique par 
l’asymétrie du schéma électrique équivalent. δes erreurs associées aux enroulements de 100 
et 99 tours sont en revanche 104 fois plus faibles que l’erreur associée à l’enroulement de 
104 tours à la même fréquence, soit un facteur N², avec N le rapport du nombre de tours entre 
les deux enroulements. De même, les erreurs associées à deux et trois enroulements de 
104 tours mis en série sont multipliées respectivement par un facteur 4 et 9. Ce résultat 
indique que plus l’inductance d’un enroulement est grande et moins l’écart entre l’impédance 
de l’enroulement et celle des capacités parasites sera grand, induisant une plus grande erreur 
İcapa.  
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Dans le cas des enroulements placés en série, l’augmentation des erreurs capacitives 
pourraient provenir du plus grand nombre de capacités mis en jeu par rapport au cas d’un 
enroulement seul. Afin de vérifier si cela est le cas, considérons le cas théorique ou 
l’enroulement d’inductance L2 possède la même inductance que les trois enroulements de 
104 tours mis en série, tout en annulant les couplages entre les grands enroulements. On 
compare alors l’erreur İcapa|1x30000 associée à l’enroulement d’inductance L2 du cas théorique à 
celle réelle İcapa|3x10000 lorsque les trois enroulements de 104 tours sont mis en série. La Figure 
4-26 représente l’évolution de l’écart relatif |İ| = |100(1 − İcapa|1x30000/İcapa|3x10000)| (à gauche) 
et ses variations (à droite) en fonction de la fréquence. 
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Figure 4-26 : A gauche : écart relatif İ des erreurs calculées dans le cas d’un enroulement de 30 000 tours et le cas 
où les trois enroulements de 104 tours sont mis en série. A droite : variations de İ en fonction de la fréquence. Dans 

les deux cas, les enroulements sont couplés aux enroulements de 100 et 99 tours. 

D’après la Figure 4-26, l’écart est de quelques pourcents pour une fréquence inférieure à 
100 Hz. Les variations de Δİ sont en revanche inférieures à 10-4 jusqu’à 100 Hz. De la même 
manière, on compare l’erreur d’un enroulement fictif de 20 000 tours à l’erreur de deux 
enroulements de 10 000 tours réels mis en série : l’écart obtenu est de l’ordre du pourcent. 
Ces résultats confirment que l’erreur capacitive d’un enroulement est principalement due à 
son nombre de tour. 

A partir des erreurs capacitives associées à chaque enroulement, on peut estimer l’erreur de 
rapport de courant en courant alternatif de deux enroulements de même nombre de tour mis 
en série-opposition. Cette dernière est en effet ramenée à la différence des erreurs capacitives 
de chaque enroulement : 

          |           | (141) 

avec i et j respectivement les enroulements d’inductance Li et Lj. 

La Figure 4-27 regroupe le calcul de İAC|capa appliqué aux enroulements de 104 tours. A une 
fréquence de 1 Hz, İAC|capa atteint quelques 10-9. Elle est réduite à environ 10-10 à une 
fréquence de 0,3 Hz, fréquence typique d’inversion de polarité du courant lors des mesures 
d’erreurs de rapport d’enroulement et de stabilité du CCC (voir les sections 3.5.2 et 3.5.3). 
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δ’erreur associée à la mise en série-opposition des enroulements (1) et (2) est moindre en 
raison de l’asymétrie du schéma électrique équivalent. 
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Figure 4-27 : Erreurs de rapport de courant en courant alternatif calculées à partir des erreurs capacitives des 
enroulements mis en jeu. 

La pente des courbes de la Figure 4-27 indique une dépendance des courants de fuites en f², 
ce qui confirme la forme de l’erreur donnée à l’équation (112). 

Afin de vérifier si aucun terme d’erreur n’a été omis dans le calcul de İAC|capas, une deuxième 
approche de calcul de l’erreur de rapport de courant en courant alternatif a été étudiée. 

4.5.3    Calcul de εAC : seconde approche 

Comme rappelé dans la partie précédente, l’erreur de rapport de courant peut être calculée à 
partir d’un calcul de deux gains, comme c’est le cas des mesures d’erreurs. Pour cela, on 
compare le gain GSO de deux enroulements de même nombre de tours mis en série-opposition 
avec le gain Gsérie lorsque ces mêmes enroulements sont mis en série. L’erreur de rapport de 
courant en courant alternatif suivant cette approche est alors donnée par :  

                  (142) 

Dans la modélisation, on définit le gain d’un enroulement par le rapport entre l’intensité du 
courant circulant dans le blindage toroïdal et celle du courant total généré. La Figure 4-28 
regroupe les résultats des calculs de l’erreur İAC|SO pour les enroulements de 104 tours. 

Suivant cette méthode, les erreurs de rapport de courant en courant alternatif atteignent 
typiquement 2.10-9 à 1 Hz et 2.10-10 à 0,3 Hz. δ’erreur İAC|SO est dix fois plus faible lorsque 
les enroulements d’inductance L1 et L2 sont mis en série-opposition en raison de l’asymétrie 
du schéma électrique équivalent.  

Les résultats obtenus avec les deux approches sont très similaires. δ’avantage de cette 
approche est que l’erreur calculée est directement comparable à une mesure d’erreur, les 
méthodes de calculs étant les mêmes. 
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Figure 4-28 : Erreur de rapport de courant en courant alternatif pour les différents enroulements de 104 tours mis en 
série-opposition. 

Cela dit, les erreurs mesurées au chapitre précédent prennent en compte les fuites de flux 
ainsi que l’erreur de rapport de courants en courant alternatif, sans connaître pour autant les 
contributions de chaque erreur. En revanche, les erreurs calculées avec le modèle proviennent 
uniquement des effets capacitifs. La comparaison des erreurs mesurées et calculées permet 
d’estimer la contribution des fuites de flux par rapport aux courants de fuites : les erreurs 
mesurées atteignent quelques 10-8 et 10-9 respectivement pour les enroulements de faible et 
grand nombre de tour pour une fréquence d’inversion du courant de 0,3 Hz environ. Les 
erreurs calculées avec le modèle atteignent en revanche quelques 10-10, soit un facteur 
jusqu’à 100 fois inférieures aux erreurs mesurées. 

 

La modélisation développée durant la thèse permet de représenter le comportement en 
fréquence du CCC. Ainsi, elle prend en compte les enroulements du CCC dans le blindage 
toroïdal, mais pas le transformateur de flux ni le SQUID. Elle se distingue d’autres modèles 
utilisés en métrologie par la prise en compte du comportement magnétique du CCC, des 
capacités parasites responsables des résonances propres au CCC mais aussi par le calcul 
des expressions analytiques des grandeurs voulues, comme l’erreur de rapport de courants 
et des fréquences de résonance. δa modélisation permet d’estimer les propriétés électriques 
des composants du circuit difficilement mesurables telles que les capacités parasites, de 
caractériser entièrement et de manière analytique un circuit électrique donné composé de 
plusieurs enroulements et d’étudier l’influence de chaque élément de circuit. Tout cela est 
rendu possible par la méthode matricielle et l’optimisation des calculs. Grâce à la 
modélisation, l’erreur de rapport de courants en courant alternatif a été calculée dans les 
cas où deux enroulements de 104 tours sont mis en série : elle atteint quelques 10-9 à 1 Hz et 
quelques 10-10 à 0,3 Hz, fréquence typique des mesures des erreurs. A l’avenir, la 
modélisation peut être utilisée comme outil de conception des CCCs ultra performants ayant 
un gain supérieur à 50 000, une résolution en courant inférieure au fA/Hz1/2, des erreurs 
inférieures à 10-8 et une fréquence de résonance supérieure à plusieurs kHz. La nouvelle 
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modélisation pourrait également être utile en métrologie de l’impédance pour caractériser 
les transformateurs étalons mais aussi pour l’étude de circuits électriques composés 
d’inductances (couplés ou non), de capacités parasites et de résistances. 
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Conclusion et perspectives 

Durant cette thèse, un montage expérimental a été mis en place afin d’évaluer les 
performances du CCC de 30 000 tours. Les précautions prises dans la réalisation de ce 
montage ont permis d’obtenir des résultats satisfaisants par rapport aux objectifs fixés. En 
effet, une résolution en courant de 2 fA/Hz1/2 à 1 Hz a été obtenue en contre-réaction externe, 
très proche de l’objectif à atteindre de 1 fA/Hz1/2. δ’étude des erreurs associées au CCC a 
permis d’atteindre, grâce à la combinaison des enroulements de faible nombre de tours avec 
de plus grands enroulements, une erreur de 10-8 environ voire moins pour tous les 
enroulements, l’objectif étant d’obtenir une erreur maximale de 10-8. En termes de stabilité 
des mesures de courant, une incertitude-type de type A de 100 aA/Hz1/2 a été obtenue lors de 
la mesure d’un courant de 5 pA sur une durée de 100 minutes. Cette incertitude représente 
une incertitude relative de quelques 10-5. Dans des conditions optimales et un même temps de 
mesure, cette incertitude peut être réduite à 45 aA/Hz1/2, ce qui correspond à une incertitude 
relative de 9.10-6. θour une mesure d’un courant de 100 pA dans des conditions optimales (la 
résolution en courant est de 2 fA/Hz1/2) et un temps de mesures de 100 minutes, l’incertitude 
relative est réduite à quelques 10-7. Ces résultats ont été obtenus sans utilisation d’une source 
de courant secondaire. Aussi, l’erreur due au gain fini en boucle ouverte n’est pas 
compensée. Une étude complémentaire est nécessaire pour confirmer notre estimation de 
l’erreur liée à la non-linéarité du SQUID à une valeur de l’ordre de 10-8. Nous avons 
également démontré que l’erreur de rapport de courants en courant alternatif du CCC 
n’excède pas 10-8 à la fréquence de mesure de 0,3 Hz, ce qui clôture la caractérisation 
métrologique du CCC et autorise son utilisation pour l’étude des pompes SET. Cette dernière 
source d’erreurs a été étudiée en développant un schéma électrique équivalent qui a permis 
de simuler le comportement réel du CCC en prenant en compte les aspects magnétiques et 
électriques mis en jeu. Ce modèle permet de calculer l’erreur de rapport de courant en 
courant alternatif suivant deux approches. Les résultats obtenus permettent de les considérer 
équivalentes. δes erreurs calculées sont jusqu’à 100 fois inférieures aux erreurs mesurées : 
ces dernières proviennent donc majoritairement des fuites de flux. D’après l’étude des erreurs 
mesurées en fonction du nombre de couches du blindage toroïdal, l’ajout d’une couche au 
blindage actuel réduirait les erreurs mesurées à un niveau semblable aux erreurs calculées, 
soit quelques 10-10. En raison de la complexité du modèle établi, les expressions analytiques 
complètes des fréquences de résonance n’ont pas pu être calculées. Cependant, la méthode 
détaillée pour y parvenir a été présentée et son fonctionnement vérifié. 

Les résultats expérimentaux et de la modélisation permettent de fournir de nouveaux 
éléments d’amélioration des CCCs :  

 utiliser une superposition axiale des enroulements afin d’augmenter les fréquences de 
résonance, 
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 réaliser plusieurs enroulements de N1 et N2 tours avec N1 > N2 et N1 - N2 = 1 tour afin 
de réduire considérablement les erreurs associées aux enroulements de faible nombre 
de tour, 

 réaliser un blindage toroïdal avec au moins trois recouvrements afin que les erreurs 
dues aux fuites de flux magnétique soient négligeables faces aux erreurs de rapport de 
courant en courant alternatif, 

 préférer une cheminée axiale qu’une cheminée radiale afin d’éliminer une possible 
source d’erreur due à l’imperfection de la première torsade d’un enroulement, 

 réduire les capacités entre les enroulements et la masse par l’utilisation de câbles 
mieux isolés. Cette solution augmentera considérablement les fréquences de 
résonances du système de mesure, provenant principalement du CCC, 

 éviter l’utilisation de fils torsadés pour réaliser les grands enroulements. En effet, des 
fils torsadés est une solution intéressante car le fil obtenu est plus résistant 
mécaniquement. Cependant, le fort couplage qui résulte du torsadage des fils réduira 
les fréquences de résonances minimales du CCC, ce qui n’est pas souhaitable. 

La modélisation développée dans cette thèse pourra être utilisée en métrologie de 
l’impédance pour modéliser les transformateurs étalons et évaluer leurs erreurs. 

Enfin, on peut envisager que la modélisation développée soit intégrée à une routine 
d’optimisation déterminant la géométrie optimale du CCC à adopter, pour un gain maximal 
donné, afin de minimiser les erreurs de rapport de courants en courant alternatif, maximiser 
les fréquences de résonances et la résolution en courant du CCC. Cette routine inclura une 
méthode de calcul des inductances des enroulements et des coefficients de couplage en 
fonction de leur géométrie : une méthode de calcul par éléments finis pourrait par exemple 
être utilisée. 
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Annexe A - Etat de l’art des méthodes d’étalonnage des faibles 
courants 

A.1    Intégration d’un courant aux bornes d’un condensateur 

Cette méthode d’étalonnage de courant consiste à déterminer la durée nécessaire pour obtenir 
une variation de tension connue aux bornes d’un condensateur à diélectrique gazeux de 
capacité connue et traversé par le courant I à mesurer (voir Figure A-1). 

 

Figure A-1 : Schéma de principe d'une mesure de courant par intégration. 

Pour effectuer cette mesure, l’amplificateur utilisé doit posséder un très faible courant 
parasite permettant de traiter la tension aux bornes du condensateur sans le charger. La 
tension de sortie de l’amplificateur est appliquée à l’entrée d’un comparateur de tension à 
deux seuils émettant les signaux de départ et d’arrêt du chronomètre au passage des seuils de 
tension. Ainsi, le courant I est déterminé par :  

    ሺ     ሻ      (143) 

avec U1, U2 les tensions de seuils de déclenchement et t1, t2 les temps respectifs des deux 
seuils. La différence U1 – U2 est connue avec précision. Cette méthode permet d’étalonner 
des courants allant environ de 1 fA à 100 pA, voir 1 nA, en utilisant une capacité 
respectivement de 0,1 pF à 1000 pF. Plusieurs sources d’erreurs limitent l’incertitude 
atteignable par cette méthode à 10-5. Parmi elles, on peut citer les incertitudes de 
raccordement du condensateur C, l’incertitude due à l’influence de la température sur C, 
l’incertitude sur t2 – t1 liée à la dérive du fréquencemètre entre deux raccordements 
consécutifs (environ un an) et l’incertitude sur l’écart de tension U1 - U2. 

A.2    Chute de tension aux bornes d’une résistance étalonnée 

Cette méthode est fondée sur la mesure de la tension U aux bornes d’une résistance connue 
(de 10 k à 100 M) traversée par le courant à mesurer I au moyen d’un amplificateur 
opérationnel (voir Figure A-2). Ainsi le courant est déterminé en utilisant la loi d’ηhm 
I = U/R. 
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Figure A-2 : Mesure d'un courant par le biais d'une mesure de tension aux bornes d’une résistance connue et 
étalonnée. 

La mesure de la tension U peut être réalisée de deux façons. La première concerne 
l’utilisation d’un voltmètre très précis (à gauche de la Figure A-3) comme le HP3458A ou un 
nanovoltmètre 34420A fabriqué par Agilent. La seconde consiste à comparer U par rapport à 
une tension de référence Eref au moyen d’un détecteur de zéro et d’un diviseur de tension de 
type Kelvin Varley (à droite de la Figure A-3). Ce dernier possède une résolution atteignant 
10-7, une excellente linéarité et est autoétalonnable. 

 

Figure A-3 : εesure d’un courant via une mesure de tension au moyen d’un voltmètre (à gauche) et par comparaison 
avec une tension de référence Eref (à droite). 

La tension de référence couramment utilisée est une diode Zener. Elles disposent de deux 
sorties pour deux forces électromotrices différentes : 1,018 V et 10 V. La première permet un 
raccordement facile avec une pile étalon de Weston saturées par comparaison directe, alors 
que la deuxième permet de disposer d'une valeur de référence plus élevée. 

Cette méthode permet d’étalonner des courants allant de 1 nA à 1 mA en utilisant une 
résistance allant respectivement de 100 MΩ à 10 kΩ. Cette méthode présente diverses erreurs 
comme l’étalonnage de la résistance R, l’étalonnage du voltmètre ou du diviseur de tension 
mais aussi celles liées à la dérive de la résistance et du voltmètre entre deux raccordements. 
En raison de ces erreurs, la précision sur la mesure de courant est limitée 10-6. 

A.3    Comparateur de courant à température ambiante 

Le principe est fondé sur la comparaison de deux courants traversant deux enroulements d’un 
transformateur de courant (voir Figure A-4). 
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Figure A-4 : Principe d'une mesure de courant I au moyen d'un comparateur de courant. 

Le courant continu à mesurer I traverse l’enroulement primaire de nombre de tours réglable 
NP. δ’enroulement secondaire, composé d’un nombre fixe de spires NS, est traversé par un 
courant variable continu IS. Ce courant est asservi à un détecteur de flux nul. Le flux dans le 
noyau ferromagnétique est nul lorsque la condition NPIP = NSIS est remplie. Ainsi, la 
détermination du courant IS permet d’en déduire le courant I. Le courant IS peut être mesuré 
par les méthodes décrites précédemment. Grâce à la précision du comparateur, l’incertitude 
atteignable avec cette méthode est de 10-6. 

Il existe cependant un autre type d’amplificateur de faibles courants continus, fondé sur un 
amplificateur opérationnel.  

Autre amplificateur de faibles courants continus 

Le courant i à déterminer est injecté dans l’entrée inverseuse d’un amplificateur opérationnel 
monté en amplificateur transimpédance (voir Figure A-5). 

La tension de sortie est donnée par :  

           (144) 

Ainsi, le gain est égal à -RF. En raison de la capacité d’entrée de l’amplificateur qui peut 
entrainer l’instabilité de son fonctionnement, une capacité CF est placée en parallèle à la 
résistance RF. Le choix de sa valeur dépend des performances souhaitées. La résistance RF 
étant connue, la mesure de VOUT permet d’en déduire i. 

Un exemple d’amplificateur transimpédance commercial permettant la mesure de très faible 
courant est le DDPCA-300 fabriqué par Femto. Il dispose d’un gain transimpédance 
variable compris entre 104 et 1013 V/A et d’un bruit en courant d’entrée allant respectivement 
de 45 pA/Hz1/2 à 0,2 fA/Hz1/2. 
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Figure A-5 : Principe d'un amplificateur transimpédance. La tension VOUT est égale à -iRF. Le gain est donc -RF.  

Cependant, sa bande passante est comprise entre 400 Hz et 1 Hz respectivement pour un gain 
transimpédance de 104 et 1013 V/A. De plus, fonctionnant à température ambiante, son gain 
ainsi que sa stabilité peuvent être compromis par les variations des conditions extérieures 
comme la température. Pour ces raisons, les amplificateurs transimpédance ne sont pas 
utilisés en métrologie pour amplifier les faibles courants continus. 
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Annexe B - δa variance d’Allan 
Afin d’étudier la stabilité d’un système, il est nécessaire de savoir si des mesures sont 
soumises à un bruit blanc. Pour y arriver, la méthode couramment utilisée dans les INMs est 
la densité spectrale de puissance : elle permet d’identifier le type de bruit auquel un signal est 
soumis. Un autre outil est cependant utilisé : la variance d’Allan. Elle permet de connaître la 
loi en puissance de f ainsi que l’incertitude-type de type A, alors que la densité spectrale en 
puissance ne le permet pas. En effet, la variance d'Allan converge vers la variance vraie pour 
plusieurs types de bruit, particulièrement le cas d’un bruit blanc. En revanche, la variance 
classique est un estimateur biaisé de la variance vraie lorsque le bruit n’est pas blanc. 

δa variance d’Allan est une variance à deux échantillons [186]. Elle est fondée sur la 
différence de deux échantillons de données voisins, d’écart d’indice m. δa variance d’Allan 
est définie mathématiquement par [187] : 

    ሺ ሻ ሺ    ሻ̅̅ )ۃ    ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ሺ  ሻ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅൯ (145) ۄ 

Ĳ étant le temps séparant deux échantillons. 

δa variance d’Allan peut alors s’écrire sous la forme d’une fonction de puissance de Ĳ 
(approximativement) [188] : 

    ሺ ሻ      ሺ  ሻ              ሺ ሻ    ሺ  ሻ             ሺ ሻ              (146) 

ηn détermine le bruit en fonction de µ, le coefficient de Ĳ dans (149) : 

 µ = -2 : bruit de scintillement de modulation de phase, 

 µ = -1 : bruit blanc, 

 µ = 0 : bruit de scintillement de modulation de fréquence (bruit en 1/f), 

 µ = 1 : bruit de marche aléatoire de modulation de fréquence, 

 µ = 2 : dérive linéaire en fréquence. 

A partir de (146), il est possible de tracer (sur un graphique log-log) l’écart type de la 
variance d’Allan. δe type de bruit est identifiable simplement par la pente des courbes 
associées (voir la Figure B-1). 
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Figure B-1 : Représentation des différents types de bruit qu’il est possible d’obtenir avec la variance d’Allan. La 
figure est inspirée de [187]. 

Estimation de la variance d’Allan avec recouvrement 
θarmi les estimateurs de la variance d’Allan, l’estimateur couramment utilisé est la variance 
d’Allan avec recouvrement. Cette technique est plus utilisée que celle sans recouvrement car 
elle détermine rapidement le type de bruit présent dans le signal par l’allure de l’écart-type 
sur graphique log-log mais aussi car elle permet une meilleure estimation de la variance 
d’Allan. δ’estimation de la variance d’Allan avec recouvrement passe par le calcul du plus 
de différence de deux données adjacentes possibles (voir Figure B-2).  

 

Figure B-2 : Représentation des différences choisies avec τ = 2 τ0. La figure du haut indique éléments yk et la figure 
du dessous indiquent les éléments yk+m. La figure est tirée de [187]. 

On estime enfin la variance d’Allan mathématiquement en fréquence par :  

    ሺ ሻ       ሺ      ሻ ∑ ቌ ∑ (       ൯     
   ቍ       

    (147) 

avec Ĳ = mĲ0 et N est le nombre total d’échantillon. 
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δa variance d’Allan sans recouvrement n’est pas biaisée. Cette technique permet une 
détermination rapide du type de bruit présent mais aussi et surtout une meilleure estimation 
de la variance d’Allan et donc de l’incertitude-type de type A. 

Dans la thèse, la variance d’Allan avec recouvrement a été utilisée. Elle est calculée à l'aide 
du logiciel Stable 32 [169]. Ce logiciel permet d’estimer la variance d’Allan suivant 
différentes méthodes, dont celle avec recouvrement. 
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Annexe C - Détermination d’une inductance, d’une capacité et 
d’un coefficient de couplage 

C.1    Détermination d’une inductance 

δ’inductance est le composant bobiné le plus simple. Alors que l’impédance Zpar d’une 
bobine parfaite d’inductance L suit Zpar = jωL, le comportement d’une bobine réelle est 
différente. La Figure C-1 présente typiquement l’impédance (module et phase) obtenue lors 
d’une mesure d’une bobine réelle. 
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Figure C-1 : Module et phase d'une bobine réelle. 

Dans l’exemple, à une fréquence inférieure à 1 kHz, la bobine se comporte plutôt comme une 
résistance tandis qu’à f > 20 kHz, son comportement est capacitif. δe passage d’un 
comportement à l’autre se traduit par une résonance. Pour rendre compte de ces deux 
comportements, il est nécessaire d’ajouter une résistance et une capacité à l’inductance 
idéale. Trois circuits électriques équivalents sont alors possibles (voir Figure C-2). 

 

Figure C-2 : Circuits équivalents utilisés pour représenter un enroulement réel. 

Partant de la Figure C-2, une méthode simple permet d’obtenir la valeur de r, R, L et C 
suivant le circuit choisi. Dans les cas (a) et (b) de la Figure C-2, R est obtenue à partir de 
l’impédance à la plus basse fréquence. δa pente, égale à 2πL dans le domaine linéaire de Z 
(entre 2 kHz et 3 kHz environ dans l’exemple) permet d’en déduire L. La capacité C peut 
alors être déduite de deux manières. δa première utilise l’expression de la fréquence de 
résonance FR : 

LR
C

(a)

L

R
C

(b)

L

r
C

R

(c)



 

148 

 

       √   (148) 

ηn peut également déterminer la capacité dans le domaine où l’inductance se comporte 
comme une capacité. Ainsi, C = (2πf|Z|)-1 avec f > 20 kHz et |Z| le module de l’impédance 
d’une capacité. Dans le cas (c) de la Figure C-2, l’impédance à la fréquence la plus basse 
donne r. R correspond alors à l’impédance à la fréquence de résonance. δa Figure C-3 est un 
exemple récapitulant la manière de déterminer les paramètres du circuit (c) de la Figure C-2 à 
partir d’une mesure de spectre d’impédance. 
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Figure C-3 : Spectre d’impédance typique d’une inductance réelle. δes différents paramètres caractérisant 
l’inductance sont obtenus directement sur le spectre. 

Ce modèle, caractérisé par quatre paramètres, simule le comportement de l'inductance avec 
une précision acceptable sur une plage de fréquence qui s'étend du continu jusqu'à une 
décade au moins au-delà de la fréquence de résonance. Les modèles de la Figure C-2 sont 
souvent suffisants pour simuler le comportement d'une inductance. 

C.2    Détermination d’une capacité 

Une capacité peut être mesurée de différentes façons. On accède directement à la capacité à 
partir d’un multimètre ou indirectement à partir d’une mesure d’impédance à une fréquence 
donnée : la capacité vaut alors C = (2πf|Z|)-1. Cependant, lorsque les capacités sont de l’ordre 
de quelques pF, les deux méthodes peuvent être imprécises. Une autre méthode plus fiable 
est possible. Elle est basée sur la détermination d’un spectre d’impédance, c’est à dire à 
établir l’évolution de l’impédance en fonction de la fréquence. On compare ensuite le spectre 
de mesure à un spectre d’impédance théorique pour un circuit électrique équivalent choisi. 
δ’écart entre les spectres d’impédances mesurées et calculées est quantifié en utilisant la 
méthode des moindres carrés. La capacité est déduite par la simulation lorsque les spectres se 
superposent. 
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C.3    Calcul d’un coefficient de couplage 

La détermination des coefficients de couplage est cruciale dans la caractérisation d’un circuit 
électrique comprenant plusieurs enroulements couplés. Considérons le cas simple de la 
Figure C-4 où deux enroulements sont couplés. 

 

Figure C-4 : Schéma simplifié de deux enroulements couplés. Le courant I généré par la source de courant induit une 
tension V sur le second enroulement. 

La source de courant génère un courant I qui traverse le premier enroulement d’inductance 
L1. Ce courant va induire, en raison du couplage k, une tension aux bornes du second 
enroulement. La mutuelle inductance M est alors définie par : 

          √     (149) 

Ainsi, en mesurant V et I, on en déduit la mutuelle inductance. La connaissance des 
inductances permet d’en déduire le coefficient de couplage k. 

C.4    Mesurer une inductance à l’aide d’une mesure 4 pointes 

δ’accès aux enroulements du CCC est possible grâce à des fils d’amenés ayant une couche 
de graphite. 

 

Figure C-5 : A gauche, schéma physique du principe de mesure quatre pointes (tiré de [189]) avec le QuadTech 7400 
d’une impédance Z. IH et IB représentent respectivement l’intensité haute et basse. De même, PH et PB représentent 

respectivement les potentiels haut et bas. A droite, schéma électrique équivalent lorsque Z est l’impédance d’un 
enroulement δ’inductance L, la résistance R et la capacité C1 forment l’enroulement. δes capacités C2 et C3 sont les 

capacités réparties des fils d’amenés.  
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Ces derniers, longs de plusieurs mètres, sont recouverts par un blindage connecté au cryostat. 
Une capacité non négligeable existe donc entre l’âme et la gaine de ces fils. δa mesure des 
impédances, depuis l’extérieure du cryostat, peut alors devenir problématique si l’effet des 
capacités parasites des fils d’amenés n’est pas éliminé. θour cela, une mesure quatre pointes 
est réalisée à l’aide du RδC mètre QuadTech 7400 dont le schéma de principe et le schéma 
électrique associé sont présentés à la Figure C-5. 

δe courant circulant dans la garde de l’appareil i3 n’est pas pris en compte dans la mesure. 
Bien qu’un courant circule dans les capacités C2 et C3, l’appareil ne le prend pas en 
considération. Seule l’influence de L, R et C1 seront visibles dans la mesure : Z = f(ω,L,R,C1). 
Une mesure aux bornes d’un enroulement avec plusieurs mètres de fils d’amenés sera ainsi 
équivalente à une mesure aux bornes de l’enroulement. Afin d’observer l’effet des capacités 
C2 et C3, la mesure doit être réalisée sans la garde de l’appareil. 

C.5    Couplage entre un enroulement et le blindage toroïdal 

Le blindage toroïdal pouvant être considéré comme un enroulement d’inductance LCCC, les 
coefficients de couplage entre les enroulements et le blindage peuvent théoriquement être 
mesurés. En pratique, de telles mesures ne sont pas aisées car le blindage toroïdal est flottant. 
En revanche, la mutuelle entre un enroulement et le blindage toroïdal peut être calculé sur la 
base de la connaissance du rapport des courants IBT et Ienr (également appelé gain) circulant 
respectivement sur le blindage toroïdal et dans l’enroulement : 

                    (150) 

La théorie concernant les CCCs indique que, à fréquence nulle, le supracourant I circulant sur 
le blindage toroïdal est égal à NI1, avec I1 le courant circulant dans un enroulement de N 
tours. La relation (150) peut alors être redéfinie par : 

                    (151) 

Ce gain peut également être défini en fonction des inductances du blindage toroïdal LBT, de 
celle de l’enroulement primaire du CCC Lenr et du coefficient de couplage k : 

             √             (152) 

avec M la mutuelle inductance. 

δ’expression du coefficient de couplage est déduite de la combinaison des relations (151) et 
(152) : 
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    √        (153) 

Avant d’utiliser l’expression (153) dans le calcul des coefficients de couplages entre chaque 
enroulement et le blindage toroïdal, des comparaisons ont été menées. En effet, nous avons 
comparé, à fréquence nulle (afin d’éliminer l’effet des capacités aux bornes des 
enroulements) les rapports des courants circulant entre chaque paire d’enroulement du CCC, 
avec l’expression analytique (153). Aucun écart n’a été décelé entre les valeurs obtenues. 

Les coefficients de couplage entre chaque enroulement et le blindage toroïdal ont été calculés 
à partir de l’équation (153). Des valeurs comprises entre 0,72 et 0,77 ont été obtenus. 
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Glossaire 

Les définitions données ici sont issues des références [9] [71] [190] [191]. 

α : Constante de structure fine. 

βL : θaramètre d’écrantage du SQUID. 

βC : Paramètre de McCumber. 

İDC : Erreur de rapport de courant mesurée par le rapport de deux gains. 

İAC : Erreur de rapport de courant en courant alternatif, ou erreur provenant de la fuite de 
courant dans les capacités parasites. 

APF : Additional Positive Feedback (Contre-réaction Positive Additionnelle). 

BIPM : Bureau International des Poids et Mesures. 

Bruit blanc : Bruit aléatoire ayant un spectre continu et dont la densité spectrale de 
puissance est indépendante de la fréquence. 

CCC : Comparateur Cryogénique de Courant. 

CCM : Comité Consultatif pour la Masse et les grandeurs apparentées. 

CGPM : Conférence Générale des Poids et Mesures. 

CIPM : Comité International des Poids et Mesures. 

CMC : Calibration and Measurement Capabilities. 

CODATA : Committee on Data for Science and Technology. 

CRE : Contre-Réaction Externe. 

CRI : Contre-Réaction Interne. 

Dérive : Changement de l’indication d’un appareil de mesure, généralement lent, continu, 
pas nécessairement dans le même sens et non lié à un changement du mesurande. 

e : Charge élémentaire. 

Écart (pour la vérification d’étalonnage) : Différence entre l’indication d’un appareil de 
mesure durant la vérification d’étalonnage et l’indication de l’appareil de mesure de 
référence, dans des conditions équivalentes de fonctionnement. 

EHQ : Effet Hall Quantique. 

EJ : Effet Josephson. 

Erreur absolue : Différence algébrique entre la valeur indiquée et une valeur de 
comparaison. 

Erreur relative : Rapport de l’erreur absolue à une valeur de comparaison.  
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Étalon : Mesure matérialisée, appareil de mesure, matériau de référence ou système de 
mesure destiné à définir, matérialiser, conserver ou reproduire l’unité d’une grandeur, ou un 
multiple ou sous-multiple de cette unité (e.g. résistance étalon), ou bien une valeur connue 
d’une grandeur (e.g. pile étalon), avec une incertitude donnée. 

Étalonnage : Ensemble des opérations établissant, en référence à des étalons, la relation qui 
existe, dans les conditions spécifiées, entre une indication et un résultat de mesure.  

Étalon de comparaison : étalon destiné à la comparaison, entre eux, d’étalons de même 
ordre d’exactitude.  

Étalon de conservation : Etalon qui assure la représentation pratique d’une unité. 

Étalon de référence : étalon, en générale la plus haute qualité métrologique disponible en un 
lieu donné ou dans une organisation donnée, dont dérivent les mesurages qui y sont faits. 

Étalon de tension Josephson : Etalon de tension établi à partir de la tension quantifiée 
U = (h/2e)nf, où h est la constante de Planck, e est la charge électrique élémentaire, n un 
entier et f la fréquence de l’onde électro-magnétique d’irradiation. 

Étalon primaire : étalon désigné ou largement reconnu comme présentant les plus hautes 
qualités métrologiques et dont la valeur est établie sans se référer à d’autres étalons de la 
même grandeur. 

Notes : Un étalon primaire est valable aussi bien pour les grandeurs de base que les 
grandeurs dérivées. Un étalon primaire n’est jamais utilisé directement pour des mesures en 
dehors de sa comparaison avec les étalons témoins ou avec des étalons de référence. 

Étalon secondaire : Étalon dont les valeurs et les incertitudes sont déterminées par 
comparaison directe ou indirecte avec un étalon primaire. 

Exactitude (d’un appareil de mesure) : Qualité qui caractérise l’aptitude d’un appareil de 
mesure à donner une valeur indiquée proche d’une valeur vraie du mesurande. 

FLL : Flux-Locked Loop (Boucle à Verrouillage de Flux). 

h : Constante de Planck. 

Incertitude-type de type A : Méthode d'évaluation de l'incertitude par l'analyse statistique 
de séries d'observations. 

Incertitude-type de type B : Méthode d'évaluation de l'incertitude par des moyens autres 
que l'analyse statistique de séries d'observations. 

Incertitude de mesure : Paramètre associé à un résultat de mesure, qui caractérise la 
dispersion des valeurs qui pourraient être raisonnablement attribuées au mesurande. 

Incertitude relative : Rapport de l’incertitude à la valeur du mesurande. 

INM : Institut National de Métrologie. 

KJ : Constante de Josephson. 
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LCCC : Inductance du blindage toroïdal du CCC. 

LNE : δaboratoire ζational de métrologie et d’Essais. 

Mesurande : Grandeur particulière soumise à mesurage. 

Mesurage : Processus consistant à obtenir expérimentalement une ou plusieurs valeurs que 
l’on peut raisonnablement attribuer à une grandeur. 

Méthode de mesure directe : εéthode de mesure dans laquelle la valeur d’une grandeur est 
obtenue à partir de mesures effectuées par des méthodes de mesure directes d’autres 
grandeurs liées au mesurande par une relation connue. 

NIST : National Institute of Standards and Technology. 

PIK : Prototype International du Kilogramme. 

Pile étalon Weston : Pile de référence de tension comprenant un électrolyte salin composé 
d’une solution saturée de sulfate de cadmium, une électrode positive de mercure et de sulfate 
mercureux à l’état solide, et une électrode négative en amalgame de cadmium et de sulfate à 
l’état solide. 

PTB : Physikalisch-Technische Bundesanstalt (Office fédéral de physique et de technique), 
Institut National de Métrologie allemand. 

PTFE : Polytétrafluoroéthylène. 

QX : Constante qui vaut théoriquement la charge élémentaire. 

Réalisation de la définition d’une unité : C’est la procédure selon laquelle la définition de 
l'unité peut être utilisée afin d'établir la valeur et l'incertitude associée d'une grandeur de 
même nature que l'unité. 

Résolution : plus petit changement du mesurande, ou de la grandeur fournie, provoquant une 
modification perceptible de l’indication. 

RH : Résistance de Hall. 

RK : Constante de von Klitzing. 

RQH : Résistance Quantique de Hall. 

RSJC : Resistively Shunted Junction with Capacitance. 

SCCC : Sensibilité du comparateur cryogénique de courant. 

SET : Single Electron Tunneling. 

Sensibilité (d’un appareil de mesure) : Quotient du changement de l’indication par le 
changement correspondant de la valeur du mesurande. 

SI : Système International d’unités. 

SQUID : Superconducting QUantum Interference Device. 

https://www.ptb.de/


 

164 

 

Stabilité : Aptitude d’un appareil de mesure à conserver ses caractéristiques de 
fonctionnement sans modification pendant une durée spécifiée, toutes les autres conditions 
demeurant les mêmes.  

TMQ : Triangle Métrologique Quantique. 

Traçabilité : θropriété du résultat d’une mesure ou de la valeur d’un étalon telle qu’elle 
puisse être reliée à des références déterminées, généralement des étalons nationaux ou 
internationaux, par l’intermédiaire d’une chaîne ininterrompue de comparaisons ayant toutes 
des incertitudes déterminées.  

 Note : δa manière dont s’effectue la liaison aux étalons est appelée raccordement aux 
étalons. 

Vortex : Zone où le métal est dans l’état normal : les lignes de flux magnétique peuvent alors 
traverser le supraconducteur. 

XRCD : X-Ray Cristal Density Measurememt (Mesure de Densité Cristalline par Rayons X). 
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Titre : Développement de comparateur cryogénique de courants très faible bruit pour la métrologie électrique 
quantique. 

Mots clés : comparateur cryogénique de courant, mesure de faible courant, effet tunnel à un électron, métrologie 
électrique 

Résumé : Dans un contexte de besoin grandissant en 
précision dans la mesure des faibles courants pour les 
instituts nationaux de métrologie, l’industrie, les 
fabricants d’instruments et la physique fondamentale, 
l’étude des dispositifs à un électron (SET) capables de 
générer un courant continu directement proportionnel à 
une fréquence et la charge élémentaire, couplés à un 
amplificateur de courant très performant, le 
comparateur cryogénique de courant (CCC), devient 
pertinente pour réaliser un étalon quantique de courant. 
Dans ce contexte, les travaux ont été poursuivis au LNE 
sur l’étude de nouveaux dispositifs SET et le 
développement de nouveaux CCC. Durant cette thèse, 
un montage expérimental a été mis en place afin 
d’évaluer les performances d’un nouveau CCC, 
constitué d’une conception originale et de 30 000 tours. 
Les résultats expérimentaux obtenus sont satisfaisant 
par rapport aux objectifs fixés, que ce soit en termes de 
résolution en courant, d’erreurs, de stabilité des 

mesures et de reproductibilité. Le CCC développé 
durant la thèse peut donc être utilisé pour quantifier de 
manière métrologique les dispositifs à un électron. De 
plus, une modélisation réalisée à partir d’un schéma 
électrique équivalent a été mis en place afin de simuler 
le comportement réel du CCC en prenant en compte les 
aspects magnétiques et électriques mis en jeu. Cette 
simulation a permis la quantification de l’erreur due aux 
fuites de courants au travers des capacités parasites 
entourant les enroulements. Les résultats de la 
simulation indiquent que cette erreur atteint 10-10 à la 
fréquence de travail, ce qui est inférieure de deux ordres 
de grandeurs à l’erreur maximale tolérable : 10-8. Les 
résultats expérimentaux et de modélisation fournissent 
de nouveaux éléments d’amélioration de la conception 
de CCCs de grand gain. Enfin, la modélisation 
développée, une fois insérée dans une routine 
d’optimisation, pourra aussi être un outil de conception 
des CCCs très utile. 

 

 

Title : Development of very low noise cryogenic current comparator for quantum electrical metrology. 

Keywords : cryogenic current comparator, low current measurement, single electron tunneling, electrical metrology, 

Abstract : In a context of growing need of precision in 
measuring low currents for national metrology 
institutes, industry, instrument manufacturers and 
fundamental physics, study of single-electron 
tunneling (SET) devices capable of generating a direct 
current directly proportional to the frequency and the 
elementary charge, coupled with a high performance 
current amplifier, the cryogenic current comparator 
(CCC), becomes relevant to realize a quantum current 
standard. In this framework, at LNE, study of new SET 
devices and the development of CCCs continues. In 
this thesis, an experimental setup was implemented to 
evaluate the performance of a new CCC, consisting of 
a new design and 30 000 turns. The experimental 
results fulfill our goals, whether in terms of current 
resolution, errors, measurement stability and 

reproducibility. The CCC developed during the thesis 
can thus be used to metrologically quantify SET 
devices. In addition, a model based on an equivalent 
circuit diagram has been developed to simulate the 
actual behavior of the CCC, taking into account the 
magnetic and electrical aspects involved. This 
simulation allows the quantification of the error due to 
currents leakage through parasitic capacitances 
surrounding the windings. Results of the simulation 
indicate that this error reaches 10-10, which is less, by 
two orders of magnitude, than the maximum tolerable 
error: 10-8. Results obtained experimentally and by 
simulation provide new improvement elements in the 
design of high ratio CCCs. The developed model, once 
inserted into an optimization routine, can also be a 
very useful design tool of CCCs. 

 

 


