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EESSONA

Matemaatika proseminari Ulesandeks on keskkoolis oman-
datud elementaarmatemaatika olulisemate teemade kordamine,
sellealaste teadmiste slivendamine ning vastava sisuga Ules-
annete lahendamisoskuse viimistlemine.

Kaéesolev 0Oppevahend sisaldab luhikokkuvotte vajalikust
teoreetilisest materjalist (mdisted, seosed, valemid) koos
naiteulesannete ja kontrollkisimustega. Naitaiilesanded on
valitud nii, et nad slUvendaksid koolis G&pitut ja oleksid
aluseks koérgema kooli matemaatiliste distsipliinide parema-
le omandamisele.

Valjaanne "Aritmeetika ja algebfa" hdlmab matemaatika
proseminariks modeldud materjalist‘eietfime>$vosa ning kasitleb
tehteid arvude ja algebraliste avaldistega, suhte ja vOrde
ning protsentarvutuse pdhimdisteid, vdrrandite ja vOrratus-
te lahendusmeetodeid.

Oppevahendi peatukid 1-1V koostas E. Abel, V peatuki -
E. JOgi, VI peatiuki — E. Mitt.

Koostajad



I TAISARVUD

81. Naturaalarvud

1. Naturaalarvude hul k NQ< Arvu
moiste on matemaatika Uks algmdisteid, mida ei defineerite
mingite teiste mdistete kaudu. Kdige lihtsamateks arvudeks
onnaturaalarvud, mis tekkisid aastatuhandete
valtel vajadusest loendada meid Umbritsevaid esemeid. Natu-
raalarvudeks on arvud 1, 2, J, ... . Kaasaja matemaatikas
eksisteerib paralleelselt kaks erinevat kasitlust, millest
Uhes arv O loetakfee naturaalarvude hulka kuuluvaks, teises
aga mitte. Naturaalarvude hulk on I8pmatu ja selle hulga
sumboliks on tavaliselt N. Bdaspidi loeme ka arvu O natu—
raalarvuks ja tahistame vastavat hulka téhega NQ.

2. Liitmine ja korrutamine, O©oel-
dakse, et naturaalarvude hulk NQ on kinnine liitmise ja
korrutamise suhtes, s.t. iga kahe naturaalarvu a ja b summa
a + b ning korrutis a ¢ b on alati naturaalarv.

Kahe naturaalarvu ajab summaks on arv a + b,
mis saadakse, kui naturaalarvude jadas arvust a arvu b vOr-
ra edasi loendada.

Kahe naturaalarvu ajab korrutiseks a-+b
nimetatakse summat, milles arv b esineb a korda liidetavana,
s.t.

a*b=b+b+ ... +b,.
a liidetavat
Mainitud tehetel on jargmised omadused:

1. kommutatiivsus

a+b=b+ a a-+<b=Db. g
2. assotsiatiivsus

(a+b)+c=a+ (b ¥c), (@ +b). c=a (b. c),
3. distributiivsus

a.(b+c)=ab+a-c.



Seejuures mistahes naturaalarvu a korral
a+0=0+ a=a a 0=0* a-=0

Vordsete tegurite korrutise \a ma « ma, leidmist

n tegurit
nimetatakse arvu a astendamiseks astendaja—
ga n. Kéneldakﬂe ka astmest an. Kui n =1r siis de—
fineeritakse a = a. Kui n = 0, siis a £ 0 korral loetakse

a® = 1. Sumbol 0° aga ei oma mingit tahendust.

3.Lahutamine* Lahutamine on liitmise pbord—
tehe. Lahutada arvust a arv b, téhendab leida selline arv
Xt et b ¢ x = a. Leitud arvu X nimetatakse arvude a ja b
v aheks ning tahistatakse x = a — b. Naturaalarvude
hulgas ei ole lahutamine alati teostatav. Naitena vOiks
tuuf vahed 4 — 5 ja 20 — 100, mis ei kuulu hulka Ng,,

4. Jagamine. Jagamine on korrutamise pWrdtehe.
Jagada arv a arvuga b / 0 tahendab leida selline arv X,
et a =b * X. irvu x nimetatakse arvude ajab jaga-
tiseks ja tahistatakse x = a : b. Oeldakse ka, et arv
aonavub kordne ehkarva jagub arvuga b.
Arvu b nimetatakse arvu a jagajaks ehk tegu-—
r i ks. Ka jagamine ei ole alati teostatav naturaalarvude
hulgal Nq. Naiteks jagatised 3 s 2 ja 5 * 7 ei kuulu natu-
raalarvude hulka. Jagatised 3 : 3 =1 ja 30 s 10 = 3 on aga
naturaalarvulised. Jagamine arvuga 0 pole defineeritud.

5. Alg - ja kordarvud. Uuhest suuremat
naturaalarvu a nimetatakse algarvuks, kui tal on
parajasti kaks erinevat jagajat, s.t. arv a jagub vaid ise-
endaga ja arvuga 1. Algarvudeks on arvud 2, 3, 5» 7» 11. 13»
17, ... < Juba Eukleides (3. sajand e.m.a.) tdestas, et
algarvude hulk on I8pmatu. Tanini pole aga suudetud leida
seadusparasust, mille kohaselt paiknevad algarvud naturaal-
arvude jadas 1, 2, 3, 4, 5,

Uhest suuremat naturaalarvu, mis ei ole aigarv, nime-
tatakse kordarv uks. Sellisteks on naiteks arvud
4, 75, 204-, 10835,

Arv 1 ei ole ei alg- ega kordarv.

6.Aritmeetika pOdbhiteoreem. On
toene jargmine lause (aritmeetika pdhiteoreem).



Ilga kordarv on Uhesel viisil esitatav algarvude korru-
tisena.

Arvu eaitamist algarvuliste tegurita korrutisena ni-
metatakse arvu algteguriteks lahutami-
seks.

Naiteks arvude 96, 525 ja 1982 lahutamine algteguri-
teks toimub jargmise Uldise skeemi kohaselt:

% 2 525 5 1982
48 2 175 5 991
24 2 35 5 1
12 2 77

6 2 1

33

1

96=2.2.2.2.2.3 7.3 525=3*5.5*7=3«52»7 1982= 2 . 991

7. Arvude suurim Uhistegur.
tud arvude U histeguriks nimetatakse iga natu-
raalarvu, mis osutub kd&igi antud arvude teguriks. Leides
arvudele 45 ja 60 vastavad tegurite hulgad, saadakse

Atj — flj 3» 5; 9? 15j 45],

A60 = I1* 2; 5i 5* 6; 105 12; 15s 20; 50; )
Seega arvude 45 ja 60 uhisteguriteks on 1; 3; 5 ja 15. Kui
antud arvudele a ja b vastavad tegurite hulgad Aa ja on

leitud, siis Uhistegurite hulk on T = Afl/1 Afe Suurimat ar«—
vu Uhistegurite hulgas nimetatakse antud arvude s u u r i -
maks Uhisteguriks. Toodud naites arvude
45 ja 60 suurimaks Uhisteguriks on arv 15. Selle asjaolu
markimiseks vSib kasutada tahistust

StJT(45; 60) = 15 vSi S(45; 60) = 15—

Arve, mille suurimaks Uhisteguriks on arv 1, nimetatakse
Uhistegurita arvudeks. Naiteks arvud 16
ja 25 on uUhistegurita, sest SUT(16; 25) = 1.

Arvude suurima Uhisteguri leidmiseks lahutatakse kd&ik
need arvud algtegureiks. Suurim Uhistegur vdrdub antud ar-
vude kdigi Uhiste algtegurite korrutisega.

Naide. Leida SUT(12fa; 540s 630).

Lahendus. Lahutame arvud algtegureiks.



126 2 540 2 630 2
63 3 270 2 315 3
21 3 135 3 105 3
7 7 45 3 35 5
1 15 3 77

5 5 1

1
126= 2-32-7 540= 22 -3 -5 630= 2.32.5.7

Ulaltoodud v&tte kohaselt SUT(126; 540; 630) = 2 . 3 *3=18.

Vastus. SUT(126; 540} 630) = 18.

Kui naturaalarvude a ja b korral SUT(a; b) = d ¥ 1«
siis leiduvad sellised naturaalarvud Kk ja 1 nii, et a = kd
ja b = 1d.

8. Arvude vahim Uhiskordne.
arvude U hiskordseks nimetatakse ige naturaal-
arvu, mille jagajaks e. teguriks on iga antud arv. Naitaks
arvude 8 ja 16 uhiskordseiks on arvud 16, 32, 48, 64 Jm.
Arvude 35 ja 15 Uhiskordseiks on aga 105» 210, 420 jne. Va-
himat arvu Uhiskordsete hulgas nimetatakse antud arvude
vahimaks Uhiskordseks.

Naiteks arvude 8 ja 16 vahimaks Uhiakordaeks on arv 16,
mille markimiseks kasutatakse kirjutist

VUK(8; 16) = 16 vbi V(8; 16) = 16.
Arvude 35 ja 15 korral aga VUK(35; 15) = 105.

Arvude vahima Uhiskordse leidmiseks lahutatakse kSDe
need arvud algtegureiks ja Kirjutatakse véalja koik esimese
arvu algtegurid, millele lisatakse teiae arvu need algtegu-
rid, mis esimese arvu algtegureiks lahutuses puuduvad, siia
kolmanda arvu need algtegurid, mis puuduvad esimese ja tai-
se arvu algtegurite lahutuses jne. Vahim tUhiskordne vOrdub
kdigi nii valjakirjutatud algtegurite korrutisega.

Naide 1. Leida VtTK(270; 300; 315).

Lahendus. Lahutame arvud algtegureiks.

Antud



270 2 300 2 315 3
135 3 150 2 105 3
45 3 75 3 35 5
15 3 25 5 7 7
5 5 5 5 1
1 1
=2. 3 5 300=2"«3-52 315= Ne5*7

ulaltoodud eeskirja kohaselt VUK(270; 300; 315) =
=2*35 *5*2*5"7 = 18900.

Vastus. VUK(270; 300; 315) = 18900.

Kahe arvu a Ja b vahima ilhiskordse leidmisel esineb pa-
rajasti Uks jargnevast kolmest vdimalusest:

1) kui arvud a ja b on Uhistegurita, siis VUK(a; b) =
=a . b,

2) kui Uks arvudest a ja b on teise kordne, naiteks
b s kK «a, siis VtlK(a; b) = bf

3) kui SUT(a; b) =d=* 1, s.t. a=k.djab=1.d,
siis VUK(a; b) « k . 1 . d.

Mistahes naturaalarvude a ja b korral kehtib vordus

a . b B SUT(a; b) . VUK(a; b).

Naide 2. Leida arvude 72 ja 96 suurim Uhistegur ja va-

him Uhiskordne.
Lahendus. Lahutame arvud 72 ja 96 algtegureiks.

72 2 9% 2
36 2 48 2
18 2 24 2
9 3 12 2
3 3 2
1 3 3
1
s 23 . 96 = 21

Siis SUT(72; 96) = 2 . 2 « 2 . 3 =8 . 3 = 24 ja VtIK(72;96)=
B 2N ¢ 32 « 22 =72 « 4 = 288. Nuud pole raske kontrollida
ka vorduse 72 « 96 = SUT(72; 96) * VtIK(72; 96) kehtivust.
Vastus. SUT(72; 96) = 24; VUK(72;96) = 288.
Naide 3. Esimene laev jouab tagasi sadamasse K iga
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8 paeva jarel, teine laev 10 paeva jarel ja kolmas 15 péeva
jarel. Missuguse koige luhema aja modddudes kohtuvad sadamas

A esimene ja teine laev, esimene ja kolmas laav, ko&ik 3
laeva, kui laevad lahkusid sadamast A Uheaegselt?

Lahendus. Esimese ja teise laeva kohtumiseks kuluv
paevade arv peab olema nii arvu 8 kui ka 10 kordne. LUhim

aeg on siia V(8; 10) * 40 paeva. Esimese ja kolmanda laeva
kohtumiseks kulub vahemalt V(8; 15) « 1.20 paeva. Kdik kolm
laeva kohtuvad 7(8; 10; 15) = 120 paeva parast*

Vastus. Esimene Ja teine laev kohtuvad 40 paeva; esime-
ne ja kolmas — 120 p&eva ja kdik kolm laeva ka 120 péaeva
parast.

Naide 4. Gunamiuujal oli muiugiks pakutavaid 6unu vdhem
kui 500. Kui mudja puudis dunu letile asetada kahekaupa,
Uks 6un Ule. Siis paigutas ta O6unad letile kolmekaupa ja
jalle jai uUks ule. Paigutades O6unu nii nelja, viie kui ka
kuuekaupa, osutus, et ikka Uks dun jaab ule. Kuid seitsme—

kaupa Onnestus Ounad I6puks letile paigutada. Kui palju
ounu oli muugike?
Lahendus. Olgu otsitav Ounte arv N < 500. Vastavalt

ulesande tingimustele vdime 6elda, et arv N jagub arvuga 7
ning arv N — 1 jagub arvudega 2, 3. 4, 5 ja 6. Jarelikult
(N —1) 5 vuk(2; 3; 4; 5; 6).Et vik(2; 3; 4; 5; 6) = 60,
siis otsitav arv N on arvust 500 vaiksem arvuga 7 jaguv arv,
mis on Uhe vOrra suurem teatavast arvu 60 kordsest. Liites
kdigile uUlesande tingimusi rahuldavatele arvu 60 kordsetele
(60; 120; 180; 240; 300; 360; 420; 480) juurde arvu 1, saame,
et ainuke 7-ga jaguv arv on 301.
Vastus. Muugiks pakuti 301 Ouna.

9. Arvu standardkuju. Arvude tahista-
miseks vajatakse numbrimérke ja neist arvude moodustami-
se sUsteeme. Naturaalarvude uleskirjutamiseks kasutataks*
nn. positsioonilist arvususteemi, mille aluseks on tavali-
selt arv 10. Kasutatakse kimmet numbrimarki 0, 1, 2, ..., 9,
kusjuures iga numbri vaartus s6ltub tema asendist (posit-
sioonist) arvu téhises. Positsioonilises arvusisteemis on

arve vOimalik Ules kirjutada sisteemi aluse astmete abil.Nii
naiteks 4256 tahendab kumnendsiUsteemis ervu



4 . lO5 2 . 102 +5 « 101 + 6 « 10°
Mistahes n—kohalise kimnendsusteemi naturaalarvu m, milie
Uheliste numbrit tahistagu a”, kimneliste numbrit a2, saja—

liste numbrit a" jne., Uuleskirjutus kimne astmete kau-
du (arvu standardkuju)on jargmine
+ ... + aj * 102 + a2101 +

Kaasaegsetes arvutites kasutatakse laialdaselt kahena-—,
kaheksand— ja kuueteistkimnendsusteemi.

§2. Taisarvud

l. Taisarvude hul k Z. Naturaalarvude
hulk Ng ei ole kinnine lahutamise suhtes. Kdneldakse natu-
raalarvude huiga Ng laiendamisest, kui

lisatakse hulga Ng elementidele uusi arve nii, et saadud
hulk oleks kinnine liitmise, korrutamise ja lahutamise suh-
tes ning samal ajal sailiksid kdik naturaalarvude hulgal
defineeritud tehete omadused.

Naturaalarvu a vastandarvuks —a nimeta-
takse arvu, mille summa antud arvuga a on vordne nulliga.
Seega

a+ (-a) =0

Hulka, mis koosneb naturaalarvudest 1, 2, 3» ..., nen-
de vastandarvudest -1, -2, -3, ... ning arvust O, nimeta-
takse taisarvude hulgaks jJa tahistatakse

sumboliga Z. Hulk Z on kinnine kolme tehte — liitmise, kor-
rutamise ja lahutamise suhtes.

On tdene jargmine lause.

Ilga taisarv on esitatav kahe naturaalarvu vahena.

Markigem siinkohal, et selline esitus ei ole Uhene.
Toepoolest, arvu -7 vOib esitada naiteks vahedena

-7=7- 14, -7 =14 -21, -7 =53 —-60 jne.

Naturaalarve 1, 2, 3» nimetatakse posi—
tiivseteks taisarvudeks, nende vas—
tandarve -1, -2,-3, ... aga negatiivseteks

taisarvudeks.
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2. Tadaisarvude j aguv us. Oeldakse et
taisarv a jagub taisarvuga b, kui leidub selline tais-
arv c, et a=b * c, ja kirjutatakse a Jb. Kirjutis m "™ n
téhendab, et arv m ei jagu arvuga n.

Taisarvude jaguvusel on jargmised ulaltoodud definit-
sioonist lihtsalt jarelduvad omadused.

1. a jaja a : 1 iga ae Z korral.

2. 01 a ano.

Kui al b jab !c, siis a \c.

Kui a j b jab Ja, siis a=Db vdi a = -h.

Kui a i b, siis (a * ¢) | biga ce Z korral.

Kui aJdcjab jc, siis X+ a+y.Db)jc iga
X, y e Z korral.

7. Kui a) bjab=c-=+d, siis a] cjaa id.

8. Kui a: b ja c”~’b, siis ka (a + c)” b.
Mitmesuguste Ulesannete lahendamisel on tihti vaja ot-

o ukw

sustada, kas mingi arv vO6i avaldis jagub antud arvuga. La-
hendamist hdlbustavad arvude jaguvuse omadused, mida tun-
takse arvude jaguvustunnuste nime all.

Vaatame naitena, kuidas on v@imalik tuletada jaguvus—
tunnust arvuga 2. Olgu antud n-—kohaline naturaalarv stan—
dardkujul m=a . 101"1 + a, , *10n"2 + ... + ax - 102 &
+ a2 - 10:L & a”. Arv 10 ja ten‘:a suvaline aste 10V?(k6 N)
jagub arvuga 2. Jaguvuse kuuenda omaduse pohjal voime siis
Oelda, et avaldis a» « 101 + a ~ . 10k"2 o...m«m a™* 102+
+ a2 « 10" jagub arvuga 2. Jarelikult arvu m jaguvus arvuga
2 sOltub arvu m udheliste numbrist. Jarelikult jagub taisarv
arvuga 2 parajasti siis, kui ta I8peb Uhega numbritest 0, 2,
4, 6 vOi 8.

Taisarve, mis jaguvad arvuga 2, nimetatakse paa-—
risarvudeks . lga paarisarv on esitatav kujul
2 . k, kus « ¢ Z. Taisarve, mis ei jagu arvuga 2, nimeta-
takse paarituteks arvudeks. Suvalise paaritu
arvu vOib esitada kujul 2k + 1, kus Ke Z.

Usna lihtsalt on tuletatav ka jaguvustunnus naiteks

arvuga 3 (vOi ka arvuga 9).
Esitame standardkujul antud n—kohalise naturaalarvu m
kujul

11



m=an . IO*T'1 + en_n * 0“2 + ... + . 102 +
+ a2 « 101 + al = an (10n-1 —1) ea~doO 1*'2 — 1) *
+ an002 —-1) + a2(101 - 1) + a~» ¢ a2 + a + ... +
+an-1 4V

Ir
Kergesti on kontrollitav, et iga vahe 10 - 1f kus
K =1, 2, 3» ..»» jagub arvuga 3 (ka arvuga 9). Seega entua

arv m jagub arvuga 3 (arvuga 9) parajasti siis, kui arvu
kdikide numbrite summa (r i stsumma) a* & a2 & a’+
+ ... 4 a”™ + an jagub arvuga 3 (vastavalt arvuga 9).

Analoogiliselt on tuletatavad ka jaguvustunnused suva-
lise naturaalarvuga. Piirdune siinkohal vaid arvudega 4, 5»
8, 10, 25 ja 100 jaguvustunnuste sdnastustega.

1. Arv jagub 4-ga parajasti siis, kui arvu kahest vii-
masest numbrist moodustatud arv jagub 4-—ga.

2. Arv jagub 5-ga parajasti siis, kui ta Idpeb numb-
riga 5 vOi 0.

3. Arv jagub 8-ga parajasti siis, kui arvu kolmest vii-
masest numbrist moodustatud arv jagub 8-ga.

4. Arv jagub 10—ga parajasti siis, kui ta I6peb numb-
riga O.

5« Arv jagub 23—ga parajasti siis, kui arvu kaks vii-
mast numbrit on nullid v&i moodustavad the arvudest 25, 50
voi 75.

6. Arv jagub 100—ga parajasti siis, kui ta 18peb
nulliga.

Eraldi ruhma moodustavad jaguvustunnused arvudega 7,
11 ja 13 (vt. naiteks Kowal, S. Meelelahutusest teadmiseni.
TIn., Valgus, 1979, Ik. 205-211).

Mis puutub jaguvustunnustesse Uulejéanud algarvudega,
siis praktiliselt osutub lihtsamaks jagamise teel (kui see

on vBimalik) kindlaks teha jaguvuse kusimus, kui kasutads
vastavaid jaguvustunnuseid.
Siiski vdimaldab jaguvustunnuste ja arvude jaguvuse

omaduste teadmine lihtsustada monede Ulesannete lahendus-
kaiku.
Naide 1. Kas arvud 73128 ja 573 jaguvad arvuga 247

12
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Lahendus. Arvuga 24 jaguvad need arvud, mis on sama-
aegse, t ri arvu 3 kui ka arv« 8 kordsed. Arvude 7)128 ja
573 ristsuMmad on vastavalt 21 ja 15. Seega mdlemad arvud
jaguvcd «rvuga ?. Kontrollime jaguvust arvuga 8. Arvu 73128
kolmest viimasest numbrist moodustatud arv on 126 ning
128 j 8. Jarelikult arv 73128 jagub arvuga 24. Arv 573 on
sga paaritu *rv, seega ta ei jagu arvuga 8=2" ega jare-
likult, ka a/vuga 24.

Vastus, Arv 73128 jagub arvuga 24, 573 aga mitte.

Naide 2. Milline number tuleks Kirjutada 15-kohalises
arvus 555...55* Uheliste kohale, et saadud arv jaguks ar-
vuga 6.

Lahendus. Kuna arvuga 6 jaguvad arvud, mis on sama-
aegselt nii arvu 2 kui ka 3 kordsed, peab otsitav arv ole-
ma paarisarv., mille cistsuma jagub 3—-ga. Et vaadeldava
arvu ristsumma &«j.mj_seks tuleb arvule 14 « 5 = 70 lisada
sobiv Uheliste nw/ocr arvude 0, 2, 4, 6 vOi 8 seast, Vvdib
otsitavas arvus Uhelxste kohale Kirjutada numbrid 2 vGi 6.

Vastus. Arvuga 6 j “uvad 15-kohalised arvud 555«e*52
ja 555...58.

3. Jaagiga jagamine . Taisarvude hulgal
Z ei ole jagamine alati ttoutatav. Seepérast vdetakse ka-
sutusele nn. Jaagij4 Jagamise mdiste.

On tdene jargmine lause,

Mistahes taisarvude a e by 0 korral leidub parajas-
ti Uks taisarvude paar g ja r nii, et

1) 0N r <b;

2) a=qge*b+r, ehk " 3cep

Oeldakse, et arv a on jagatud arvuga b jaagiga r.

Arvu a nimetatakse jagatavaks, arvu b —
jagajaks, arvug-mittstaielikuks
jagatiseks Jjaarvur —"~aéagiks.

Tingimustest 1) ja 2) jareldub, et taisarvude a ja b
jagamisel tekkinud jaék r on Uks arvudest 0, 1, 2, ...,
b — 1, ning et taisarv a jagub tadisarvuga b parajasti siis,
kui jaak r » 0.
Haide. Leida mittetaielikud jagstis9d ja jaagid, mis
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tekivad arvude 37 Ja —49 Jagamisel arvuga 11.
Lahendus. 37 : 11 * 3 (Jad&k 4) ehk 37 =3 « 11 & 4,
—49 s 11 = -5 (Ja&k 6) enk —-49 = -5 . 11 +6
Méarkue. Negatiivsete arvude Jagamisel eksitakse tihti
Jaagi méaramisel tingimuse 1) vastu. Kirjutatakse naiteks,
et —49 = (—4) e+ 11 - 5« Kuigi vOrdus kehtib, ei vasta see
Jaagiga Jagamise esimesele ndudele, sest siin r=-5<0.

Kontrollkisimused

1. Hillisec arvud kuuluvad hulka NQ?

Millised tehted on alati sooritatavad naturaalarvude
hulgal NO?

3. Kas naturaalarvude hulk NQ on I6plik v&i Idpmatu?

4. Kas naturaalarvude hulgaa NQ leidub suurimat elementi?
Vahimat elementi?

3. SOnastada liitmise tehte omadused.

6. Kuidas muutub summa, kui a) Uht liidetavat suurendada 6
vOrra; b) Uht liidetavatest suurendada 9 vdrra, aga
teist 5 vOrra; c) uht liidetavat suurendada 9 vorra,
teiat aga vahendada 5 voérra?

7. Kuidas on defineeritud lahutamine?

8. Kas lahutamine on alati teostatav naturaalarvude hulgal

9. X/ust a lahutati arv b. Kuidas nimetatakse teostatud
tehte komponente Ja resultaati?

10. Kuidas muutub vahe, kui a) vahendatavat suurendada 7
vOrra, aga védhendajat suurendada 5 vOrra; b) véhendata-
vat suurendada 8 vOrra, vahendajat vdhendada 4 VvOrra;
c) vahendatavat vdhendada 3 vdrra, vahendajat suurenda-
da 6 vorra?

11. liida tahendab arvu a korrutamine arvuga b?

12. Kas korrutamine on alati teostatav naturaalarvude hul-
gal NO?

13. Sdnastada korrutamise tehte omadused.

14. Kuidas muutub kahe teguri korrutis, kui a) uht tegurit
suurendada 4 korda; b) uUht tegurit suurendada 3 korda,
teist aga vahendada 5 korda?

13. Millistel Juhtudel on kahe naturaalarvu korrutis voérdne
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16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33*
34.
35.
36.
37.
38.

39.

40.

Uhega tegureist; kummagi teguriga?

Kuidas on defineeritud kahe arvu jagamine?

Kas jagamine on alati teostatav naturaalarvude hulga]
VvV

Kuidas muutub jagatis, kui jagatavat suurendada 12 kor-
da, aga jagajat vahendada 2 korda?

Millistel juhtudel on kahe antud naturaalarvu jagatis
vOrdne Uhega antud arvudest; kummagi arvuga?

Jagatavat suurendati 2 korda. Kuidas muuta jagajat, et
jagatis vaheneks 3 korda?

Milliseid arve nimetatakse algarvudeks, milliseid kord-
arvudeks?

Kas arvud -10; -7; -3; 0; 1; 3; 11J 14 on alg- vOi kord-—
arvud?

SBnastage aritmeetika pohiteoreem.

Millal Oeldakse, et arv a jagub arvuga b?

Mida nimetatakse arvu ristsummaks?

SBnastage jaguvustunnused arvudega 2, 3, 4, 5* 8, 9*10,
25 ja 100.

Missugused arvud jaguvad arvuga 6, missugused aga arvu-
ga 1472

Missugustel tingimustel kahe arvu summa kindlasti ja—
guo arvuga nf?

Missugustel tingimustel kahe arvu summa kindlasti ei
jagu antud arvuga nf?

Millal korrutis kindlasti jagub algarvuga?

Millal korrutis kindlasti jagub kordarvuga?

Millal kahe arvu vahe kindlasti jagub antud arvuga nf?
Milliseid arve nimetatakse antud arvu tegureiks?
Milliseid arve nimetatakse antud arvude Uhistegureiks?
Millist arvu nimetatakse antud arvude suurimaks Uhis-
teguriks ja kuidas ta leitakse?

Milliseid arve nimetatakse Uhistegurita arvudeks?
Milliseid arve nimetatakse antud arvu kordseiks?
Milliseid arve nimetatakse antud arvude uUhiskordseiks?
Millist arvu nimetatakse antud arvude véhimaks uhiskord-

seks ja kuidas ta leitakse?

Millised arvudest -10; 7; \\ 0,75; -1»01; 2; 200; -1237,
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41.
42.

43.

44.

45.
46.

47.
46.
49.
50.

51.

52.
53.

54.

55.

0 on naturaalarvud, millised taisarvud?

Villina on taisarvude hulga suurim (v&him) element?

Milliste tehete suhtes on kinnine naturaalarvude hulk

Nqg, taisarvude hulk ~ ?

Kuidas on vdimalik ealtada iga taisarvu naturaalarvude

abil?

Millisele taisarve nimetatakse paarisarvudaks; paari-

tuteks arvudeks?

Milliseid arve on rohksm, kas paaris— vOi paarituid?

Kuidas defineeritakse naturaalarvu a aste an, kui n>1;

kui n s 1 ja kui n = 0?

Millist arvu nimetatakse naturaalarvu vastandarvuks?

Kae naturaalarvude vastandarvud on naturaalarvud?

Kas igal taisarvul on vastandarv?

Nimetage arvude 1,5, 100, 0, -3, -75 vastandarvud, kui

vdimalik.

Mitmekohalisi arve kujutavad jargmised esitused:

1) 4 « 105 ¢3 « 104 ¢« 2 . 100 + 7 « 102 + 3 « 01 »
&5 —10°;

2) 2 .10 3*10 &4 - 10°;

3) 9 « 103 ¢ 9 - 10°?

Esitage arvud 752; 10200; 5432 ja mnxyz standardkujul.

Andke (m + 1)—kohalise naturaalarvu uleskirjutus 10

astmete kaudu.

Kas vdib taisarvu a jagamisel arvuga 13 tekkida jaak,

mis on vOrdne Uhega arvudeet 0; 1; -3; -13; 7; 12; 13;

207

Kas vOib 6elda, milline jaak tekib taisarvude a ja b

summa a b (korrutise ab) jagamisel arvuga m, kui on

teada, et a ja b jagamisel arvuga w tekkinud jaagid on

vastavalt r" ja r2?
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11 MURDARVUD
83. Harilikud murrud

t. Hariliku murru mdiste. Kahe na-
turaalarvu a ja b~ 0 jagamine on teostatav vaid siis, Kkui
arv a on arvu b kordne. Vastasel juhul ei ole jagatis a : b
naturaalarvuline. Et saada uus naturaalarve sisaldav arvude
hulk, mis sailitaks hulgal NQ defineeritud tehted ning oleks
samal ajal ka kinnine jagamise suhtes, laiendatakse hulka

NQ uute arvudega — harilike murdudega. Har i li ku k s
murruks nimetatakse kahe (nullist erineva) naturaal-
arvu jagatist a s b ja tdhistatakse sumboliga |. Arvu a ni-
metatakse murru lugejaks, arvub — mur -
ru nimetajaks.

Murdu, mille lugeja on vaiksem nimetajest (a <b), ni-
metatakse Il i htmurruks. Naiteks murrud
ANPv Liigmurruks nimetatakse murdu, mille luge-

ja ei ole vaiksem nimetajast (a> b). Naiteks murrud \\ \\
105 4

*
+ o -Irga naturaalarv a ~ 0 on esitatav liigmurruna
2. Murru pohiomadus. Kahte harilikku ms-
dQ f jO 3 nimetatakse vOrdseiks, kui a » d = b * c. Murdude
vOrdsuse tingimusest tuleneb mur ru pohiomadue.
Kui murru lugejat ja nimetajat korrutada voi jagada
Uhe ja sama (nullist erineva) naturaalarvuga, siis murru

vaartus ei muutu, s.t.
a K » a
B=K-e* b

kui naturaalarv Kk ¢ O.

PShiomaduse tdestus pdhineb murdude vordsuse tingimusel
a. (ke*b)=b-+ (ke a).

Murru lugeja ja nimetaja korrutamist Uhe ja sama arvu-
ga nimetatakse murru laiendamiseks, jagamist
aga murru taandamiseks.

Murdu, mille lugeja ja nimetaja on Uhistegurita arvud,
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nimetatakse taandumatuks murruks. Nai-

teks on taandumatud murrud I Kui aga murru lu-
gejal ja nimetajal leidub Uhiseid tegureid, koéneldakse
taanduvast murrust. Taandava murru | taandamine

loetakse l6petatuks, kui on leitud selline taandumatu murd
'jt mis on vOrdne esialgse taanduva murruga

N&aide. Taandada murd ~ 8 5.

Lahendus. Esimene vote — jarjestikune taandamine.Taan-
datakse murdu mitu korda jarjest lugeja ja nimetaja uUhiste
teguritega, kuni joutakse taandumatu murruni. Antud murru

puhul vdib naiteks taandada jarjest lugeja ja nimetaja
Uhiste teguritega 10, 2 ja 3» e.t.

420 42 21 7

1800 = T50 = fo = JO'
Ratsionaalsemaks osutub taieliku taandamise vote, mille pu-
hul taandatakse murdu lugeja ja nimetaja suurima Uhistegu-
riga. Kuna antud naites 420 = 22 « 3 *5 « 7 ja 1800 =

=23 . 32 « 52» siis SUT(420{ 1800) = 22 3*5 = 60. Taanda—

des nuud murdu arvuga 60, jouame kohe taandumatu mur—
runi

3. ihe - ja erinimelieed mur -
rud. Murde, mille nimetajad on vOrdsed, nimetatakse Uha —
e hk samanimelisteks murdudeks. Naiteks

3 Ja Vastasel korral koneldakse erinimelis —
t e s t murdudest. Naiteks |, | ja

Kasutades murru pdhiomadust voib ka erinimelisi murde
(teisendada uUhenimelisteks, laiendades murde sobiva teguriga

nii, et Uhiseks nimetajaks oleks lahtemurdude nimetajate
vaiksem uhiskordne.
Kuna kahe arvu véaiksema uhiskordse leidmisel esineb

kolm juhtumit , siis ka kahe taandumatu erinimelise murru
I ja I (b > d) teisendamisel Uhenimelisteks vdib vaadelda
kolme jargmist véimalust.
1. Olgu nimetajad b Ja d uhistegurita arvud. Siis
VUK(b; d) = b « d ning
a a»d . C c»b
6 =FT-a 3® a =7“TT =
2. Olgu Uks nimetajatest b ja d teise kordne. Naiteks,
b =k « d, siis VUK(b; d) = b ning

18



a a , c
B=b daa
3. Olga nimetajate b ja d suurimaks Uhisteguriks arv
m s.t. b m*kjadsm»n. Siis VUK (b; d) =m=+ K * n

ning a a«n a»n . c [
n

e K C * K
BE=Db - =m. K . n a= d=-K

=meneeK *

Naide. Teisendada uUhenimeUsteks jargmised murrad:

1) \ da 2) rria |; J) ~ ja 4) ja ji; 5) yfai I
da n
Lahendus. 1) Kana 10 = 2 « 5, aiis VtA(5; 10) = 10 ja
f—=
2) Kana StJT(7; 5) * 1* siis Vtfc(7; 5) * 35 ning

20 ... 42
7 =55 3° 5 =55'
3) Kuna SttT(8; 12) = 4 ning 8 =2 « 4 Ja 12 = 3 . 4,
siis Vtfc(8; 12) = 8 . 3 = 24. Seega
3n 6 5~ 15
1?7 s55 J® B CA*
4) Teisendamine maatub hdlpsamaks, kai enne taandada

murdu lugeja ja nimetaja suurima Uhisteguriga 17» saame
amn I . Teisendades nuud Uhenimelisteks murrud \ ja Z
leiame, et i 27 ja &LS_ 55 *

5) Ka siin UUlesandes taandame esmalt viimase marru
arvuga 9, s.t.
71 39

Kuna 300 = 22 . 3 « 52 ja 35 =5 ’ 7, siis
VEIK(300; 1i 35) = 300 « 7 a 2100, Sawio

8400: 3uU*5’'5 2540

© TFIO 35 = 2TUO*

n 14
Joo « 21000 1
4. Harilike murdude vordlemi -
n e. Murdude jarjestamisel suuruse jargi lahtutakse jarg-
mistest printsiipidest.
1. Uhenimelistest murdudest on suurein murd, mille Ilu-
geja on suurem. Naiteks | U- >~
2. Vordsete lugejatega erinimelistest murdudest on suu—
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rem murd, mille nimetaja on vaiksem. Naiteks n n

3. MittevOrdsete lugejatega erinlmeliste murdude vord—
lemiseks tuleb murrud teisendada kas Uhenimelisteks vOi *iis
vOrdsete lugejatega murdude” ning kasutada vaetavat tun-
nust. Naiteks | > |, sgst | = | ning | | tunnuse 2. p&hjaL.
Kuid | > sest I =1 tunnuse 1. pdhjal.

5. Harilike murdude liitmine.
Kahe uUhenimelise murru | ja | summa defineeritakse vOr—
dusega
“« 5 =
Naide 1. | + £ =" = jf = 2.

Kahe erinimelise murru 8 da 8 liitmiseks teisendatakse
murrud Uhenimelisteks ja siis liidetakse kui Uhenimelisi nmur-
de. Kuna Uhenimelisteks teisendamisel esineb kolm juhtumit,
siis t=a erinimeliste murdude liitmisel vdib vaadelda kolme
vOimalust. Selgitame neid naite varal.

Naide 2. Arvutada 1) | 2) | + 3)
Lahendus. 1JKuna St)T(5; 7) = 1» siis VUK(5; 7) = 35.
Seege \s ,.7 +5.5 21+25 46
5 +7 = — 25— =“nb5 "N =35 *
2) Kuna 18 = 6 « 3, siis VUK(18; 3) = 18. Seega
16
3) Kuna 24 = 23 « 3 ja 36 = 22 . 32, siis StJT(24; 36) =

=22 « 3 =12 ning VUK(24; 36) =12 « 2 « 3 = 72. Seega

& +7N =21 P =%-

Kahe hariliku murru sunma on alati harilik murd (miks?).
Murdude liitmine sailitab kd&ik naturaalarvude liitmise oma-
dused (kontrollida.").

Murdarvu, mis on esitatud naturaalarvu ja lihtmurru
summana, nimetatakse sega arv uks. Naiteks esitatak—
se arvude 3 ja summa. segaarvuna 3% lga liigmurd on esi-
tatav segaarvuna ja vastupidi. Naiteks v&ib liigmurdu
esitada segaarvuna ‘g8 g8+~ = 16" .
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6. Harilike murdude kKkorrutami -
n e. Kahe hariliku murru 8 ja | korrutamine 3e—

fineeritakse vordusega
a c ax«c
6 a=6T1Tu4 *

Kahe suvalise hariliku murru korrutis on harilik murd
(miks?).

Arvu m nimetatakse arvun po6oérdarvuks, iui
nende korrutis on vordne arvuga 1. Pdordarvudeks on naiteks
murrud j ja 2 ning ja

Murru | pédrdarvuks on alati murd jjj.

Harilike murdude korrutamisel sailivad kdik naturaal-
arvude korrutamise omadused (kontrollida!).

7. Harilike murdude jagamine.
Hriliku murru | jagamiseks murruga | tuleb jagatavat | kor-
rutada jagaja podrdarvuga s.t.

a c a d a*d
bB:a=b*c=b"T'c*

Seega, murru | poordarvu leidmiseks tuleb

84. Ratsionaalarvud

1. Harilike murdude lahutami -

n e . Olgu ulesandeks leida kahe hariliku murru 4§ ja 2 vahe
ﬁ - a Lahutamise tehte definitsioonist lahtudes tuleb leida
selline arv x, et

*oi m8
Korrutades selle vorduse mdlemaid pooli naturaalarvuga n,
saadakse voOrdus

X *n+p=m,

wiliest
X e n=m-p.

Kui nidd m — p on naturaalarv (s.t. kui m~p), siis on vahe
Jj — 2 harilik murd ning

Kuna aga kahe mistahes naturaalarvu vabe pole alati naturaai-—
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jarv, siis ka harilike murdude hulk pole kinnine lahutamise

tehte suhtes. Et sellest puudusest vabaneda, tuuakse sisse

iherillkd murdude vastandarvud nii, nagu seda tehti naturaal-
arvudegi korral. Hariliku murru | vastandarvu — | nimeta-
takse negatiivseks murdarvuks.

2. Ratsionaalarvude hulk Q. Ir—
vude hulka, mis koosneb harilikest murdudest, nende vas—
tandarvudest ja arvust 0 nimetatakse ratsionaal-
arvude hulgaks Q. On tbene jargmine lause.

Ilga ratsionaalarv on esitatav mingi kahe taisarvu a
ja b & O jagatisena |.

Selline esitus pole kaugeltki Uhene. Naiteks 2 =
8 20 1 3 30 .

=5 =TO» 3 =09 = Je:
Ratsionaalarvude hulk Q on kinnine liitmise, lahuta-

mise, korrutamise ja nullist erinevate arvudega jagamise
suhtes.

>
2

85. Kumnendmurrud

1. Kimnendmurru mdiste. Ratsionaal-
arvu, mille nimetajaks on arvu 10 mingi naturaalarvuline as-

te 10n (ne Nqg), nimetatakse ki mnendmurruks
Ktimnendmurdu

ak « 10k_1 & a””™ « 10k“2 + ... + a2 « 10 + a™ +
DL j-% bl
10 0 2 10
kus O"N ax”™ 9, (1 =1, ., kK=1), 1~ akz9; orb."9

(g =1, ...,i), esitatakse kokkuleppeliselt kujul

ak @IcH eee *1» N1 N2 ***

Naiteks J1 = 0,3; = 0,07; LLII_ =0,305; 3 + 10 &
n ior 1C|

+5 & TO + = 35'24*

LSpmatuteka kimnendmurdudeks
nimetatakse arve, mida esitatakse kimnendmurdudele sarna-

sel kujul, kuid milles kimnendkohti paremal pool koma on
I6pmata palju, s.t. arve kujul
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*k*k_l*** @_* A2 *k*k bI'I *k*k X
Ldpmatut kimnendmurdu nimetatakse perioodili-
se ks, kui arvu murdosa mingist kohast alates teatav num—
ber vdi numbrite rihm I8pmatult kordub. Korduvat numbrite
ruhma nimetatakse perioodiks. Kui periood algab
vahetult pérast koma, siis nimetatakse kimnendmurdu p u h t-

perioodiliseks, vastasel korral aga s e g ® —
perioodiliseks. Naiteks on Idpmatuteks puht—
perioodilisteks kimnendmurdudeks murrud 0,333*es = 0,(3)
perioodiga 3 ja 67,451451451... = 677451) perioodiga 451;
segaperioodilisteks on aga murrud 0,332565656... =0,332(56)
ning 12,092939293... = 12,0(9293).

Kui korduvat numbrite rihma I8pmatu kimnendmurru murd-
osas ei leidu, kdneldakse ka mitteperioodilisest kimnendmur-
rust.

lga 16plikku vdi I86pmatut perioodilist kimnendmurdu on
vOimalik esitada ratsionaalarvuna, s.t. kahe taisarvu Jaga-
tisena Ja vastupidi, iga ratsionaalarv on esitatav kae
16pliku vOi 18pmatu perioodilise kimnendmurruna.

Uarkus. Iga I6plikku kimnendmurdu v6ib vaadelda ka kui
I6paatut perioodilist kimnendmurdu. N&aiteks 2,35 =2,3500..«:
= 2,35(0).

2. Hariliku murru teisendami-
ne kiomnendmurruks. lga harilik murd on esi-
tatav kas 10pliku voi I8pmatu perioodilise kiumnendmurruna.

Taandumatud harilikud murrud, mille nimetaja algtegu-
riteks on ainult arvud 2 Ja 5, teisenevad I6plikeks kim—
nendmurdudeks. Naiteks

Taandumatud harilikud murrud, mille nimetaja algtegu-
rite seas leidub arvudest 2 v6i 5 erinevaid algarve, teise-
nevad I6pmatuteks perioodilisteks kumnendmurdudeks.
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Hariliku murru teisendamiseks kiumnendmurruks tuleb
murru lugeja jagada nimetajaga. Naiteks | = 2 : 3 = 0,(6);
P=3:7 =0,0428571); W, =23 : 50 = 0,46 Vv&i L =

=~"~2 =5f . ‘) = = °*g’ N~ =35 : 16 = 2,1875 VvOi
— N\ —_
$ 7? 45 10
3.L6pliku kimnendmurru tel -
sendamine harilikuks murruks.
Olgu antud 16plik kiimnendmurd, milles kimnendkohtade arv

(kohti parast koma) on n. Selline 16plik kiimnendmurd aval-
dub hariliku murruna, mille lugejas seisab taisarv, mis saa-

dakse kumnendmurrust koma &rajatmisel, nimetajaks aga on
10n. Naiteks 0,25 = 3,431 = 0,0009 =

4. Ldpmatu perioodilise kiom-
nendmurru teisendamine harili-

kuks murruks. L&pmatut perioodilist kimnendmur-
dr saab esitada teatava I6pmatult kahaneva geomeetrilise
jada summa abil. Naiteks

0,2121... = + A2 4+ 2T 4 eee:
100 10Cr
2,5353... = 2 + —XK— + +
10U 1007
0,35(26) = CA2 4 AT 4 eee:
1UU 100~ 1007
3,42(5) =3 + A58 + + eee o

Seetdttu saab niisuguse kimnendmurru teisendamisel harili-
kuks murruks kasutada I6pmatult kahaneva geomeetrilise jada
sunma valemit S = — , kus a on jada esimene liige ja q
on jada tegur. Esitatud naidete puhul

0,2121... = W * fa
1 « 100
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Nuud vOib kargesti pdhjendada jargmised laused.

Puhtperioodill3e 18pmatu kiimnendmurru murdosa teiseneb
harilikuks murruks, mille lugejaks on kimnendmurru periood,
nimetajaks aga arv, mis on kirjutatud nii mitme 9-ga, Kkui
mitu kohta on perioodis.

Naiteks 0,(7) =11 0,$5)= L ; 2,(153) =20, (21) =

= 2,(53)=2]].

Segaperioodilise I8pmatu kimnendmurru murdosa teiseneb
harilikuks murruks, mille lugeja leidmiseks tuleb arvust,
mis seisab murdosa alguses parast koma kuni teise perioodi-
ni, lahutada arv, mis seisab kohe péarast koma kuni esimese
perioodini; nimetajasse tuleb aga kirjutada arv, mis algab
nii mitme 9-ga, kui mitu numbrit on perioodis, ja I6peb nii
mitme O—ga, kui mitu numbrit seisab parast koma esimese pe-
rioodi ees,

Naiteks

0,2(35) = -=1

Ldpmatut mitteperioodilist kimnendmurdu ei ole  vdima-
lik esitada hariliku murruna,

§6. Reaalarvud

1.Reaal arvude hul k $ , lgapaevase elu
vajadusi rahuldavad taielikult ratsionaralarvud. Algul piisas
ka matemaatiku tarbeks nendest arvudest. Alles hiljem sel-
gus, et mitte koikidel vorranditel ei ole lahendeid ratsio—
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naalarvude hulgas (naiteks x2 = 2). Osutus, et ka Idikude
pikkuste mdotmiseks ei piisa alati ratsionaalarvudest.(Nai-
teks Uhikruudu diagonaali pikkust ei valjenda ukski ratsio—
naalarv). Ka ringjoone pikkuse Ja diameetri suhe ei ole
vOrdne Uhegi ratsionaalarvuga. Vfcjalikke uusi arve hakati
nimetama irrat sionaalarv udeks.

lga irratsionaalarv on esitatav mitteperioodilise I6p-
matu kimnendmurruna ja vastupidi.Ratsionaalarvud ja irrat-
sionaalarvud koos moodustavad reaalarvude hul-
ga £ , mis on kinnine nelja aritmeetika pdhitehte suh-
tes.

2. Arv telg. Naitlikkuse mottes kujutatakse reaal—
arve sageli punktidena teataval sirgel —arvteljel
(s.o. sirgel, millel on margitud arvude 0 ja 1 kujutised
ning millel liitkumissuunda arvu 0 kujutiselt arvu 1 kujuti-
se poole loetakse positiivseks suunaks). Kauguste mootmi-
seks valitakse arvteljel pikkusuhikuks selle 18igu pikkus,
mille otspunktid kujutavad arve 0 ja 1. Vastandarvude a ja
—a kujutised paiknevad arvteljel simmeetriliselt arvu 0
kujutise suhtes (vt. joon. 1).

Kdneldakse, et ratsionaalarvud paiknevad arvsirgel t i -
hedalt selles mdttes, et valides arvsirgel suvalise
kuitahes vaikese pikkusega 10igu, leiame sellel 168igul ik-
ka mone ratsionaalarvu kujutise. Ent ratsionaalarvude ku-
jutised ei téaida veel kogu arvsirget, Oeldakse, et reaalar-
vud téidavad arvsirge pidevalt selles mottes, et
mistahes kahe reaalarvu kujutise vahel ei leidu nn. "tuhja
kohta" s.t., et vaadeldava 1digu iga sisepunkt on mingi
reaalarvu kujutiseks. Reaalarvude ja arvtelje punktide va-
hel on Uksuhene vastavus.

3. Reaalarvu absoluutvaartus.
Reaalarvu a absoluutvaartuse lal all mdis-
tame suurimat arvudest a ja —a, s.t.

j a, kyi._aw
ia] = _a fua .
Naiteks \*[ = 4; 1-52|= —(-5,2)=5,2;]- || = |t]0t(B>M>»(3)*

26



Reaalarvu absoluutvaartusel on Jargmised omadused:

1) lal >0;

2) |-ai = Jal;

3) a«j 1] ;

4) —as |ai;

5) jlal — IblU la + bulal +ibl ;
6) lial - Ibt\”~ )a - bl$laU»bl j

7) la + b]=]a].\bl;

8)Is!=IFi <b* °)°

Reaalarvu a absoluutvadartus |a] on vdrdne arvu a kuju-
tise kaugusega arvu 0 kujutisest arvteljel. Tihti v0etakse
toodud reaalarvu absoluutvaértuse geomeetriline interpretat-
sioon absoluutvéartuse definitsiooniks.

87« Reaalarvu astendamine ja juurimine

1. Astme moéiste. Reaalarvu a asten -
damiseks Uhest suurema naturaalarvuga n nimetatak-
se korrutise

= * ¢ *9_:* £ %
@ an"'étegurlt
leidmist. Arvu a nimetatakse astendatavaks e.
astme aluseks ning arvun astendajaks

e astmenaitajaks.

Naiteks 20 =2 *2 *2 = 8; (-0,1)4 = (-0,1). (-0,1)
¢ (0,1) « (-0,1) = 0,0001.

Uhest suuremate naturaalarvuliste astendajate n ja K
korral on reaalarvu astmel jargmised omadused.

1. Positiivse arvu iga aste on positiivne arv. Naiteks
12n > O.

2. Negatiivse arvu aste paarisarvulise astendaja kor-
ral on positiivne arv. Naiteks (-3)" > 0.

3. Negatiivse arvu aste paarituarvulise astendaja kor-
ral on negatiivne arv. Naiteks (-0,02)"< O.

4. Arvu O suvaline aste (nfeN, n > 1) on 0, s.t.
On = 0.

5* Arvu 1 suvaline aste on 1, s.t. 1n = 1.

Tehted astmetega toimuvad jargmiste reeglite kohaselt.
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6. VOrdsete alustega astmete korrutamise ja jagamise

reeglid.

aK o« ®n: a k+n;

ak : an = ak”°, kui K —
7. Astme astendamise reegel

(s*)“ = e*'™.

n> 1.

8. Korrutise astendamise reegel
(a* b* c)k = ak « bk « ck.
9. Jagatise astendamise reegel

,a..k ak

Naited.

1)2n « 22 = 25.

2) (0f1)5 s (0,1)2 * (0,1)>.

J) [(-9)25 = (-5)10.
D) @eAT2T .3

» £ b = r-

2. Juure moiste. Kui reaalarvude a ja
korral kehtib vdrdus a° = b, siis oeldakse, et arv a on
vBrdee a—-—astme juurega arvust b ja margi-
takse kujul

a = "‘JdbT

Arvu b nimetatakse juuritev akKks, arvu a

juureks, naturaal*Yarvun juurijaks. Vaadel-

davat astendamise po6ordtehet nimetatakse j uu r i mi -
s . Vastavalt juure definitsioonile saame, et

sek

Seega

Kuid juurel *ty-I16 ei ole vaartust reaalarvude hulgas,

astme

jas aste oleks negatiivne. Jarelikult, negatiivse

arvu

(Vb)a = ».

VT=2, sest 2? = 6 ja

omaduste 1 ja 2 pdhjal ei

b korral ei ole juurel
Paarisarvulise juurija n =

= -2, sest (-2)5 = -8.

sest
leidu reaalarvir, mille nel-
reaal—
reaalarvulist vaartust.

2k korral tekib juure leid—

miael ka positiivsest arvust Uks isedrasus. Lahtudes iilal—
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antud juure definitsioonist, oleks d I teke juurel Lake
erinevat vaartust 3 ja -3, sest ail (3)2 * 9 kui ks (-3)2*
= 9* Et juurinistehe paarisarvulise juurija korral oleks
samuti Uheselt defineeritud, vbetakse kasutusele aritmee-
tilise juure moiste. Aritmeetiliseks
n-astme juureks mittenegatiivsest reaalarvust
o } 0 nimetatakse mittenegatiivset reaalarvu a£ 0, sille
korral en = b. Jarelikult muutub j\iuri»ine Uheseks tehteks,
k-ui paarisarvulise juurija korral vaadelda vaid aritmeeti-
list juurt, paarituarvulise juurija korral aga lahtuda juu-
re uldisest definitsioonist. Seega

lal .
raia«. ml— 2, P 7 » a, t/aT—= mi, lj—Q.ayt = —o—ti
«57 .H,, SI(b)» . ,b,, . e
3. Aritmeetili ste juurte os a-

dus e d. Olgu jargnevas a "0 ja b > 0 mingid reaalar-
vud; k, n ja m Uhest suuremad naturaalarvud. Aritaestilish—
tel juurtel on jargmised omadused:

1) . 23T . Vh;

« N1 =1Fff o ob * °«

4) CSTSJ* =4 ?;

5 ¥ ? =

6) kui a >b, siis >~Jbi
7) yj&n <+ b = N\ "Tbj

8) b MAT= n4 a-bn

Méarkus. Kui b<0, siis b*L}/~ = — Na—|btn
Naited. Teostada juurimistehe:

1) = %[27 - =3/[3P* Tr =3 . 3/T;
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3) 6>[i5 = = Wi

4) eN3T1M >(2

V? . &P"s 675 —-25 = 6N\e .22 =
2.6 = 2 . 8327

5) \Q7«£ = 3la] -« \[3}
6) 243" =n3 * 27 = viU+-

7) (-5) ff—- - —go=

8) {(=3)=j3 =3

9) "(=3)"= |3 =3

10)

11) \[34feiT = n =\|]3 + 33[Yy="9 « 3/T=
=3 « "3;

12) 4rw }yt~ £ «+J —Ns «qgf?2".
[ R mNJ71033*
476 <16 2IST= ~"6Yr4 - .4 ®212 . 32 =
=n/6 « 22 =AB 5«26 5= '4fe® » 3* =
=VP AT,

4. Astme mdiste Uldistamine.

Reaalarvu a aste all on seni defineeritud vaid Uhest suurema
naturaalarvulise astendaja n korral. Jargnevad definitsioo-
nid vBimaldavad lisaks eelnevale arvutada mistahes reaalar-
vu a (a ¢ O) astet ka mistahes taisarvulise astendaja p”"2.
korral, kui p<sjl; 0; -1, -2; ...J.

1. Kui p =1, siis al = a. Naiteks (-2)1 = -2; ¢ 1=y

2. Kui p =0, siis a° = 1. Naiteks 5° = 1; [o»(5"° = 1.

3. Kui taisarv p <0, siis ap = -1-. Naiteks
a~y
I § I O O ) B

(rl=1i (-7g)'4 - C0)4 - 1o\
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Rdhutagem veelkord, et arvu 0 astet 0° el defineerite.
Positiivsete reaalarvude a ~0 korral vbib defineerida

ka astme moiste suvalise ratsionaalarvulise astendajaga

Kui ja geN , siis arvu a aste astendajaga 2 definee-

ritakse valemiga p

*4:V_

Samal ajal, vastavalt ndudele a >0, ei oma mdtet aste
-8) -

Ratsionaalarvulise astendajaga astmete? on samad oma-
dused, mis naturaalarvulise astendajaga astmete korralgi
(vt. 87, P» 1l«)«

Reaalarvu a astme modistet on vOimalik veelgi uldista-
da. Olgu meil ratsionaalarvude jada

X1* x2* XN* eeey
mille piLirvadartuseks on reaalarv x, s.t. X :A%—Xn' Siis
astive a (a > 0) all modistetakse piirvaartust

ax = lim w\
n—"0o0

Reaalarvulise astendajaga x astme ax lahem kasitlus valjub
elementaarmatemaatika kursuse raamest. Tapsemalt vOib sel-
lest lugeda naiteks Opikust Kangro, G. Matemaatiline ana-
Iads 1. TIn., Valgus, 1982.

5. Reaalarvude aritmeetiline

ja geomeetriline keskmine. Reaal-
arvude a”®, a2, e**»an aritmeetiliseks
keskmiseks d' nimetatakse nende arvude summa jaga—
tist liidetavate arvuga n, s.t.

ag=al+a2+ —_ + an
Naiteks arvude 1; 2; 3; 3; 5; 5 ja 5 aritmeetiline keskmi-

ne on
4=1*S0 y o O O , U
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Ar*a g, mis vOrdub 3—33-fae juurega a positiivse reaal-

arvu a”®, 82« ..., aQ kd&rvutisest, nimetatakse antud arvude
geomeetriliseks keskmiseks. Jare-
likult

X* \iar a2 . « an

kaitaks arvude 1; 5; 15 ja 25 geomeetriline keakmine on arv

g=\jl «¢5 ¢ 15 « 25 = n/54 « 3 =5 « VI-
Kahe arvu geomeetrilist keskmist nimetatakse ka nende arvu-
de keskmiseks vordeliseks.
Naitaks arvude $ ja 7 geomeetriline keskmine ehk ka3k—
mine vordeline on

g =\5"e 7 =5 o 7% * f245,
Kaha erineva mittenegatiivae reaalarvu a ja b korral

ﬁ@»_,, ,‘ﬁEﬁ N O,

millest lihtsustadea saame, et
> £T.

Seega olame tdestanud jargmise lause.

Kahe positiivse reaalarvu aritmeetiline keskmine ai
ole vaiksem nende arvude geomeetrilisest keskmisest.

Viimane lause leiab laialdast rakendamist mitmesuguste
ulesanneta lahendamisel.

Naide. ToOestada, et suuruse x koikida positiivsete
vaartuste korral kehtib vérratus

n 2~ > 2 -2
Lahendus. Arvestades tdestatud lauset ning juure ja
astme omadusi vdime kirjutada, et 12 4
212~ * r\ilrar, J4a* =2.2 == * A
Rakendades sama omadust astmenaitajate suhtes leiame, et

Et aga korrutisest 2a> 2b jareldub alati vdrratus
a >b, siis olemegi tdestanud ndutud vorratuse kehtivuse
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@ N oA

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

> lia] v?
2 +2 'x>2 .2 2 >27 .2 .

Kontrollkisimused

Millist murdu nimetatakse harilikuks murruks?

Millised murdudest \\ «; n on liht—, mil-
lised liigmurrud?
Milliseid harilikke murde nimetatakse vdrdseiks?

SBnastada murru pdhiomadus.

Mis on murru laiendamine; taandamine?
Millist mardu nimetatakse taandumatuks?
Nimetada murdude % 23 J* g uhine nimetaja.
Vorrelda murde

Kuidas on defineeritud harilike murdude liitmine?

Kas harilike murdude liitmisel on komtoutatlivsuse ja
assotsiatiivsuse omadus? (Pdhjendada).

Millist arvu nimetatakse segaairvuks?

Kuidas on defineeritud harilike murdude korrutamine?
Kas harilike murdude korrutamisel on kommutatiivsuse ja
assotsiatiivsuse omadused? (Pdhjendada).

Kas harilike murdude liitmine ja korrutamine on seotud
distributiivsuse omadusega? (Pdhjendada).

Defineerida arvu podrdarv.

SBnastada harilike murdude jagamise reegel.

Tuletada harilike murdude jagamise reegel lahtudes kahe
arvu jagatise definitsioonist.

Kas harilike murdude lahutamine on alati teostatav?

Miks?

Milliste tehete suhtes on kinnine harilike murdude
hulk?

Milliste arvude hulka nimetatakse ratsionaalarvude hul-
gaks?

Kuidas on esitatav iga ratsionaalarv taisarvude kau-
du? Kas selline esitus on uhene?

Milliseid arve nimetatakse kiumnendmurdudeks; 16pmatu-

teks kiimnendmurdudeks?
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23.
24.

Milline kimnendmurd on perioodiline?
Millised murdudest 4,44(56); 1,(551); 0,000(3); 12,(6)

on puhtperioodilised, millised segaperioodilised?

25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.
43.

44.
45.

Millise kimnendmurruna avaldub iga ratsionaalarv?
Kuidas teisendada ISpmatut puhtperioodilist ja segape—
rioodilist kimnendmurdu harilikuks murruks?

Millised harilikud murrud teisenevad I6plikeks kimnend—
murdudeks, millised I6pmatuteks perioodilisteks kimnend—
murdudeks?

Millised jargmistest arvudest —-50; —13»5; — 0; p; "5;
10; 4°’~; 6,(6) on 1) naturaalarvud; 2) taisarvud;

2) ratsionaalarvud; 4) irratsionaalarvud; 5) reaalarvud?
Kas I6pmatu kimnendmurruna esitatud arv vdib olla rat-
sionaalarv? irratsionaalarv?

Kirjutada I6pmatu kimnendmurru kujul arvud 5»
2;7.

Defineerida reaalarvu absoluutvaartus.

Esitada reaalarvu absoluutvaartuse geomeetriline tol-
gendus.

Milliste y vaartuste korral on 6iged vordused 1) y= M ;
2) Y= |Y1t3) |-VI= Iyl ?

Kus paiknevad arvsirgel arvu x kujutised, kui 1)ixt ~2;
2) IxI >3; 3) 2cixt 0°?

Anda reaalarvu astme mdiste naturaalarvulise astenda-
ja korral.

Anda n—astme juure mdiste.

Anda aritmeetilise n—-astme juure mdiste.

Sonastada vOrdsete alustega astmete korrutamise ja ja-
gamise reeglid.

SOnastada astme astendamise reegel.

SOnastada korrutise ja jagatise astendamise reeglid.
Millega vdrdub (-1)102 ja (-1)355?

Sdnastada korrutise ja jagatise juurimise reeglid.
SOnastada juure juurimise reegel.

Arvutada \I(=2)2 . 9; 2yJ(-3)9 - 43; ~35 & 8.
Kuidas defineeritakse reaalarvude aritmeetiline ja geo-
meetriline keskmine?
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46, Mida nimetatakse kahe arvu keskmiseks vordeliseks?
47, Kuidas on vdrreldavad kahe arvu aritmeetiline ja geo-
meetriline keskmine?

111 SUHE JA VORRE. PROTSENTARVUTUS

88,V0rdeline ja podrdvdrdeline jaotamine

l1.Suhte mdiste. Arvude ajab”~0 suh -
te ks nimetatakse nende arvude jagatist a : b ehk |, kus
arve a ja b nimetatakse suh te liikmeteks.

Suhe a : b naitab, mitu korda arv a on suurem arvust
b. Suhte mdiste on uldisem kui hariliku murru mdiste (miks?).
Hariliku murru pdhiomadus laieneb ka suhtele.
Kui reaalarv m £ 0, siis suhted a : b ja (a*m) : (b»m)
on vordsed, s.t.
a m
B m *
See omadus luba
ga. Naiteks-— *

I
T To
e o

murdarvude suhte asendada taisarvude suhte-

10, 9.

2. Vérde mdiste ja pohiomadus.
Kui suhted a ; b ja c¢c : d on vOrdsed, siis kdneldakse v 6 r -
dest
a:b=c:d voi f =8, (1)

kus arye a ja d nimetatakse vrde v alisliikme -
teks, arve bjacagaviorde siseliikmeteks.
Korrutades vorret (1) arvuga b ¢ d, saame vOrduse
ad = bc, (2)

mida tuntakse v drde pdhiomadusena. Sobnas-
tame selle omaduse:

Vorde valisliikmete korrutis vordub vorde siseliikmete
korrutisega.

Omadust (2) kasutatakse vOrde tundmatu liikme leidmi-
sel. Naiteks kui m» = 0,7 : 14, siis 20 « 14 = 0,7x jJa x =

Vorde (1) korral kdneldakse ka, et arvud a ja c on vOr—
delised arvudega b ja d. Vdrdest (1) jarelduvad vorded
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a_b. d_c . d_Db
c“ a9 BbB=1i J c = I»
36st nende vOrrete valisliikmete ja siseliikmete korrutised
an kdik vorduse (2) pdhjal vordsed.
3. Suhte ja voérde omadusi. Kui on

antud vordsed suhted

al a2 an
«7=4 ... No=4
siis & = b*qg, a2 — *2q, e+e*» an = *nqg* leiame NIK3 suhte
al ea2+ ... +an b’g + b2g + ... + bng
bl & b2 e—eee * "n bl + 02 « ... « bn =
gqC™N + b2 & ... e Dbj
= N + d2 e ... + bnr
Seega kehtib omadus
a. a2 an a, & a2
Vérdest | = | jarelduvad jargmised vorded:

- =T-r-3 *

4. Vérdeline jaotamine. Kui on antud
suhted as : a2, a2 : ay a? : a® ..., a” : a” ja
an ~ : a, siis kirjutatakse luhidalt 8 :82: a® ... :an.

Olgu Ulesandeks jaotada arv A vor -
deliselt etteantud arvudega k», k2, ..., kn. See
tahendab, tuleb jaotada arv A selliseks n osaks suurustega
av a”, ..., en-1, an, mille korral

a2 e ... ¢an. A

a
Tdi@ a1 v
Taolise uUlesande lahendamise eeskiri seisneb jargnevas:
1) leida osade Uldarv Kk = k™ +k2 + ... Ku;
2) leida uhele osale vastav suurus q = A : Kk;
3) leida osade al, ...» an suurused, kuna &y = X, . q,
a2 = k2 .9, -.-., an = kn . Q.
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Naide 1. Kooperatiivi kuuluval neljal perekonnal tuli

sooja vee eest kokku tasuda 70 rbl., kusjuures tasumine
toimus vordeliselt perekonna liikmete arvuga. Kui palju
tuli maksta igal perekonnal, kui neis oli liikmeid vasta-

valt 1, 3, 4 ja 6.

Lahendus. Tasuda tuli vdrdeliselt arvudega 1, 3, 4 ja
6. Perekonnaliikmete koguarv k =1 + 3 + 4 + 6 = 14. Uhe pe-
rekonnaliikme kohta tuli tasuda 70 : 14 = 5 rubla. Seega pe-
rekonnad maksid vastavalt 1 . 5 rbl. e 5 rbl.j 3*5 rbl. =
=15 rbl.; 4 . 5 rbl. =20 rbl. jJa 6 . 5 rbl. = 30 rbl.

Kontroll: 5+15+20+30= 70; 5 s15 : 20 : 30 =
=1:3:4:6.

Vastus. Perekondadel tuli tasuda vastavalt 5 rbl.,

15 rbl., 20 rbl. ja 30 rbl.

Naide 2. Kahe kooli kohtumisdhtust vottis osa 153
opilast ja Opetajat kummastki koolist. Leida Opilaste arv
kummastki koolist ja o&htul viibinud Opetajate arv, kui kahe
kooli oOpilaste arvud suhtuvad nagu g : ~ ja teise kooli
épilaste arv suhtub Opetajate arvu nagu 2

Lahendus. Olgu &pilaste arvud a® ja a2 ning Opetajate

arv Siis & jJja =] : | ning a? : a~ =2 : |. Teisen—
dame esmalt antud suhted t&isarvuiisteks. Saame a, : a0 =
=1 5f =~ :9g=5s4jaa2: aj =2V?: | =10 : 3» See-
gaa: a*=5114 ja : a® =10 s 3» Teisendame kumbagi
suhet nidud nii, et suuruse a2 kohal seisaks Uks ja sama

arv. Siis al : a2 = (5al) : (5a2) = 25 : 20 ning a2 : a" =
= (2a2) s (2a™) = 20 s 6. Jarelikult on tarvis arv 153 jao-
tada voOrdeliselt arvudega 25, 20 ja 6, sest a" s a2 ; =
=25 : 20 : 6. Et osade uUldarv k = 25 + 20 + 6 = 51, siis
uhele osale vastav osavOtjate arv on 153 : 51 = 3. Seega
esimesest koolist oli 25 « 3 = 75 Opilast; teisest koolist
oli 20 « 3 = 60 &pilast ning Opetajaid oli 8htul 6 « 3 =18.

Kontroll. Osavdtjaid oli tdepoolest 75 + 60 + 18 =153
ning 75 : 60 =5 : 4 =] : | ja 60 s 18 =10 s3 =2 : |.

Vastus. Esimesest koolist osales 75 Opilast, teisest
Koolist 60 Opilast, Opetajaid oli O6htul 18.
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5. P6O6rdvdrdeline jaotamine.

Jaotada A poordvdrdeliselt antud
arvudega Kk , k,, ..., K tahendab jaotada (arv) A vordeli—
selt arvude kn, k,, K poodrdarvudega TI—, 2' cees YL

n n

Naide 1. Kolmel vonnal tuli Uhiselt ehitatava garaa—
zi ehitusmaterjali eest tasuda 290 rbl. Nad leppisid kokku,
et igalks tasub podrdvordeliselt ehitusel tehtud t66tundi-
de arvuga. Kui palju tuli igal vennal tasuda, kui tootatud
tundide arvud olJcl99» 66 ja 88?2

Lahendus. Tasuda tuli poordvordeliselt arvudega 99, 66
ja 88 ehk vérdeliselt arvudega A ja gg. Teisendades
vajaliku suhte taisarvuliseks, saame " =

= =8:12 : 9. Ut osade koguarv Kk = 8 +

+ 12 + 9 = 29, siis uhe osa maksumus on 290 : 29 = 10 rubla.

Jarelikult tuli vennal, kes oli toéo6tanud 99 tundi, tasuda
8 . 10 rbl. = 80 rbl.; vennal, kes oli tootanud 66  tundi,
tasuda 12 « 10 rbl. =120 rbl. ja 88 tundi tootanud vennal

tasuda 9 - 10 rbl. = 90 rbl.

Kontroll. 80 + 120 + 90 = 290; 80 : 120 s 90 =
=8:12 : 9=~ n

Vastus. Vendadel tuli tootatud tundide arvudele 99» 66
ja 88 vastavalt tasuda 80 rbl., 120 rbl. ja 90 rbl.

Naide 2. Jaotada arv 76 kolmeks liidetavaks a, b ja c
nii, et osad a ja b oleksid poordvordelised arvudega 1 ja
'15, b ja c aga poordvordelised arvudega A ja 4.

Lahendus. Arvud a ja b peavad olema vOrdelised arvu-
dega l ja 2, s.t. a: b =1 : 2, ning arvud b ja c vordeli-
sed arvudega 3 ja 4, s.t. b:c=3: Suhte p6hiomad'LJse
b:c=((k=*b): (. c)ytdttu, saame selle suhte taandada
taisarvude suhteks b : ¢ =12 : 1. Esimese vOrde vbime aga
kirjutada kujul a : b =6 : 12. Seega a : b : ¢ =6: 12: 1.
Ut osade Uuldarv on

K=6 +12 +1 =19,
siis Uhele osale vastab arv 76 : 19 4. Seega
a=69+4=24 b=12 . 4 =48 ja c
Kontroll. 24+48 + 4 =76; 24 : 48 =1 : 2

1
N
[

1
N
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48 s 4 = 12 : 1.
Vastus. Arv 76 tuleb jagada liidetavateks 24, 48 ja 4.

89. Protsentarvutuse pohiulesanded

l.Protsendi moiste, Uhte sajandikku osa
antud arvust A (tervikust) nimetatakse U heks pro-
tsendiks (luhidalt 1 %) arvust A. Nii naiteks 1 %
arvust 100 on 1} 3 % arvuat 100 on 3; 10 % arvust 55 on 5»5

Kui vaadeldavaks tervikuks votta arv 1, siis 1 % ar—
vust 1 on 0,01 5% on 0,05; 10 % on 0,1 = Tpj; 25 %on 0,25=

=1i 33,3 %on0,33... =\\50%on0,5 =25 75 % on 0,75=
100 % on 1; 200 % on 2; 1000 % on 10 jne.

2. Protsentarvutuse kolm pdhi-—
Ulesannet. Protsentilesannetee esineb alati kaks
arvu. Uks neist arvudest (olgu selleks naiteks arv A) moo-
dustab alati terviku, millele vastab osa ehk 100 % ter-
vikust. Teine arv (olgu selleks naiteks arv a) moodustab

alati teatava osa tervikust A. Moodustagu arv a tervikust a
7  osa ehk m%. Selge on siis, et protsentiulesannete la-
hendamise voti peitub vordes

Ta *r-
Soltuvalt sellest, milline kolmest arvust A, a vBi mon ot-
sitav, saamegi kolm protsentiulesannete po&hituupi.

l. Osa suuruse (osaméara) m leidmine protsentides ter-
viku A ja osa a jargi ehk kahe arvu suhte valjendamine pro-
tsentides.

Taoliste Ulesannete tuupsOnastus on jargmine: leida,
mitu protsenti moodustab arv a arvust A. Otsitavaks on siin
suurus m % arvust A. Kui arv A on tervik, siis 1 % arvust

A on Et leida nuud, mitu protsenti moodustab arv a ar-
vust A, tuleb arv a jagada arvuga 7 , s.t. tuleb leida su—
he .

a: TO =1 * 10°*

Jarelikult arv a moodustab arvust A

m% = (f « 100) % .
Samale tulemusele jouame ka voOrde (1) lahendamisel m suhtes.
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Naide 1. Mitu protsenti moodustab arv 1 arvust 5?
Lahendus. Et arv 5 on tervik, siis m% arvust 5 on

100 = Ja8a<ies osa> s»°* arvu 1, arvuga saame 1 : £=
= 20. Jaielitult arv 1 moodustab 20 % arvust 5* VOrde

N =S
lahendamisel arvu m suhtes jouame samale tulemusele

m% = . 100) % = 20 %.
Vastus. Arv 1 moodustab 20 % arvust 5.

Naide 2. Milline on kaevandatava maagi vasesisaldus
protsentides, kui 225 kg maagi tootlemisel saadakse 34,2 kg
vaske?

Lahendus. Tervikuks selles ulesandes on 225 kg maaki.
Seege tuleb leida, mitu protsenti moodustab arv 34,2 tervi-
kust 225» s.t. tuleb arvutada

100) % = 15,2 %.
Vastus. Kaevandatav maak sisaldab 15»2 % vaske.

Haide 3. Tsehhis toodeti teatud aja jooksul 180 detai-
li. Parast tehnilist reorganiseerimist suudeti sama aja
jooksul valmistada 243 detaili. Mitme protsendi vdrra suu-
renes tsehhi todtootlikkus?

Lahendus. Selles uUlesandes tuleb arvu 243 vorrelda ter-
vikuga 180. Leiame, mitu protsenti on 243 tervikust 180,s.t.
arvutame

(fg . 100) % = 135 %e

Kuna esialgsele tootootlikkusele (180 detaili) vastab 100%,
parastisele (243 detaili) aga 135 %, siis tootootlikkus suu-
renes 135 % — 100 % = 35 % vOrra.

Vastus. Tsehhi tootootlikkus suurenes 25 % voOrra.

2. Osa a leidmine terviku A ja osamadra m jargi. Tao-
liste Ulesannete tuupsdnastus on jargmine: leida m% tervi-
kust A. Otsitavaks on siin suurus a. Et 1 % tervikust A on

siis m% arvust A on .m.Jarelikult on

a =Tuo * m*
Samale tulemusele jOouame ka vorde (1) lahendamisel a suhtes.
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Naide 4. Leida 55 % arvust 54.
Lahendus. Tervikuks on siin arv 54. Et 1 % arvust 54
on = |£, siis 55 % arvust 54 on

55 « f§ = 29,7.

Vastus. 55 % arvust 54 on 29,7.

Naide 5. Tsehhis toodeti 180 detaili péaevas. Mitme
detaili vOrra suureneb toodangu valjalase paevas, kui too—
tootlikkus suureneb 35 % vorra.

Lahendus. Tervikuks on siin 180. Tuleb leida 35 % ar-
vust 180. Et 1 % arvust 180 on =1,8, siis 35 % arvust
180 on

r 180
55 * W5 = 65—

Vastus. Tsehhi paevatoodang suureneb 63 detaili vOrra.

Naide 6. Kui palju tuleb tasuda 85 kopikat maksnud
raamatu eest parast hinnaalandust 20 % vorra?

Lahendus. Tervikuks on siin 85 kop. Uus hind a kopikat
moodustab 100 % — 20 % = 80 % esialgsest hinnast 85 kop.
Kuna 1 % arvust 85 on = 0,85, sis raamatu uus hind on

80 « 0,85 kop. = 68 kop.
Vastus. Raamatu uus hind on 68 kop.

3. Terviku A leidmine, kui arv a moodustab m % arvust
A. Ulesannete tuilpsfnastus on jargmine: leida arv, millest
arv a moodustab m %. Otsitavaks on siin tervik A. Kui arv a
moodustab m % otsitavast arvust A, siis 1 % otsitavast ter-
vikust Aon 2 ning tervik A ise on siis * Seega
A =g 1o00.

Samale tulemusele jouame ka vdrde (1) lahendamisel suuruse
A suhtes.

Naide 7. Leida arv, millest arv 15 on 12 %.

Lahendus. Kuna arv 15 on 12 % otsitavast tervikust A,
siis 1 % tervikust A on | = |. Jarelikult otsitav tervik
ise on vdrdne arvuga ~ . 100 = 125.

Vastus. Arv 15 moodustab 12 % arvust 125.

Naide 8. Tootootlikkuse suurendamise tulemusena 35 %
vOrra hakkas tsehh paevas tootma 243 detaili. Mitu detaili
toodeti péevas varem?
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Lahendus. Kuna 243 detaili moodustab 100 % & 35 % =
= 135 % esialgsest toodangust, siis 1 % otsitavast suuru-
sest on Jarelikult, otsitav tervik on . 100 = 180.

Vastus. Tsehhi varasem paevatoodang oli 180 detaili.

Naide 9. Liha kaotab keetmisel 35 % oma massist. Kui
palju keedetud liha saadakse 2 kg toorlihast? Kui palju tu-
leb vStta toorest liha, et saada 2,6 kg keedetud liha?

Lahendus. Antud uUlesandes tervikuks A on toore liha
kogus, millele vastab 100 % iseendast. Keedetud liha kogus
a on osa arvust A ja moodustab 100 % — 35 % = 65 % keede-
tava liha kogusest.

Esimesele kiusimusele vastamiseks tuleb leida osa a,
teisele kusimusele vastamiseks aga tervik A.

Kui tervik A on 2 kg ning tuleb leida saadav keede-
tud liha kogus a kg, mis moodustab 65 % kogusest 2 kg, siis

3 = 100 * 65 s 1,3°
Et 2,6 kg keedetud liha moodustab 65 % otsitavast ter-
vikust, siis arv A on vdrdne

A= «. 100 = 4.

Vastus. 2 kg toorest lihast saadakse 1,3 kg keedetud
liha ning 2,6 kg keedetud liha saamiseks tuleb vdtta 4 k£
toorest liha.

Naide 10. Toolise palka tdsteti kaks korda, kummalgi
korral sama protsendi vorra. Selle tulemusena tdusis ta
palk 100 rublalt 125 rubla 44 kopikale. Mitme protsendi
vOrra tdsteti kummalgi korral palka?

Lahendus. Tervikuks on siin esialgne palk 100 rbl.Ole-
tame, et palka tdsteti x % vOrra. Seega parast esimest pal-
gakdrgendust sai todline 100 % + x % = (100 X) % esialg-
sest 100 rublast, s.t. ta sai

al = * (10° + x) = (10° + x)
rubla. Parast teist palgakdrgendust x % vOrra sai ta
(100 + x) % vahepealsest palgast a.( rbl., s.t. ta sai pal-
ka

TOO * (10° + Xx)
rubla, mis ulesande tingimuste kohaselt on voérdne 125 rbl.
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ja 44 kop. . Jarelikult arvu x leidmiseks seame voOrrandi
(100 + x) = 125,44.

Lahendades seda vOrrandit® saame
(100 + x)2 = 12544,
millest
100 + x = 112
ning
X = 12.

Vastus. Toolise palka tdsteti kummalgi korral 12 %
voérra.

Naide 11. Kaevur taidab paevanormist 75 % Ta kavatseb
paevast toohulka suurendada 40 % vOrra. Mitu protsenti
paevanormist taidab kaevur nuud?

Lahendus. Tervikuks A on siin paevanorm. Kuna kaevur
taidab 75 % péevanormist A, siis tema toohulk a paevas
moodustab 75 % arvust A, s.t.

e =Ta ¢ 75 ¢« °-75 km
Kui kaevur suurendab toohulka 40 % vOrra, siis tema poolt
sooritatud toochulk b on 100 % + 40% = 140% toohulgast
a = 0,75A. Seega

b = *A , 140 = 1.05A.

NUud tuleb leida, mitu protsenti moodustab arv b arvust A,
s.t. tuleb valjendada suhe b : A protsentides. Selleks arv
vutame

(J - 100) % = frbjpA . 100) % = 105 %.

Vastus. Suurendades paevast toohulka 40 % vorra, tai-
dab kaevur 105 % esialgsest paevanormist.

Naide 12. Kui palju on vaja votta 5 %-lise niklisi-
saldusega ja kui palju 40 %-lise niklisisaldusega terast,
et saada 140 tonni 30 %—lise niklisisaldusega terast?

Lahendus. Leiame esmalt 140 tonnis terases sisalduva
nikli koguse n. Kana 140 tonnis on 30 % niklit, siis nikli
kogus tonnides on

n = . 3° = 42.
Oletame, et 140 tonni 30 %-lise niklisisaldusega terase saa-

43
6%



miseks tuleb votta A tonni 5 %—lise niklisiaaldusega te-
rast ja B tonni 40 5%-lise niklisisaldusega terast. Siis

A + B = 140. 1)
Et esimeses sulamis on 5 % niklit, siis A tonnis selles te-
rases on on nikli kogus tonnides

a =100 * 5 = °*x°5A*
Et teises sulamis on 40 % niklit, siis B tonnis selles
terases on nikli kogus tonnides

b —TO5 « 40 — °—4B—
Kokku vajatakse aga 42 tonni niklit, seega
0,05A + 0,4B = 42. (2)

Lahendades vorranditest (1) ja (2) koosneva susteemi
arvude A ja B suhtes, saame, et A = 40 ja B = 100.

Kontroll. EB 40 tonnis 5 %—lise niklisisaldusega tera—
ses on niklit .5 = 2 tonni ning 100 tonnis 40 %-lise
niklisisaldusega terases ~5*40 = 40 tonni niklit, siis 140
tonnis uues sulamis on 2 + 40 = 42 tonni niklit, mis toe-
poolest moodustab 40 % terasekogusest 140 tonni.

Vastus. Vajalik kogus sobiva niklisisaldusega teraat
saadi, kui 5 %-list sulamit vdeti 40 tonni ja 40 %—list su-
lamit 100 tonni.

Naide 13. Arv A on arvust B suurem 50 % vorra. Mitme
protsendi vOrra on arv B vaiksem arvust A?

Lahendus. Kui arv A on arvust B suurem 50 % vdrra,siis
see téhemlab, et arv A moodustab 150 % arvust B. Seega

|. 100 = 150,

millest A 7~ 250
1 =100 *
Vastuse kusitule leiame, kui valjendame protsentides suhte
j. ulalpool saadud vdrduse pdhjal leiame, et j =
lest I ehk S _ 0,(6). Seega arv B moodustab arvust A

(§ . 100) % = 66,(6) %

Jarelikult on arv B arvust A vaiksem
100 % — 66,(6) % = 33,(3) % vOrra.
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Vastus. Kui arv A on arvust B suurem 50 % vOrra, siis
arv B on 33,(3) % vOorra vaiksem arvust A.

Kontrollkisimused

Mida nimetatakse kahe arvu suhteks?
Mida naitavad suhted 4 : 2 ja 3 : 9?

Teisendada taisarvulisteks suhted % : 5» & s é'*TLl4 321’

Mida nimetatakse vordeks?

Sdnastada vOrde pdhiomadus.

Kui arvud a ja b on vordelised arvudega c ja d, mida

vOib siis Oelda arvude a ja c ning b ja d kohta?

7. Selgitada, mida tdhendab arvu A jaotamine vordeliselt
(poordvordeliselt) antud arvudega k”, k2, ..., kKa.

8. Mida nimetatakse Uheks protsendiks antud arvust?

ou s w Nk

9. Valjendada protsentides arvude 1 ja 4; 3 ja 5; 5 ja 2;
12.5 ja 50 suhted.

10. Mitu protsenti arvust 1 moodustavad arvud 0,5; 2,15;
1,75; 0,(6); 0,02; 2,0?

11. Millise osa moodustavad 5 %; 20 %; 72 %; 100 %; 200 %;
7.5 % ja 0,75 % mingist arvust A?

12. Sdnastada protsentarvutuse kolm pdohitlesannet.

13. Millisel vérdel pdhineb protsentiillesannete pdhitutpide
lahendamine?

14. Kuidas valjendada kahe arvu suhet protsentides?

15. Kuidas toimub terviku leidmine protsentiilesannetee?

16. Kuidas toimub osa leidmine tervikust protsentiulesanne-
tee?

IV ALGEBRALISTE AVALDISTE TEISENDALINE

8§10. Algebraliste avaldiste mdiste ja klassifikat-
sioon

1.Algebraline avaldis. Matemaati-
kas nimetatakse avaldiseks eeskirja, mis teatava
suuruse leidmiseks maarab kindlaks nii konstantide ja muu-
tujate vaartustega sooritatavad operatsioonid kui ka nende
operatsioonide teostamise jarjekorra.

Avaldist, mille vaartuse leidmiseks tuleb 16plik arv
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kordi kasutada vaid nelja aritmeetika pohitehet (liitmist,
lahutamist, korrutamist ja jagamist) ning astendamist ja
juurimist taisarvulise astendaja ja juurijaga, nimetatakse
algebraliseks avaldiseks.

Algebralisteks avaldisteks on 4ax2 — 5y$ N>+
+ Bl r™ jne.

Avaldist, milles kasutatakse ulimalt loenduv arv kor-
di aritmeetilisi tehteid ning piirprotsesse naturaalarvu n

jargi, nimetatakse analddudtiliseks aval-
diseks. Sellisteks on naiteks avaldised
n x2n+l n

So M)  FfnTTTT *

p .
log (x —2) + tan x jne.
Ilga algebraline avaldis on analuutiline avaldis.

2. Algebraliste avaldiste p o6 -
hiliigid. Kui algebralises avaldises ei esine juu—
rimistehet, siis kbneldakse ratsionaalsest
algebralisest avaldisest. Naiteks
adb-2 & az — X" rr* Juuri sisaldava algebralise avaldise

Yy
korral radgitakse i rratsionaalsest al -
gebralisest avaldisest. Naiteks
1 be 3.

Kui algebralise avaldise vaartuse leidmiseks tuleb
teostada tehteid vaid reaalarvudega (konstantidega), siis
kbneldakse ka arvavaldisest. Sef*listekg on

<« .
naiteks avaldised 2~ I 5 — (3 ¢ 8. 4); —

Muutujaid sisaldavate avaldiste naiteks voib tuur al—
gebralised avaldised 5 + % Flz + y2 -1 ja x'%'s»* lga
muutujaid sisaldav avaldis muutub arvavaldiseks, kui kdi-
kide muutujate asemele panna muutujate mingid konkreetsed
reaalarvulised vaartused.

3. Avaldise maaramispiirkond.
Muutujaid sisaldavate avaldiste vaartused sdltuvad muutuja-
te vaartusbest. Sellistel avaldistel v8ib muutujate teata-
vatel vaartustel avaldise enda vaartus puududa. Naiteks pus
dub avaldisel x \ ~ vaartus, kui x = 5» sest tekib jagamine.
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nulliga.

Muutujate vaartuste hulka, mille korral antud avaldisel
leidub vaartus, nimetatakse antud avaldise maaramis —
piirkonnaks.

Koolimatemaatikas piirdutakse selliste avaldiste vaar-
tustega, milles muutujad omandavad vaid reaalarvulisi vaar-
tusi. Nende avaldiste maaramispiirkonnad on kirjeldatavad
reaalarvude hulga teatavate alamhulkade kaudu. Naiteks al-
gebralise avaldise ” + y méaaramispiirkonda kuuluvad koik
jarjestatud reaalarvude paarid (x; y), mille korral x + y ~0.
Analuitilise avaldise x . log (z —y) maaramispiirkonda kuu-
luvad kdik reaalarvude kolmikud (x; y; z), mille korral
z —y>0.

Mitme (algebralise) avaldise koos vaatlemisel tuleb
kindlaks teha nende Uhine maaramispiirkond. Nii tuleb aval-
diste

A=x+1 B = x(yY+ 2)
koos vaatlemisel eeldada, et x ¢ -1, Xx 0 Jjay i1 -2
Muutujaid x, y, z, ..., w sisaldavaid kahte avaldist
nimetatakse samavaarseiks antud piir-

konnas D, kui

1) piirkond D kuulub antud avaldiste uUhisesse maara-
mispiirkonda;

2) muutujate x, y, z, ..., w mistahes vaartuste korral
piirkonnast D on antud avaldiste vaartused vordsed.

Naiteks on avaldised (a — b)2 ja a2 — 2ab + b2 sama-
vaarsed piirkonnas D={(a; b)|J]aeR b6Rf. Avaldised xSl ja
y(x + 1) ei ole samavaarsed Uheski piirkonnas, sest gad si-
saldavad erineva arvu muutujaid. Avaldised x + 1 ja .
on samavaarsed uhises maaramispiirkonnas D=|xjxeRAX o
el ole aga samavéaarsed kogu reaalarvude hulgal R.

Uleminekut Uhelt avaldiselt teisele, temaga samavaar-
sele avaldisele, nimetatakse avaldise samasustei —
senduseks.

4. Vdrdus, samasus ja voOorrand. Kui
kahe avaldise vahele on Kkirjutatud vordusméark, siis konel-
dakse vOérdusest

A=B. (1)
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Naiteks on vordus
X Yy rsu
X + 1 xX(y 2) * nt

Andes vOrduses (1) kdigile muutujatele konkreetsed ar-
vulised vaartused avaldiste A ja B uUhisest maaramispiirkon—
nast, saame arvvorduse.

Naiteks saame vérdusest (2) muutujate vaartustel x = 1
ja y = 2 tBese arvvorduse = 5* Muutujate vaartustel x =1
jay = 1n(kquuvad maaramispiirkonda), saame aga vaara arv—
vorduse 2 / vy

Muutujaid sisaldavat vOrdust (1), mis muutub  tdeseks
arvvorduseks muutujate kdigi vaartuste korral avaldiste A
ja B Uhisest maaramispiirkonnast, nimetatakse s am a s u -
seks A= B

Lihtsamateks samasusteks on vordused, mis valjendavad
aritmeetiliste tehete omadusi a+b=b+a; (a+b)_.c
a.c b ¢ c jne. Samasuseks osutub ka vordus q3- ’1\t: a0+
+ 2s + 4 igal reaalarvude hulgal, millel a 4 2.

Kui avaldistel A, B ja C on uUhine maaramispiirkond,siis
selles piirkonnas:

1) samasustest A= B ja B = C jareldub samasus A = C;

2) samasusest A E. B jareldub A+ C= B + C;

3) samasusest A= B jareldub A « Cr B « C.

Muutujaid sisaldavat vOrdust (1), mis ei osutu samasu-
seks avaldiste A ja B Uhises maaramispiirkonnap, nimetatak-
se vorrandiks A=B. Avaldiste uhist méaaramis-
piirkonda aga nimetatakse v6rrandi maé&ar ami spiir—
konnaks. Muutujate neid vaartusi vorrandi A = B maa-
ramispiirkonnast, mis muudavad antud vorrandi tdeseks arv-
vOrduseks, nimetatakse vorrandi lahenditeks.

Nii naiteks osutub vordus (2) vorrandiks, mille Uheks
lahendiks on arvupaar (1; 1).

Voérrandi A = O lahendeid nimetatakse ka algebralise
avaldise A nullkohtadeks.

Leidub vorrandeid, millel lahendid puuduvad, ménel vor-
randil on neid 16plik arv, teisel vdib lahendeid olla kui-
tahes palju. Oluline on jalgida vOrrandi maaramispiirkonda
vOrrandi lahendite leidmisel. Naiteks puuduvad vorrandil
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X = 121 lahendid naturaalarvude hulgas, leidub aga Uks la-
hend ratsionaalarvude hulgas. Vorrandil x2 = -4 puuduvad
reaalarvulised lahendid, kompleksarvude hulgas aga on la-
hendid olemas. Vorrandite lahendamisest tuleb Uksikasja-
lisemalt juttu edaspidi.

§11. Uks— ja hulkliikmed

1. Uks liige. Hulkliige. Uksliikmeks
nimetatakse reaalarvu a ja muutujate X, y, ..., w natu—
raalarvuliste astendajatega astmete korrutist

axS’l ... wg. (1)

Naiteks on avaldised xyz, 3x4, -5b cz®, 2 xy , yzir
Uksliikmed, kuid avaldised x + 1, a2 + b2, 3Y3-—=%
aga mitte.

Uksliikmes esinevat reaalarvulist tegurit a nimeta-
takse Uksliitkme kordajaks . Kordaja 1 jaetakse ta-
valiselt kirjutamata. Astendajate k, 1, ..., summat
K+ 1+ ... + g nimetatakse uUksliikme (1) astmeks.
Nii on Uksliikme —7xya™ aste 1 + 1 + 3 = 5 Uksliikme Oflx
aste 1, aga Uksliikme 5* aste on O.

Uksliikmeid nimetatakse s arnasteks, kui nad
Uksteisest uUldse ei erine voi kui nad erinevad ainult
kordaja poolest. Nii on sarnased uUksliikmed 5x2yab—-b ja
(-0*3)"x yab”; xy ja xy, kuid Uksliikmed xy ja xy2 ning
5xy ja 5y ei ole sarnased

Uksliikmete liitmisel ja lahutamisel saadud avaldist
nimetatakse Uksliikmete algebraliseks sum-
maks ehk hulkliikmeks. Nii on avaldis
2x — 5y2 + |xyz - 0,1 hulkliige.

uksliikmete liitmistehtel on kommutatiivsuse ja as-
sotsiatiivsuse omadused.

Markus. Eelpool defineeritud uUksliige (1) on tegeli-

kult nn. ratsionaalne Uksliige. Kui avaldi-
ses (1) astendajad kK, 1, ..., q kuuluvad positiivsete rat-
sionaalarvude hulka, saadakse nn. i rratsiona al-

s a d uUksliikmed. Sellisteks on avaldised -2y~ ja
(0,1x vy
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Ratsionaalsete Uks— ja hulkliikmete m&aaramispiirkond
on maaratud kogu reaalarvude hulgaga R.

2. ks - ja hulkliikmete koon-
damine. Sarnaste Uksliikmete algebralise summa asen-
damist sellise liidetavatega sarnase Uksliikmega, mille

kordaja on vdrdne liidetavate Uksliikmete kordajate summa-
ga, nimetatakse sarnaste uUksliilmete koondami -
se K s. Et koondada sarnased uksliikmed summas 2xy —5xy+
+ 6xy, tuleb antud sunma asendada Uksliikmega (2-5+6)2xy=
= 3xy.

Hulkliikme koondamine tahendab antud hulkliikme esi-
tamist kujul, milles kdik sarnased uUksliikmed on koonda-
tud.

Naide 1. Koondada hulkliige 5x2 —4x + 3 — 3x2 + X —
- 2.

Lahendus. Antud hulkliikmes on sarnasteks uksliikme—
jeits 5x2 ja —3x2; 4x ja x ning 3 ja —2. Et koondamisel mit-
te eksida, soovitatakse sarnased liikmed ka eristada.Seega:

5x2 —4x + 3 —JIx2 + —2 =<5 -3)x2 + (-4 + 1)x +
+ 3 -2 =2x2 —3x + 1.

Naide 2. Koondada 3ax2 — 5x + 7J + 4ax2 — 5ax2 — 6y.

[ahendus. 3ax® — 5% + 7y + 4ax? — sax? - 6y = 2ax” —
- +y.

3. Uks ja hulkliikmete korru-
t amine. Kuna koolimatemaatikas lubatakse algebralistes
avaldistes esinevatele muutujatele vaid reaalarvulisi vaar-
tusi, siis vOime tehete teostamisel Uks— ja hulkliikmetega
lahtuda reaalarvude hulgal defineeritud tehete omadustest.

3.1) Uksliikme korrutamine uksliikmega. Uksliikmete kor-
rutamisel korrutatakse nende kordajad ja iiksliikmeis esine-
vate muutujate astmed. L&htudes reaalarvude korrutamise
omadusest, leiame korrutise

7a5bc ¢ (—2ab4) =7 ¢ (-2) . a3a *b - e C

= 1l4a%5c

3.2) Hulkliikme korrutamine uksliikmega. Lahtudes
korrutamis— ja liitmistehet siduvast distributiivsuse sea-
dusest, saadakse reegel: hulkliikme korrutamisel Uksliik-
mega korrutatakse selle uksliikmega hulkliikme iga liige
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ja saadud korrutised liidetakse. Naiteks

(5a2 — 3bc + c2)2ac = (5a2)(2ac) & (—3bc)(2ac) e

+ (c2)(2ac) = 10a“c — 6abc2 & 2ac”.

Hulkliikme korrutamisel arvuga -1 jaetakse kokkuleppe-
liselt number 1 kirjutamata ja lisatakse sulgudes oleva
hulkliikme ette vaid mark

Naiteks (-1) . (2a — 3b — 4ab) = —(2a — 3b — 4ab) =
= —2a + 3b + 4ab.
3.3) Hulkliikme korrutamine hulkliikmega. Korrutamiseta

tuleb the hulkliikme iga liige korrutada teise hulkliikme
iga litkmega ja saadud korrutised liita. Naiteks
5X(X —y) + (2x + y)(X +y) = 5x2 — |XE + 2xf + 2xy +
+ yX + y2 §7Xx2 — 2xy + y2.

4. Hulkliikmete summa ja vahe
Hulkliikmete summa ja vahe teisendamisel avatakse sulud jc
koondatakse sarnased Uksliikmed.

Naide 1. (5x2 — 4x + 3) +(3x2 — x + 2) = 5x2 — 4x +

+ 3 +1iXx2 —x + 2 =8x2 —5x + 5.

Naide 2. (17a® — 8a"y —-5) — (6* —5aty + 9a4) =

= 17a4 — 8a™y — 5 — 6x + ba*y — 9a4 = 8a4-3a3y-6x -b.

Mdningate Uulesannete lahendamisel on tarvis paigutada
hulkliige sulgudesse.

Naide 5. 6x + y —3xy ¢ 5 = (6x +y) + (—3xy ¢ 5).

Naide 4. fix + y —3xy + 5 = (6x +y) — (3xy —5).

Naide 5. Gec ¢ y —3xy + 5 = —(-6x —y) — (3xy & 5).

5. Uks ja hulkliikmete asten—
damine. Korrutamise abivalemid.
Uksliikmete astendamisel naturaalarvulise astendajaga n
lahtutakse reaalarvude korrutise astendamise reeglist. Nai-
teks

(-rNs5*)4 = (-2)4(*2) V )4 *4 =*> *W

Hulkliikmete astendamisel lahtutakse reaalarvu astme
definitsioonist. Naiteks

(2x -5y + 7)2 = 2x -5y + 7)(2x - 5] +7) =

= 42 — I0xv + 14x — 1Qxy + 25y2 — 35y + 14oc—-35y +49 =

= 4x% 25y2 — 20xy + 28x —70y +49
On tuletatud terve rida hulkliikmete astendamist hdlbusta—
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vaid valemeid. Toome jargnevalt mdningad neist, mida tun-

takse korrutamise abivalemite nime
all.
1. Ruutude vahe valem x - yp = (X —y)(x +vy).
2. Summa ruudu valem (X y)2 =X+ 2xy + y .
3. Summa kuubi valem (x y)® = x3 + 3x2y + 3xy2 + y~.
4. Kuupide summa valem xN + y3 = (x+y)(x2 — xy + y2).
5. Vahe ruudu valem (x —y)” = x~ —=2xy + y".
6. Vahe kuubi valem (x —y)3 = x3 — 3x2y + 3xy2 — y3.
7. Kuupide vahe valem xl' - y;\ = (xX - y)(xp + Xy + yp )-
8. Kolmliikme ruutude valemid

x +y+ z)2=x oy +22+2x32/+2>2(z+2yz,
(X—y —2)2 = X2 y2 + 22 — 2xXy — 2Xz + 2yz.
Neid valemeid kasutatakse nii vasakult paremale kui ka pare-
malt vasakule paljude ulesannete lahendamisel.

6. Hulkliikme lahutamine tegu-
rei ks . Hulkliikme esitamist selliste Uks— vOi hulkliik-
mete korrutisena, millede korrutamisel saame esialgse hulk-
liikme, nimetatakse hul kliikme lahutami-
seks tegureiks. Naiteks
3ax® —6aV + 12ax™ = 3ax™M(x — 2a6x" + 4),
sest leides korrutise 3ax2(x - Zan +4) saame esielgse

hulkliikme 3ax4 — 6a7x7 + 12ax5.

Iga hulkliige ei lahutugi tegureiks. Naiteks x —y — 1
ja a2 + 4.

Hulkliikmete tegureiks lahutamisel kasutatakse teata-
vaid abivdtteid, mida uUlesannete lahendamisel rakendatakse
kombineeritult.

6.1) Uhise teguri sulgude ette toomine.

Olgu antud uksliikmed 10xy ja 4x2y. Esitame nad korru-
tisena 10 xy = (2x) < 5y ja 4x2y = (2x)—2xy. uksliiget 2x
nimetatakse Uksliikmete 10xy ja 4x2y U hiseks te-
guriks. Unist tegurit omavate Uksliikmete algebralise
summa vOib alati esitada uUhise teguri ja t8atava hulkliikme
korrutisena. Toodud naite korral 10xy — 4x y = 2x(5y - 2xy).
Oeldakse, et unxne tegur 2x on hulkliikmest 10xy — 4x2y too-
dud sulgude ette.
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Néide 1.12ax™ - 6 a + 3ax3 = (3ax3)4x -

- (3ax3)(2abx4) + (3ax3) ¢ 1 =3ax5(4x - 2abx4 +1).

Naide 2. -20bc3 + 25b2c2 - 35b3c4 =-5bc2(4c-5b+7b2c2).

Sulgude ette toodavaks 0hiseks teguriks v@ib osutuda
ka hulkliige.

Néide 5. 6a(2c - d) & 3b(2c - d) =3{2a(2c-d)+b(2c-d)]s

=3 e+ (2c - d)(2a +bh).

Naide 4. 3p(p- q) - 5(q - p)2 =3p(p - q) - 5(p-q)2
=(P -0 I¥-5p-q] =(- qBP - 5p +5q) =
= (P - q)(5q - 2p).

Néide 5. 4x(x - y) - 8x™(y - x) +8xy - 82 =

=4x(x - y) - 8xy(y - x) +8x(y - x) =

=AXEAX - y) - 2xy(y - x) +2(y - x)] =

=4x(y - xX) pl - 2xy + 2V =4x(y - X4l - 2xy).

6.2) RUhmitamine. Liidetavate jarjekorra muutmisega
hulkliikmes ja sulgude sobiva paigutamisega v6ib sulgudes-
se jadda hulkliikmeid, milledel leidub Uhiseid tegureid.

Néide 6. 3(x - 2y)2 - 3x +6y =3(x - 2y)2 - (3x -6y)=

=3(x - 2y)2 - 3(x - 2y) =3(x - 2y)(x - 2y - 1).

Néide 7. ab +2a - 3b -6 =(b - 3b) +(2a - 6) =

=ba - 3) +2(a - 3) =(a- 3)b +2).

Naide 8. xy-zy-x+z-y+1 (xy-zy y) -

-(x-z-1) =yx-2z-1)-(x-z-1) =

=(X-z-1)(y-1).

Naide 9. 2x2 +3x +1 =2x2 +2Xx +Xx +1 =

=2X(x +1) +(x +1) = (X ¢ 1)(2x +1).

6.3) Korrutamise abivalemite rakendamine. Nende vale-
mite kasutamine aitab hulkliikmete teguriteks lahutamisel.
Vaatame jargmisi nditeid.

Naide 10. 4a2c2 - (a2 +c2 - b2)2 =
llac - (a2 + c2 - b2)l -j2ac & (a2 +¢c2 - b2)1 =
j-(a2 - 2ac +c2) & b2]- Ra2 + 2ac +c2) - b=
=%M2 - (a-c)2.f(a +c)n- 2] b+ (a- c)7 -
ejy - (@a-¢c)J.(a+c+b) (a+c-b =
=(b+a-c)b-a+c)(a+c+b)a+c- b)
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Naide 11. all - 2310 +a" - 8? +2a6 - a* =
=aM@a2 - 2a ¢1) - aM@a2 - 2a +1) =

=ab(a2 - 2a ¢ 1)(ad - 1) =a5(a - 1)2(a2- 1)(a2 +1) =
=aMa - 1)"(a e1)(a2 +1).

7.Ruutkolmliikm.yge lahutamine
tegureiks. Hulkliiget ax- +bx +¢c (a » O nimeta-
takse ruutkolmliikmeks muutuja x suhtes. Ruutkolmliikme te-
guriteks lahutamiseks on tarvis seda hulkliiget teataval
kindlal viisil teisendada, s.t. eraldada ruutkolmliikmest
teatava kaksliikme téisruut. Vaatame seda teisendust jarg-
nevate ndidete varal.

Néide 1. x2 +6x +13 =(x2+2 . 3* +9) - 9 ¢ 13 =

=(x +3)2 +4.
Néide 2. x2 -5x+6=x2-2 . x.|] + " -tE+6=
=x-2- 1.

Néide 5. -x2 +8x - 7 =-Cx2 -8x +7) =
=-(X2-294x +16 - 16 +7) =-[(x-4)2- 9] =
=9 - (x - 4)2.
Néide 4. 7 +4x - 2x2 =-2(x2 - 2x - |) =
=2(x2-2*1 ex+1-1-1J)s
=2f(x - 1)2-1] =9 - 2(x - 1)2.

Esitame nudd tdisruudu eraldamise votte ka dldjuhul.
ax2 +bx +¢ =a(x2 + +£) =

2, b. r B

Taisruudu eraldamine ruutkolmliikmest on alati  vdimalik.
Kui selle teisenduse tulemusena saame kahe avaldise ruutu-
de vahe, siis on vdimalik antud ruutkolmliiget ka tegureiks
lahutada. Kasutades ndidetes 2, 3 ja 4 ruutude vahe abiva-
lemit, saame

1) x2-5x +6 =(x - |)2- \ =

=[(X -8 +1j (x-8) -J)=(X-2)(x - 3);
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2) X2 +8 -7=9- (x-4)2=

=p & (X - djj~3- (x-40 =(x - 1)(7 - x);
3) 7 +4x - %2 =9- 2(x - 1) =

=3¢~ (x - D[*L3- P™ - 1)

Néites 1 aga saime kahe avaldise ruutude summa, mis ei
lahutu tegureiks reaalarvude hulgal.

Ruutkolmliikme tegureiks lahutamiseks vGib kasutada
ka teist votet. Kui oskame leida ruutvdrrandi ax™ +bx +¢ =
=0 reaalarvulisi lahendeid x* ja x2, siis antud ruutb-nim-
liige lahutub tegureiks

ax2t bx +¢ =a(x - x*Xx - x2).

Naide 5. Et ruutvdrrandi 2x2 +5x - 3 = Olahenditeks

on arvud £ ja "3* siis

2X2 +5x - 3 =2(x - J)(x +3).
Samale tulemusele jduame ka téisruudu eraldamise vottega.
Tdepoolest

2x2 + 5x - 3 = 2(x2 + |x - )= 2(x2+2- |x+ W W )=
=2[(x +])2- =2(x +1 - ?2)(x 1 +5) =

=2(x - J)(x +3).

Néide 6. Ruutvdrrandil x2 + 6x + 13 = Opuuduvad reaal-

arvulised lahendid ja nagu nagime ka ndites 1, ruutkolmlii-
ge X° +6x +13 ei lahutunud tegureiks.

§12. Algebralised murrud

1. Uksliikme jagamine iiksli
me g a. Uksliikkme jagamisel (ksliikmega leiame sellise
uksliikme, mille korrutis jagajaga annab tulemuseks jagata-
va.

Ndide 1. 6a2b™ : 2ab = 3ab2, sest 3ab2 < 2ab = 6a2b”.

Néide 2. -5x"y6z : 3xz =" xy6, sest "x~y6 . 3xz =

Uksliikkmete jagamisel jagatakse nende kordajad ja neis
esinevate muutujate astmed. Jagatis ei ole alati Uksliige.
Naiteks ei leidu sellist Uksliiget A et A+ 3a" . b2 =
=-10ab. Samal ajal v6ime kiill leida algebralise
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avaldise A, mille korral A . 5a3 « b* =-10ab. To6epoolest,

kui A=- a“2 « b“\ siis uksliilmete jagatis
-1Cb ; 3a3b2 =- W, a“2b“1l ei ole Uksliige.
22 Hulkliikme jagamine uks-

liikmega. Hulklikme jagamisel Uksliikmega jagatakse
antud hulkliilme iga liige selle Uksliikmega ja  tulemused
liidetakse.

Néide 1. (5x32- 6x2 +7x) : X =5x3 : x + (-6x2): x +

+7X . X =5x" - 6x +7.

Kuna Uksliikmete jagatis alati ei tarvitse olla  Uks-
liige, siis ka hulkliikme jagatiseks uksliikmega ei tar-
vitse alati olla hulkliige.

Naide 2. (6xy - 3*2z) : 2x2 =3x-1y - |z

3. Hulkliikme jagamine hulk-
liikme ga. Hulkliilme jagamisel hulkliikmega leitakse
selline hulkliige, mille korrutis jagajaga annab jagatava
hulkliilme.

Naide 1. Kuna (x & 2)(2x2 - 3) =2x5 +4x2 - 3* - 6,
siis viime kirjutada, et (2x3 ¢4x2 - 3* - 6) *» (x +2) =
=2x2 - 3 ning (2x3 +4x2 - 3x - 6) : (2x2 - 3) =x + 2.

Hulkliikmete jagamistehet vormistatakse kujul

2xX5 +4x2 - 3x - 6 2x2 - 3

(esimene 4X -6
2x - 6

Uldjuhul pole kahe suvalise hulkliilme jagatis mitte
hulkliige, vaid uldisem algebraline avaldis, nn. algebra-
line murd.

Kahe Uhest muutujast s6ltuva hulkliilme jagamisel tu-
leb

1) molemad hulkliikmed korrastada muutuja astmete
kahanemise suunas;

2) jagada jagatava hulkliikme korgeima astme Uksliige
jagaja hulkliilme suurima astme uksliikmegaj saadud Uks-
liige on jagatise esimene liige;
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3) jagatise esimene Uksliige korrutada jagajaga ning
korrutis lahutada jagatavast; saadud vahe on esimene jaék;

8 jagatise jargmise liikme leidmiseks tuleb esimese
jddgiga toimida nii, nagu toimisime jagatavaga punktides 2
js 3; jagamist tuleb jatkata seni, kuni jéuame jadgini null
v5i jadgini, mille aste on vdiksem jagaja astmest.

Néide 2. Jagada hulkliige 15x™ - x4 - 13x3 + 8x2 -

- 13x + 4 hulkliikmega 3x2 +x - 4.
Lahendus.

15x5 - x4 - 13x5 + 8x2 - 13x + 4
15x5 + 5x4 - 20x5

(esinen* -6x4 + 7X™ + 8x2 - 13x + 4
Jadk> -6x4 -2 x5 + 8x2

(teine jaak) 9x3 - 13x + 4
Ox5 + 3x2 - 12x
(kolmas jaak) -3X2- x +4
- 32 - x +4
0

Vastus. (15x - x - 13x* + 8x°
= 5N - 2xXN+ 3 - 1.

Néide 3. Jagada hulkliige 12X4 . 3

lilkkmega x - 5x + 1.

Lahendus.
12x4 - 3x5 + X2 + 5
12x4 - 60xN + 12x2
(esimgﬂe 57x™ - 11x§ + 5
jaak) 57x-§ - 2¥5X + G57x
(teine jaak) 274x2 - 51X + 5
274x2 -1370x +274
(kolmas jaak) 1313x -269

PR R S ———
5xp - 2x5'+3x -1

hulk-

- bx +1
12x + 57x +274

Vastus. Antud hulkliikmete jagamisel tekib jagatis
12x2 + 57x + 274 ja ja&dk 1313* - 269, seesa

12x4 - 3x5 +x2 +5 = (12x2 + 57x + 274) .

+ (1313x - 269).
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4. Algebraline murd. Algebralisi aval-
disi, milles ei esine jagamistehet ega negatiivseid asten-
dajaid, nimetatakse algebralisteks tdisavaldis-
t e k' s. Uks- ja hulkliikmed on tiislavaldised, kuid nai-
teks avaldised ™y ja 5 * (x +y) mitte.

Kahe algebralise tédisavaldise Aja b jagatist A: B,
mis ei osutu tédisavaldiseks, nimetatakse algebrali-
seks murruks g. Algebralisteks murdudeks on ja-

gatised 2 r-*-
_ |Oab 6xy - 3x z. fa +a+<b
3aNb2"* 2% Aja +V Nc~

Kui algebralisele murrule pole hisatud tema madramisS-
piirkonda, tuleb arvestada, et murd g on méaratud vaid muw
tujate selliste vddrtuste korral, mis kuuluvad avaldiste A
ja B Uhisesse méadramispiirkonda ning ei muuda nimetaja B
véartust vordseks nulliga. Nii nditeks pole algebralise mur-
ru 1" 7-¥ vaartus médratud muutujate x Ja y selliste vaar-
tuste korral, mille puhul x - y =0.

5. Algebralise murru pdhioma-
d us. Hariliku murru pdhiomadus laieneb ka algebralistele
murdudele. Kui avaldiste A Bja C uhisesse ma&dramispiir-
konda kuuluvate muutujate véadrtuste korral B 0 ja Co 0,
siis kehtib samasus

=Tris *
Naidg_1 X2 Tig-EE = CRarkdEr TS piie
konnas, kus x * 2 ja X ¢ -2.
Néide 2. -—* S Xv piirkonnas, kus
x3- y2 ¢ Q xo Y
Néi*»-*, H-b = Piilkonna3'

kus x ™ y.

Toodud kolmes néites kasutati murru pdhiomadust algeb-
ralise murru laiendamiseks. Sama omadust saab kasutada ka
algebraliste murdude taandamisel murru médramispiirkonnas.

auasjt- 1-H f - mH f* kui » *=>
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=x3 & 3x2 + 3x & 27 piirkonnas, kus x ¢ 3.

6. Algebraliste murdude tei-
sendamine Ghenimelisteks. Algebrali-
se murru pdhiomadust kasutades saab erinevate nimetajatega
murde teisendada henimelisteks. Ka siin ilmneb téielik ana-r
loogia harilike murdude teisendamisega Uhenimelisteks murdu-
deks.

Ndide. Teisendada tGhenimelisteks murdude paarid

Lahendus.
1. Kuna 8x3 - 125 = (2x - 5)(4x2 + 100t + 25), siis

oa' — ic? + 'lux + o ;

Ulesandes on eeldatud, et 8x3 - 125 o 0.
2. Kuma kummaski nimetajas on thiseks teguriks avaldis
X - 2, siis

Selles Ulesandes on vaatluse all piirkond, kus x ¢ -1,
X$2 jaxd-3.
3. Kuna nimetajatel thised tegurid puuduvad, siis

Q X(x +1)
Ja. X ¥2 =X+
Siin x / -1 ja x / -2.

X
2)(x +1) -
Enne algebraliste murdude teisendamist Ghenimelisteks
tuleb
1) murdude nimetajas olevad hulkliikmed lahutada tegu-



reiks;

2) taandada k&iki murde niipalju, kui see on vdimalik
vBi vajalik.
7. Tehted algebraliste murdu -

dega. Algebraliste murdude liitmine, lahutamine, Kkorru-

tamine, jagamine ja astendamine toimuvad analoogiliselt vas-
tavatele tehetele harilike murdudega. Tehete sooritamisel al-
gebraliste murdudega tuleb aga alati silmas pidada muutujate
lubatavate vaartuste piirkondi, mida kokkuleppeliselt  vGib
ka kirjutamata jatta.

Vaatame moningate tehete sooritamist ndidete varal.R6-
hutagem, et pdrast tehte sooritamist tuleb resultaadiks saa-
dud algebraline murd lihtsustada, s.t. teisendada lihtsaima-
le kujule. 2

W M™M.uyu~~r* Hrréd -
CX - 3)(x +2) . X(x ¢1)
=(»Vitrt »"2 +T3NTTXXTT7 =

Cx - 3l(lx t 2) ex(x +1) _ 2x2 - 5K #4X -6 _+x2 +X
(x+1) (x+ 2) = (k+1)x +2)

uu +2)

Haid. 2. Z 8l .
xb -9
_ 3(>EX+_3%(;%<X2 " %))( + 9) - ;(,xfs-g _KX2r.u o+ 21 .

_ X3 - 3x2 9x — 27 _ x2(x = 5) + 9(x - 3) _

=(x - 3)(xj +9} =x2 +9.

Héiae M e *& -5 - a?. e 1.
La + 5a + 25 n (a-5)(a +5a + 25)1
. Ca —5)2 + 15a = 25Ca — 5) + 2a(a2+5a+25)—(a5 »25a2) #
a”5b (a_ 5)(a + 5a + 25)

_ 25a — 125 + 2a3 + 10a2 + 50a — a? — 25a2 # a2+ba +25 _
(a —5)(a2 + 5a + 25) ’ a“5
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(a -5 . (a4 + 5a + 25)
Néide 4.

Toodud néidetes teostatud tehete sooritamisel on eelda-
tud, et muutujad omandavad vaid lubatavaid vadrtusi. Naditeks
Ulesandes 4 on eeldatud, et ai O x £0ja y £0.

$ 13« Absoluutvéartust sisaldavate avaldiste
lihtsustamine

Absoluutvadrtust sisaldavate avaldiste lihtsustamisel
tuleb l&htuda reaalarvu absoluutvddrtuse definitsioonist ja
omadustest. Et

Xx+1] = | X+1*kUi x +
I I 1i-(x +1), kui x
sis L

kK+1] _J x+1* kiui x
(-(x +1), kui x<-1.

Kirjutatu tdhendab, et kdigi nende muutuja x vdartuste
korral, mis ei ole vdiksemad arvust -1, tuleb avaldise Ix+1J]
vaartus leida eeskirja x + 1 pd&hjal, muutuja x tlejadanud
vaartuste korral aga eeskirja -(x +1) pdhjal. Kui x =0>-1,
siis X +1] sx +1 =1 Kui aga x =-4 <-1, siis I*F+1=
=-(x +1) =-(-3) =3.

Jargmiste ndidete korral pliame selgitada selliste aval-
diste lihtsustamist, milles absoluutvaartuste mérkide vahel
seisavad avaldised ainult he muutuja suhtes.

0
¢ 1 <0,



{Jaide 1. Lihtsustada avaldis 2 —1Ix - 3I.

Lahendus. Et Ix - 31 =/ x » 3» KUl x "3
|-x +3, kui x <3,

siis C2 - (x - 3), kui xA3  T5-X, kui x>3
2 - jx-31=1[2- (-x+ 3), kui x<3 =jx -1, kui x<£

Néide 2» Lihtsustada avaldis |x |+ Jx - 2] piirkonnas,
kus x <0.

Lahendus. ) .
* \kui x»0 x-2, kui x >2

Et xI =]-x, kui x <0 ja ,x “21 ="-(x-2), kui x<2,
siis antud piirkonnas x <0 saame, et ixi =-x ja [x - 2 =
=-(x - 2). Jarelikult meie avaldis teiseneb piirkonnas x<0
jargmiselt:

IX I+ Ix - 2L =-x- (X -2) =-2x +2 =2(1 - Xx).

Naide 3. Lihtsustada avaldis |x +1] - |2x +5), Kkui

x>-2. Lahendus. Et . . .
X +1, kui x~-1 I 2x+5, kui x”™-jy
x+1]=

-(x+1), kui x<-1 *a I2X+5l~]_(2x+5),kui x<®’

siis muutuja x lubatavate véartuste piirkond x£-2 tuleb ja-
gada kaheks osapiirkonnaks--2 /7 x ~ -1 ja x~-1. Kui
-2 4x {-1, siis Ix +1] =-(x +1) ja I2x +5 =2x +5.
Jarelikult selles piirkonnas meil avaldis teiseneb nii:
X+ - (2x+51=-(x +1) - (2x +5) =-3(x & 2).

Et teises piirkonnas xjj,-1 leiavad aset vordused pl] =
=x +1ja | +5 =2x +5, siis avaldis saab kuju

fx +11- |2 +51 =x +1 - (2x +5) =x - 4.

Vastus. f 3(x +£), kui -2 & x4.-1

Ix +1] - | +51=7-(x +4), kui x -1.

Ulesannetes, mis sisaldavad enam kui tihe avaldise abso-
luutvddrtust, on otstarbekas kogu arvtelg jaotada  osapiir-
kondadeks, mille otspunktideks on absoluutvdartuste  markide
vahel olevate avaldiste nullkohad ning maaramispiirkonna ots-
punktid (kui nad on lisatud).

lga3 nii saadud osapiirkonnas tuleb kogu avaldise kéi-
tumist uurida.
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Lahendus. Absoluutvéartuste mérkide vahel olevate aval*
diste nullkohad on x* = Oy x2 =5 ja =3, millest vil-
mane ei kuulu antud avaldise maéaramispiirkonda. Seega tuleb
antud ulesandes kogu arvtelg jagada neljaks piirkonnaks,na-
gu on kujutatud ka jargmisel joonisel

Anallisime avaldise kditumist igas piirkonnas eraldi,
arvestades, et
X, kui x>0 X -5 kuix;™5
-X, kui x <0, be - Jf +5 kui a<5
13_X|:3—x,kuix 3
-3 +x, kui x >3.
I Kui x <0, siis

21‘1]5_1*)(' 51 _=2L-?X3+_(<§(X 5) _232)(§
Il Kui OL x ™ 3, siis

21 K] -0 L D) 3G
11 Kui 3 <x <5, siis

2L gt Ly * 8L st (g +5)

IV Kui x V5, siis
U»I_ﬁ._.!(y 5 :2x,,;[(.._(*3- 5) _3)3;L_—..§*
Ulesande vastuse vdib esitada piirkondade kaupa v&i

kokkuvotval kujul r_,
V=x* kui x<0

w

X+5
X -y

2 Ix
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814. Irratsionaalsed avaldised

1. Lihtsamate irratsionaal-
avaldiste teisendamine. Irratsionaal-
avaldisest kOneldakse siis, kui algebraline avaldis sisal-
dab mingi muutujat sisaldava algebralise avaldise A astet

Amehk juurt ~VA{m on naturaalarv). Irratsionaalsete aval-
diste teisendamisel tuleb eriti hoolikalt jalgida kogu
avaldise mdédramispiirkonda. Lahtutakse siin jallegi reaal-
arvude korral defineeritud juure mdistest ja omadustest.
Seega juure A\[Tma&&ramispiirkonnaks on Paarituarvulise
juurija mkorral juurealuse avaldise A maéaramispfirkond,
paarisarvulise juurija m=2k korral aga on Q{A mé&dramis-
piirkonnaks juurealuse avaldise A mé&aramispiirkonna  osa-
piirkond, mille korral A~ 0. Nii on avaldise 4 X~ -

maééramispiirkonnaks avaldise —— - madramisoiirkpnd, s.o*
kGik nullist erinevad reaalarvud. Avaldise~HIx w m— ndéra-
mispiirkonnaks on aga piirkond, kus —— ~ 0 ja x £ 0.

Edaspidi tuleb arvestada ka seda, et vastavalt juure ome-

dustele \b@k =

Néide 1. Llhtsustada avaldis \a - b) .
Lahendus. Kuna \J@ _ b)*» = % - b], siis

L mmmmeees — (a-b, kuia™hb

| a-b) =l-bl="_3 _p) kuia<b,
Antud avaldis on maaratud muutujate a ja b k&igi reaalarvu-
liste vddrtuste korral.

Néide 2. Tuua avaldisest \Ji +;} juure margi alt véal-
ja muutuja x eeldusel , et x< 0.

Lahendus. Et \JI +—Z —\lp( gn A_rpxr?r_ — |>)((11-

siis Ulesandes antud pilrkonnas X <0, saame IxlI =-x.
Jarelikult antud piirkonnas
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5 -1 2 1 X2 +1
- KM
Piirkonnas x < Oon antud avaldis alati maaratud.
Vastus. Kui x < 0, siis

\R T = -~ -

Néide 3. Viia avaldises » muutuja y juuremaérgi alla,
kui x ~0 jay (0.
Lahendus. Et (lesandes antud piirkonnas x 0 ja y<0

avaldis L, on méaaratud ning y =- |yl ja iy<2 a y2, siis
~ax" f x N5~

Vastus. Kui x*O ja y4 0, siis I))/( = V/;'-

Naide 4. Viia avaldises " muutuja y juuremargi alla.
Lahendus. Antud Glesandes pole lisatud kitsendusi
muutujate x ja y suhtes. Esmalt on tarvis leida antud aval-
dise méaramispiirkond. Lugeja WX'on maératud, kui x~ 0
aga nimetaja  kui y £ 0. Kuna paarisarvulise juurijaga
juure korral on véga oluline juuremérgi alla viidava aval-
dise mark, siis tuleb meil vaadelda eraldi kahte oaailes-
annet 1) y<€0 ja 2) y> 0. Esimesel juhul on Ulesanne
lahendatud néites 3» Kui aga y > 0, siis y =]y | seega

nnr

Vastus. Ulesanne on lahenduv, kui x ~ Oy ning siis

£ fl?2'"™7*0
y "j-Opp» kui Y<©*
Naide 5. Lihtsustada avaldis \J(x +1)2 + |(x - 1)2,
kui -1 4 x Cc1.
Lahendus. Kuna njx +1)2 + Mx - 1)2 = \x + i +
+ |x - il ja antud piirkonnas -1 <x <1 alati x+1>0
ja x - 1<0, siis
AMx+1)2 +\M(x-1) = x+1]+]x- 1]=xH-(x-1)=2.
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Vastus. Piirkonnas on antud avaldise  vaar-
tus vordne arvuga 2.

Néide 6. Lihtsustada avaldis \J(x +1)2 + \]Jx - 1)2.

Lahendus. Kuna rif(x +1)2 + \|Jx - 1)2 = x+1] &
+|x - 1]ja Ulesandes pole lisatud mingeid kitsendusi
muutuja X suhtes, tuleb meil arvtelg jagada kolmeks  osa-
piirkonnaks

Kuna esimeses piirkonnas x -1 kehtivad  vGrratused
x +1 <0 ja x - 1<0, siis

\x +1)2 + J(x - DN =[x +1]+]x-1]= -(x +1) -
- (x - 1) =-2x.
Et teises piirkonnas -1 4 x <1 kehtivad v@rratused
x +110 ja x-1<0, siis

\X +1)2+\x-1)2=)x +1 +1x- 1li=x+1 -
- (x-1) =2,
nagu nagime ka ndites 5»
Kolmandas piirkonnas x ~ 1 kehtivad vorratused
X+1>0jax-170. Seega siin

\(x ¢1)2 +Mx - D)2 =x +1l+x-1l=x+1+
+x - 1 =2x.
Vastus. r-2x, Kui X <-1
\[x +1)2 +fx-1)2=/ 2, kui -1"x<1
(2x, kui x 1.
Pikemate ja keerulisemate avaldiste lihtsustamisel
tuleb arvestada algebraliste murdudega sooritatavate te-
hete ning astmete ja juurte omadusi.

Naide 6. Lihtsustada S — & ---—--- . e —ft— o

kui a <0. -
Lahendus. Kuna (lesandes a <0, siis -a >0 ja\(-a
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on médratud ning ('I'-a)2=-a. Lisaks tuleb aga eeldada, et
a 4 bx >QO Nendel eeldustel teostame teisendused:

2 . 1 . b g— _
Y= TTpa33H e+atT ta o
2 1 _ b 1
* N 5 B <2faeta "RV
2.a.b.1 S
yCé o (-bx) « 2Va +bx « T-& (7a)(“x)Va + bx
= 1 .
x™a + bx-
Vastus. Eeldustel a <0 ja a +bx >0 on antud aval-
dis samavédrne avaldisega L
XVa + bx
Ndide 7. Lihtsust N - a.
dide ihtsustada * 2 vih m\i7 a
, Lahenflus. Teisendamine on véimalik vaid eeldustel b>0
qa -—a ™ 0* Viimane vorratus teiseneb aga kujule
2 2
ARAVER °* Kuna b > 0 korral ka >0, siis an-

tud Ulesande madramispiirkond on médratud tdielikult vor-
ratusega b >0, mille tdttu

az;,bo kuia b
- a. ioL = o-b .
2Ab o<l kui a<b .

Kogu antud avaldise lihtsustamisel tingimustel a b >0,
saame

-f*a=+{<a;bb2-a, " e-L +Js-pbL =
2 40 2 ANT M
yqua a-b bea+a-b__an

"A 4+ N+ ANb = ANb ~vjb

Lihtsustades antud avaldist tingimustel b> 0 ja
a <b, saame
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4 . a .vUa +b)2" a-b

no e 2%
b+ avb a*b=fb
2
Vastus.  —— B —, kui a”b>0

4 +WUb +IF*"bl*““a= \H kui a<b b> 0.

2. Irratsionaalsuse kaotamine
murru Jlugejast voi nimetajast.
Olgu A mingi irratsionaalne algebraline avaldis. Kui leidub
selline irratsionaalne avaldis B, mis ei ole samaselt vord-
ne nulliga nii, et korrutis A « B on ratsionaalne avaldis,
siis Oeldakse, et avaldis B on avaldise A kaasav al-
di s (kaastegur). Esitame moningate avaldiste kaasaval-
dised:

1) kui p, q, ..., r on naturaalarvust n vdiksemad na-
turaalarvud, siis avaldise

A="ixp . Yg ¢ ... o4&
kaasavaldiseks on
B=njxn-P . YA" . ... ¢ A,
sest A.B=X.Y. .. «Z
2) avaldiste
A=fFi (F X~0; Y¥0)
kaasavaldised on vastavalt

B =\x &

S0St Ae<B=({x)2- (ff)l2 =X-Y,
3) avaldiste
1 =251 Sir
kaasavaldised on vastavalt
B = + W/xy +7f7,
sest
MB=(05X>5xGfr)5=iii. P
Olgu antud irratsionaalne algebraline murd C ="»mil-
les vdhemalt nimetaja (lugeja) on irratsionaalne avaldis.

68



Kui seda murdu laiendada nimetaja (lugeja) kaasavaldisega K
siis saame murru C =% = , milles nimetajas (lugejas) on
ratsionaalne avaldis. Kdneldakse, et oleme kaotanud
irratsionaalsuse murrunimetajast (luge-
jast).
Kasutades eelpool toodud kaasavaldisi lahendame méned
néitelilesanded irratsionaalsuse kaotamiseks murru nimeta-

jast.

Néide 1. — = *.=£-£2 (kui a >0).
\ET ST *da
Néide 2. - | — =  *(* + m=7(alklb}
a-\'b (a->Ib)a +Nb) a -b
(kui >0 ja b ™ a2).
Néide 3
\[x +fy + (<o & >[y) + &
{~+*7) - *z~ - niz
RAt+NTt) & ij) -\r*T (Jirwy)2- (~)2
WT + \Iy~ \z~

X +y -z + 2y
Murru Uhekordse laiendamisega ei 6nnestunud seekord kaota-
da irratsionaalsust nimetajast. Teostame vajaliku teisen-
duse veelkord.
&+ fr-1z) R* 4 -z)- 2&y 1 _ (>5+Vvly-Q [(x+y-z)- 2</xy] ~
1x+y-z)-»-2>{xy][(x+y-2)- 2\xy] ~ (x +y - z)2 - 4xy
NUUd on nimetaja vabastatud irratsionaalsusest. Kdik tei-
sendused on lubatud vaid piirkonnas, kus x >Q y > 0,
z 70ning (X +y - 2)2 - 4xy ~ 0.
Néide 4. Kaotada irratsionaalsus murru Ly
geaast. X
Lahendus. Et avaldise ~/x”- ™\fy~kaasavaldis on
si?* 5J5-. r/p-, siis piirkonnas, kus x ¢ -y, saame
1 = Ay=_ (3= ~y)eun+ Ay + 4

X+Y " (x +y)c ™ +4r™ +4/7)

lu_

2. - y

(X +Y)(MXZ + Zjxy + Ly2)
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3. Liitradikaali valemid. Algeb-
raliste avaldiste Aja B lhisesse méaramispiirkonda kuulu-
vas mistahes osapiirkonnas kehtivad samasused

K +& =\ [myr -B

mida tuntakse ka liitradikaali valemite nime
all. Neid valemeid on otstarbekas kasutada méningate ir-
ratsionaalsete avaldiste lihtsustamisel.

Naide 1. Arvutada (— . ~
f2"N2 +{17 {T-\2 -
Lahendus. Kuna liitradikaali valemite p&hjal

oa
siis AT +1i02 S
r evit ( {21 LK*jnLdl =
{2* "fiTW"' <r+ 17 25 +n
_ o ar+1)2 if+1
~v/Fe (3(Nir+ 1) ~ =
ning X o-y 2
2 - y3 - (-1 . v2_v3-1~n7
- - \Ir JT - 1 23 - NI /6~

Jarelikult antud avaldise vaartus on vordne
% /1 o =(# )2 =2.
( {6\ ('{6 )] """""" —_— .

Ndide 2. Lihtsustada nZb +-2.-b—zJL
V2 - 4 +b+2
Lahendus. Kasutades murru lugeja teisendamiseks liit-
radiikaali valemit, saame N m

Ib + ™5 - 4 =\JT./b +'Jb2 =x
J b-W . jJ =vfrrT +

Seega, lahutades nimetaja tegureiks, saame
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/b +2<m2 -»  Vom2 +\b- 2 _ 1
AprT7¢ b2’ 'FT1 e~r~rs' " \lb* 2
piirkonnas, kus b+2>0jab-270.

Néide 3. Lihtsustada \JI3 +30\2 +\}9 +4 TT.
Lahendus. Selles ulesandes tuleb liitradikaali valemit
kasutada korduvalt. Esmalt leiame

Jargnevalt saame lihtsustada avaldise

Ve + +1) =/3 +\[8=p +m - =7 H.
Jadb lihtsustada viimane osa kogu avaldisest
M3 +30("2* + 1) =V"3 +30I= +\]IB0O =
B N L NBAJTIK> *5 e N2
Vastus. /13 +30/2 +\W + 5 + 372,

Kontrollkisimused

Avaldise mdiste.

Algebralise avaldise mdoiste. Ndéiteid.
Analiitilise avaldise mdiste. Naiteid.
Ratsionaalse avaldise mdiste. Naiteid.
Avaldise mé&iramispiirkonna mdiste. Nditeid.
Vorduse mdiste. Naiteid.

Samasuse maoiste. Naiteid.

Varrandi mdiste. Naéiteid.

Kas vordus (x - y)? =x% - 2xy +y" on samasus?

10. Kas vérdus X ] 4 =x +1 on samasus?

11. Millist avaldist nimetatakse Uksliikmeks; hulkliikmeks?
12. Mida nimetatakse Uksliikme kordajaks, mida astmeks?

13. Milliseid Uksliikmeid nimetatakse sarnasteks?

14. Mida mdistetakse sarnaste Uksliikmete koondamise all?
15« toida mdistetakse hulkliikme koondamise all?

16. Millisel kujul tuleb alati hulkliige esitada?

17. Kuidas toimub Uksliikme korrutamine U(ksliikmega: hulk-

PND U AW

©
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18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.

26.
27.

28.

29»

30.

31.
32.

33.

34.

lilkme korrutamine ksliikmega; hulkliikme korrutamine
hulkliikmega?

Kuidas toimuh Uks- ja hulkliikmete astendamine?
Sonastada korrutamise abivalemid.

Mida tadhendab hulkliikme teguriteks lahutamine?
Nimetada tegureiks lahutamise erivtteid.

Kuidas toimub ruutkolmliikme lahutamine tegureiks?
Kuidas toimub Uks- ja hulkliikme jagamine?
Tdisavaldise ja algebralise murru mdgiste.

Mida tuleb kindlasti arvestada algebralise murru 5
maaramispiirkonna ~Leidmisel?

Algebralise murru pdhiomadus.

Kui A, Bja Con mingid algebralised avaldised, Kkas
siis murd § on samaselt vérdne murruga AS?

Kuidas toimub algebraliste murdude teisendamine Uheni-
melisteks?

Milliseid tehteid v6ib sooritada algebraliste murdude-
ga?

Leida Ja- 11,[5- b ja ~

Leida Wx2 + 2, G-~/ (-2)7.

M illist avaldist nimetatakse antud irratsionaalse aval-
dise kaasavaldiseks? Naiteid.

Mida t&hendab irratsionaalsuse kaotamine murru luge-
jast vbi nimetajast?

Milliseid valemeid nimetatakse liitradikaali valemeiks?



V VCRRANDID JA VORRANDISUSTEEMID
§ 15« Ruutvdrrandid. Ruutvérrandeiks taanduvad
vorrandid

1. Vorrandi samasusteisendu-
s e d . Samasuse, vOrrandi, v@rrandi mé&iramispiirkonna ja
lahendite mdiste on antud § 10 p. 4.
Uhe tundmatuga vdrrandi vOime esitada kujul
f(x) =g(x),
millest leiame tundmatu need vaartused (vdrrandi uddramis-
piirkonnas), mis muudavad antud vorrandi t6eseks arvvérdu-
seks.
Toome néiteid Uhe tundmatuga vdrrandi méaramispiirkon-
na ja lahendite kohta.
Naide 1. Vorrandi 2x +3 =x +8 maéramispiirkonnaks
onl-oo , +Co. ja lahend x =5 kuulub mdramispiirkonda.
Néide 2. Vorrandit
5, 1+X 12£x +2)
X+3%“3-xX X2 9
teisendades saame vorrandi
5X 7 fx 12(x +2)
SITT™ * 5"=7 ='Cx - 3Tx
mille maaramispiirkonnaks on]-oo , -3LUj-3,3L ~33» +o00].
Viimane murdvérrand taandub ruutv@rrandiks 6x" - 17x 3 =0
lahenditega x* =3? xg s - ¢g. Kuna x* =3 ei kuulu médra-
mispiirkonda, siis ldhtevérrandi lahendiks on x =- g.
Néide 3. Vdrrandi

+6 +3ITT * 51 +3IT-5
mé&aramispiirkonda e& kuulu x =2. Koondades sarnased liik -
med tekib vdrrand X~ - 5x +6 =0, mille lahendeiks on
XN =2; x2 =3. Et x =2 ei kuulu méaramispiirkonda,  siis
on lahendiks x =3.
Naide 4. Juurvorrandi

+ 10
vasakul poolel on mdte, kui 25 - xO» 0, ja paremal poolel,
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kui x ~ 5. Seega on méadramispiirkonnaks [-5» 5Cja sinna
kuulub labend x = 4.
Kaht vorrandit

f (x) =9(x) (1)

fA(x) =g1(x) (2)
nimetatakse samavaarse teks (ekvivalentse-
teks) mingil hulgal M, kui neil on sellel hulgal thed ja
samad lahendid, s.t. iga hulka Mkuuluv vorrandi (1) la-
hend on vorrandi (2) lahendiks ja vastupidi.

Vorrandeid nimetatakse samavédrseteks ka juhul, Kkui
vorrandeil ei ole lahendeid.

Néide 5. VOrrandid x2 - x =20 ja (x+ 4)(x - 5) =0
on samavdérsed kogu reaalarvude hulgal R, sest peale la-
hendite x* =-4, ja Xg =5 teisi lahendeid ei ole.

Naide 6. VOrrandid (x - 3)(2x +5)(x2 - 2) =0 ja
(x - 3)(2x +5) =0 on samavéaérsed ratsionaalarvude hul-
gal Q kuid ei ole samavédrsed reaalarvude hulgal R.

Néide 7. Vorrandid x =0 ja x(x2 +1) =0 on  sama-
vadrsed reaalarvude hulgal R. Lahendiks on x =0.

Néide 8. Vorrandid x2 =x ja -— 1 ei ole
samavaarsed reaalarvude hulgal R, sest esimese v@rrandi la-
hend x =0 ei kuulu teise vdrrandi maaramispiirkonda.

Néide 9. Vorrandid x2 +5 =0ja 2x2 +7=0 on
reaalarvude hulgal samavéarsed, kuna kummalgi vorrandil
ei ole reaalarvulisi lahendeid.

Teisendusi, mis annavad esialgse v@rrandiga samavaar-
sed vOrrandid, nimetatakse samasusteisen -
dustecxs.

1. Kui v@rrandi

f(x) =g(x) 1)
molemale poolele liita *f(x), mis omeb motet vdrrandi (1)
madramispiirkonnas, siis uus vérrand

f(x) +7(x) =g(x) +" (x)
on antud vdrrandiga samavéaérne.

2. Kui vorrandi

f(x) =g(x)
mdlemat poolt korrutada vOi jagada Uhe ja sama nullist
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erineva arvuga, siis asame antud voOrrandiga samavaarse vor-
randi.

Mérkus. Vorrandi mdlemat poolt ei v8i korrutada ega
jagada muutujat sisaldava avaldisega.

Naide 10. Vérrandi x* = x jagamisel x-ga saame x2 =1
ja x =- 1. Kaotasime lahendi x =0. Gige lahendusviis:

-x =0, x(x2-1)=0; xr=0; x2=1;, Xj=-1.

Néide 11. Vorrandi x - 5 =1 mdlema poole korruta-
misel avaldisega x - J saadav vorrand (x -5)(x -3) =x - 3
ei ole samavéédrne lahtevorrandiga, mille ainsaks lahendiks
on x =6. Uuel vdrrandil on kaks lahendit x* =6; x2 =3,
x =3 ei ole lahtevérrandi lahendiks.

Vorrandi lahendamisel plutakse vdrrandit teisendada
nii, et iga uus vdrrand oleks eelnevaga samavaarne. Kui
vOrrandiga samavdérset vorrandit pole v@imalik  tuletada,
siis asendatakse antud v@rrand niisuguse vdrrandiga  (vOi
vOrranditega), mille lahenditeks on k&ik antud vdrrandi la-
hendid ja lisaks v@ib olla veel lahendeid, mida nimetatak-
se esialgse vdrrandi vddrlahenditeks. WVOO-
lahendid eraldatakse antud v@rrandi lahenditest kontrolli-
misel, asendades kdik leitud lahendite vé&&rtused lahtevdr-

randisse.
Varrandi
f(x) =g(x) (1)
jarelduseks nimetatakse vorrandit
f2(x) =92(x), 3)
kui vdrrandi (1) teisendamisel vdrrandiks (3) ei teki la-

hendite kadu, s.t. voérrandi (1) kdik lahendid on ka v@rran-
di (3) lahenditeks.

Jérelduseztahistamiseks kasutatakse marki s=>  Nait.
X - 1=0=x" =1, sest lahend x =1, mis on lahtevdrran-
di ainsaks lahendiks on ka teise vdrrandi Uheks lahendiks.

22.Té1ie|ik ruutvdrrand. Vorrandit
ax~ fbx +¢c =0 nimetatakse tdielikuks ruut-
vdrrand i ks, kuia 0; beQ c¢”™O0. Vorrandi maa-
ramispiirkonnaks on 3 - » +0©Qja seepdrast jargnevate
ruutvdrrandite korral maaramispiirkonda enam ei esitata.
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Téieliku rL(J)utv()rrandi
ax ++c=0 (kus a >0

lahendivalem
- + -
12 = B_\ﬁgz 4ac
tuletatakse kasutades taisruudu eraldamist ruutkolmliikmest
(810, p. 7).
Avaldist
D=1 - Yac

nimetatakse ruutvdrrandi diskriminandiks
Séltuvalt diskriminandist vdib vaadeldaval ruutvdérrandil:
1) olla kaks erinevat reaalarvulist lahendit, kui
L>0;
2) olla kaks v@rdset reaalarvulist lahendit, kui DB=0;
3) lahend puududa reaalarvude hulgas, kui D<0.
Naide 1. Vorrandil
X2 - 7*+2=0 (D=49 -4 «3+2=25>0)
on 2 reaalarvulist lahendit x* =2; x2 =

Nijde 2. Vorrandil

I - 4x +1=0 Ds16-4+4+1=0)
on 2 vOrset lahendit x* 2 =

Naide 5. Vorrandil

4x2 - X +6=0 (D=49 -4*4.6=- 47<0)
reaalarvulised lahendid puuduvad.

Kui tdieliku ruutvérrandi lineaarliikme kordaja on
paarisarv (b =2k) ning

ax2 + 2kx +c¢ =0,
siis on otstarbekas kasutada lahendivalemit

-k t vk2 - ac

X,2 = i *

Naide 4. Vorrandil 3x2 - 28x +9 =0 on k =14, siis
14 f V|96- 27* 14 - 13

1,2 =
Lahendid; x* =9; x2 =
Néide 5. Missuguse a vaartuse korral on vorrandil

2 +a)x2 +6ax +4a +1 =0
kaks vordset lahendit?
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Lahendus. Lahendid on vdrdsed, kui D=0. Antud juhul
36a2 - 4(2 +a)(4a +1) =0
ja peale teisendusi saame vdrrandi
582 - 9a - 2 =0,
millest & =2; a2 =- ¢,
Vastus. Parameetril v8ib olla 2 véaartust: an =2 ja

3. Taandatud ruutvdérrand. Taan-
datud ruutvdérrand
x2+px+q:0

on taieliku ruutvérrandi erijuhuks, kui a =1; b =p ja
¢ =q. Lahendivalem on

X2 =-1£\/p2- g

Néaide 1. Vorrandil x2 - x - 30 =0 on 2 lahendit
Xl =6; x2 =-5, sest D> 0.

Naide 2. Vorrandil x2 - 2x +1 =0 on 2 vordset lanen-
dit x1f2 =1 (D =0).

Naide ?. Vorrandil x2 - 6x + 12 1 0 reaalarvulised la-
hendid puuduvad (D < 0).

4 Mittetdielikud ruutvoérran -
did. Mittetédaieliku ruutvdrrandi
saame taielikust ruutvdrrandist, kui a ¢ 0, kuid (ks vOi
molemad kordajatest b ja ¢ on nullid.

Mittetdielike ruutvdrrandite liigid on jargmised.

1. Kui b =0, tekib voérrand ax™ +c¢ =0, mille lahen-

deiks on x* 2 « *\ M . Reaalarvulised lahendid on,
kui 2" 0.
2. Kui ¢ =0, saame vdrrandi ax? + bx =0, mille la-
hendamiseks lahutame vasaku poole tegureiks
x(ax +b) =0. Siin on 2 vBimalust:
1) x =0;
2) ax +b =0, millest x s - ~
Lahendid: x* =0; x2 =- jj.
3. Kuib=Q ¢ =0, siis ax* =0 ja x4 =x2 =o.
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Naide 1. X2 * 52x =0; x2 =52; x* 2 = "2/3.

Néide 2. x2 ¢3x - 0; x(x +3) =0; x» =0; x2 =-3.

5. Ruutvdrrandi lahendite oma-
dused. Viete'i teoreem. Taandatud ruutvdrrandi la-
hendite summa vdrdub lineaarliikme kordaja vastandarvuga ja
lahendite korrutis vordub vabaliikmega.

Taandatud ruutvdrrandi

X" +px +q =0
kordajad p ja g on seotud lahenditega x* ja x2 jargmiselt:

X1 =G§+VD2-O(-1->/(?2- p=

=C-8)2 -0/(8)2 -2 =q
Teoreem vOimaldab mdnel juhul peaat arvutades leida
ruutvérrandi lahendid.
Néide 1. Vorrandi x2 - 5x +6 =0 lahendid on x* =2
ja x2 =3, sest x*"+x2 =2+3=5 ja xfJex2=2.3F6.
Leida peast jargmiste vdrrandite lahendid:

1) x2- 4x +3 =0 5) x2 - x-12=0
2) X2 - 2x- 35 =0 6) x2 - 4x - 60 =0
3) X2 - x-5 =0 7) x2 - 17x +72 =0
4) x2 +7x +10 =0 8) x2+4x - 5=0

Taandatud ruutvdrrandi lahendite omadust kasutame jargmiste
ulesannete lahendamisel.

Néide 2. Vorrandit X~ +px + g =0 lahendamata avalda-
da p ja g kaudu tema lahendite ruutude summa.

Lahendus. Léhtume seosest (X +x2)2 =x2 + 2x,jx2 +X|
ja avaldame x2 + x| = (X +x2)2 - 2x"x2. Kuna x* +x2 =-p
ja X1 ¢ x2 =q, siis

x2 +x|] =C-p)2 - 29 =p2 - 20.

Néide 3. Vorrandis 3x~ - 5x +k =0 méarata k nii, et
selle vorrandi lahendid x* ja x2 rahuldaksid voérrandit
ox™ +x2 =0.
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Lahendus. Taandatud ruutvérrandi x - Ax +X =0 la-
hendite omadust ja lisatingimust kasutades saame sUsteemi

Xi +x2 =i
XL . x2 =]
6XJ +x2 =0,
mille lahenditeks on n X2 =2 ja K=3)" e Xg=
=3.(-p -2=-2
6. Ruutkolmliikme lahutamine

tegureiks. Ruutkolmlikme tegureiks lahutamist ka-
sitleti § 11 p. 7. Teades ruutkolmliikme ax2 + bx +c null-
kohti x* ja x2, s.t. ruutvdrrandi ax’ +bx +c¢ =0 lahen-
deid,vﬁimeduutkolmliikme lahutada tegureiks

ax +bx +c¢ =a(x - xNCx - x2).

Erijuhul, kui a =1, siis
X2 +px +q =(x - x1)(x - x2).

Naide 1. Lahutada tegureiks ruutkolmliige 2x2 - 5x +2
Nullkohtade leidmiseks lahendame vorrandi 2x - 5x +2 =0,
mille lahendeiks on x» =+ x2 =+ 2. Jarelikult

2X2 - BX +2 =2(x - N(x - 2) =(2x - D(x - 2).

Néide 2. x2 +5x - 14 =(x - 2)(x +7), sest x» =2;
x2 = —T7.

Naide 3. 4x2 - 4x +1 =4(x - jj)(x - g) = (2x-1)$2x-1)=
=(@2x - 1) , sest x~2 =q.

Néide 4. Ruutkolmliiget 2x2 +3x +2 = Jei saa tegu-
reiks lahutada, sest v@rrandil 2x2 - 3x +2 =0 ei ole
reaalarvulisi lahendeid (D < 0).

Ruutkolmliikme tegureiks lahutamist kasutatakse ndi-
teks algebraliste murdude taandamisel.

Naide 5. Taandada murrud;

-MN +6x ~91 _ & +13)
X +8 —+H05 "

2) 232 4 8a - 90 = 2(a2+ 4a-45) =2(a +9)0-5? _ 2(3+9).
3a2- 362 +105 3(a -12a+35) 3(a -/)U-5T 7 3(a-7)’

X + 13
11X+
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3) 2x2 - lix +5 = =2x -1 "
32 - 14x - 5 3C—5)(x +°) 5Hx +1
7. Ruutvdrrandi koostamine
lahendite pdhjal. Ruutvdrrandi koostamiseks
juhul, kui on antud tema 2 lahendit x* ja x2, vdib kasuta-
da Uhte kahest vbimalusest:
1) taandatud ruutvdrrandi lahendite omadust (Viete'i

teoreemi);

2) ruutkolmliikme esitamist kahe teguri korrutisena.
Esimesel juhul (Viete'i teoreemi kohaselt) x* +x2 =- p
ja x1 . x2 =q.

Néide 1. Koostame ruutv@rrandi, mille lahendid on 2
ja (-3).

Kuna -p :Zp (~3) =-1jagq=2 -+ (-3) =-6, siis

ruutvérrand on x~ +x - 6 =0.
Ndéide g. Koostame sama vorrandi tegureiks lahutamist
kasutades. Siis
(x - 2)[x - (-3)] =0 ja x2+x-6=0.
Néide 3. Koostame kahel vii'sil ruutvdrrandi, mille
lahendeiks on x> =- £ ja x2 =

1) -p =x1 +x2:~§+§s ~\%}3’

X2 +Ux - ~=Q 18x2 +23x -6 =0;
2) x +Px -] =0, x2 +f]x - ~=0;

18x2 + 23x - 6 =0.

8. MurdvOrrand. Murdvdrrandiks
aimetatakse vdrrandit, mis sisaldab tundmatut murru nimeta-
jas.

Murdvdrrandi lahendamist alustame kindlasti vérrandi
maaramispiirkonna leidmisega.

Naide 1. Lahendada vérrand

2 1 X -4
prn - -ne
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Lahendus. Kuna x /7 2; x / -2 ja x / 0, siis vorrandi
magramispiirkonnaks on3-oo0, -20U3-2; 0CU]0; 2tU]2,+ oo[.
Teisendades ldahtevdrrandit, tekib vérrand

X2 - 5x +6 =0,
millest x* =2 (ei kuulu méaaramispiirkonda) ja x2 = 3»
Vastus, x = 3.
Naide 2. Lahendada vdrrand

1 - XezeBol = X
X +X-2 X &xX-2

Lahsndus. Madramispiirkonna leidmiseks lahendame vor-
randi x" +x - 2 =0* millest x* =-2 ja x2 =1. Kuna see
ruutkolmliige on murru nimetajas, siis x ~ -2 ja x £ 1.
Vorrandi mdaéaramispiirkond on ]-oo , -2C.lJJ-2, IEU3I, +oo0].

Antud vorrandist jareldub vdrrand x~ - 2x + i =0,mil-
le lahendeiks on x* 2 ~~ (178 kuulu lahtevOrrandi maa-
ramispiirkonda).

Vastus: lahendid puuduvad.

Néide 3. Lahendada vdrrand

30 . 15 . 7 +18x
X% 1 X% X +1 xho1 *

Lahendus. Lahutades nimetajad tegureiks, omandab vor-

rand Kkuju
30 _ 15 7 +18x

(x +D(x - 1) x2 +x+1 (x - Dx +x +1)
Nimetajatest selgub, et x / -1, x ™ 1. Ruutkolmliikmel
x2 +x +1 ei ole reaalarvulisi nullkohti (D <0).

Mééramispiirkond on3-o0 , -1£U]-1; [EU]I, +00L .

Pédrast teisendusi saame vo&rrandi x~ - 5x - 36 =0, mille la-
hendeiks on x* =9; x2 =-4, mis kuuluvad ka esialgse vor-
randi madramispiirkonda.

Vastus, X =9; x2 =-4.

9. Abitundmatu kasutamine vor-
randi lahendamisel. Mnd kbrgema astme vor-
randit on v@imalik teisendada nii, et abitundma -
tu t kasutades tekib ruutvérrand.

Ndide 1. Vorrandi (2 +2x)2 - 14(x2 +2x) - 15 =0
lahendamisel on sobiv kasutada abitundmatut y =x2 + 2x.
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Nii tekib ruutvdrrand y2 - 14y - 15 =0, mille lahendid
onyj =15; y2 =-1. Niid on tegemist kahe ruutvérrandi-
ga:

1) x2 +2x - 15 s 0, mille lahendid on x* =-5; x2=3;

2) X2 +2x +1 =0, kust x» 2 =-1,

Vastus:.x* =-5; x, N =-1; x» =3.

Ndide 2. Vorrandi

cH1)2-r(4-)-*=0
maéramispiirkonda ei kuulu x =0.
Lahendamiseks kasutame abitundmatut y =—=— « Vas-
tava ruutvdrrandi y2 - 3y - 4 =0 lahendeiks on y» =4;
y2 =-1. Vorrandeist

24-1 =4 da 2-=-1=1
leiame lahendid x* = - 1 X2 =g,l mis kuuluvad maaramis-

piirkonda.
Vastus, x> =- & x2 =4,

Néide 3. VOrrandi
_a L1183 18¢ =
X +2x-3 X +2Xx 62 x +22X+1
aramispiirkondg ei kuulu ruutkolmliikmete x™ +2x - 3;
X +2x +2 ja x= +2x +1 nullkohad, s.t. x ¢ -3; x* -1;
Xi 1.
Kasutades abitundmatut y =x% +2x +1 omandab vérrand

kuju
y-4+y+1 'y
millest y2 17y +72 =0 ja =8, y2 =09.
Edasi on 2 vdimalust:
1) x2 +2x +1 =8; x2 +2x - 7 =0, millest

x #1286 x +2x- 8 =0 Xj =-4;

Kontrollime lahendite kuuluvust méaramispiirkonda.
Vastus. JJ2 =-1 - V2 x) =-4; x» =2,

Naide 4. Lahendada vdrrand
X +3rH + X2 +33 +5[TT +N 3 =°*

2) X &

N POl
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Uhise nimetaja leidmine ei ole siin otstarbekas. Rihmitades
ja liites murde

(x + + +5Ir3} =
saame padrast teisendamist
+ 2 - +4(2* - 77 . 0.
X —bx X - 5x +4 X - 5X +6
Mééramispiirkonda ei kuulu x=0, x=1,x=2, X =3 x=4

ja x =5.
Uhise teguri sulgude ette toomisel
2x - 5)0g A~ + - + "' g—-- =0
( )xg-5x y?'-5X+4 xg-5x+6)
saame vOrrandist 2x - 5 =0 Uhe lahendi x* =  Vo&rrandi

SRR [ — L =0
X -5 Tr-5%+4 X -5+6

lahendamiseks kasutame abitundmatut y =xP - 5x. Lahendus

on analoogiline eelmise nditega.

Vastus. xn =25} x2°2 =g(5 ~ VI7).

§16. Erikujulised vdrrandid

1. Kaheliikmelised vdrrandid.

Algebralist v@rrandit

axll+bh =0 (a >0, b >0) (1)
nimetatakse kaheliikmeliseks vdrran -
diks. Asendus

X =yVI (2)
taandab ldhtevdrrandi (1) kujule

M111=0. 3)

Lahendanud v@rrandi (3), leiame asendusest (2) ldhtevdrran-
di (1) lahendid.
Vaatleme jargnevalt erijuhte.
1. Kui n =2, sii% lahendame vdrrandit ax2 t b =0:
1) vorrandil y +1=0 reaalarvulisi lahendeid ei
ole;
2) vOrrandit y -1=0 lahendades saame y =-1 ja
seosest (2) leiame x =%\ J;
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2. Kui n =3, siia on varrandiks ax®» £+ b=0Q
Jrzf:+1 =0; (y +1)(y2-y +1) =0. Kuma
y +1 =0 ei ora rgaalarvulisi lahendeid,
sus y =-11Jax =
2) y-1=0 (y - 1)(y +y +1) =0, millest
y =1jax =01, .
3. Kui n =4, siis saame jargmised juhud:
1) y4 +1 =0, millel reaalarvulisi lahendeid ei
ole;
2) y4-1=0; (y2- 1)(y2+1) =0,y =-1,

Ndide 1. Lahendada vdrrand 8x™ - 27 =0.
Voérrand (3) omandab kuju y» - 1 =0, millest y =1 ja
seosest (2)
3/5

Néide 2. 4x6 - 3 =0; y6 - 1 =0; yl =1; v2 =-1;

X1,2 - 1 ey

Uldise vdtte asemel vdib kasutada ka vdrrandi vasaku
poole tegureiks lahutamist.

Néide 3. 8" - 27 =0 omandab pdrast tegureiks lahuta-
mist kuju (2x - 3)(4x2 +6x +9) =0. Kuna teisel teguril
reaalseid nullkohti ei ole (D<0), siis 2x - 3 =0 je

2. Biruutvdrrand, Biruutvdrra u-
di kK s nimetatakse v@rrandit
ax" +bx* +c =0,
kus a® 0, b Q ¢ o O Méadramispiirkonnaks on 3* <> +00[
2Biruutv()rrandi lahendamisel kasutame abitundmatut
y =x" ja Izahendama ruutvdrrandi
ay" +bhy +¢c =Q
Kui ruutvdrrandil reaalarvulised lahendid puuduvad, siis
puuduvad nad ka biruutv@rrandil.
Olgu_ruutvdrrandi lahendid y, ja yol siis
=y j'a2 X =y2. d
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Erijuhud
1) kui y» £ 0 ja y2 £ 0, siis biruutvérrandil on
reaalarvulist lahendit

X2 = e x3f4 =*15
2) kui yy™ 0 ja y2< 0, siis on 2 reaalarvulist la-
hendit
*1,2 =*nv
3) kui yy< 0 ja y2~ 0, siis on 2 reaalarvulist la-
hendit
X,2 =*n2"
4) kui y~< 0 ja y2 <0, siis reaalarvulised lahendid
puuduvad.

Biruutvdrrandi lahenditel x», x2, x®, x™ on jargmised
omadused,;
1) XN +x2 +xM +x4 =0;
2) Xy X2 o XN e XN =-,
Néide 1. Taandada murd
X4 9x2 + 20
x4 - 10x + 24
Lahendus. Lahendame biruutvdrrandid x4 9x2 +20 =0
ja x* - 10x2 + 24 =0. Kasutades lahendeid lahutame lugeja
ja nimetaja tegureiks. Seega
X4 — 9x2 + 20 _ (x + 2)(x — 2)(x =/5)(x +V~™) _ x~-5
X4— 10xZ + 24 (X —2)(x + 2)(x —vt)'(x +" ) ~~ 5*

Naide 2. Koostada biruutvdérrand, mille lahendeiks on

X2 =11 Ja *5,4 * A*e

Lahendus.
x - DX + D(x-4)(x+4) =0; 9x4- 148x2 + 64 =0.
J. Kolmeliikmeline vérrand. Al-

gebralist vdrrandit

ax™ + px" +Cc =0,
kus n A2, a0, b”O, ¢ 4 0 nimetatakse kol me -
liikmeliseks vbrrandiks. Kui n =2, saame bi-
ruutvdrrandi.



Lahendamisel kasutame abitundmatut y =xn.

Ndide. x® - 17x4 + 16 =0. Asendame x4 =y, siis
Y2 - 17y +16 =0, millest y* =16 ja y2 =1.

1) x4 =16; x1j2 =-2;

2) x4 =1, X5j4 =+1.

Vastus. x1 2 =-2; x»"=§$ 1.

4, JuurvOrrand. Varrandit, milles tundmatu
esineb juuritavas avaldises, nimetatakse j uurv Or -
randiks (irratsionaalvérrandiks).

Lahendamiseks tuleb asendada juurvérrand ratsionaalse
vdrrandiga, mis on samavédrne lahtev@rrandiga vdi viimase
jarelduseks. Sageli tdestetakse v@rrandi.mdlemad pooled
mingisse astmesse. Nii saadud vdrrand vdib osutuda l&dhte-
vorrandi jarelduseks. Paarisarvulise astendajaga astendami-
sel on vBimalus vdorlahendi tekkimiseks. Seepdrast on tin-
gimata vajalik lahendi kontroll.

Varrandi méadramispiirkonna leidmisel arvestame, et
paarituarvulise juurija korral on irratsionaalse avaldise
maééramispiirkonnaks juurealuse avaldise méaaramispiirkond,
paarisarvulise juurija korral peab juurealune avaldis ole-
ma mittenegatiivne.

Lahendame jargmised juurv@rrandid:

1) VX - 4 - Vx+5 =1
2) s/2X +1 +<k - 3 = A5T:

3) VI +x 'V +24 =x +1,;
- = - + .
4) V9 - 5x =V3 - x B -«

5  4+<x - 3 =012(x - 1);
6) W'+ JT =12

N7 +2 =3,
X -1 5
[2-2x - 2*
Lahendused.

1) Vorrandi \j2x - 4 - Wx +5 =1 méaaramispiirkond on
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f2x - 4 £0
{x+520,
millest x £ 2.
Teisendama vorrandit nii, et kummalgi pool vordusmérki
on uks juuravaldis ja tdstame vdrrandi mélemad pooled ruutu

(V2x - 4)2 = (1 +VX +5)2.
Nii saame vOrrandi x - 10 =2Wx +5. Teistkordsel ruutu
tostmisel

X2 - 20x + 100 =4x + 20; x2-24x +80 =0; x¥ =20, x2 =4.

Lahendeid lahtev@rrandisse asendades veendume, et vdrrandit
rahuldab ainult x = 20.
Vastus, x = 20.
2) Vorrandi V2x +1 +vX - 3 = 2/3 madramispiirkond on
(2x+1>0
Ix - 3 >0,
millest x £ 3» Ruutu tdstes
(V2x +1 +Vx - 3)2 = (2VX); (2V(2x+1)(x-3" = (x +2)2
X2 - 24x - 16 =0; x1 =4; x2 =- | (ei kuulu méara-
mispiirkonda) .
Kontrollime lahendit x =4.
Vastus, x =4.

AV +x\/x2 +24 =x +1
M +X/XN+24)2 =(x +1)2;, 1 +x\/x2 +24 =

=X2 +2X +1; X(/x™ +24 - x - 2) =0;
x1 =0 jaM +24-x-2=0
(N2 +24)2 =(x +2)2; 4x =20; x2 =5.
Mblemad lahendid sobivad.
Vastus, x* =0; x2 =5.
4) Vorrandi V9 - 5x =V3 “ x +—" maéaramispiir-

kond on V3 - X
f9-5x"~0 Ohk x 1

[3-x>0
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V(9 - 5x)(3 - x) =3 - x +6; /9 -5x)(3-x))2=(9 - x)2.

2X - 3 - 271 =0; x» =-3; x2 =4,5 (ei kuulu mééramis-
piirkonda) .

Kontrollime lahendit x =-3.

5) Vérrandi ~*7 +/ 2x - 3 =712(x - 1) maaramis-
piirkond onJ-o00 , +o00] .

Tdstes kuupi (Mx +3/2x - 3)3 =(3/12(x - 1))5;

X +3x2(2x - 3) +3X2x - 3)2 +2x - 3 =12(x -1)}

3 nx(2x - 3)("x" +72x- 3) =9% - 9 |s 3-
Kasutades l&htevdrrandit sulgavaldise asendamiseks, saame
vorrandi

X(2x - 3) o™ 12(x - 1) =3(x - 1),
mida veel kord kuupi tdstes

12x(x - 1)(2x - 3) - 33(x - 1)3 =0;

(x - 1) [I2x(2x - 3) - 27(x - 1)2] =0.
Siin kas (x - 1) =0, millest x* =1 voi

12x(2x - 3) - 27(x - 1)2 =0; x2 - 6x +9 =0; x= 3.

Mdlemad lahendid kontrollimise pdhjal sobivad.

Vastus, x* =1} x2 =3,

6) Vorrandi \&—+ Y9 = 12 médramispiirkond on x £ 0.
Asendame VX =y, siis VA =y2 ja tekib vdrrand y2+y-12=
=0, millest y, =3 ja y? =-4 (ei sobi). Kunay =3, siis
Wx~=3 ja x =34 =81,

Vastus, x = 81.

7) Vorrandi $Tx + 2 x"x2 =3 mé&dramispiirkond on
3-00, +o0o[, Asendame y B'~x, siis 2y2 +y - 3=Q y|=1;
Y2=~"ning x1 =15 =1; x2=(- |)5 =- W, =-3].

Vastus. xj =1; x2 =-3/,

8) Varrandi

$/12 - 2x .21 x -1 5
VTTTf +Vi2-El=2

médramispiirkonda ei kuulu x =1 ja x =6. Asendame
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<31/12 By =y, siis lahtevOrrand omandab kuju
7 +£ =8,
millest saame, et 2y - 5¥ +2 = Oning y» =2; y2 =j.

Edasi peame lahendama kaks vorrandit

Y2 o e U BA
Tostes kuupi ja teisendades leiame, et =2; X2 =1
=57, Kontroll.
Vastus. x1 =2; x2 :52\.
5. Absoluutvadédrtust sisaldav

vdrrand. Absoluutvdirtust sisaldavate vdrrandite la-
hendamisel kasutame absoluutvaartuse definitsiooni:
kui x ~ O
M= kuix<o.
Lahendame jargmised absoluutvédértust sisaldavad vor-

randid:
k-1 =1J;

)

) X &3] - 2 =4x +1,
3) L-x + x—11 =x;
)
a
)

4) k+2] + M + [x- 2] =4.
Lahendused.
Ix - 1 =3.
Vastavalt definitsioonile
_;\ -1, kui x M1
Ix - 1 (X kui x <

thhe vorrandi asemel saame kaks jargnevat:

1) kui x .1, siis [x —l1lcx-1 ja asendades lah-
tevdrrandisse, saame x - 1 =3, millest x =4.
Et 4 > 1, siis x =4 on vdrrandi lahend;

2) kui x <1, siis Ix - 1 =-(x - 1) ja vdrrandiks
on -(x - 1) =3» mille lahend x =-2 rahuldab tin-
gimust x =-2 <1.

Vastus, x* =4; x2 =-2.

2) |2x +3l - 2 =4x + 1.
Definitsioonist
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2x +3, kui X £ - 6
(—(2x+ 3), kui x<-1J .

1) kui x £ =- I* siis 2x +3- 2 =4x +1 ja

x =0;
2) kui x =<- siis -(2x +3) - 2 =4 +1 ja
Xs -1.

Vastus, x* =0} x2 =-1,

) - x| +x- 1] =x.
Leiame absoluutvéartuste nullkohad: x =1, ning jaotame
x-telje saadud punktiga osadeks
x <1 Xx>1

>X

-—

>

1) kui x~ 1, s
=- (x - 1).
Seetdttu omandab l&htevdrrand kuju
4-x +1-x =X, m'gllest X =
Et? <1, siis x =2 on Iahena.

2) Kui x >1, siis |1 - x] =-(1 - x) =x-1 ja
[x- 11 =x - 1 ning vorrandiks on

X-1+X—1=x ja x =2
Kuna 2 > 1, siis x =2 onvarrandi lahendiks.
Vastus, x* s xXg = 2.
4) Ix +2] + x| +1Ix - 24 =4,
Antud vérrandi puhul tekib 4 osapiirkonda:
X<-2 -2<x"0 0<x~"2 X >2
—_— 1 1 » X

SE 0 z

1) kui x < -2, siis & +2I =-(x +2); |x] =-x
ja Ix - 2] =-(x - 2).
Vérrand omandab kuju

-(x +2) - x - (x - 2) =4, millest x =- | (ei
kuulu vaadeldavasse osapiirkonda).

2) -2 <x40, siis x+2] =x +2, X|= -x,
k=21 = -(x - 2)
X+2-x- (x-2) =4, x =0 (ei kuulu osa-
piirkonda).

is W-x] =1-x jalx-11=
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3) O<x « 2
Xx+21 =x+2; K =X ™- 2L =-(x - 2);
X+2 X- (x-2) =4, X=0(kuulub osa-
piirkonda;

4) x >2
IX +21 =X 2, |x] =X, 1x-21 =x- 2
X+2+x+x-2=4; x =£ (0i kuulu osa-
piirkonda).

Vastus* x =0.

§17. Kahe tundmatuga v@rrandisiisteem

1. Védrrandisilisteemi moiste ja
samavdadrsus. Kahe tundmatuga v Srrandi -
stisteemi vdib esitada kujulj

X,(X, y) :g,,(X, y)

1f2(x, y) =92(x, y) .
Ststeemi (1) lahendiks nimetatakse arvupaari (xQ Y0), mis
muudab mdlemad vorrandid tdesteks arWOrdusteks

V V. 70) =91(xQ yQ; f2(x0, y0) =g2(x0, yQ.
Lahendada ststeem, tdhendab leida k&ik lahendid. Kaht siis*

teemi
f1/,(x, ¥Y) =gl(x, y) "2)
H2(x, y) =092(x, y)

£3(x, y) =g3(x, y)

If4(x, y) =g4(x, y)

nimetatakse samavadrseteks (ekvivalentseteks) mingil hulgal
M kui neil on sellel hulgal Uhed ja samad lahendid, s.t.
iga hulka Mkuuluv ststeemi (2) lahend on ka sisteemi (3)
lahendiks ja vastupidi.

Vaorrandisisteeme nimetatakse samavaarseteks ka juhul,
kui neil ei ole lahendeid.

Kui siisteemi (1) mé&&ramispiirkonda pole antud, siis
loetakse selleks sisteemi kuuluvate v@rrandite mdaaramispiir-
kondade Uhisosa.

Vdrrandite samasusteisendusi on kdsitletud § 15 p. 1.

ja
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Varrandisusteemiga (1) on samavaarne
y) - gAX7 y) =0

\f2(x, y) - 92(x, y) =Q
mis vbimaldab kahe tundmatuga v@rrandisiisteemi esitada ku-
jul

JV*'Y)mo0 (4)

1*2(x»y) =0 «
Varrandislisteemi

Jfe(x, y) =gce(x, y)

1f6(x, y) =g6(x, y)
nimetatakse siisteemi (1) jarelduseks, kui slisteemi(l) iga
lahend on slsteemi (5) lahendiks.

Markus. Sisteemile (1) v6ime lisada vdrrandi, mis on
ta jarelduseks. Seejuures susteemi (1) lahendite hulk ei
muutu.

Néide. Lahendada slisteem

X
Lahendus. Madramispiirkonda ei kuulu x =Q y =0.Kor-
rutades vorrandi vastavaid pooli, saame

(xy +24)(xy - 6) =x22,
millest

Xy =8. (6)
Viimane vorrand on jareldus, mille lisame antud sis-
teemxle:
Xy =8
Xy +24 = X5
Xy - 6 = 3 .
Teine ja kolmas vérrand lihtsustuvad, kui asendame
neisse esimese vorrandi
Xy =8
| =32

Korrutades esimese ja teise vo@rrandi vastavaid pooli, saa-
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Esimese ja kolmanda vdrrandi vastavate poolte korruta-
misel saame

Lahendatava siisteemi jarelduseks on siisteem

millest
X =—4; y =
Kasutades v@rrandit (6) saame lahenditeks arvupaarid
(-4; -2) ja (4; 2), Kontrollimine nditab, et need arvupaa-
rid rehuldavad l&htevérrandeid.
Vastus.(-4; -2); (4; 2).

2. Vdrrandislisteemi lahenda-

mine asendus - ja liitmisvdtte -
g a. Kui vdrrandisiisteemi uks vGrrand on lineaarne,  siis
on soovitav susteemi lahendada asendusvdttega.
Asendusvote sobib monikord ka juhul, kui ststeemis puudub
lineaarvorrand.
Néide 1. Lahendada siisteem
f - xy+Y2 =63
IXx -y =-3.
Lahendus. Teisest vOrrandist avaldame x =y - 3 ja asenda-
des esimesse v@rrandisse, saame
Y-3Y-54=Q
millest y» =9; Y2 =“6. Asendusest arvutame x» =6; x"-3*
Lahendite Oigsust kontrollida iseseisvalt (ka jargne-
vates (lesannetes).
Vastus. (6; 9); (-9; -6).
Naide 2. Lahendada slsteem
I x2 +3xy - 18 =0
[4y2 +xy - 7 =0.
Lahendus. Avaldame teisest v@rrandist x tundmatu y
kaudu 0
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mille asendame esimesse v@rrandisse ja saame biruutvdrrandi
4y4 - 53y2 +49 =0,

mille lahendid on y» 2 =“3,5; y™» ~ =-1. Asendusest leia-

me, et x1>2 =; 12; 'x3f4 =43

vastus. (-12; 3,5); (12; -3,5); (3; 1); (-3; -1).
Ghest tundmatust vabanemist nimetatakse selle muutuja
elimineerimiseks. Selleks korrutatakse vaja-
duse korral v@rrandite vastavaid pooli niisuguse teguriga,
et Uhe tundmatu kordajad oleksid teineteise  vastandarvud.
Seejarel liidetakse vdrrandite vastavad pooled ning saadak-
se Uhe tundmatuga vorrand.
Néide 3. Lahendada stisteem
(2x -y -xy =14
IX +2y +xy =-7.
Lahendus. Liites v&rrandi mdlemad pooled saame
X +y =7
ja uueks stisteemiks on
2x -y - xy =14
I3 +y =7,
mille lahendame asendusvdttega.
Vastus. (3; -2); (- 14).
Néide 4. Lahendada siisteem
(X2 ¢y2 +x +y =18
IX2 - y2 +x - y =86.
Lahendus. Liites vdrrandi mdlemad pooled saame vdrran-
d x2 +x —12 =0,
mille Ifihendid x* =-4 ja x2 =3 asendame y leidmiseks
esimesse vdrrandisse.
Vastus. (-4; 2); (4 -3); (3; 2); (3; -3).
Néide 5. Lahendada siisteem
(x +y =7xy
[x -y =3xy.
Lahendus. Kui korrutame esimest v@rrandit arvuga 3 ja
teist arvuga (-7), siis pdrast liitmist tekib vérrand
2x - 5y =0.
Asendusvotet kasutades leiame lahendid.
Vastus. (0; 0); (J; £).
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3. Abitundmatu vOte. Vorrandisiisteemide
lahendamise lihtsustamiseks kasutatakse abitundmatuid. La-
hendame mdned naited.

Naide 1. Lahendada ststeem

Lahendus. Mé&&ramispiirkonda ei kuulu x =Q y = O.Abi-
tundmatuks valime t =p. Siis sisteemi esimesest vd&rrandist

saame
15t2 - 34t +15 =0,

millest
* A3, *2 =5

Teine voOrrand avaldub abitundmatu kaudu

1+t
ja y2 =9; ¥2 =25, millest ¥1 2 =“3» ¥3 4 =-5. Seosest
X =yt leiame x vaéartused.
Vastus. (5j 3); (-5; -3); (3; 5); (-3; -5).
Naide 2. Lahendada siisteem
5+y =i
1 1 5
Lahendus. Mé&éaramispiirkonda ei kuulu x =0 ja y=0.
Olgu abitundmatuteks u =g ja v =y siis slsteem omandab
kuju
UeV =
u2 - v2 =&
Teise vorrandi vasaku poole lahutame tegureiks ja asen-

dame u +v esimesest vorrandist. Tekkinud siisteemi
u+v ="

1
u-v=>0b n P
lahendamisel elimineerimisvfttega saame, et u =«; v =3%*
Vastus. (2; 3).
Néide 3. Lahendada siisteem
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x +y =10.
Lahendus. Méaaramispiirkonna saame tingimusest xy > 0.

Abitundmatu ]5 asendamisel esimesse vorrandisse
2t° - 5t +2 =0,
millest t» =2; tg =- ¢. Tekib 2 siisteemi

{x +y =10 [x +y =10.
Vastus* (8; 2); (2; 8).
Néide 4. Lahendada siisteem
faxZ+3L;2 5
X=% X +y-

| x2 +y2 =20.
Lahendus. Mdaédramispiirkonda ei kuulu x =y, x =-y.

Abitundmatu t = asendamisel esimesse vorrandisse
2t2 - 5t +2 =0; tl =2; t2 =
Slsteemidest

leiame lahendid.
Vastus* (3V2; VV2); (-3V~ -V?);, <3V5 V2)| (3VET -1/2).
4. Homogeenne ruutvdrrandi-
stisteem. RuutvBrrandisiisteemi, kus mdlema vdrrandi
koik liilkmed peale vabaliikme on tundmatute suhtes ruut-
lilkmed, nimetatakse homogeenseks ruutvlrran-
dislisteemiks.
Néide 1. Lahendada siisteem
fx2 - 5¥2 =-1
[Bxy +7y2 =1.
Lahendus. Kasutame abitundmatut t. Olgu x =ty, siis
slisteemiks saame
fy2(t2 - 5) =-1
ly2(3t +7) =1,
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millest

3t +7 *
Kuna vdrdsed on vasakud pooled, siis ka
1 1
VTTS =5* +?
ja vorrandi t2+Jt +2 =Olahendid on =-3( "2=—
Varrandist 2 n

7
méaarame 2 =-J ¥5]4 =-1 Guavaldisest x =ty leiame

x1,2 =+2; 3,4 =+2
Vastus. (J; - J)» C* 2 J)* @» “Di (“2; 1).
5. Vorrandisilisteemi lahendami-
se votteid.
Néide 1. Lahendada silisteem
fx5-y5 =19(x - y)
I X5 +y5 - 7(x +y).
Lahendus. Lahutame vdrrandi vasaku poole tegureiks ja
votame Uhise teguri sulgude ette, siis
(X - y)(x2 +xy +y2 - 19) =0
I(x +y)(x2 - xy +y2 - 7) =o.
Et korrutis on null, siis tekib susteemist 4 uut slsteemi

-y =0 fx -y =0
{*:Y=0, Ix2 - xy +y2-7=Q
X2 +xy+ Y2419 =0 X2 +xy +y2 - 19 =0
\ X+Y=0 Ix2 - xy +y2 - 7 =0

Nende siisteemide lahendamine ei tohiks raske olla.

Vastus. (-tfT?; VT9); (-3; -2); (©~; -V7); (-2; -3);
(0; 0); (2; 3); (V7; £2)5 (38 2); (ifif; -Vi9).

Kaide 2. Lahendada slisteem

-y —19
y - xy?
Lahendus. “Korrutame telse vorrandi arvuga (-3) ja lii-
dame esimesele. Siis

B 97



x-y)yr=1 ja x-y=1
Teisest vorrandist
xy(x -y) =6.
Arvestades tingimust x - y =1 saame, et xy =6. Edasi la-
hendame slisteemi
fx -y=1
1 Xy =6,
Vastus. (-2; $); (3; 2).
Ndide 5. Lahendada slisteem
fx2 - 2xy - 32 =0
Ix2 - xy - 2x - 3y =6.

Lahendus. Esimene vdrrand on homogeenne, mille Iahenﬂa-
me x suhtes (ruutvérrand, mille kordajad on 1, -2y ja -3y“)
Saaiue

X=y -Jy2 T3/ =y - 2y,
millest x =3y ja x =-y. Nild on vBimalik esimene vdrrand
lahutada tegureiks

(x - 3y)(x +y) =0
ja susteem omandab kuju

J(x - 3y)(x +y) =

Ix2- xy - 2x - 3Y =6.
Jargnevalt lahendame susteemid

rx - }y =0 ca ( * oY =0
[x -y -2x-3 =6  (x -xy-2x-3 =6
Vastus. (-2 2); (- - o) (I - 1) (6 2).

Néide 4. Lahendada slisteem
jXx +y +x2 +y2 =18
IXxy +x2 +y2 =103,
Lahendus. Kasutame abitundmatuid x +y =u, Xy =V ja
vOrrandit x© +Yy * u' —2v, siis susteemi omandab kuju
ja +u2 - 2v =16
[v +u2 - 2v =19,
millest
u2-u-2 =0



Lahtetundmatud méadrame siisteemidest

'x +y =5 fx +y =-4
txy =6 I[xy =-3»
Vastus. (-2 -V7; -2 +/7); (-2 +Vv7i -2 -VT7); (2; 3);

3, 2).
( )Néide 5. Lahendada vdrrandislisteem

Jxy =2

jyz =6

[xz =3.

Lahendus. Korrutame nende vorrandite vastavad pooled,
siis
x2y2z2 =36, millest xyz =-6.
Asendades viimasesse jarjest lahtevdrrandid, mis sisaldavad
kaht tundmatut, leiame kolmanda tundmatu.
Vastus. (1, £2; £3).

6. Vorrandi ja vdérrandisiis-
teemi koostamise naiteid. Ulesande
lahendamisel vdrrandi abil vdljendatakse Ulesande andmete
ja tundmatute olulised seosed v@rrandina v8i vOrrandisis-
teemina ning lahendatakse need. Jargnevates ndidetes on
peardhk pandud vdrrandite koostamisele. Vdrrandite lahen-
damine ja lahendite kontroll ja&b iseseisvaks to0ks.

Naide 1. Tooliste palka tdsteti kahel korral Ghe ja
sama protsendi v@rra. Selle tulemusena tdusis palk 84 rub-
lalt 120 rbl. 96 kopikale. Mitu protsenti tdsteti palka
kummalgi korral?

Lahendus. Oletame, et palka tdsteti x % vdrra. Esi-
mene palgatbus on 84 . 0,01x rbl.; teine (84+ 84»0,01x) e
e 0,01x rbl.. Kuna palka tosteti kokku 120,96 -84=36,96 jbl.
vOrra, saame vorrandi

84 « 0,01x + (84 +84 » 0,0lx) « 0,01x =36,96.
Ruutvdrrandi lahendeist Uks ei sobi, sest x ei saa olla ne-
gatiivne.

Vastus. Palka tdsteti kummalgi korral 20 %

Naide 2. Anumas oli 10 liitrit 100 %-list dadikhapet,
millest osa kallati &ra ja asemele pandi sama hulk vett.
Seejarel kallati &ra samapalju segu ja anum taideti uuesti
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veega. Mitu liitrit kallati &ra kummalgi korral, kui I6puks
oli anumas 64 %-line &idikhappe lahus?

Lahendus. Eeldame, et dra kallati x liitrit &adikhapet,
siis anumasse jai 10 - x liitrit gﬁfikpapet ja x liitrit
vett. Seega on segu igas liitris e— liitrit aadikhapet.
Pdrast x liitri segu vdljakallamist on anumas

00 —*> ¢ 32"—1 .
liitrit aadikhapet. Pdrast vee lisamist on anumas d&dikhapet

e 100 *e
Vastavalt lahteandmetele (10 - x)2 =64; x =2.
Vastus. Kummalgi korral kallati dra 2 liitrit.

Naide 3. Uhes anumas on piirituse ja vee segu, kus pii-
rituse ja vee suhe on 2 : 3; teises anumas 3 = 7. Mitu pan-
ge segu tuleks vdtta kummastki anumast, et saada 12  pange
segu, mida iseloomustab suhe 3 = 5?

Lahendus. Oletame, et esimesest anumast v@etakse x pan-
ge segu, siis on seal ~x pange piiritust. Teisest anumast
vOetakse siis 12 - x pange segu, milles on~ (12 - *) pange
piiritust. Uus sequ peab sisaldama piiritust | « 12 =
pange.

Vorrand: |x +ToM2 ” x) =|» x =9.

Vastus. Esimesest anumast tuleb vdtta 9 ja teisest anu-
mast 3 pange segu.

Néide 4. Kahekohalise arvu kiimneliste number on  (ihe-
liste numbrist kaks korda suurem. Kui numbrite kohad vahe-
tada, saadakse esialgsest arvust 36 vGrra vdiksem arv.Leid-
ke esialgne arv.

Lahendus. Kahekohalist arvu xy vdib esitada  kujul
Xy =10x +vy ja arvu yZz =10y +x ulesande tingimuste koha-
selt

fx =2

[10x +y =10y +x + 36.

Lahendades x =9; y =4,

Vastus. Esialgne arv on 84.
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Néide 5. Missugune kahekohaline tdisarv vaheneb 14
korda, kui arvu viimane number maha t6mmata?
Lahendus. Olgu otsitav arv XY ¢ Kui tbmmata maha
y, siis arv  x on 14 korda véiksem ldhtearvust. Seega
10x +y =14x ja 4x =y.
Et y on hekohaline arv, siis x <J. Kui x =1, siis y =4,
kui x =2, siis y =8.
Vastus. Ulesande tingimusi rahuldavad arvud 14 ja 28.
Néide 6. Kahkohalise arvu kimneliste number on Uhelis-
te numbrist 2 vBrra vdiksem. Leida see arv, teades, et ta
on suurem kui 21 ja véiksem kui 38.
Lahendus. Olgu arv xy =10x +vy, siis
Ix +2 =y
|21 < 10x ¢y <38.
Asendades
21 <10x +x +2 <38
19 <11x <36; 1N-<x <3-

x vaartusteks sobivad 2 ja 3* Olgu x» =2, siis y* =4,
Kui x2 =3, siis y2 =5.

Vastus. Need arvud on 24 ja 35*

Néide 7. Kiirrong labib tunnis 10 km rohkem kui posti-
rong. Kiirrongil kulub 160 km ldbimiseks 2 tundi vdhem aega
kui postirongil 180 km ldabimiseks. Mitu kilomeetrit ldbib
kiirrong tunnis?

Lahendus. Olgu kiirrongi Kkiirus x siis postirongi
kiirus on x - 10 ~.Kiirrong sdidab ~§2 tundi, postirong
- 1805 tundi.Kuna ajavahe on 2, siis saame vd@rrandi

160 2 180
X X - 10»

millest x =40.
Vastus. Kiirrongi kiirus on 40

Néide 8. Omnibuss véljus linnast Alinna B, mille va-
hemaa on 150 km. Kolm tundi pdrast védljumist oli omnibuss
sunnitud peatuma 20 minutit. Seejarel ldbis ta Ulejaédnud
tee 6 kmvdrra suurema tunnikiirusega ja joudis linna B
hilinemiseta. Leida omnibussi esialgne kiirus.

Lahendus. Olgu bussi esialgne kiirus x 3 tunni
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parast on buss labinud 3x kmja jadb sdita (150 - 3x) km.
Selle tee labimiseks kulus aega "m  tundi, kuigi kogu
tee labimiseks oleks pidanud kuluma 352 tundi. Saame
varrandi
150 , . 1. 150 - 3x
X =5+3* xVvVt
millest x = 30.
Vastus. Omnibussi esialgne kiirus oli 30

Néide 9. Paat 1dbis 15 bn périvoolu ja 12 km vastu-
voolu ning kulutas selleks sama palju aega, kui tal oleks
vaja olnud 28 km ldbimiseks seisvas vees. Leida paadi kii-
rus seisvas vees, kui voolu kiirus on 2

Lahendus. Olgu paadi kiirus seisvas vees x siis

15 .12 28
X+2 x-2 X»

millest x =8.
Vastus. Paadi kiirus seisvas vees on 8

Néide 10. Kaks rongi védljuvad linnadest, mille vahe-
maa on 360 km, ja sGidavad teineteisele vastu. Kui teine
rong valjuks jaamast 1,5 tundi varem esimesest, kohtuksid
nad poolel teel. Kui nad vdljuksid tUheaegselt, oleks  pé-
rast 5-tunnist sditu nende vahemaa 90 km. Leida  kummagi

»

rongi kiirus.
Lahendus. Olgu esimese rongi kiirus x ~ , teisel
y Poolel teel kohtumisel on esimene rong olnud teel

1§2 tundi, teine 3§2 tundi. Et teisel rongil kulub  aega
1,5 tundi rohkem, siis

Pérast 5-tunnist séitu on rongid ldbinud 270 km. Seega
5x + 5Y = 270.
Susteemist

L . T , 155

I x +y =54
x =30 ja y =24.
Vastus. Kiirused on 30 kmja 24 km tunnis.
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Néide 11. Kaks kommunistlike noorte brigaadi I6petasid
koos tootades puude istutamise katseaias 4 péevaga. Mitu
paeva oleks kulunud selleks t66ks kummalgi brigaadil eral-
di, kui Uks brigaadidest oleks vdinud I6petada puude istu-
tamise 6 pdeva kiiremini kui teine?

Lahendus. Oletame, et (hel brigaadil kuluks x péeva,
teisel (x +6) paeva. Ure péevaga tehakse toost vastavalt

£ m xFoposa koos tootades aga jj osa. Saame vorrandi

millest x =6.
Vastus. Péevi kuluks 6 ja 12.

Néide 12. Kaks brigaadi koos to6tades IGpetaksid tee
remondi 6 péevaga. Esimesel brigaadil kuluf]s kogu teest 40%
remontimiseks 2 péaeva rohkem kui teisel 13" %remontimiseks.
Kitu péeva kuluks kummalgi brigaadil Uksinda t66tades?

Lahendus. Kulugu t66ks esimesel brigaadil Uksinda to6"
tades x pdeva, teisel y pdeva. Vastavalt Ulesande tekstile
saame slsteemi

millest x =10; y =15.
Vastus. 10 péeva, 15 péeva.

§ 18. Logaritm- ja eksponentvdrrandid

1. Logaritmi definitsioon ja
selle rakendusi. Positiivse arvu N o g a -
ritmiks alusel a (0 <af 1) nimetatakse astendajat
X, millega alust a astendades saadakse arv N

Kui ax =N siis x =logg N

Kui arvu Nlogaritmi téhistamiseks alusel a kasutada

Iog N siis saame samasuse
Iog =N

Léhtudes Iogarltml definitsioonist on vdimalik lahendada
kolme tulpi vOrrandeid: 1) leida arvu logaritmi, kui antnd
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on alus; 2) leida logaritmitav, kui antud on alus ja loga-
ritm; 3) leida alus, kui antud on arv ja logaritm.
Néide 1. Kasutades logaritmi definitsiooni leiame
log6 36; log2 g ja log, 4:
2
1) logg 36 =2, sest 62 = 36;

2) log2J =-3, sest 2"3 =;

3 IOgl 4 =-2, sest ¢ -4 = 4;

4) log2 log2 16 =log2 4=2.

Ndide 2. Kasutades logaritmi definitsiooni leida loga-
ritmitav :
1) log2 x =5; kuna 2" =x, siis x =32;

2) logl x =-3; o “5 =x, siis x =27,
3) log™ x =4; (/2)4 =x; x =4,
Néide 3. Leida logaritmi alus:

1) log" 8 =3; X6 =8; x =2;

2) loghjuy =4, X4 =" X=%

3) log* Y8 =|; x4 =/8; x =4,

log N
Naide 4. Kasutades samasust a =N arvutame:
log2 8
1) 2 "2 =s8;
log6 2 2 log6 2 logg 4
2) 36 = b =6 b =4;
0,5 logg 7 0.0,5 logg 7
3y 81> 0% = 9% 0% g,
log. 10-1 log5 10 10
4) 5 5 =5 5 .5 =32=2;
log, 52 2
3 3 ) =5 =25
2. Logaritmi omadusi. Latume eeldu-

sest, et x >Q y >0ja (O< af. 1), siis kehtivad jargmi-
sed omadused:
logDxy =log,, x +log .
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loga | =loga x - logay.
loga xn =n loga X.

logayr» 1 loga x.
[0ga 1 =0.
log a=1.

7- lo8b A =T5I5E « 108a *

8. loga b. logh a =1.

Omaedus 7 vOimaldab ile minna iihelt aluselt teisele.ULe-
minekul naturaallogaritmilt kimnendlogaritmile kasutatakse
ka ligikaudset seost

log Nr-0,4343 In N

9. Omadusest 7 jareldub, et

log N Ioga N

o o B w N

IogaK N=I0ga a
Ndide. 1) Iog oN= lo 9 N, 2) Iog/a N=2 logDN
3) logl N=- logaN
3. Logaaritmv Srrand. Vdrrandit, milles

tundmatu esineb logaritmitavas v&i logaritmi aluses, nimeta-
takse logaritmvdrrandiks.

Logaritmvdrrandi lahendamiseks puudub Gldine  meetod.
Kasutatakse logaritmi definitsiooni ja potentseerimist.

1° Logaritmi definitsiooni kasutamine.

Néide 1. Lahendada vdrrand

log2 (5x +1) =3.

Lahendus. Méaaramispiirkonna leiame tingimusest 5x+1 >0,
millest x >- ", Logaritmi definitsioonist jareldub, et

5x +1 =23 ja x =

Lahendit kontrollida iseseisvalt.

Vastus, x =t.
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Naide 2. Lahendada vorrand
logx-1 C*2 “ 5x + 10) = 2.

Lahendas. Maaramispiirkonnaks on]l; o6[ -
DpNinitsiooni pbShjal x2 - 5x + 10 = (X - 1)2; 3x = 9;
X = 3.

Vastus, x = 3.

2° Potentseerimine.

Potentseerimiseks nimetatakse teisendust, mis seisneb
vorrandilt

logf(x) f(xX) = logf(xX) gx)
Uleminekus vorrandile
OO = 909). @)

Olgu xQ vorrandi (1) lahend, s.t. et:

1) (xQ) on positiivne ja ei vdrdu Uhega;

2) arvud F(xQ) ja g(xQ) on positiivsed;

3) F(xQ) = g(xQ).-

Viimasest tingimusest selgub, et xQ on vorrandi (2)
lahendiks ja vorrand (2) vorrandi (1) jarelduseks. Seega
lahendite kadu ei toimu. Kull vdib vorrandil (2) olla la-
hendeid, mis ei ole v8rrandi (1) lahendiks. Siit tekib la-
hendi kontrollimise ndue, et eraldada vdrrlahendid.

Naide 3. Lehendada vorrand

logg x = log2 (6 - xp).
Lahendus. Potentseerides saame vorrandi
X =6 - x2,
mille lahendid on x* = 2 ja x2 = -3.

Kontrollimine nditab, et x2 = -3 on vodrlahond. Sama
tulemuseni jouame maaramispiirkonda kasutades.

Vastus, x = 2.

3° Ruutvdrrandiks taanduvad logaritmvOrrandid.

Naide 4. Lahendada voérrand

T

1 1 1
5-1log x + 1 + log x -
Lohendus .Ma&ramispiirkonda ei kuulu x = 105, x = 1
ja x < 0. Parast Uhise nimetaja leidmist saame ruutvdrrandi
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log” x - 5 log x + 6 = 0,
mille lahenditest (log X)® = 2, (log x)2 = 3 leiame logarit-
mi definitsiooni kasutades x» 100, x2 = 1000.
Vastus, x° 100; x2 = 1000.

4° Logaritmi omaduste kasutamine.
Naide 5. Lahendada vorrand

loglé x + log™ x + log2 x = 7.

Lahendus. Logaritmi alused avaldame astmetena
|0%WL X + Iogzo x + logo x = 7.
Kasutades omadust 9 leiame, et

log2 x log2 x

- F— +—-2— + 1092 x = 7»
millest 7 log2 x = 28; log2 x = 4; x = 16.
Vastus, x = 16.
Naide 6. Lahendada vOrrand
logh x + logx4 = 2.

Lahendus. Kasutame omadust 8, siis
1

4
ja vorrand omandab kuju

104 x & Togh~x " 2-
millest

log2 x - 2 log" x +1

=0
ja logh x =1, x = 4.

Vastus, x = 4

4.

Eksponentvdrrand.
tundmatu esineb astendajas,

Vorrandit, milles
vOrrandiks.

eksponent-
lahendamiseks puudub algoritm,

nimetatakse

Vérrandi
seeparast vaatleme naiteid.

1° Logaritmimisvote.

Naide 1. Lahendada voérrand
2X . 3X'l . BX+2 = 4.

Lahendus. Logaritmides alusel 2
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X+ xX-1) log2 3+ (x+ 2) log2 5=2,
millest
2+ log2 3-2 1log2 5
X =T +Tog2TVTog2'5—-—- *
Naide 2. Lahendada vorrand
xlog x+2 _ 1000~
Lahendus. Logaritmides
(log x + 2) log x = 3
ja lahendame ruutvdrrandi
log2 x +2 log x - 3 =0,
millest
(log xX, = -3; (og x)2 =1; x1= 0,001; Xg = 10.
Vastus, x* s, 0,001, x2 = 10.
2° Logaritmi samasuse kasutamine.
Naide 3. Lahendada vorrand

log G2
X X =4.

Lahendus. Samasusest jareldame, et
X2+ 3 =4,

millest x2 =1 ja x™1; x2 = -1.
Vastus. Lahendid puuduvad, sest 1 ja (-1) ei saa olla
logaritmi aluseks.

3° Vordsete alustega astmed.
Naide 4. Lahendada vorrand

5x6-9x3+11= 125>
Lahendus. Sama vorrandi vdime esitada kujul
5x6- 9x V11 = 53#
Vordsete astendajatega astmete vOrdsusest jareldub astenda-
Jate vOrdsus ning
X6 - gx6 + 14 -3;X6-9x5+8=0; s 1;
Xg =8; x* =15 = 2*
Vastus. X - 1572 s
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Naide 5. Lahendada vorrand
a(x—1)(x+2) _

Lahendus. Kuna a™x_1™ x+27= a°, siis (X - D(xX + 2)=0
jJa x1 =1; x2 = -2,
Vastus, x» = 1; x2 = -2.

Naide 6. Lahendada vorrand

1 .42%-3 = *)-x.

Lahendus. 2"5 . 22(2x~$) _ 2, 24x79= 2"; |x = 9,
X = 6.
Vastus, X = 6.

4° Ruutvlrrandiks taanduvad eksponentvOrrandid.
Naide 7. Lahendada vorrand

2 «e3”~ -5 «3X - 1323 = 0.
Lahendus. Asendades y = 3X tekib ruutvérrand
2y2 - 5y - 1323 =0,
millest = 27; Y2 = -24f£.
Arvestades lahtetundmatut

1) 3X =27; 3x =33; x =3;
2) 3Xx t -242 (lahendit ei ole)*
Vastus, x = 3,
Naide 8. Lahendada vdrrand
4X + 2X+1= 80.
Lahendus. 4X = 22x, siis vorrandist
22X + 2 . 2X -80 =0; 2X =18,
millest x = 3 ja 2x = -10 (ei sobi).
Vastus, x = 3.

5°. Sulgude ette toomise vote.
Naide 9. Lahendada vdrrand
3X+l + 3X = 108.

Lahendus. 3X(3 + 1) = 108; 3x =27; x = 3.
Vastus, x = 3.

Naide 10. Lahendada vdrrand
"1+ 2x-2 + 2x-3 _ 44g”
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Lahendus. 2X*MN(22 +2+1) = 448; 2X“5=64; x - 3 = 6;
X = 9.

Vastus, x = 9.

5.Vorrandis Usteemid. Vaatleme mdnin-
gaid erijuhte.

Naide 1. Lahendada slsteem

[9x+y = 729
[3x-y-1 . 1.

Lehendus. Teisendame lahtesusteemi kujule
R 20x+y) _ 56
13x-y-1 = 3°,

millest

J2(x+y) =6 x=2

| x-y-1=0 ly =1.

Vastus. (2; 1).

Naide 2. Lahendada sisteem
(logx log2 loghy =0
Ikgd9=1.

Lahendus. Susteemi esimest vorrandit potentseerides
logg logx y = 1; logx 'y = 2; X2 =y.

Teisest vorrandist leiame, ety = 9.
Slsteemist

=3
=9
Vastus. (3; 9).

y=9
jareldub, et

X

y B

Naide 3. Lahendada susteem
J x*2-Y2«8*+1=
|2y =8 =2\
Lahendus. Teisest vOrrandist 2" = 2X+" selgub, et

y = X + 3. Esimesest vOrrandist saame 2 vOimalust:
Dx=1; 2)x2-y2+8& +1=0
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Ja nii tekib 2 susteemi

X2 -y2+8x+1=0
y=x+3 Y =x + 3.

Esimesest sisteemist x = 1; y = 4. Teisest slsteemist
X2 - X+3)2+8&+1=0; 2Xx-8=0;, x=4,y=7
Vastus. CIS 4); (4; 7).

Naide 4. Lahendada susteem
Ilogx -y) -21log2=1-log (X +Y)
Ilog x - log 3 = log 7 - log y.
Lahendus. Maaramispiirkond on x > y > 0. Teisendame
slisteemi, siis
Jlog X -y) + log x+y) =1+ 2 log 2
Ilog x + logy = log 7 + log 3
2 2

Susteemi lahendades x* = 7» yg = 3t x2 = “/1 Y2 =
Viimane lahenditepaar ei kuulu maaramispiirkonda.

Vastus. (7; 3).

Naide 5. Lahendada susteem

Lahendus. Samavaarne sisteem on

Esimese vSrrsndi lahendid saame tingimusetest
1) 7 -x = 1;
2) 7-x$%0, x2-2x-15=0

ja vastavad slUsteemid on:
7 - * =

Vastus. (-3; 10); G; 2; 6: 1)
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11.
12.
13.
14.

15

16.
17.

18.

19.
20.
21.

22.
23.
24.

Kontrol Ikisimused

toida nimetatakse vorrandi maaramispiirkonnaks?

Mis on Uhe tundmatuga vorrandi lahendiks?

Millal on kaks vOrrandit samavaarsed?

Milliseid vOrrandi teisendusi nimetatakse samasusteisen-

dusteks?

Millal nimetatakse vorrandit eelmise vorrandi jareldu-
seks?

Millist ruutvbrrandit nimetatakse taielikuks ruutvdrran-
diks?

Taieliku ruutvorrandi lahendivalem.

Millist avaldist nimetatakse ruutvirrandi diskriminan-
diks?

Kuidas s6ltuvad ruutvorrandi lahendid diskriminandist?
Millist ruutvorrandit nimetatakse taandatud ruutvlrran-
diks?

Taandatud ruutvorrandi lahendivalem.

Sonastage Viete"i teoreem. Millal kehtib?

Tooge naiteid mittetdielike ruutvlOrrandite kohta. Kui-
das neid lahendatakse?

Kuidas saame ruutkolmliiget lahutada tegureiks, kui
teada on nullkohad?

Millised vdimalused on ruutvdrrandi koostamiseks antud
lahendite pohjal?

Millist vOrrandit nimetatakse murdvdrrandiks?

Millist vOrrandit nimetatakse kaheliikmeliseks vdrran-
diks?

Millised vdimalused on kaheliikmelise vorrandi lahenda-
miseks?

Millist vOrrandit nimetatakse biruutvérrandiks?
Biruutvorrandi lahendite omadusi.

Millist vOrrandit nimetatakse kolmeliikmeliseks vorran-
diks?

Kuidas lahendatakse kolmeliikmeline vdrrand?

Millist vBrrandit nimetatakse juurvorrandiks?

Kuidas lahendatakse absoluutvaartus! sisaldav vorrand?
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25. Kahe tundmatuga v3rrandisii3toemi Uldkuju.

26. Mida nimetatakse vorrandisisteemi lahendiks?

27. Millal on kaks vdrrandisisteemi samavaarsed?

28. Millist vOrrandisisteemi nimetatakse antud sisteemi ja-

relduseks?

Vorrandisusteemi lahendamise votteid.

Millist ruutvorrandisisteemi nimetatakse homogeenseks?

Logaritmi definitsioon.

32. Milliseid ulesandeid on vdimalik lahendada lahtudes lo-
garitmi definitsioonist?

33» Logaritmi omadusi.

34. Millist vdrrandit nimetatakse logaritmvorrandiks?

35« Logaritmvorrandi lahendamise votteid.

36. Millist vOrrandit nimetatakse .eksponent/vorrandiks?

37. Eksponentvdrrandi lahendamise votteid.

8B

V1 VORRATUSED

§ 19. VOrratuse mdiste

Il . Arvvdrratuse moéiste. Kahe reaal-
arvu a ja b vordlemisel vdib esineda kolm vdimalust: a ja b
on vordsed (a = b), a on suurem kui b (@ > b), a on vaiksem
kui b (@ < b). On teada, et

a=b<>a-b=0,
a>b<>a-b >0,
a<b<s=>a-b <O0.

Kui kaks arvu voi arvavalclist on Uhendatud margiga "lsu-
rem" C>) vOi “aiksem” (<), siis koneldakse, et on antud
arvvdrratus . Arwolrratusteks on ka sellised tahti
sisaldavad virratused, kus téhtede all mdeldakse kindlaid
arve nagu 3, e.

Kui vOrratusmarki kasutatakse koos vordusmargiga, sSiis
on tegemist mitterange vOrratusega. Kirjutis
a £ b tdhendab, et a < b vBi a = b. Sel juhul rteldakse Kka,
et a on mittesuurem kui b. Mitterange vdrratus on samuti

a £ b, mida loetakse, et a on mitteydiksem kui b. Seega
as$ b<=>a<bva=h,
af b<=>a>bVa=hb.
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Vorratused kujul a >b Ja a< b on ranged vlrratu-
sed.

Avaldis kujul a<b< ckanmnab ahelvdrratu-
s e nimetustr Kirjutis a<b<c tahendab, et a<b ja b<c,

seega
a<b<cwsa<bADb<ec.

ArvvOrratused voivad olla tdesed voi vadrad. Vorratus
on tdene, kui ta kujutab enesest tlest lauset. Kii on tde-
sed vorratused nditeks 2 + 3 «5 > 10 - 2 = 3, 7e > 10,
4 e (-8) N 2 «12, -2 £ 0. Vaarad vOrratused on naiteks
4 .5-8< 3 e (-2), X+ 3<6.

2. Arvvorratuste omadused.
vOrratuste korral kehtivad jérgmised omadused.

1. Kui a< b, siis b> a

2. Kut a<b jab< c, siis a< c (transitiivsus).

3. Kui a< b, siiskaa+m< b+ m, kus m on suvali-
ne reaalarv.

4. Kui a < b, siism > 0 korral an < bm jam< 0 kor-
ral am > bm.

5. Kuia bjac<d siisa+c<b ed (samapidi-
seid vOrratusi voib liikmeti liita).

6. Kui a< b jac>d, siisa-c<b-d (vastupi-
diseid vorratusi vOib liikmeti lahutada, kusjuures jaab
selle vOrratuse, millest lahutatakse, mark).

3. Algebralised vérratused.

ratuses voib esineda iUks vOi mitu tundmatut. Nii on tund-
matuid sisaldavad vOrratused enk algebralised

vdrratused naiteks x>2x ¢ 1, X ¢ Xy, x27? 0.
Uldjuhul nargiee algebralisi vorratusi kutul 2 Vvoi
kus fg KL vyStatuses esiaevad sintaksid si-

saldervad matemaatilised avaldised.

Algebralise vOrratuse £2/< fg méaaramiepiir-
konnaks nimetatakse vastavate matemaatiliste aval-
diste fy. ja fg madaramispiirkondade Uhisosa. Algebraline
vorratus voib selles esinevate tundmatute asendamisel ar-
vulise vaadrtusega vaadeldava virratuse irUara»ispiirko~-oet
muutuda tbeseks vOi vaaraks arvvorratuseks. Naiteks vorra-
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tus
abc<a+b+c
on téene, kui a=1, b=1 jac =2, kuid vaar, kui a = 2,
b=2jac=3»
Muutuja vaartust, mis kuulub vorratuse méaaramispiirkon-
da ja muudab vOrratuse tdeseks, nimetatakse vdrratu -

se lahendi ks . Vorratusel voib olla iks, mitu,
Iopmata palju lahendeid voi lahendid hoopiski puududa. Nai-
teks on vorratusel W - 1 + V1 -x 20 ks lahend X =1,

vorratusel 3x > 45_aga I0pmata palju lahendeid, n.o. x > 15.
Vorratusel (x - 1) <0 aga puuduvad lahendid.

Vorratuse lahendamine téhendab selle kdigi
lahendite leidmist.

Kui algebraline vorratus on tdene kogu maaramispiirkon-
nas, siis nimetatakse seda vOrratust samasuseks .
Sellised on naiteks vdrratused

a2 + b2~ 0, >Vib.

Kahest vorratusest

fl < 2
da
< g2
osutub teine esimese jJjarelduseks, kui esimase
vOrratuse iga lahend on ka teise vOrratuse lahendiks. Kaht

vorratust nimetatakse s amavaarseteks, kui kunb-
ki neist on Ulejadnu jarelduseks. Naiteks x > 1 on vOrratu-
se X > 1 jarelduseks, kuid nad ei ole samavaarsed, sest
x > 1 ei ole vdrratuse x2 > 1 jarelduseks (VvOrratuse x2 > 1
lahend nditeks x = -2 ei ole vorratuse x > 1 lahendiks). Sa-
mavaarsed vOrratused on naiteks x > 1 ja x> 1. Samavaarse-
te vorratuste lahendihulgad dUhtivad. Nii on samavaarsed ka
vorratused x + 1> 0 ja (X - 3*< 0, kuna kummagi vorratu-
se lahendihulk on tihi.

vorratuse lahendamisel asendatakse antud vdrratus sama-
vaarse, kuid lihtsama vOrratusaga, kuni saadakse vorratU3,
mille lahendid on hdlpsasti leitavad. Antud vOrratuse asen-
damine samavaarse vOrratusega tugineb vdrratuse omadustest
tulenevatele, pohiliselt jargmistele teisendustele: 1) vor-
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ratuse liikme kandmine vOrratuse Uhelt poolt teisele poole,
muutes Ulekantava liikme margi vastupidiseks, 2) V3rratu.se
mélema poole korrutamine (jJagamine) Uhe ja sams nullisc eri-
neva arvuga, jattes vorratuse margi samaks positiivse arvu-
ga korrutamisel (Jagamisel) ning muutes vorratuse margi vas-
tupidiseks negatiivse arvuga korrutamisel (Jagamisel). Siit
jareldub, et vdrratuse pooli ei tohi korrutada (agada;
tundmatut sisaldava avaldisega.

Alati ei Onnestu aga lahendatavat vOrratust asendada
samavadrsega, vaid tuleb ta asendada antud vOrratusest ja-
relduva vorratusega. Sel juhul vdib uue vdrratuse lahendite
hulk ja ka maaramispiirkond olla laiem. Seetdttu on iga
vOrratuse lahendamise Uks etapp selle vorratuse maaramis-
piirkonna leidmine ning selle arvestamine edaspidises la-

henduskaigus.
Naiteks on vorratus x +\IX - 2 < 5 + VX - 2 samavaarne
vBrratusega x + >/X - 2 - w/X - 2 < 5. Viimasest liikmete

koondamisel saadav vOrratus x < 5 ei ole aga esialgsega sa-
mavaarne .

Samavaarseks osutuvad nad esialgse vOrratuse maaramis-
piirkonnas x - 2 A 0 ehk x > 2. Arvestades nuud lahtevdrra-
tuse maaramispiirkonda, saame antud vOrratuse lahenditeks

2% x < 5.

§ 20. Erikujuliste Uhe tundmatuga voOrratuste
lahendamine

l.Lineaarvdrratused. Vorratust kujul

ax +b>0 (agaka ax +b< 0, ax +b”™ 0, ax + b $ 0) ni-

metatakse lineaarvodrratuseks ehk esimese
astme vorratuseks. Kui a > 0, siis
ax + b > 0<=>x > - 2.

Kui aga a < 0, siis
ax + b > 0k—> < - j*

Et lincaaravaldise ax + ’) maddramispiirkond on alati
+U00[ ( siis lineaarviorratuste lahendamisel seda ta-
valiselt valja ei kirjutata.
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Naide "l. Lahendada vOrratused:
1) 4x + 13 <1 - Q2 - 3,
2) X -3< -2 +x,
3d x -3> -2 +x.
Lahendus-»
1. Kandes vorratuses
“4x + 13 <1 - (2 - 3%
tundmatut x sisaldavad liikmed vorratuse vasakule poolele
ja vabaliikmed paremale, saame vOrratuse
-7x < -14,
millest x > 2. Seega on antud vorratuse lahenditeks kdik
arvust 2 suuremad reaalarvud.
Vastus, x > 2 ehk J2,
2. Kandes vdrratuses
X - 3< -2 X
tundmatut x sisaldavad liikmed vOrratuse vasakule ja vaba-
liikmed paremale poolele, saame vorratuse
X — X< -2 + 3,
millest liikmete koondamisel saame vdrratuse
0<1,
mis on tdene arvvOrratus soltumata tundmatu x  vaartusest.
Seega sobib antud vOrratuse lahendiks iga reaalarv.
Vastus. - o00<x < +00 ehk 3-oc I +o0[.
3. Vorratus
X -3 >-2 ¢Xx
on samavaarne vorratusega
X -x>-2+ 3,
millest
0>1.
Viimane on vaar arvvorratus, sOltumata tundmatu x  vaartu-
sest. Seega on antud vOrratus vaar tundmatu x iga vaartuse
korral. Jarelikult vorratusel lahendid puuduvad.
Vastus. Lahendid puuduvad ehk lahendite hulk on -

Naide 2. Kui kaugele linna sadamast tuleks rajada uju-
la, et laeval edasi-tagasi sOiduks ei kuluks ile 15 minuti,
kui laeva kiirus seisvas vees on 20 Tr ning voolu kiirus on

n

117



Lahendus. Tahistades otsitava kauguse tahega x, saame
tUlesande tingimuste pbhjal koostada vOrratuse

X . X 1
25 + TS ~ 5*

Korrutades vOrratust murdude Uhise nimetajaga 48, saame
vOrratuse
2X + 3x *.12,
millest 5 £ 12 ehk x ™ 2,4.
Vastus. Ujula tuleks rajada linna sadamast mitte kau-
gemale kui 2,4 km.

2. Line aarvdrratusesisteenm.
on vaja leida kahe vOi enama voOrratuse Uhised lahendid, siis
deldakse, et tuleb lahendada v Orrat use sisteemu
Vorratusesusteemi Il ahendi ks on vlrratuste Uhised
lahendid ehk v@rratusesisteemi lahendihul”™aks on vdrratuste
lahendihulkade Uhisosa. Seega tuleb vOrratusesisteemi la-
hendamisel lahendada esialgu iga vOrratus eraldi ning see-
jJjarel leida kdigi vorratuste Uhised lahendid.

Kahest vorratusest koosnevad Uhe tundmatuga lineaar-
vOrratusesusteemid on naiteks

Jjx -1>2 f2x + 5>41 (Bx -3>1 +x

@ 4 3< 4, 14x-1£0, [3 - 18x <4x - 30.

Kahest vOrratusest koosneva ihe tundmatuga lineaarvor-
ratuses”steemi lahendamisel jouame alati Uheni jargmistest
vOimalustest:

1) X > m 2). fx>m 3) fx<m JIx < m

X >n, jx <n, [x<n, X > a

Kui m < n, saame esimesel juhul vOrratusesiisteemi la-
hendiks x > n ehk Jn, o6 [ (Joon. 1a), teisel juhul —

m < x < n ehk Im, n[. (Joon. 1b), kolmandal juhul — X <m
ehk J-00 , m[ (Joon. 1c) ja neljandal juhul lahendid puudu-
vad (Joon. 1d).

Joon. 1
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Naide. Lihendada vorratusesisteemid*.

1) X-3>1+x 2) [4x ¢ 7 >2x+ 13
f_ 18x < 4x - 30, [3x-8<2x + 1,
3) (X>4x+ 6 4H 2x-3)-1<5

I4x + 3 < 2x + 1,

Lahendus.
1. Lahendades iga vOrratuse eraldi, saame lahenduskéi-
gu lihidalt Ules markida jargmiselt:
-3>1+x (4x> 4 x>1
[3 - 18x < 4x - 30 1-22 x <-33 Ix >1,5
Vastus, x > 1,5 (vt. joon. 2).
2. Antud vorratusesiusteemi lahenduskéaik on luhidalt

Jjargmine:
(4x +7 >2x +13 J2x > 6 (x >3 3<x< H
[3x -8<2x +l IX <9 x <9

Vastus. 3 <x <9 ehk 13, 9C (vt. joon. 3).

4 15 X 3 9

Joon. 2 Joon. 3

3. (2x>4x + 6 (-2x>6 fx<-3 3.
[4x+3< 2x+l ~  12x<-2 ~ [x<4 7~

Vastus, x < -3 ehk ]-06 , -3 (vt. joon. 4),

~~"\3~ 'D'-l X é "
Joon. 4 joon. 5
4. (2(x-3)-1<5 (2x<12 x <6
1”~~7>17 U» > 24

Vastus. Lahendid puuduvad (vt. joon. 5).

3. RuutvOrratused. U(he tundmatuga r u iit-
vOrratuseks nimetatakse teise astme virratust
kujul ax® +"x + ¢ > 0 v0i ax2 + bx + ¢ < O (aga ke ax2+hx*
+c?0, ax+bx +c”0).

Ruutvdrratuse algebralisel lahendamisel uurime vasta-

119



va ruutv3rrandi ax2 + bx + ¢ = 0 diskriminandi marki. Kui
diskriminant D = b - 4ac > 0, siis leiame ruutvorrandi la-
hendid x* ja Xg ning lahutame ruutkolmliikme lineaarteguri-
te korrutiseks

a(x - X)X - x2).

Seega tuleb lahendada voOrratus
a(x - X)X - x2) > 0 vdi a(x - x/P(x - x2) <O0.

Olgu a > 0 (vastasel juhul vdib vdrratuse pooli korru-
tada -1-ga). Siis esimese vorratuse lahendamiseks tuleb la-
hendada voOrratusesiisteemid

Jx - x>0 Jx - xr <0
| x-x2 >0, Ix-x2 <0

ning leida nende sisteemide lahendihulkade Uhend.
Vorratuse a(x - x)(X - x2) < 0 korral tuleb lahendada
vOrratusesisteemid
Jx - x> >0 IJx - x* <0
|x - x2 <0, X -x2>0

ning leida nende lahendihulkade {hend.

Seega taandub ruutvlrratuse lahendamine D> O  korral
lineaarvorratuste sisteemide lahendamjsele.

Kui D < 0, siis ruutvdorrandil _ax + bx + ¢ = 0 lahen-
did puuduvad ning ruutkolmliige ax + bx + c ei lahutu
lipeaartegurite korrutiseks. Sel juhul on ruutkolmliikme
ax + bx + c vaartus positiivne iga x_korral, kui vaid a>O0.
See aga tdhendab, et ruutvdrratuse ax + bx + ¢ > 0 lahen-
diteks on kdik reaalarvud, kuid ruutvdrratusel ax + bx-*-c<0
lahendid puuduvad.

Kui aga D = 0, siis ruutvdrrandi ax2 + bx + c = 0 la-
hendid x* = x2 ning ruutvdrratuse vasak pool lahutub tegu-
reiks

a(x - x1)2.

Seega tuleb lahendada vdrratus

a(x - x1)2> 0 vbi a(x - x/pP2< O.
Et (x - x*)2 on positiivne iga x korral valja arvatud x= x»,
siis on virratuse a(x - x™)2> 0 lahenditeks iga x ¢ x”™,
kuid vorratusel a(x -x")2< 0 lahendid puuduvad (eeldatud on,
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et <>0).

Naide 1. Lahendada vOrratus

Tyr - 2x - 15 A 0.

Lahendus. Et vastava ruutvdrrandi x2 -2x-15=0
korral D = 4 ¢ 60 > 0, siis Jahendid on x* = -3 ja x2 = 5.
Seega

X2 - 2x - 15 = (x + 3)(x - 5).
Antuu vOrratus on samavaarne vorratusega
(X ¢ 34x - 5) £ 0.

Siit X +3>0 v3t x+ 370

IX-5»0 Ix-52 0.
Lahendades kummagi susteemi eraldi, saame, et x ™ 5 xS ~3
(vt. joon. 6).

i S 3 -5 **
Joon. 6

Vastus, xj 5 V x ~ -3 ehk 15, oo[ \J ]_ <>, L-

Ruutvdrratuste lahendamiseks kasutatakse enamasti liht-
samat, graafilist votet, mis tugineb vastava ruutfunktsioo-
ni y = ax +_bx + c graafiku uurimisele (vt. joon. 7).Ruut-
vOrratuse ax +bx+c>0(Cax _+ bx + ¢ < 0) lahendamine
téhendab ruutfunktsiooni y = ax® + bx + c positiivsuspiir-
konna (negatiivsuspiirkonna) leidmist.

Naide 2. Lahendada vOrratused!

1) x2 - 2x - 15> 0, 4) -x2 + 4x - 4 * 0,
2) -x2 ¢ 4x - 4 > 0, 5 -x2+4x -4<0,
3 x2+4x -4<0, 6) X2 - 2x ¢ 4 > 0.
Lahendus.

1. Leiame vastava ruutfunktsiooni y = x2 - 2x - 15
nullkohad: x2 - 2x - 15 = 0, X = -3, x2 = 5. Graafikult
oon. 8) ndeme, et vaadeldava ruutfunktsiooni y = x2 -
- 2x - 15 positiivsuspiirkond ja seega ka antud vduratuse
X -2xXx-15>0 lahendid on x< -3 vO0i x > 5.

Vastus, x < -3V x > 5 ehk ]-00 , -3[ U ]5, oot .

2. V6r5atus

-X +4x -4>0
on samavaarne voérratusega
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Funktsiocni y = «x2 ¢ bx ¢ c graafik

Joon. 7
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X2 - 4X ¢ 4 < 0 ehk (x - 2)2 < 0.
Et vastav ruutfunktsiooni y = (x - 2) vaartus on iga X
korral mittenegatiivne (vt. joon. 9)» siis vorratusel
X - 2)2< 0 lahendid puuduvad.
Vastus. $
3.Kuna vlrratus
-X2+ 4 - 4> 0
on samavaarne voOrratusega
X2 - 4x +4>0ehk_ (- 2)2> 0,
siis on ruutfunktsiooni y = X - 4x + 4 positiivsuspiirkon-
nas kdik reaalarvud, valja arvatud x = 2 (vt. joon, 9).
Vastus, x <2V x > 2 ehk l- »2[UJ2, oo ,
4, Antud mitterange vOrratus
-X2 +4x - 4» 0
on samavadrne mitterange vdrratusega
X2 - 4x ¢ 4 £ 0 ehk (X - 2)2z 0.
Seda tingimust taidab vaid Uks arv x = 2 (vt. joon. 9).
Vastus, X s 2.
5, Antud mitterange vOrratus
-X2 +4x -4 "0
on samavaarne mitterange volrratusega
X2 - 4x + 4 » 0 ehk x - 2)2£ O.
Seda tingimust tdidavad aga kdik reaalarvud (vt. joon. 9).
Vastus. - oo <x <oo ehk ]-oo ,oof ehk R.
6, Vorratusele
X2 -2x+4> 0
vastava ruutvorrandi diskriminant on negatiivne. Et ruut-
liikme kordaja on positiivne (a = 1), siis on vaadeldava
ruutkglmliikme iga vaartus positiivne ehk ruutfunktsiooni
Y = x - 2x + 4 graafik tervenisti Ulevalpool x-telge.
Vastus. - ao <x <oo ehk 3- oo ,o0[

Naide 3. Millised reaalarvudest 2, 3, 4, -2, 0, 10 on
vOrratuse
X2 +4x - 370
lahenditeks?
Lahendus. Asendades vOrratuses tundmatu x antud reaal-
arvudega, saame vastavad arvvOrratused

123
16*



i~0, 2~0, -3~0, -15~0, -370,
o~0 ja -63~"0.
Et tbesed nendest on vaid 1> 0, 2 ? 0 ja O~ O, siis on
vOrratuse lahenditeks antud reaalarvudest vaid 2, 3 ja 1.
Vastus. Lahenditeks on 2, 3 ja 1.

4. Ruutvdrratusesusteem. Vorratuse-
susteemi, milles vahemalt Uks vdrratustest on ruutvirratus,
nimetatakse ruutvdrratusesusteemiks.
RuutvOrratusesiisteemi lahendamisel tuleb leida iga vdrratu-
se lahendid ja seejarel mdarata saadud lahendihulkade Uhis-
osa.

Naide. Lahendada vorratusesiisteemid:

2 - 15> 0 5 2 -6x- 16> 0
10 <0 , Ix2 - 8x +F2= o
X2 -6x - 16< 0 5) (x'2 -8 +T28 = o
X2 - 8x + 12 > 0, 2 ¢ 4x + 4 <O.

X2 +5x+6s0
2 +6x+9 £0,
Lahendus.
1. Ruutvlrratusesusteemi
(x2 ¢ 2x - 15 >0
Ix -10< 0
esimese vorratuse lahendid kuuluvad piirkonda x<-5Vx > 3
ning teisel vOrratusel piirkonda x < 10. Nende piirkondade
Uhisosa on x < -5V 3 < x <10 (vt. joon. 10).
Vastus, x<-5V3<x<10 ehkJ- 00, -5CU3310(.

£
-y 1 AO X -2 0 2 6 8 -X

|
0
Joon. 10 Joon. 11

2. Susteemi
jx2 -6x - 16 <0
|x2 - 8 + 12 >0
vOrratuste lahendid on vastavalt
-2< X <8 jJja X<2VX>6.
Nende piirkondade Uhisosa ja seega ka antud vlrratuse lahen-
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did on -2 < x <2V6<x<8 (vt. joon. 11).
Vastus. - 2<X<2V6<X<8 ehk]-2,2C U]6,8C.
3. Sisteemi

esimese vOrratuse lahendid on -3 < x N -2, teise.J X = -3,
Antud siUsteemil on ainus lahend x = -3.

Vastus, x = -3.

4. Susteemi

vorrandite lahendid on vastavalt x -2V x > 9 ja 2<x<6.
Et nendel lahendihulkadel Uhisosa puudub (joon. 12), siis
antud voOrratusesisteemil lahendid puuduvad.

Joon. 12

Vastus. Lahendid puuduvad.
5. Slsteemi

teisel vorratusel lahendid puuduvsd. Seega ei ole ka voOrra-
tusesisteemil lahendeid.
Vastus. Lahendid puuduvad.

5. Intervallmeetod. Kdrgema
astme vorratused. Intervallmeetodit kasuta-
takse virratuste PQ(X) > 0 ja Po(X) < O, aga ka Pn() ~ O
ja PoO) ™ O lahendamisel, kus Pn(x) on muutuja x  suhtes
n-astme hulkliige.

Intervallmeetod seisneb jargnevas. VOr-
ratU3e vasakul poolel oleva hulkliikme nullkohad jaotavad
x-telje I10plikuks arvuks intervallideks, milledest igalhes
vOrratuse vasak pool sailitab margi. Seega tuleb kindlaks
maarata vorratuse mark iga intervalli mingis punktis ning,
vastavalt vorratusele, sobivad intervallid véalja valida.

Praktiliselt kujuneb vorratuse lahendamine intervall-
meetodil jargmiseks.Teisendame vorratuse vasaku poole kor-

125



rutiseks:

..o + Px + qi),

miilas &, eee 0on hulkliikme nullkohad,

K, t , ... vastavalt nullkohtade th /32, ... jark. Ruut-
koImliikmed x2 + p™x + g™ ei vordu nulliga Uhegi x vaartu-
se korral. Kanname saadud nullkohad x-teljele ning labime
need pideva joonega jargmiselt. Eeldades, et a > O (vasta-
sel juhul korrutame lahtevlrratust -1-ga), alustame abi-
joone tombamist paremalt ulalt ja ladbime kdik  nullkohad,
10igates x-telge, kui nullkoht on paaritut jarku, ja puu-
dutades x-telge, kui nullkoht on paarisjarku. Nii oleme
saanud funktsiooni y = PQ(X) graafiku skitsi, mille p&hjal
kirjutame valja vorratuse lahendid.

Naide. Lahendada vo@rratused:

1) xd +x2 - 2x2 - 2x > 0,

2) X2(x ¢ 2)(x - D3(x2 + D)< O,

) x2x + 2)(x - DND3x2 + 1D $ 0,

4H X -1DX2 +6)(x *3)2@2 -x) £0,
5 X+ 1X-3) >0.

Lahendus.
1# Vorratus

X3 + X2 - 2x2 - 2x> 0
on samavaarne vorratusega
x(x - 2)(x + 1) > 0.
Vastava funktsiooni y = x(,x - 2)(X + 1) nullkohad on

X =0, xs 2, x = -1 ning kdik need on Uhekordsed. Seega L&

bib abijoon neid punkte x-telge ldigates (vt. joon. 13).

Joon. 13 Joon. 14

126



Antud vOrratuse lahendamine téhendab funktsiooni
y = xX(X - 2)(x +1) positiivsuspiirkonna leidmist. Positiiv-
suspiirkonna moodustavad need x vaartused, mille korral
funktsiooni graafiku skits asub Ulalpool x-telge. Antud ju-
hul on positiivsuspiirkonnaks,aga seega ka vastava vorratu-
se lahenditeks -1 <x<0Vx>2.

Vastus. -1< x < 0V x >2 ehk ]-1, O[- U]2, oof .

2. VBrratuses

xX2(X + 2)(x - D*(x2 ¢ 1) <0
tegur x + 1 > 0, mistdttu antud vOrratus on samavaarne vOr-
ratusega
X 2X +2)(x - 1)5< 0,

Nullkoht x = 0 on paarisjarku, mistéttu abijoon selle] ko-
hal puudutab x-telge. Nullkohtades x = -2 ja x =1 aga la-
bib abijoon x-telge Idigates,sest need on paaritut jarko
(vt. joon. 14). Antud vlrratuse lahendid on -2<X<0VO<X<1.

Vastus. -2<x”~0VO~x <1 ehk ]-2, O[U30, 1[.

3. Kasutades joonist 14 saame vorratuse

X2+ 2)(x - D32+ 1D EO

lahenditeks -2 < x £ 1.

Vastus. -2 £ x £1 ehk £-2, I].

4. VBrratuse

X -DX2 + D)X ¢ 3D2R -x) >0
vasakul poolel oleva hulkliikme pealiikme kordaja on nega-
tiivne (-1) viimase teguri 2 - x tottu. Korrutades antud
vOrratust -1-ga, saame vOrratuse kujul
& -1DX2 + DX+ 32 - 2 < 0.

Edasi lahendame juba nii nagu eelmisi naiteid. Antud vdrra-
tuse lahenditeks saame x = -3 jJa 1 « x i 2 (vt. joon. 1£).

Vastus, x = -3V1 < x < 2 ehk {3}U[I, 2].

Joon. 15

5» Lahendades vorratust
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X+ DX -3)>0
inxervallmeetodil, paneme tdhele, et mdlemad nullkohad
X = A ja x = 3 on paaritut (esimest) jarku. Seega kulgeb
adijoon joonisel 16 naidatud viisil ning vlrratuse lahen-
diteks saame x < -1 V x > 3 (joon. 16).
Antud vOrratus on aga ruutvorratus. Lahendades seda
kui ruutvdrratust (vt. joon. 17), jOuame samale tulemusele.
Naeme, et intervallmeetodi rakendamisel kasutatav abi-
jJooi* kui vastava funktsiooni graafiku skits kajastab vaid
selle funktsiooni nullkohti ning positiivsus- ja negatiiv-
suspiirkondi, mida vajamegi vorratuste lahendamisel.
Vastus, x ¢c -1 &/x >3 ehkJ-00, -1CU)3, cC[ =
Markus. Korgema astme vorratusi vOib lahendada ka al-
gebraliselt. Selleks.tuleb alguses samuti, nagu intervall-

meetodi rakendamise korralgi, antud vOrratuse vasak pool
teisendada korrutiseks. Seejéarel tuleb valja kirjutada kdik
vOimalused, millal tegurite korrutis on, vastavalt antud

vorratusele, kas positiivne vOi negatiivne. Nii saadud sis-
teemide lahendite Uhend ongi lahtevorratuse lahend.

Praktikas aga kasutatakse seda meetodit suhteliselt
harva selle suure tdotmahu tottu.

6. MurdvOrratused ja murdvadr-
ratusesusteemid. Vorratust, mis sisaldab tund-
matut murru nimetajas, nimetatakse murdvodérratu -

s e K a. Rangele murdvdrratusele saab uldjuhul anda kuju

axn+a ™~xn-1+ ... +ax+ a
s - —u=l- ;- 3F--— >0 (vSi < 0).
Y eV-iN 1+ ... ¢V e DboO

Selline range murdvOrratus on oma maaramispiirkonnas aga
samavdarne range vorratusega

(nA « IM~M+ . . _+al*+~"><VB+V I N +-“"*pblr*V > 0
(Wi vastavalt < 0), sest jagatisel ja korrutisel on sama
mark. Seega taandub range murdvdrratuse lahendamine k&rgema
astme voOrratuse lahendamisele, kasutades siis intervallmee-
todit. Mitterange murdvorratuse lahendamisel tuleb eriti ta-
hele panna asjaolu, et nimetajas oleva avaldise nul Ikohad
ei kuulu antud vlrratuse lahendite hulka.
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Naide. Lahendada vOrratused:

2 _

Dy -1 <1l il - IX* -& < O,
x -1

2 >2, 54 —*-= o,

X +5 ) % 3 2 15

3) %44‘ 1,3 0, 6) X +y "< 1°

N4z > 2.

Lahendus.
1. Vorratuse

=T <1
médramispiirkonna saame tingimusest x - 1 ¢ O ehk x ™ 1,

Kanname koik liikmed vOrratuse uhele poolele ja viime Uhi-
sele nimetajale. Siis saame vlrratuse

ehk & >0

Viimane vlrratus on samavaarne vorratusega
& -3)x-1) > 0.
Saadud ruutvlrratuse lahendid on x < 1V x >3 (vt. joon.

Joon. 19
Vastus, x <1 Vx >3 ehk 3-00, 11UJ 3» .

2. Vorratuse
X-1.0
rTtT N2
madramispiirkonna saame tingimusest x + 5 0 ehk x / -5.
Kandes vOrratuse kdik liikmed Uhele poolele ning viies Uhi-
sele nimetajale saame vOrratuse

-X - 11 X + 11
X + 5 > 0 ehk XTT T 0.
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Viimane vOrratus on samavaarne vorratusega
& +1D)(x + 5 £0
lahtevorratuse maaramispiirkonnas. Lahendipiirkonnaks on
-11 6 x < -5 (vt. joon. 19).
Vastus. -11 ~ x < -5 ehk [-11, -5[.
3. Vorratust

vOiks lahendada analoogiliselt kahe eelmise naitega. Kaid
sellise lahendamiskaigu jarele puudub siin vajadus. Tar-
vitseb vaid jalgida murru lugejat ja nimetajat. Et nii
2x" + 1 >0 kui ka x > 0 iga x korral, siis ka nende ja-
gatis on positiivne iga x korral. Arvestades maaramispiir-
konna tingimust x ¥ 0, saame vastuse.
Vestus, -oo <xc OV O < x<oo ehk ]- oe, O[U]O, =9[ .
4. Vorratuse

<*m —ial < o
X - 3

asemel vOime lahendada v@rratuse

X -DX-2)(x -3 < 0.
Antud tegurite korrutis on negatiivne, kui x< 1>/2<x<3
(vt. joon. 20).

Joon. 20 Joon. 21

Vastus. XC1V2-CX<3 ehk 2-00, 1[U ]2, 3[-
5. Vorratuse
X2 -x-12 . n
X2 + 2x- 15 *©
maaramispiirkonna saame tingimusest
X2+ 2x -15t0 ehk x¢d -5 ja x ¢ 3.
Asendame antud vorratuse selle maaramispiirkonnas samavaar-
se vorratusega
X +3DX -+ 5K -3) » 0.
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Kasutades intervallmeetodit, leiame selle lahendid (vt*.joon.

21).
Vastus: X < -5V -3/~ x <3V x) 4 ehk
3-00 , -5C1/C-3, 3r u
6. Murdvlrratuseststeemi
X + < 10
A+5 _17>2
2 — X
lahendamisele asudes leiame kdigepealt vOrratuste Uhise mé&r-
ramispiirkonna. Antud juhul saame selle tingimusest Xx W O«
Seejarel lahendame kummagi vOrratuse eraldi ja leiame lahen-

dite hulkade Uhisosa lahtevorratusesisteemi maaramispiir-
konnas. Antud sisteemi lahenduskaik on luhidalt jargmine*

XZ-W+16<0 12T -JU <0

>0

& -2)x -8)x <0

X - 5 + 6)2x > 0.
Esimese vorratuse lahendid on x < OV 2< x<8 (vt. joon,
22a), teisel -6 <x<0Vx>5 (@oon. 22 b).

7
Joon. 22

Vorratusesiusteemi lahenditeks on aga

Cc

Joon. 23
piirkondade ihisosad (vt. joon. 23).
Vastus. -6< x<0v5<x<8 ehk]-6, o[U]5, 8[-

7. Juurvorratused. Vorratust, milles tu»d-
matu esineb juuritavas, nimetatakse juurvorratu-
s e K s. JuurvOrratuste lahendamisel tuleb arvestada juure
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definitsiooni ja vOrratuse maddramispiirkonda. Seega taan-
dub vorratuse

VA< VTV X
lahendamine paarisarvulise juurija (n = 2k) korral sistee-
mi

fF(x)»0

JF(x) >0

1ftx) < f(x)
lahendamisele. Paarituarvulise juurija (B m 2k « 1) korral
on aga vorratus

-tyioo <
samavaarne vorratusega

f&x) < f(xX).
Naide. Lahendada vOrratused:
1) V2x + 4 > -8, 7D wx2 - X -6 <X+ 5,
2D\/2xZ + 1> -3, 8) V3x - 10 >WB - X,
3) W/2x - 4< -1, 9) "2x - 1< VX + 2,
4 ¥Yx -5< 3, 10) Yy ~~ >0

5 u/3lT6 >x %1,
11) W2 -\JJ~fy. 4+ x.

6) N/TTT< -2

Lahendus.
1. Vorratuse

V2x + 4 > -8

madramispiirkonna leiame tingimusest 2x ¢ 4 0. Siit x™-2.
Vorratuse vasak pool on positiivne ja parem negatiivne.
Et mistahes positiivne arv on alati suurem suvalisest ne-
gatiivsest arvwust, giis rahuldavad antud vlrratust kdik Xx
vaartused, mis kuuluvad maaramispiirkonda, s.t. x” -2.

Vastus, x > -2 ehk [-2,6<7[.

2. Vaadeldava vorratuse

R+ 1> -3
maaramispiirkonna moodustavad kéik reaalarvud, sest iga X
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Icorral on 2x2 + 1 > 0. Antud vdrratuse vasak pool on posi-
tiivne iga x korral pga seega ka suurem kui -3» Jarelikult
kelitib vorratus iga x korral.

Vastus. - 0°<x<oo ehk ]-o00,006[,

3. Et vorratuse

s/2x - 4< -1
vasak pool on positiivne ega saa olla vaiksem negatiiv-
sest arvust (-1), siis sellel vorratusel lahendid puudu-
vad.
Vastus. Lahendid puuduvad.

4. Vorratus

Yx -5<3
omab mdtet, kui x - 5 >0 ehk x ™ 5« Sel juhul on vlrratu-
se mblemad pooled positiivsed ning neid vdib astendada.Tds-
tes antud virratuse mdlemad pooled neljandasse astmesse,
saame vOrratuse
X - 5< 8 ehk x < 86.

Arvestades maaramispiirkonda ja viimast tingimust,
leiame vOrratuse lahendid.

Vastus. 5a x < 86 ehk [6* 86I™*

5. Vorratusel

\IBX +6 >X ¢1
on mote, kui 3x + 6 0 ehk x > -2_ />ntd vBrratuse parem
pool vdib aga olla nii positiivne kui ka negatiivne.

Kui x +1 0 ehk x > -1, siis vOib vOrratuse m6lemad
pooled ruutu tosta. Selle tulemusel saame (pérast sarnaste
liikmete koondamist) vOrratuse x2-x -5 O.Siit -1,8<*x<2#3.
Arvestades nuid tingimust x -1 ja maaramispiirkonda
x -2), saame lahenditeks -1 N x < 2,8.

Olgu x + 1 <0 ehk x<-1. Siis kehtib lahendatav
vOrratus iga x korral, kui vaid x< -1 ja x” -2, s.t.

-2 ax < -1.

Vastus. -2 < x<-1v -1 * x< 2 ehk -2/ x" 2.
6. Vorratus

Nx+2< -2
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on samavaadrne vorratusega
X + 2 < (-2)2.

Siit x < -10.
Vastus, x < -10 ehk J- oo, -10[.
7, Vorratus

VX2 - X - 6<x +5

omab nbtet:,- kui X - x -6>0 ehk x#n -2V x £ J. Vaatle-

me X + 5 suhtes kahte vdimalust.

Olgu x + 5> 0. Siit x > -5« TOstame vOrratuse mdlemad

pooled ruutu

- X -6)2< (x + 5)2.
Parast lihtsustamist saame voOrratuse -11x < 31, millest

*>- 27* Arvestades vOrratuse maaramispiirkonda, tingimust
X > -5 ja viimast tulemust (vt, joon. 24), saame VvOrratuse

4—
4 -U-4

Joon, 24

3hed lahendipiirkonnad:< x£ -2V x >3.

Olgu niiid x + 5< 0 ehk x ¢ -3» Sel juhul peaks
mittenegatiivne suurus (Vx2 - x - 6 > 0) vaiksem kui
tiivne suurus (X + 5 < 0), Et seda aga olla ei saa,
siit ka vorratuse lahendeid juurde ei tule.

Vastus. -2 $<X£-2VX*3 ehk}-2~, -2]U[3,

8, VOrratuse

V3 - 10 >Vb — x
lahendamine taandub slsteemi
ix -10> 0
-x”"O0

3x - 10> 6 - X
lahendamisele. Siit

<>
X > 4

, XN 6 = > X * 6 6-
X >4
Vastus, 4 < X 6 ehk léa S\.

olema
nega-
siis

o[-



9. Vorratus

N2X - 1 <>?2X + 2
on samavaarne voOrratuaaga
2X - 1< x ¢ 2.
Siit x < 3.
Vastus, X < 3 ehk ]- <€, 3C«
10. Vorratuse
\A7 - 15, - 22 .
1+3
madramispiirkonna leiame jargmiselt:

Viimasest slUsteemist saare antud vorratuse maaramiepiirkon-
naks -8,5" x<-3 V -3 < x < 1. Bt lahtevdorratuae lugeja oa
positiivne, siis peab positiivne olent ka Bisetaja, s*t.
X ¢ 3> 0 ahk x > -3. Arvestades niuid ka vorratuse maare-
mispiirkonda (vt* joon. 25)* saame

-

Joon, 25

lahendipi irkonnaks -3 < x < 1.
Vastus«- -3 < x < 1 ahk J-3» i[.
11. Vorratuse

NIz - V3 +x cVumr

lahendamisele« Vorratustest (1) ja (2) saaase, at x * -3.
Vorratuse (3) teisendama kujule

VTTT <
Viimast ruutu tostes seasg et } ¢ x < 4t ahk x ~ 1. Seaga
on lahendatava vorratuse maaramispiirkond -3 < x < 1. Vor-
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ratoa (4) on sasa?darne vdrratusega

VyTx > -2 - x. (4a)
Selle lahendamiseks vaatleme vOrratuse parema poole suhtes
kahte vdimalust.

Kui -2 - x} 0 ehk x < -2, siis tdstame vdrratuse
(4a) mélemad pooled ruutu:

VBT7)2> (-2 - x)2.
Siit

36 X>4 ¢ 4x ¢ X2 ehk x2 ¢ 3x ¢ 1 < 0.
Viimase vdrratuse lahendid on >2,9 < x < -0,4. Arvestades
tingimust x £ -2, saame, et -2,9 * x N -2.

Olgu -2 - x ¢ 0 ehk x > -2. Sai juhul on vdrratus (4a)
rahuldatud iga x > -2 korral. Seega on vOrratuse (4) lahen-
did aga -2,9 < x <o0a -Arvestades nuud veel vOrratuse maara-
mispiirkonda, saama lahtevOrratuse lahendite piirkonnake

-2,9< x”™ 1 (vt. joon. 26).

Joon. 26

Vaatus. -2,9 < x £ 1 ehk ]-2,9; 1]«

8. Absoluutvadaartus! sisaldac«,
vad vdrratused. Vorratust, milles tundmatu
esineb absoluutvaartuse margi all, nimetatakse ab so-
tuutvaartust sisaldavaks vdrra-

tu s ek a

Lahendame kd&igepealt pdhivdrratused.

1. Ixl<a, kui a > 0. Arvestades absoluutvaartuse
finitsiooni, saame antud vdrratusest kaks vorratust.

1) kui x > 0, siis |xI = x ning lahtevérratus saab ku-
Jux < a, s.t. 0< x< a;

2) kui x < 0, siis |x] * -x ning lahtevdrratus saab
kuju -x < a ehk x> -a, s.t. -a< x <0

Arvestades nuid, et vdrratust rahuldavad nii 0$ x < a
kui ka -a < x < 0, siis saame lahendipiirkonna lihemalt Ulea
Kirjutada kujul -a < x < a (vt. joon. 27). Viimane vorratus
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on samavadrne slUsteemiga

Ixlc - IX1> a
-a a n -a a X
Joon. 27 Joon. 28

2. Ixl< a, koi a < 0* Sel juhal vOrratuse lahendid
puuduvad, sest iga X korral on txj”~0 ega saa olla vaiksem
mingist negatiivsest arvust,

3. IxI> a, kui a> 0. Absoluutvééartuse definitsiooni
rakendades saame siin, analoogiliselt esimese juhuga toi-
mides, et vOrratust rahuldavad x < -a vdi x > a (vt. joon.
28).

4. (> a, kui a < 0. Sel juhul on vdrratuse lahen~
dika tundmatu x iga reaalarvuline véaartus.

Haido 1. Lahendada vdrratused:

1) |2 - 1)< 3, 3 Ix ¢ 31 - x <5.
2) Ixe 2] >1,
Lahendus*

1. Vorratus I2x — 1| C 3 on samavaarne vdrratusega
-3 < 2x - 1< 3. Siit (liites arvu 1) saame, et -2 < 2x<4,
millest (2-ga jagades) saame, et -1 < x < 2.

Vastus. -1 < x < 2 ehk 3-1, 2[.

2. VOrratusest \x ¢ 21>1 tuleneb, et x ¢ 2 < -1 vdi
X + 2 >1 ehk x < -3 vOi x> -1.

Vastus, x < -3 v/x > -1 ehk 3-00 , -3LUJ-1, oo [ -

3* Antud vdrratus
Ix ¢« 31 - x <5
on samavaarne vorratusega
Ix 3kx 5,
mis on omakorda samavaarne vorratusega
-(Xx +5) < x ¢ 3< x + 5.
Siit
X ¢ 3> -(x+5)
X + 3< x+5.
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E£sisese vOrratuse lahendid on z > -4. Teine vOrratus on aga
t9ene tundmata x iga vaartuse korral (3 < 5). SOateeni la-
hendika, mia on v8rratuate lahendite tlhiacsa, on aeega

X > -4,

Yaatua. x > -4 ehk 3-4, <C.

Kui vOrratuaee eaineb enan kui tite avaldiae absoluut-
vaartus, aiia vaatleme vdrratust intervallidaa, mi lledeks
jaotavad abaolaatvaartuae margi all olevate avaldiate null-
kohad x-telje*

Maide 2. Lahendada vOrratueedj

1) Ix-11 & ix *ii *e, H 11 F <X,

5 L *21 - Iz > 0.

?2) I’ 1> o, A - x2

Lahendue.

1. Vorratuee

[x-1] & |x ¢ 11<4

vaaakul poolel absoluutvédértuse markide all olevate aval-
diate nullkohad on x» = -1 ji x s 1, Seega tuleb vdrratust
vaadelda kolmea intervallia (vt. joon. 29)«

Joon. 29 Joon. 30
Intervallia - 00< x -1
Ix - 11 =- (x-1) ja |[xel]=-(x+1)

Siin eaab vdrratus siis kuju

4* - 1) - (X ¢ 1) < 4,
milleat -2x < 4 ehk x > -2* Arvestades ka vaadeldavat
piirkond«, saame vorratuse lahenditeks selles intervallia
—2< x i l«

Poelldigul -1 < x ~ 1 aaab vdrratua kuju

-(Xx - 1) ¢ x ¢ 1< 4.
Siil 2 < 4, mia on tdene aicworratus. Seaga on vaadeldava
piirkonna iga x lahtevbrratuse lahendiks, s.t, -1 < x 4.1.
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Intarvallls 1 < x <00 teiseneb antad vorratas kajale
X ~1ex+1<4.

Siit 2x < 4 ahk x < 2« Arvestades piirkonda, saame vOrra-
tuse lahenditeks 1 < x < 2.

Vaadeldaa lahendeid piirkondade kaupa, ilmneb, et neid
saab Uhendada (ft. jeen. 30) ja vorratuse lahendid Kkiris-
tada kujul -2 < x < 2,

Vastas. -2 < x < 2 ehk J-a, 2[-

2. Vorratus

en samavdarne virratusega
14 - x| > |x ¢ 1],
kui x « 1 i 0. Imllkohad.x® = 4 ja x2 = -1 jaotavad x-telje
kolmeks intervalliks (vt. joen. 31).
Kui x < -1, siia
J-xX) =4 -x jJja |xe1llB -(X + ).
Sel juhul saame vdrratuse
4 — x> —(x ¢ 1).
Silt aaame tSese Vorratuse 4 > -1, mis Utleb, et iga x < -1
on ka lahtevorratuse lahendiks.

Joon. 31

Kui -1 < x ™ 4, siis

[4-Xx] B4 -x ja |x ¢ 1] mx ¢ 1
ning vlrratus saab kuju

4 - x> x ¢ 1.
Siit X <1,5. Seega on vaadeldavas piirkonnas vdrratuse la-
henditeks -1 < x < 1,5.

Piirkonnas x > 4

14 - x] s-(4-x) ja |xe1] =x +1
ning vOrratus saab kuju

-(4 - x) > x ¢ 1.
Siit saame vaara arvvOrratuse -4 > 1. See tahendab, et vaa-
deldavas piirkonnas vorratusel lahendid puuduvad.
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Vottes kokku esimese Ja teise piirkonna lahendid, saa-
ne, et x < -1 tdi -1 < x <1,5*

Vastus. x< -1V -1<z<1,5 ehk ]-c=>, -104-» 1,5][.

Vorratuse

v3it lahendada ka teisiti, kasutades pbhivlrratuse |z| > a
lahendeid x < -aV x > a. Antud juhul

fH <-1 ,ai
Esimese vorratuse lahendame kui murdvdrratuse:

-~ <0 —> <0 = x + 1< 0 ox < -1.
Teise murdvorratuse lahendamine:
4 ~ x >0 N >0 BC3I**)(*» 1) > 0 =

-1 c x<1,5.
Seega on vOrratuse lahendid x < -1 V -1 < x < 1,5.
3. Vorratuse
x - 4 >0

madramispiirkonnas x N 3* Et mistahes avaldise absoluutvaar-
tus on positiivne, kui avaldis el vOordu nulliga, siis antud
Jjuhul peab olema x - 4 i 0 ehk x £ 4. Ssega on antud vOr-
ratuse lahenditeks kdik reaalarvud, védlja arvatud x = 3 ja
X = 4.

Vastus. - 00 <x<. 3 V3< x< 4V4< x<oo ehk

3-«», 3[U]13, 4ru]4,*oL .
4_ Vorratus

Ix -8
125ITT

on samavaarne vorratusega

Ix - 81 < x\2 -1 ,
kui 2x -1/ 0 ehk x 4 0,5. Ka antud vidrratust tuleb la-
hendada kolmes piirkonnas eraldi (vt. joon. 32).

< X

AT *
Joon. 32
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Kui x < 0,5, siis
-(* -8 < -z(2z - 1)
ehk
z - 8> 2z(2z - 1).
Teisendades seds, saame ruutvlrratuse
2z2 - 2z ¢ 8< 0 ehk x2 -z ¢ 4 <O0.
Viimasel vorratusel aga lahendid puuduvad.
Kui 0,5 < X < 8, siis
-(x - 8) < z(2z - 1).
Saadad ruutvlrratuse
2z2 - 8 >0 ehk z2 -4>0
ianendid on z < -2 V z >2_. Vaadeldavas piirkonnas on vor-
ratuse lahendid 2 =z i 8,
Viimases piirkonnas z >8 saame vdrratma«
z -8< 2z(2z - 1) ehk x2 -x ¢ 4 > 0.
Viimane vdrratus on tdene iga z korral. Seega on laht«vor-
ratuse lahenditeks z > 8.
Uhendades voOrratuse lahendid erinevatea piirkondades,
leiame vorratuse lahendid: z > 2.
Vaatus, z > 2 ehk ]2, -
Esitame ka vaadeldava vOrratuse teise lahenduse, ka-
sutades pohivorratuse lahendeid. Antud vdrratus

- 1
z -8,

on samavaarne ahelvdrratusega

Ny < DZ_TF < x*
viimane aga samavaarne vorratusesisteemiga

N z -8
“X< STTIT

z -8 ._
2z - 4< X*

Siit esimese vlrratuse

_ ., Z -8
"x< 2z- 1

lahenditeks saame -2 < z < 0,5V z > 2. Teise virratuse

X -8 _
2X - 1 <X

lahendid on x > 0,5.
Et (<2 <x<0,5V x >2)1 x >0,5, siis (vt. joon.
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5. Yorratuae
I» *-ZLr-]»> s o

maaremiapi irkenne saam« tingimusest
4 - x2> 0, s.t. |xX\<2 ehk -2 ~x< 2.

It Vv* “ x2> 0, siis tuleb lahtevlOrratuse aaemel leida piir-
konnas -2 < x < 2 vlrratus«

X ¢ 21 - &I >0
lahendid. Maaramispiirkond jaotab kaheks intervalliks (vt.
jo<m. 54).

Joon. 34

Sui -2< x 2z 0, siis x ¢ 2 ¢ x>0 ehk x >-1. Siit
-1 < x ™ 0.

Kui aga 0 < x <2, siis X ¢ 2 - x >0 ehk 2> 0. St
alati 2 > 0, siis on vaadeldava intervalli x iga vaartus
vorratuse lahendiks.

Vorratuse lahendid saame kahe piirkonna lahendeid Hhae-
dades: J1< x < 2.

Vaataa. -1 < x <2 ehk 1-1, 2[.

9. Parameetreid sisaldavad
vOrratused, Vorratust, milles peale otaitava(te)
eaineb veel (m6ni) téheline muutuja, nilleet s6ltub vorra-

tuse lahend, nimetatakse parameetrit sisal-
davaks vorrataaeka.
Parsmeetrit sisaldava vOrratuse lahendamisel tuleb

1) leida lahendipiirkennad parameetrite kaudu ja 2) uurida
lahendi adltuvuat parameetrist. Saega tuleb uurida, millis-
te parameetri vaartuste korral on vdrratueel lahendid ning



kdigi selliste parameetri vaartuste jaoks leida vdrratuse

lahendid.

Naide 1. Lahendada parameetritest a ja m s6ltuvad
vlrratused:

D j7?*-; >0, 3D x - £ -Isxx ¢ 1),

2) mx ¢ 1 >2(x - 1), 4)Va ¢ x ¢Va - x > a.
Lahendus.
1. Vorratuse ~2* m > 0 lahendamine taandub jargmist«
vlOrratusesusteemide lahendamisele:
f2a > 0 J2a < 0
la x>0, la ¢ x < 0.
Esimesest slsteemist saame, et a > 0 ja x > -a, teisest,
et k O jax < -a.
Vastus. Kui a > 0, siis x> -a, ja kui a <0, siis
X < -a, a = 0 korral vorratusel lahend puudub.
2. Teiseadsme vdrratuse
mx ¢ 1 >2(x - 1)
kujule
(m - 2)x > -3.
Edasisel lahendamisel tuleb léhtuda x kordajast m - 2.
Kuim - 2>0 ehk * > 2, siis x> -

kuim - 2 <0 ehk m< 2, siis x < -

kuim-2=0 ehk m=2, siis 0 . x> -3 ehk 0 > -3*
mis on tdene vOrratue, s.t. x vOib olla mistahes reaalarw-

Vastus. Kui m > 2, siis X >-

kui m < 2, siis x < - g £mg,
kui m a 2, sSilS - oo< X <00 .
3. Vorratusel
X - I"—~ 8§ ¢ 1)
puuduvad lahendid, kui a s 0. Leiame vOrratuse laheadid a
Ulejaanud vaartuste korral. Selleks teisendaae vdrratuse
kujule
@ -fg>* S«1 -11)-
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Olgu 1 - > 0. Siit a< 0 vdi a> |. Sal juhal x£2

Kai 1 - <0 «kO<acx< siis x > 2.

Kai aga 1 - ’\2: 0 ahk a =], siia on vﬁrl)‘ratuse lahen-

iiki x iga vaartus.

Vastus. Kai a < 0, siis x "2,
kui a s 0, siis lahendid pauduvad,
kai 0 < a< |, siis x£ 2,
kai a=]j, siis -oo <x<oo0 ,
kui ay siis x N 2.

4. VOrratuse

Va ¢ Xx ¢ Va - X > a
actaramispiirkonna leiame vOrratusesisteemist

fa + x”™o (€D)

(a- X £0.
Siit ilmneb (liites vOrratused), et a> 0. Kui a = 0, siis
on slUsteemil (1) ainus lahend x = 0, s.t. et as O korral
koosneb lahtevlrratase maaramispiirkond uhest punktist x=0.
Sel juhul (a = 0, x = 0) pole aga lahtevorratus rahuldatud,
s.t. lahendid puaduvad.

Kui a > 0, siis on susteemi (1) pdhjal lahtevdrratase
maaramispiirkonnaks -a < x * a.

Tingimustel a > 0 jJ* -a 1 x I a on lahtevdrratuse md-
lemad pooled positiivsed, mistdttu vdime need ruutu tdsta.
Parast teisendamist saame siis vlrratuse

2Va2 . P > a2 - 2.. (&)
Niid tuleb vorratuse (2) parema poole suhtes vaadelda kolme

jahtu.
Esiteks, kui a® - 2a < 0 ehk 0 < a< 2, siis vdrratus
(2) kehtib iga x korral maaramispiirkonnast, s.t. -a<x<a.

Teiseks, koi a2 - 2a m 0 ehk a = 2 (a = 0 korral la-
hendid puuduvad), siis vlOrratus (2) saab kuju
2\NA —x2 >0,

millest -2 < x €2.
Lopuks olgu a2 - 2a > 0. 3iit a > 2 (vOimalua ac C
on valistatud, kuna on eeldatud, et a >0)* Sel juhul, t0s—
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ces vOrratuse (2) w3lamad pooled ruutu, saame vorratuse
4(a2 - X2) > a2 - 4a5 ¢ 4a2,
mille lihtsustamisel jduame vdrratuseni

12< ,\y »J .

Siit ilmneb, et a = 4 korral lahendeid ei ole. lga samuti
puuduvad lahendid a > 4 korral. Kui 2 < a< 4, siia

-.n) <x < «vgV-LaJd

Vastus. Kui a < 0, siis lahendid puuduvad,
kui 0 < a< 2, aiis -a< x < a,
kui a 2, sSiis -2 <x <2,

koi J11.
kui a > 4, aiis lahendid puuduvad.

Naide 2. Missuguste parameetri m vaartuste korral on
vOrratuse 4x2 ¢ 2(m + 2)x + m + 2 > 0 lahendiks kogu reaal-
arvude hulk?

Antud ruutvdrratuse lahendiks on kogu reaalarvude
hulk siis, kui vastava ruutvlérrandi diskriminant on nega-
tiivne, s.t.

D =4(m + 2)2 - 16(m 2)< 0.
Siit (m ¢ 2)2 - 4(m + 2) < 0. Viimase vdrratuse lahendid on
-2<m 2.

Vaatus. Antud vorratuse lahendiks on kogu reaalarvude

hulk, kui -2< m< 2.

10. Eksponentv drratused. Vorratust,
milles tundmatu esineb astendajae, nimetatakse e K a-
ponentvdrratuseks. Selle lahendamisel kasu-

tame eksponentfunktsiooni omadusi, pddrates eriti tahelepa-
nu eicsponenfcfunktsiooni alusele. Vérratuse

af (D< ag(x) (a@a>0, a1

lahendamisel on kaks vdimalust:
kui a > 1, siis af(x)< ag(x)«=> f(xX) < gx),
kui 0 c a< 1, siis af(x’< ag(x"<=> f(x) > g(x)

(vt. joon. 34).
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/ 0>l O<a<4

Joon. 34

Naide. Lahendada vdrratused:

1) 3X< nt 4) 25x < 6 .5X -5,

2) (0,5)x> 0,25, 5) (0,25)x> 2*~",

3) 3x2“4x > 243, 6) -SA— -3x - 7> o.
9 - 3X

Lahendus«

1. Arvestades, et Ej = 3_2, kirjutame antud vOrratuse

3 <9

kujul 3X < 3"2« Kuna astme alus 3 > 1» siis i < -2.
Vastus, x <-2 ehk [-o00, -2[
2. Antud vlrratus

(0,5)X £0,25
on samavaarne voOrratusega (0,5)X ~ 0,52. Kuna astme alus
0,5 < 1, siis on tegemist kahaneva funktsiooniga. Seega
X<2.
Vastus, x* 2 ehk J-o00 , 2].

3. Et 243 = 35, siis antud vOrratus

%% s 243

saab kuju 3* “4*> 35. Kuna 3 > 1, siis x2 - 4x> 5 ehk
X2 - 4x - 5> 0. Lahendades viimase ruutvdrratuse, leiame,
et x < -1 vdi x > 5.
Vastus, x <€-1V x> 5 ehk ]-oo0 , -1[U ] 5, c=C.
4. Antud vdrratus
25x< 6 .5 -5
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teiseneb kojale

5** - 6 .5x ¢« 5< 0.
Tehes asenduse z = 5x, saama ruutvdrratuse

X2 - 6z ¢« 5< 0,
mille lahendid on 1 < z ™ 5*

St z s 5X, siis 1 " 5X< 5 ehk 5°< 5X< 51. Kuna

5>1, siis 0 < x <1.
Yaatis. 0 < x <1 ehk JO, 1[-
5. Antud vdrratus

(0,25)X >
on samavaarne vorratusega

Lahendame viimase aurdvérratu-

=5> X(X ¢ 2)(X ¢ 1) < 0.

Kaaatadee intervallmeetodlt leiame, et x < -2 voi -1 < x<0*

Joon« 35

Vaatus, x < -2 V-1 < x< 0 ehk A-qo, -2[Uj-1,

6. Teisendama vorratuse

-3 -7>0
9-3
vasaior* poolt jargmiselt*
-SL_.3.7= -r-rm11 . —1jg .
9-3 9-3 9-3

tfuriaes niid vorratust

XE-zjai>0,
9-3

o(#

ilmneb, et (83X - 1)2> 0, kui x i1 0. Jarelikolt peab olema

ka 9 - 3*> 0 ehk 32> 3X, milleat x < 2.
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Vastus. - 00<xXx< OV 0< x< 2 ehk
J-«**, O[UJO0, 2[.

11. Logaritmv drratused. Virratust,
milles tundmatu esineb logaritmitavas voi logaritmi aluses,
nimetatakse logaritmvodrratuseks. Loga-

ritmfunktsiooni omaduste pdhjal
kui a >1, siis loga f(x)<loga g()<i>0 <f(x) < g(x),

kui O<a<l1, siis loga f(x)<loga g(x) <= 0<g(x) < fX)
(vt. joon. 36).

Joon. 36

Seega on logaritmvdrratuse lahendamisel oluline jalgi-
da logaritmi alust ja vdrratuse mdaramispiirkonda.
N&éide. Lahendada vérratused:

1) leg (x ¢ 3) £ 1«8 2x,
2) log0,5 x > log0,5 10>
3) 1080,5 x * 10g2 X * log0,5 X * 2 * °*

4) 10gx-1 °»3 > °*
X7>

5 log (X -2) ¢« log 1 - x) >1,

7) log3 [logd Cx2 - 5)1 > 0,
8) log4 Cx ¢« 7) > log2 (x ¢ 1)
9 |3 - log2 xJ< 2,
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11> 10«. 1 - T5875 ¢ 1 > °-
Lahendus.
1. Et antud vOrratuses
log (x ¢ 3) ~ log 2x
logaritmide alus 10 > 1, siis 0 < x ¢ 3 ™ 2x. Siit x ™ 3.
Vastas, x > 3 ehk [3, oo[-

2. Vorratuses

leg0,5 X > log0,5 10
logaritmide alus 0,5 ~ 1. Jarelikult 0 ™ x < 10.
Vastus. 0< x <10 ehk 7]0, 10C.

3. Antud vOrratuses
logQ”™ x . log2 x ¢ logo,5 x ¢« 2~ 0

teisendama logaritmid Uhisele alasele 0,5. Et

1090 c Z 10g0 c X
1B XK TOINM-5 * -  * - le«o,D*e
siis saab antud vdrratuse kirjutada kujul
-U°g0,5 x)2 ¢ logQ” x ¢ 2 £ 0
ehk
(lo«0,5 1)2 * 10*0,51 * 2 > O*
Lahendades saadud ruutvérratuse log™ ™ x suhtes, leiame, et
K>S0i5 1S-1 »5i lognj 14 2.
Siit x£ 2 vdi 0 < x < 0,25.
Vastus. x "2V 0<x < 0,25 ehk ]0; 0,25]U[ 2,
4. Et antud vOrratuses

lo&x-1 °»3 > 0
X +$
logaritmitav 0,3 <1 ning logaritm sellest positiivne, siis
peab olema logaritmi alus

x -1 <1

(vt. joon. 36b). Saadud murdvdrratuse lahendamine taandub
vOrratusesiisteemi
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X > °

lahsndamisele. Esiaeoe vdrratuse lahendid oa x<-5V?>1 ja
teisal x > -5 aing vocratusesusteemi lahendiks x > 1.
Vaetag. x > 1 ahk J1, co[.

5. Leiame kdigepealt antud vdrratuse
leg x-2) ¢ log 1 -x)>1
maaro*iapiirkonna:
f*-2>0 ahk Jj*>2
[ -x>0 [x < 1.
St slUateem on vaatuoluline, aiis antud vérratusel lahendid
p&aduvad.

6. Vorratuse

lo «i <n
S
maaramiapiirkonna leidmiseks lahendame vdrratuae

4 ¢t 4 >0-
Siit x < -2 V x> y Asendadaa lahtevérratusea 1 = logl

et
1IN 4-~ri -

Bt 0 <j < 1, aila

*ri1>J-
Selle maxdvOrratuse lahendid on x < -2V x > ~. Arvestades
maaromiapiirkonda, saame lahtevOrratuse lahendid.
Vaatus, X < -2 V x > 0,625 ehk
J-o#t |l -2[040f6 2 5 » =

7. Et vlrratuses
logj [logd(x2 - 5)] > O
valise logaritmi alua 3 > 1 ja logaritm positiivne, aiis lo-
garitmitav lahtevdrratuses
logd (X2 - 5> 1
ehk
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logd (x2 - 5) > log4 4.

Et siin 4 > 1, siis
X2 - 5>4 ehk x2> 9.
Sij
X < -3 \/x > 3. CD
Lahendatava vOrratuse maaramispiirkonna leiame slstee
Mist
(x2-5>0
[logd (x2 - 5) > O.

Et xahtevorrstusest tuleaes vorratus log” (xg -5 >-
siis on siUsteemi teine vorratus rahuldatud. Jaab tie arves-
tada sUsteemi esimest vOrratust. Sellest
X< -~ABVX>A (@)
Arvestades nulid tingimusi (1) ja (2), saame lahtevdrretume
lahendid.
Vastus, x < -3V x> 3 ehk 3 - <?, -3£ U ]3. <>l

&= Antud vodrratuse
logd (X ¢ 7) > 1og2 U ¢ 1) (@))

maaramispiirkonnas

x ¢7>0

(x ¢ 1> 0.
Siit x > -1. Minnes ule alusele 2, saame vOrratuse (1) Kkir-
jutada vujul

2 1og2 (x ¢« 7) > log2 (x ¢ 1;.
Siit

VX ¢ 7> x ¢ 1. (@)
Et md&ramiepiirkonmas on x > -1, siis on x ¢ 1 > 0. Seega
voime juurvorratuse (2) molemad pooled ruutu tdsta. Saadud
rautvorratusest

X2 ¢ X -6> 0
leiame, et -3 < x < 2. Arvestades maaramispiirkonda x > -1
saame vorratuse (1) lahendid.

Vastus. -1 c x < 2 ehk ]1-1, 2[.

9. VOrratuse
I3 - log2 xi < 2
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madramispiirkonnaks on x > 0, Arvestades abaoluutvdartust
saame, at

-2 <3 - 10og2 x < 2.
Siit
-5 < -log2 x < -1
1 clog2 x < 5,
log2 2 < log2 x < log2 2©,

2<x<25.
Vastus. 2 < x < 2~ ehk ]2, 2/[.

10. Antud vorratuse

l.gjaj2
5 <1
maaramispiirkonna leiame jargmiselt:
* >0 X -2)x>0=X<0Vx> 2.

St 1 =5° ja5 > 1» siis saame lahtevlirratusest, et
logj -<0 ehk 1logj -y 2 < logj 1.

Viimasest (kuna 3 > 1)

— <1l =>=£ <0 ~>x > 0.

irvestadea niid viimast tulemust x > 0 ja maaramispiir-
konda x < 0V x > 2, leiame antud vorratuse lahendid.
Vastus* x> 2 ehk 32, <.

11. VOrratus

loBa X - Tr|gr *1>0

on parameetrit a sisaldav logaritmvdrratus. Selle maaramis-
piirkonnaks on x > 0, kusjuures x 4 1. Antud vOrratus on
oma maaramispiirkonnas samavaarne vorratusega

(log2 x ¢ loga x - 6) loga x > O.
Tehes siin asenduse Iogg X = t, saame vOrratuse

(t2 ¢ t-6)t >0 ehk (- 2)(t a3)t> 0.
Kasutades intervallmeetodit (vt. joon. 37), leiame, et

Joon. 37
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-3 <t< 0V t>2, Arvestades asendust saame vdrratused
-3 < log, x< O Vloggx> 2*
Vaatleme parameetri a suhtes kahte voimalust.
Esiteks, kui a > 1, siis a“*< x <1V x > a2. Ja
teiseks, kui O<a < 1, siis 1 ®mx < a“3V 0< x < a2.
Vastus. Kui a > 1, siis a“*~< x< 1V x> a2,

kui Oc a<l1l, siis 1 X < a"3VvV 0 <x < a2.

Kontrollkisimused

1. Mis on vlrratus?
2. Kas vorratus 370, O i1 0, 5 ~5 on tdene? Miks?
3. Mida tahendavad kirjutised
a<b<ec acbnc?
4. Milline on range (mitterange) vorratus?
5. Kirjutada sumbolites jargmised valjendid:
1) a on mittenegatiivne,
2) b on mittepositiivne,
3) a on mittesuurem kui b,
4) c on mittevaiksem kui d.
6. ArvvOrratuse omadused.
7. Miks vOrratuse omaduste hulgas ei ole omadusi eeldusel,
at a > b?
8. Olgu a<4jab<2. Avaldada a ¢ b.
9 Olgu a > 5 jab < 8. Avaldada a-b .
10. Mida téhendab vdrratuse lahendamine?
11. Mis on virratuse maaramispiirkond?
12. Mis dn vdérratuse lahendid?
13. Millist vOrratust nimetatakse samasuseks?

14. Kas vOrratus 3 N ~ ~n/ ab on samasus kogu reaalarvude
hulgal?

15. Kas vorratus a N~ ab on samasus a ™ 0 ja b> 0 kor-
ral?

16. Milliseid vOrratusi nimetatakse samavaarseteks?

17. Kas reaalarvude hulgal on vérratused 4x0< 0 ja - A‘ >0
samavaarsed? Miks? X

16« Millist vOrratust nimetatakse lineaarvOrratuseks?

19« Milline on lineaarvOrratuse maaramispiirkond?
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20, Millised on vdrratuse 6x - 5 ~ 7 lahendid?

21* Millised on vOrratuse x + 2 ¢ x + 5 lahendid?

22. Millised on vdrratuse x - 3 > x ¢ 1 lahendid?

23. Milline on kahe tundmatuga lineaarvOrratusesiisteemi
maaramispiirkond?

24. Kuidas lahendada Uhe tundmatuga lineaarvdrratusesustee-
mi?

23. Millised on vlrratusesisteemide
a) 0 h) i c)

lahendid?

26. Millist vOrratust nimetatakse ruutvorratuseks?

27* Milline on ruutvdrratuse maaramispiirkond?

28. Kuidas toimub ruutvérratuse algebraline lahendamine?

29* Kuidas toimub ruutvbrratuse graafiline lahendamine?

30. Millised on vOrratuste
a) X2 +4x 44 >0, b) x2 - 8x ¢« 16 ~ 0
lahendid?

31. Kuidas asub parabool, kui ruutliikme kordaja on posi-
tiivne?

32. Kuidas asub parabool, kui ruutliikme kordaja on nega-
tiivne?

33* Kuidas toimub ruutvdrratusesisteemi lahendamine?

34. Kuidas leitakse intervallid, milles vdrratuse vasakul
poolel olev hulkliige sailitab margi?

35. Intervallmeetodi rakendamine vorratuse lahendamisel,
kui vOrratuse vasak pool ei oma kordseid nullkohti.

36. Intervallmeetodi rakendamine vorratuse lahendamisel,
kui vdrratuse vasak pool omab ka vOrdseid nullkohti,

37. Miks paaritut jarku nullkoha labimisel hulkliige muu-
dab marki (abijoon labib x-telje l1digates)?

38. Miks paarisjarku nullkoha labimisel hulkliikme mark
el muutu (abijoon puudutab x-telge)?

39. Miks intervallmeetodi rakendamisel abijoone tOmbamist
alustame koige suuremast nullkohast paremalt ulalt,
kui pealiikme kordaja on positiivne?

40. Mis on murdvdrratus?



41.

42.

43.

43»

46.
47.
46.
49*

30.

51.

52.

33*
55.

56.
57.

58.
59.

20-

Millist tuldpi vOrratuse lahendamieele taandub murdvor-
ratuae lahendamine? like?

Kas mitterange vérratuse lahendite hulka aaavad kuulu-
da lugeja nullkohad? Uiks?

Eaa mitterange vOrratuse lahendite hulka aaavad kuulu-
da nimetaja nullkohad? Hika?

Millised on vlrratuae

a) — 1-———X>0. b) — 5-——=* < 0

x - 3T x - 1)2
lahendid?
Millised or vlrratuse
® TZT$ b) jVvs >°
lahendid?

Mis on juurvlérratus?

Kuidas leida juurvlrratuse maaramispiirkond?

Kuidas lahendada juurvorratuat, kui muutuja eaineb
ainult juuritavaa?

Kuidas lahendada juurvérratust, kui muutuja esineb
mitte ainult juuritavae?

Millised on vorratuae

a) /x>0, b)NT<DO, c)Vix £0

lahendid?

Millised on vdrratuse

a) Vx < 2, b) YX > -2

lahendid?

Millised on vlrratuee

a) tyx >0, b) $(x <0

lahendid?

Arvu abaoluutvaartuse definitsioon.

Mia on abaoluutvaartusi aisaldav vorratua?

Vorratuse |x] <a lahendid, kui a > O.

Voérratuse |x] >a lahendid, kui a > O.

Milliaed on vérratuse

a) xI<0, b) Ixl >0, c) ix|<0, d) IxI»0
lahendid?

Millised on virratuse W — 11 ¢ \x ¢ 21 > 0 lahendid?
Milliaed on vOrratuse |x- 21 ¢ |x ¢ 1] < O lahendid?
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60,
61,

62»
63,
64,
65,
66,
67,

66.

69,

70,
71,
72,
73,

74,
75,

76,

Mis on parameetrit aisaldav vorratus?

Kuidas toimub parameetrit sisaldava vodrratuse lahenda-
mine?

Villised on vdrratuse j > 1 lahendid?

Millised on vorratuse (3 - a)x < 3 - a lahendid?

lia on ekspomentfonktsioon?

Kksponentfunktsiooni y m ax graafika paiknevus soltu-
valt alusest a.

Mis on eksf«Mmtvdrrataa?

Millised en vdrratuse

«) 3X< 1, h) 3X> 1

lahendid?

Millised on vdrratuse
e>p*>1. » p*< 1
lahendid?

Millised on vdrratuse
a) 2x> 4, b) (DX> 4

lahendid?

Logaritmi definitsioon,

Mis on logaritmfunktsioon?

Milline on logaritmfunktsiooni y = loga x maaramispiir-
kond?

Logaritmfunktsiooni y = loga X graafiku paiknevus sol-
tuvalt alasest a,

Mis on logaritmvlérratus?

Millised on vOrratus#

a) log2 x <0, b) logd>5 x< 0, c¢) logx 2> O,

d logn I <0
lahendid?

Millised on vOrratuse
a) log x < log 3, b) log™ x < logl 10

lahendid?
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SISUKORD

1 Taisarvud
81. Naturaalarvud

o g wNh k-

T«
8,
9.

Naturaalarvude hulk NQ
Liitmine ja korrutamine
Lahutamine

Jagamine

Alg- ja kordarvud
Aritmeetika pbhiteoreem
Arvude suurim Uhistegur
Arvude vahim Uhiskordne
Arvu standardkuju

$2. Taisarvud

1.

Taisarvude hulk Z

Kontrol Ikisimused

11 Uurdarvud
83* Harilikud murrud

1.

CDIU'II-P(A)I\J

Hariliku murru mdiste

Murru podhiomadus

Ohe- ja erinimelised murrud
Harilike murdude vordlemine
Harilike murdude liitmine

. Harilike murdude korrutamine

$4. Ratsionaalarvud

1.
2.

Harilike murdude lahutamine
Ratsionaalarvude hulk Q

5. Kumnendmurrud

1.
2.
3.

Kimnendmurru mdiste

O Nooug oo oa bdhdbdD

I =
N O O
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22
22

Hariliku murru teisendamine kimnendmurruks 23

Lopliku kimnendmurru teisendamine harili-
kuks murruks

Ldpmatu perioodilise kimnendmurru taanda-
mine harilikuks murruks
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% 6.

87»

Reaalarvud

1# Reaalarvude hulk

2, Arvtelg

3. Reaalarvu absoluutvéaartus

Reaalarvu astendamine ja juurimine
1. Astme mdiste

2. Juure mdiste

3. Aritmeetiliste juurte omadused
4. Astme mdiste uldistamine

5* Reaalarvude aritmeetiline ja geomeetrili-

ne keskmine

Kontrol lkisimused

111 Suhe ja vodrre. Protsentarvutus

88.

9

Vordeline ja poordvordeline jaotamine
1. Suhte mdiste

2. Vorde mdiste ja pdhiomadus

3. Suhte ja vdrde omadusi

4. Vordeline jaotamine

5. Poordvordeline jaotamine

Protsentarvutuse pdhiulesanded
% Protsendi mdiste
2. Protsentarvutuse kolm pdhiulesannet

Kontrollktuaimused

IV Algebraliste avaldiste teisendamine

$10.

Algebraliste avaldiste mdiste ja klassifi-
katsioon

li-Algebraline avaldis

2. Algebraliste avaldiste pohiliigid
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