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Introduction

La théorie de 1’¢lasticité étudie les déplacements, les déformations et les contraintes dans un
milieu continu soumis a des charges extérieures.
Milieu continu

A I’échelle nanoscopique, un solide est granulaire, fait de molécules. Mais a I'ceil nu, ce solide est
percu comme continu, c'est-a-dire que ses propriétés varient progressivement.

L'hypothése des milieux continus consiste a considérer les fonctions caractéristiques du milieu
(densité, température, pression, élasticité, etc) des fonctions continues.

Un milieu diphasique et certain mélange comme eau-huile sont des milieux non continus.
Un milieu continu peut étre :

= Homogene : il a les mémes propriétés en tout point

= |sotrope : en un point donné, il a les mémes propriétés dans toutes les directions.
Matériaux

De nombreux matériaux utilisés dans I'industrie sont a la fois homogenes et isotropes : métaux
usinés ou bruts de fonderie.

Cependant, de nombreux matériaux ne sont pas isotropes : téles laminées, piéces forgées, pieces
trefilées, etc.

Ponacouches

Strat

i

\/{{/-

Peau stratifice

Figure 1 —Matériaux composites (sandwich). Figure 2 —Matériaux composites (stratifiés)

Les matériaux composites sont des milieux qui ne sont :

= Ni homogeénes : sandwich (deux peaux collées sur une &me : mousse de polymére ou un nid
d’abeille).

= Ni isotropes : stratifié (fibres de verre, de carbone ou de kevlar maintenues dans une résine).
Mais pour lesquels I'hypothese de continuité reste valable dans leur totalité ou par morceaux.
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Chapitre 1

Contraintes

1.1 Vecteur contrainte en un point M

Effectuons une coupure du solide E, par une surface S, en deux parties E1 et E2 (Figure 3. a).
La partie E1, par exemple, est en équilibre sous ’action de (Figure 3. b) :

= Des forces extérieures qui lui sont directement appliquées

= Et des forces intérieures reparties sur la coupure.

Considérons un point M de S et soient dS un élément de la surface infiniment petit entourant M et
7 le vecteur unitaire, normal en M a S et dirigé vers I’extérieur de la partie E1 (Figure 3. c).

Soit dF la force qui s’exerce sur la facette 7 en M.
| .

w_. dﬁ =T
A | l /i A | v A : ’///
yi/ . v/ & e
L ' S S M
. — i"_Z';':.“_','/.'_'.'_'_;'_'.' . I_._I.L'.' ;;:._,_.'—“"77_;.. — ) — eI
K ’ /,,l i G// p ./l/ /,,l - "G > -/-: /,/, G
2" E1(S)"E2 A 27 E1 (S~ o 27 E1(S)
P ‘I : e "\ d ! > R4
(@ (b) (©)
Figure 3 —coupure, facette et vecteur contrainte dans un solide.
On appelle vecteur contrainte sur la facette 77 en M, la quantité :
. dF
T(M,7) = — 11

ds

Une contrainte s’exprime en pascal (1 Pa=1 N/m2). Dans la pratique, on utilise le Mégapascal (1
MPa = 10° Pa = 1 N/mm?2)

1.1.1 Contrainte normale et contrainte tangentielle :
Le vecteur contrainte T(M, 1) peut étre décomposé en :

= Contrainte normale o : c'est la projection de T(M,#) sur la normale 7 de la facette. Si o est
positive, on a localement un état de traction, sinon un état de compression.
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= Contrainte tangentielle t, appelée aussi contrainte de cisaillement ou cession
projection de (M, %) sur le plan de la facette.

A :
—)I |
Y. |
. !
! :
—_ ). — =
Rd e
/ ,,
Va4 e
27 E1 ()

Figure 4 —Contrainte normale et contrainte tangentielle

ITM, D) = o* + 117117

T(M,R) =R+ 7

o =T(M,7).7

1.2 Tenseur des contraintes

1

N
L

T(M, k) . A=

T(M,?)

S~

17117 = |7 (M, D)||* - o

Figure 5 —les composantes du tenseur de contraintes (M) sur les trois facettes du point M

: c'est la

1.2

Considérons le cube infiniment petit d’un solide, centré sur le point M, construit sur les axes X, Y

et z. les contraintes en un point sur les facettes 1, J, k sont :

Sur la facette 7:
Sur la facette j:
Sur la facette k

Soit en notation indicielle :

M. El Allami

T(M,]) = 0yl + 0yy] + 05y

T(M,0) = 0,7 + O] + Ok

&

T(M, E) = Oyl + 0y,] + 0,k
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Ti = Gjin]- 1.3

Soit le tenseur 5(M) dont les colonnes sont les contraintes sur les trois facettes (7, J, E) du repére

X, vy, Z):
Oxx Oxy Oxz Oxx Txy Txz
a(M) = <‘7yx Oyy 0y2> = (Tyx Oyy TyZ>
sz O-Zy O-ZZ (x,y,z) sz sz O—ZZ g’y‘z) . 1.4
Avec:  T(M,7)=&M).T TWM,))=&M).] T(Mk)=&M).k

a(M) est le tenseur des contraintes de Cauchy.

Les termes diagonaux o;; du tenseur sont les contraintes normales et les termes non diagonaux 7;;
sont les contraintes tangentielles.

Sur une facette i : T(M, %) = §(M)7it

1.3 Equation d'équilibre

Prenons un solide déformable pour lequel on isole un domaine borné () délimité par une surface
fermée (dV). Le domaine est soumis a des forces surfaciques T'(M, 1) et des forces de volume

f(p).
T(M,7)

=l

V)

£(P)

Figure 6 —Equilibre d'un domaine.
Le théoréeme de la résultante dynamique appliqué au domaine s'écrit :

LVT(M,ﬁ) ds+JV (P dvzfv oy dV

Y est I’accélération du point P et p est la masse volumique du matériau.
Le théoréme de la divergence (Annexe C) permet de transformer I'intégrale surfacique :

f T(M,7) ds = f F(M)ii ds = f div 5(P)dV
av av |4
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L'équation de la résultante dynamique devient :

Forme vectorielle : divg(p) + f(p) = py’
15
Sous forme indicielle en repére cartesien : 0y, + fi = pvi
1.4 Relation de Cauchy
Dans le repére (M, X, v, z), étudions I'équilibre d'un cube infiniment petit de c6té
(da = dx = dy = dz).
Oyy(x,y + dy,z)
H Tey(x,y + dy,z)
H ryx(x +dx,y,z)
-0, (x,y,2) &= ) Oy (X + dX, Y, 2)
da
“Tyx (x' Y Z)
&&=
_Txy(x! Y Z)
_Uyy(xl Y, Z)
Figure 7 —Equilibre d'un cube infiniment petit d'un solide de c6te da.
Avec :
do. do
Oux(X +dx,v,2) = 0, (x,y,2) + B;x dx oyy(x,y +dy, z) = 0,,(x,y,2) + a;y dy
0Tyy 0Tyy
Tyx(X +dx,y,2) =71y (x,y,2) + Fx dx Toy (6, y +dy, 2) = 1, (x,y,2) + & dy

L'équilibre des moments suivant I'axe 1\7fz s'écrit :

00,y da a0y, da

[axx - (axx + de)] dydz > + I—Uyy + <0yy + Wdy)l dxdz -
0Tyy 0Tyx

— <rxy + Wdy) dxdz da + <Tyx + de) dydz da =0

Soit encore en annulant les infiniment petits d’ordre 4 :
Tyy = Tyy
De méme pour I'équilibre des moments suivant Mx et My donnent :
Tyz = Tzy Txz = Tzx

Soit encore :
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Tij = Tji 1.6

C’est la relation de Cauchy ou réciprocité des contraintes tangentielles. Les contraintes
tangentielles s’exer¢ant sur deux faces perpendiculaires sont égales et dirigées vers 1’aréte
commune. Le tenseur des contraintes est donc symétrique et :

] =[o]" 1.7

1.5 Contraintes et directions principales

1.5.1 Valeurs propres et vecteurs propres

Prenons le cas ou le vecteur contrainte T (M, 1) et la facette 11 sont colinéaire.

N
n

Figure 8 —cas de vecteur contrainte et la facette i sont colinéaire
Le vecteur contrainte de cisaillement est nul :

T(M,7) = 0,7 = 5(M)7t Ou encore : [o(M)]{n} = op{n}
Cette relation peut étre écrite enfin :
[[o(M)] — o, [11]{n} = {0} 18
oy, est alors valeur propre du tenseur des contraintes et {n} est le vecteur propre associé.

1.5.2 Repere principal, directions et contraintes principales

Il existe en M un repére orthonormé

oqg 0 O
R, (M, 1, 1,,13) pour lequel le cisaillementestnul.  F(M) = (0 o, 0)

0 0 03/y s i
R,(M, i, i,, i3) est le repére principal. p(M 12 s)
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S

3

=<

T(M,1i3)=031;
73 =10

T(M.f}'z)zcrzﬁz
T, =0

—y

k
ny
J_’A T(M,#i,)=0,1,
1 - -

71 =0 1,
Figure 9 —Contraintes et directions principales en M

gy, 0, et o5 sont appelés : contraintes principales et les 71,7, et 73 sont appelés : directions
principales.

Les directions principales correspondent a la présence d'axes de révolution ou aux symétries dans
le matériel ou dans la charge.

Les contraintes principales sont racines de I’équation caractéristique :
det([o(M)] — o;[1]) = 0 1.9
Les trois directions principales 71; s’obtiennent en résolvant 1’équation :

([o(M)] = 0;[ID{n;} = {0} 1.10

1.5.3 Invariants scalaires

L’équation caractéristique (1.9) s'écrit :

011 — On 012 013 01 — Oy 0 0
021 022 — Op 023 = 0 0y — Op 0 =0
031 032 033 — Op 0 0 03 — Oy
Ce qui donne :
_ -3 I 2 _ I —
o, + Loy —Lo,+13=0
Avec :

Iy =tr(o) = 0y + 0, + 03 = 011 + 05, + 033

1 2 ,
I, = E((tr(a)) —tr(o) ) = 0,0, + 0,03 + 0,03
s 1.11
= 011022 + 011033 + 032033 — 012 — 043 — 033
I; = det(o) = 0,0,05

_ 2 2 2
= 011022033 + 201,0130,3 — 011053 — 023073 — 03307,
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11, 12 et 13 sont des invariants scalaires quelle que soit la base ou est exprimé le tenseur de

contraintes.

1.6 Tenseur sphérique et tenseur déviateur

Soit en un point M {X,, X,, X3} On pose :
011 012 013
(M) =021 02 033 Om = 7P =
031 032 033/ (x1x2x3)

3

_ 1
trace(o) = 3 (011 + 022 + 033)

Le tenseur de contraintes peut s'écrire sous forme d'une somme de deux tenseurs sphérique et

déviateur :
011 012 013 -p 0 0
o(M) =021 022 0323 =0 —-p O
031 032 033 0 0 -—p

as . Tenseur sphérique :
Tenseur contrainte Définit une Compression

isotrope

Changement de volume
sans changement de forme
EM = ES+ED
9ij = ~Poij +5ij trace(as) = —3p

trace(c) = —3p Osij = —p;

1.6.1 Compression isotrope

Oxx TP Oxy Oxz
+ Oyx Oyy + D Oyz
Ozx Ozy Ozz +D

op . Tenseur déviateur
Représente le reste

Changement de forme sans
changement de volume

_ = _ trace(0) =
_D = S =0 — —3 ( )I
trace(op) = 0
Sij = 0y + pd;;

L’expérience montre que lors d'une compression isotrope sur la surface d’un corps :

retrouve intégralement sa forme initiale.

Il'y a modification du volume sans modification de la forme.
Il n'y a aucune déformation permanente : apres retour a un état de pression nulle, le corps

Pratiquement, il n’y a pas de limite a la valeur de la pression appliquée.

La compression isotrope n’a aucune influence sur le domaine élastique [Bridgman et Nadai].
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1.6.2 Invariants du tenseur déviateur

Ji =tr(ap) =0
1 - 2 = \2 1 o 2 2
Iz = E((tT(O'D)) — tr(ap) ) - 5(51 +55 +535) = 815, + 5153 + 5,53
1 5 2 2
- _8((01 —02)* + (01— 03)* + (02 — 03)°)

1.12

[ (011 — 022)% + (022 — 033)° + (033 — 011)°

N

+ 6(0122 + 0232 + 0312)]

J3 = det(Gp) = 515,53

1.7 Cercle de Mohr des contraintes

Les cercles de Mohr est une représentation graphique plane exprimant pour une facette 7, les
relations existantes entre les contraintes normales et tangentielles (o,,7,) et les contraintes
principales (o4, 04, 03).

1.7.1 Cercle de Mohr dans le plan

Prenons un solide déformable et un point M de ce milieu. On définit au point M, un repere de la
facette R{M, 7, , b} et le repére principal R,{M, 7i,, 7i,, b}.

1

T(M,7)

~1

S|

Figure 10 — contrainte au point M dans le repere de la facette et dans le repéere principal
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Repére de la facette R{M, i, £, b} Repére principal R,{M, 7, 7i,,b}.
T(M,7) = 0,7 + 1,,t T(M,7) = 5§(M)7At
Avec : Avec :
o, = 1.T(M,7) oo 0 0 cos@ —siné
aM)=10 o, O ,1{sinf,M{ cosh
1, = t.T(M,7) 0 0 03/ 4,5 0 0

Les contraintes normales et tangentielles s'écrivent (g, T,,) :

{ o, = 1. T(M,7) = (N ([G(M){n}) = 0, cos’0  + o, sin?6 113
7, = L.T(M, %) = {8 ([6(M)]{n}) = —0; cosb sind + g, cosOsind '
Ou encore :
d - (01 + 02)
— _ =5 (01 T03
{a” d+r €0s (=20) Avec : 2 1.14
Tp = r sin (—26)
r = P (01— 02)
De I'équation (1.14), on déduit :
(o, —d)?> + 1,2 =77 1.15

On

Figure 11 —cercle de Mohr de contraintes.
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Lorsque I’angle 0 varie, le point Pn décrit le cercle de Mohr des contraintes €, [de centre
_ 0'1+0'3 _ 01—03
(d == ,0) et de rayon(r == )].
» Les points représentatifs des directions principales 71, 71, sont les intersections (c1, 0) et (c2,
0) du cercle avec I’axe on.

= Si la facette 7 fait réellement un angle 0 avec 71, son point représentatif sur le cercle de Mohr
fait un angle -2 0.

1.7.2 Tri- cercles de Mohr des contraintes

Nous allons géneraliser la représentation de Mohr sur les trois contraintes principales (o4, 05, 03).

a
Soit T(M, ) le vecteur contrainte en un point M sur une facette ﬁ{b} :
C

T(M, %) = [6(M)|{n} = 0,7 + T,,t
on = (N} ([F(M)]{n})

On a les 3 relations : T? = 6,° + 1,,°

n}t{n} =1

0,a* + 0,b* + 03¢ = 0y,
Ces relations s’écrivent dans Ry, {M, 11y, 7, i3} o2a® + o2b* + 02c* = 6,% + 1,
a’+b*+c*=1

2

( 2 Tnz + (Gn B 02)(0n B 03)

‘= (01 — 03)(01 — 03)

Tnz + (O-n - 03)(Un - 01)
(0, — 03)(02 — 07)

_ Tnz + (O-n B 01)(0n - 02)

(03 — 01)(03 — 03)

Si ol#62+#063 alors : { b=

-~

a’>0

Sachant les inégalités suivantes : b>=>0
=0

Tnz + (O-n - 0-2)(0-n - 03) =0
Alors si 61>62>63 : %+ (0, — 03)(0,, —31) = 0
Tnz + (O-n - 0-1)(0-n - UZ) =0

Ou encore :
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1.16

On

Figure 12 —tri-cercles de Mohr de contraintes.
Ces trois inéquations permettent de tracer le tri-cercle de Mohr.

A chaque facette 72, nous pouvons donc associer un point Pn de coordonnées (on, tn) dans le
repére {on, tn} orthonormé. Ce point se trouve dans la zone grise, entre les trois cercles et il est
obligatoirement :

= A lintérieur du grand cercle Cy3 [de centre (—01;”73 , 0) et de rayon(—‘”;"g)]-

= EtA l'extérieur des deux petits cercles C;,[de centre (@ O) et de rayon (01;02)] et Cyp3

[de centre (% 0) et de rayon (@)]
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Remarque :
La contrainte normale maximale Omax = Max(|ay|, |o3], |o5])  Avec T=0

La contrainte tangentielle maximale 91~ 03 Avec _ 0yt 03

Tmax 2 0=

1.8 Etats de contrainte particuliers

1.8.1 Traction-compression

0'220'3:0 gy =0 O_TL

Figure 13 —tri-cercles de Mohr de contraintes pour la traction-
compression.

1.8.2 Cisaillement simple

0 7 O
ocM)=|t 0 0
0 O 0 (X,y,z)

70
g, = —T O3 g, =T n

Figure 14 —tri-cercles de Mohr de contraintes pour un
cisaillement simple.

Le tri-cercles de Mohr de contraintes montre que les contraintes principales sont :

0y =71,0, =—T¢€ltoz =0.
Les directions principales sont :
V2 1 V2 -1 0 )
{n1}=71 {n2}=7 1 {n;} =4{0t=172
0 0 1

M. El Allami 17 Elasticité linéaire



Figure 15 —Direction principales pour un cisaillement simple.

1.8.3 Etat sphérique ou compression hydrostatique

TTI
o(M)
o 0 0 g
=10 o O g'1=a'2=g"3=a' On
0 0 o xy.2) -

Figure 16 —tri-cercles de Mohr de contraintes pour la traction-
compression.

Pour toute facette 77, on a:

T(M,R)=0cn
Toute facette 77 en M est face principale.
1.8.4 Etat plan de contraintes

Oxx Txy O

— Se réduit surle plan _ Oxx Txy
G(M) = | Tyx Oyy 0 (X Y) G(M) = (Tyx ny)(x V)
0 0 0/ xyn ’
Les deux contraintes principales sont solution de 1I’équation :
_ . Oxx ny Ny _ Ny
[c(M)[{n} = o,{n} Ou encore : (ny ny) {Hy} = o, {ny}
Avec :
n’+nt=1

Ce qui donne pour les contraintes principales :

OxxtO 1 2 Oxxt0O 1 2

o, = % + E\/(axx—ayy) +40%, 0y = % - E\/(axx—ayy) + 403, 117

Et les directions principales :

M. El Allami 18 Elasticité linéaire



cosf —sinf 0 o - 01=Oxx _ Oxy
{ni} =1sinf; {n} =1 cosb ; {n3}= {0} —7 Avec 1gv= = 1.18
0 0 1

A
Oyy
Oxy ——>

T}’ Txx |::>

> X

Figure 17 —Direction principales pour un état de Contraintes planes.

Ces résultats peuvent étre déterminés graphiquement par le cercle de Mohr. On représente les deux
facettesietj:

Figure 18 — contraintes au point M pour les facettes i et j

Les contraintes normales et tangentielles pour les deux facettes s'écrivent (équation (1.13)) :
= Pour lafacette i : 0, = 1. T(M,7) = 0y, €t T, = E.T(M, D) = T,
Sur le cercle de Mohr, la facette i est représentée par le point Pi (0, Tyy)
= Pour lafacette j: 0, = 1. T(M,]) = 0y, et T, = £.T(M,]) = —1y,
Sur le cercle de Mohr, la facette j est représentée par le point Pj (ay,, —Ty,)

Le cercle de Mohr est tracé a partir des deux points Pi et Pj :
A partir du cercle de Mobhr, les contraintes principales s'écrivent :

: 1 1 2
o,=d+r o,=d-r Avec : d= 5 (Oxxt0yy) r = E\/(Uxx_o-yy) + 02,

Finalement, on obtient les mémes équations (1.17).
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Txy

Figure 19 —Cercle de Mohr de contraintes pour un état de contraintes planes.
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Chapitre 2

Déplacements et déformations

2.1 Transformation : Déplacement et Déformation

Les charges appliquées sur un solide provoquent le Déplacement de ces points et la Déformation
de ces fibres de matiére qui subissent des variations de longueur et d'orientations.

Devient aprés

Etat initial CO u+d U déformation
A du

" Etat courant Ct

=l

-
l

Figure 20 —Transformation de points et de vecteurs sur un solide.

Etat initial : Etat courant (aprés déformation) :
M, : un point du solide Devient le point M
OM, = Xo = xol + yof + 2ok OM =X = xi+ y] + zk
Soit le vecteur infiniment petit : dxg = dOM, di = dOM
dOM, = dxg = dx,l + dyoj + dzok dOM = d% = dxi + dy] + dzk

Le vecteur déplacement du point M, est donc :

U(My) = MgM = ui + vj + wk
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Avec

OM =O0M, + i et dOM = dOM, + du
X=X,+1

Ou encore sous forme vectorielle :

2.1
{x} = {xo} + {u}

{dx} = {dxo} + {du}

Ou encore sous forme matricielle :

Les équations (2.1) définissent la transformation qui fait passer le solide de I'état initial a la
I'état courant.

2.2 Tenseurs fondamentaux :

2.2.1 Tenseur gradient de la déformation [F]

Sachant que (voir Annexe C) :

di = grad U dOM, = grad u dx,

L'équation (2.1) devient :

{dx} = (1] + grad @){dx,} Ou {dx}= ([I] + [L]{dxe} = [F]{dx,} 22

[L] = gradu [F] =[]+ [L]

rou OJdu dui i Jdu u ou

—_— — — 1+

0x, 0y, 0z, 0xg dy, 0z,

ov dv O0Ov v av v 2.3
=|l— — — =| — 1+— —_—

axO ayo aZO axo ayo aZO

ow dw Jow ow aw ow

9x, 0y, 0zl | dx, 3y, 92,

[1] est le tenseur unité et en coordonnées cartésiennes

[F] est le tenseur gradient de la transformation (ou de la déformation).
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Exemple : Transformation d'un vecteur dans le cas d’un probléme plan :

ou .
y — d_yo dx
dvo -
dv
- 1x
dxg 0
dx[) ) X
ou
—dxg
dxo

Figure 21 —Transformation de vecteurs sur un solide dans le cas d’un probléme plan
Le tenseur gradient de la transformation devient :

14 ou Ju

av 14 ov
l dx, ayOJ
. , dx,
La transformation d’un vecteur {dx,} = { dy } :
0
o ou
ox ayo | (dxo
dx} = [Fl{dx,}= 0 { }
dx¢ 9y
dg + 2 gy + 2L g
~ Xo 9%, Xo 37, Yo
Nayy+ Zay,+ 224
Yo v, Yo 9% Xo
ou u
_ (dxg dx, dy,
_{ dyo}+ 0 Ly 4140 Ly,
9x Yo

Tenseur déformation et tenseur rotation
[L] peut étre décomposée en une partie symétrique [¢] et une partie antisymétrique [CQ2].
Avec en coordonnées cartésiennes :

U1 Uy Ups
gradu = [L] = [

U1 Upp u2,3‘ = E([L] +[L]T) +%([L] —[L]") = [e] + [2] 2.4
Uz1 Uz Uzs3
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1
([L] + [L]T) [2] =5 (L] - [L]")

lel =3 2

[2] : est le tenseur rotation et [¢] : est le tenseur déformation

_ 1 0 Ui —Uzq1 Up3z — U3g 1
_(2 = E ule - ul'z O u2'3 - u3'2 .QU - E (ul,j - u]’l) = _‘le
Uz — U3 U3z —Ups 0
_ T
0 D, s [2] = —[0] 2:5
=021 0 f2,3 [Q] est antisymétrique et nul
N3, 23, 0 si [L]est symétrique.
2uy 4 Uy T Uy1 U3 T U3zg
E==|uUy1 t U, 2Uy, Up3 + U3z "
Uz +u Uz, +u 2u
31 13 U3z 2,3 3,3 &j = > (ui’j + uj’i) = g;
- Yay  Vxz] 2.6
€ € € K 2 [e] = [e]”
xx xy xz
— | £ Evr | = Yyx Yyz .
oty A =T Sy [£] est symétrique.
£ £ £
zX zy zz
yZX YZy
| T Gl

Vecteur rotation de la transformation

D'apres la Figure 20, le déplacement du pont N, s'écrit :
U(Ny) = u(My) + du

Et sachant que (voir Annexe C) :

di = grad U dOM, = grad u dx,
Et d'apres I'équation (2.4), le déplacement du pont N, s'écrit :
Ou encore :

U(Ny) = U(My) + 2. MyNy + £ MgN, SOit #U(Ny) = u(M,) + 2 AMyNy + & MyN, 2.7

1

0= SToti Vecteur rotation
QA M,N, Déplacement solide di a la rotation 9]
£.MyN, Déplacement solide dii & la déformation
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2.2.2 Tenseur des dilatations [C]

Considérons la transformation (déformation) suivante :

— dx I dx
d on 0 dx A
* [F] \
\ —> '
\
M, M

Figure 22 — transformation de deux vecteurs.

Considérons en MO deux vecteurs infiniment petits dx, et d?o qui deviennent lors de la
transformation (déformation) : dx et dx’.

On a alors (équation (2.2)) :
{dx} = [F]{dx,} {dx'} = [F]{dx'o}

Le produit scalaire des deux vecteurs dx et dx’ s*écrit -
dx.dx’ = {dx}"{dx'} = {dxo}" [FI"[Fl{dx'o} = {dxo}" [C]{dx'}
Avec :

[C] est le tenseur des dilatations.
Encore d'apres I'équation (2.3) :

[C] =[]+ [L]" +[L] + [L]"[L] 2.8

Si d#y=dx , et |dZ| =

dx’| = ds alors :

ds? = dx.d% = {dx,}" [C]{dx,} > 0 Quel que soit ds # 0 2.9

2.2.3 Tenseur des déformations de Green-Lagrange [E]
sy /dx, [F] / dx

M M
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Figure 23 — transformation d'un vecteur.

Considérons en MO le vecteur infiniment petit dx, qui devient dX lors de la transformation
(déformation) :

Ona:
ds?® — ds*y = dX.dX — dx,.dx,
= {dx}" {dx} — {dxo}" {dx,}
D'aprés I'équation (2.9) :
ds* — ds*y = {dxo}" ([C] — [ID{dxo} = 2{dxo}" [El{dx}
[E] est le tenseur des déformations de Green-Lagrange. Avec :

[E1 = 5 ([C]— 1)) = [e] + 5 [LI"IL] 210

Avec la notation de Voigt, les composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange
s'écrivent dans le repére {O; 71,7}, k} :

ou 1 '(0u) +(6v) (6w>2
A%y dx, Xo dx,
s (2 (22) (S

Evx 7 9yo Yo Yo 0Yo

Eyy aw w2

E. 7 1| (32) +(32) + (%)

'z - += Zy Zy Zy 2.11
ixy—gyx 1(6_11 (’)_17) 2| ou au+6v 6v+6w ow
Exz ; sz i aayo gxo 0x90yy 0x90yy 0x0 0y
-Tyz T mzy - 1 _u+_w ou dou OJv dv  Ow Ow

2\0z, Ox + + Pl
0 0 0xq0zy 0xq0zy 0x(02%
1(0_v+0_W> du du Ov dv  Ow Iw
[2\0z, dy At o ot o
0 0 [0y, 0z, 0yy,0z, 0Yy,02z,]
Termes linéaires Termes non linéaires

N.B : tous les termes du tenseur des déformations de Green-Lagrange sont sans dimension
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2.3 Elasticité linéaire

2.3.1 Hypothéses

On prend en compte I'hypothese des Petits déplacements et des petites déformations.

2.3.2 Tenseur des déformations linéarisé [E]
Les termes non linéaires de I'équation (2.11) seront négligés :

L 1
En notation indicielle &ij =3 (ugj + ;)
[E] = [e] 1 2.12
En écriture vectorielle §= > (gradi+ T gradi)
En coordonnées cartésienne :
ou _0v ow
Exx = 55 gyy—@ €2 =3,
2.13
_6u+6v Ju oJow _6v+6w
" "5y " ox e =57 Y ox W= 52t oy
En coordonnées cylindriques
_ Ou, _1oug  uy _ Oy,
& = or €0 =290 " 1 f22 = 5,
2.14
_1ou, N dug Ug _ Ou, N du, _1ou, N Jdug
=390 T ar  r Yz =7 " or Yoz =390 " oz

Dans le cas d’un probléme plan, les déformations sont interprétées selon la figure suivante :

\ Vxy

X
dxo dx,(1+ &)

Figure 24 — Signification des déformations dans le cas d'un probléme plan.
2.3.3 Tenseur de dilatations linéarisé [C]
Le tenseur des dilatations (équation (2.8)) devient aprés linéarisation :
[C]~ [I]+ [L]" + [L]
Or:
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D’ou:

[C] ~ [1] + 2[¢] 2.15

2.3.4 Transformations des longueurs

Considérons la transformation (déformation) suivante : En M, le vecteur infiniment petit dx, de
longueur ds0 et de direction le vecteur unitaire i, devient le vecteur infiniment petit dx de longueur
ds apres transformation.

—_—
Ny
dSU [F]
dx,
0
M
Figure 25 — transformation d'un vecteur.
Définitions :
] ] ] N . ds
La dilatation en MO dans la direction ny : A(My,ny) = I
0
o TR . ds —ds,
L’allongement unitaire en MO dans la direction ny : e(My,ng) = s
0
.. ds*—dsy?
La déformation de Green-Lagrange en MO dans la direction 7, : €61 (Mo,g) = TSOZ
D'apres I'équation (2.9), la dilatation en MO dans la direction 7, s'écrit :
. ds
A(My, o) = s~ = \/{no}T [Cl{ne} = \/1 + 2{no}" [e]{no}
0
La quantité 2{ny}T [€]{ny} est petite devant I’unité, la dilatation devient :
. ds
A(My,mp) = —— = 1+ {ny}" [e]{no} 2.16
dsy
D'apres l'expression de la dilatation 2.9(2.16), I’allongement unitaire devient :
_,. ds—ds .
S(MOJnO) = TO = A(Mo, no) —-1= {no}T [S]{TLO} 2.17
0

D'apreés les équations (2.9) et (2.10), La déformation de Green-Lagrange devient :
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. ds*—dsy? r _,
gL (Mo, 1g) = 5.2z = {no}" [el{no} = e(My, np) 2.18

Si 7y estun axe 7,7 ou k, les relations (2.16) et (2.17) devient pour tout point M :

e(M,7) = &, e(M,]) = g, g(M, E) x &, 2.19

AM, D) = 1+ g4y AM,]) =~ 1+ey, AM k) = 1+¢, 2.20

2.3.5 Transformation des angles
Considérons la transformation (déformation) suivante :
Considerons en MO deux vecteurs infiniment petits et perpendiculaires (dx_o’ et dE) qui

deviennent aprés déformation (di et dx'. )

Figure 26 — transformation des angles

Définition :

Le glissement en M, dans les directions orthogonales 7i, et n’, est :

=59
@ est I'angle entre dX et dx’. Donc
N T
dx.dx' = ds ds'cose = ds ds'cos <§ — y) = ds ds'siny
Le produit scalaire des deux vecteurs dx et dx’ s”écrit :
dx.dx’ = {dxo}" [C1{dx'o} = dsods'o{ne}" [CH{n'o}
Alors :
I ! T ! . . dSO dS’O T ’
ds ds'siny = dsyds'o{ny}’ [C]{n'y} Ou encore : siny = EW{no} [C]{n o}

y est petit et peut étre confondu avec siny et dapres l'expression de la dilatation (2.16) et
I'approximation (2.15), il s'écrit :
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)T [Cle}  2(ng)" [e]{n'o)

y = siny = —< = —
A(My, ) A (Mo»n’o) A(Mo, )4 (Mo,n’o)
Encore, on a: 1 _ 1 o -
WMo~ T+ o) [eltngy ~ ©~ od” elinol
y sécrit: ¥ = 2{ne}" [el{no}(1 = {no}" [el{noD(A — {n'o}" [e]l{n'o})

En négligeant les termes d'ordre 2 :

y (Mo, 75,15 ~ 2 {n'o}" [e]{no) 2.21

Si ng et n—)’0 sont un axe 7, j ou k, la relation (2.21) devient pour tout point M :

Y(M'?’D ~ sty = Yxy V(Mri)r E) ~ 2647 = Vaz V(M'j' E) = 2"syz =Vyz 2.22

2.3.6 Déformations dans le cas d’un probléme plan

Dans le cas d'un probléme plan, les relations (2.19) et (2.22) sont interprétés comme dans la Figure
24 .

X
dx,

dxy,(1+ &)

Figure 27 — Signification des déformations dans le cas d'un probléme plan.

2.3.7 Dilatation volumique et déformation volumique

Définitions :
N : dv
La dilatation volumique en M, Ay(My) = v
0
La déformation volumique en M av —dvy
. A - 0 =ey(My) = ———
ou coefficient de dilatation volumique dVvy
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z|  dVy
f’ —_—
d_Z’O y dy [0]
M 0 EED X M a

Figure 28 — Transformation d'un volume infiniment petit.
EJ—E = E;O(l + gxx) @) = d—y)O(l + 8yy) a; = z1_20(1 + EZZ)

La dilatation volumique et la déformation volumique s'écrivent alors :

av
Ay(My) = v ~1lttrle]l =1+ e + &y + &y 2.23
o= (M)—dV_dVO~t[]— N N _6u+6v+aw_d, N
=&y (My) = v, ~ trle] = ey t &y ezz—axo dye 9z vu

N.B : Si divu = 0 alors la densité du milieu ne varie pas.

2.4 Conditions de compatibilité

On peut retrouver les déformations ¢;; et les rotations w;; par dérivation du champ de déplacements
u; en utilisant les équations (Erreur ! Source du renvoi introuvable. et Erreur ! Source du re
nvoi introuvable.) :

Réciproguement, peut-on calculer le champ des déplacements u; par I’intégration des déformations
&;j ou des rotations w;; ?

Il est nécessaire I'existence de relations entre les six composantes ¢;; ou w;; et les trois composantes
du champ vectoriel des déplacements u;. Ces relations s’appellent les conditions de compatibilité.

2.4.1 Conditions de compatibilité dans le plan
On commence par les relations (2.13) :

ou v Ju 0dv
Exx :a » Eyy ZE; ngy = Vxy :a'i'a

Qui deviennent apres une double dérive de e,et &), respectivement par rapportay etax:

0’6y, 07 <6u) _ d%u 0%eyy 07 (av) _ 9%
dy?  9y*\ax/ oxdy? x> 9x*\dy)  dyox?

La somme des deux dernieres équations est égale double dérive de y,,, par rapportax etay:
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0%ey, 0%,  0u d3v 0* <6u 617) 0%Yyy
~ dxdy

+ = + = —t— ) =
oy? ox*  0xdy* 0dyox* 0xdy\dy Ox
Ce qui donne :
0%y azsyyzazyxy
ay* = 0x*  0xdy

OU enCII’e . 811’22 + 822‘11 - 2812’12 = 0 224

Ce sont les équations de compatibilité dans le plan.

2.4.2 Conditions de compatibilité dans I'espace

On dérive les relations (Erreur ! Source du renvoi introuvable.), on obtient :

1
Wijk =75 (ug e = k)
Ou encore en ajoutant et retranchant u j;
1 1
Wij = E(ui,jk U i — Upe i — Uy k) = E((ui,k + uk,i)j — (wj + uj,k)l-) Wijk = Eik,j ~ Ejk,i

Wijk = €ik,j — Ejk,i 2.25

On outre, la forme différentielle de w;; s'écrit pour les variables k et |

Jw

da)ij :_dek-l_ :
Xk

J
—d
F ax,
dw;jest différentielle totale si :

(')a)l-j (')a)l]

axkaxl B axlaxk

Cette expression devient en tenant compte des équations (2.25) :
€ik,jt — Ejk,il = €iLjk — ik
Ou encore Eijk + Ekit — EjLik — Eikjt = 0

Ou encore en permutant l et j :

Eijkl T Ekrij — Eikji — Ejrik = 0
2.26

t

Ou sous forme vectorielle : rot troté=0

Ce sont les équations de compatibilité
Ces équations se réduisent a 6 conditions :
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= Lapremiere est condition est obtenue en mettant : i=j=1 et k=I1=2
» Ladeuxiéme condition est obtenue en mettant : i=j=1 et k=2 et |=3

£ + ¢ — 2¢ =0
11,22 22,11 12,12 297

€11,23 + €2311 — €12,13 — €132 = 0

= Les 4 autres conditions sont obtenues par permutation circulaire des indices 1, 2, 3 dans les
deux premieres conditions.

®  Dans le cas d'un probléme plan (X, y), ces équations se réduisent aux équations (2.24).
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Chapitre 3

Lois de comportement

3.1 Loi de Hooke géneralisée

Pour une direction donnée, la loi de Hooke s'exprime sous la forme (Expériences de 1675) :
o=E.¢

On peut généraliser la loi de Hooke au comportement élastique tri directionnel en I'exprimant
sous une forme matricielle :

0ij = Cijri€n 3.1

Le comportement élastique tri directionnel du matériau est modélisé par un tenseur d'ordre 4
[Cijk: ] contenant 81 coefficients élastiques.

Ciji ou [C] est le tenseur d’¢lasticité.
3.2 Propriétes du tenseur d’élasticité C;jy,

= Lasymeétrie des tenseurs de contraintes o;; et de déformations ¢;; permettent d'écrire :
Cijki= Cjixi €t Cijii= Cijue
Le nombre de coefficients élastiques se réduit a 36

= L'existence d’un potentiel élastique W : "stabilité énergétique du tenseur C; ", permet d'écrire

Cijki = Cruij
Le nombre de coefficients élastiques se réduit a 21.
En effet, on a pour le potentiel élastique :

ow
dW = o;;de;; Ou encore 0y =5 —
ij
Et d'apres I'equation (3.1) :
doyj 0w
0ij = Cijii€n Alors : 5= Cijry = —
kl ijO¢kl
De méme :
M. El Allami
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C Al 0% C 0*w
Okt = Criijé€ij ors: — =Cpiij = 7——=—
Oeyj 0€0¢€;;

0w 0w

Et comme : =
aeijaekl asklasij

Alors : Cijkl = Ckll'j

Pour simplifier I'écriture, on adopte souvent la notation de Voigt :

011 Ci111 Giizz CGiizz Ciizz Ciiiz Ciine €11
022 C2211 G222 Coz3z Caz23 (o213 Coon2 €22
O33 | _ C3311 C3322 C3333 (3323 (3313 (3312 €33
023 C2311 G322 Cozzz Cazpz (o313 o3z || V23
\013 \61311 Ci322 Cizzz Cizaz Cizz Cizin \V13
012 Ci211 Cizzz Ci23z Ciz2z Ciziz Cioiz Y12

3.3 Matériau isotrope

Un matériau est dit isotrope si ses propriétés sont identiques dans les trois directions. Dans ce cas,
il ne reste que trois coefficients.

En introduisant les coefficients de Lameé, il ne reste que deux coefficients indépendants : A et p

Dans ce cas, le tenseur d'élasticité s'écrit :

A+ 2u A p) 0 0 0
y) A+ 2u y) 0 0 0\
[c] = A A A+2u 0 0 O 3.2
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0 u

3.4 Lois de comportement (matériau élastique, linéaire et isotrope)
Les lois de comportement traduisent les relations entre les contraintes et les déformations.

3.4.1 LoideLamé

Pour un matériau élastique, linéaire et isotrope, I'équation (3.1) s'écrit en tenant compte de
I'équation (3.2) :

En notation matricielle o] = 2ule] + A tr[e][1] -
En notation indicielle : 0ij = 2ug;j + A& by
A et u sont les coefficients de Lamé.
Ev P G 3.4

AT na-m FEDN

M. El Allami 35 Elasticité linéaire



3.4.2 Loi de Hooke

. .. 1
En notation matricielle [e] = TV [o] — Y tr{o][I]
E E
3.5
o 1+v v
En notation indicielle : &j = Tffij - EakkSij
E et v sont les coefficients de Hooke ou de Young.
31+ 2 A
E::M( 1) 3.6

1+u VE20+ 0

3.4.3 Loi de comportement avec variation de la température :
En tenant compte de la variation de température, les lois de Lamé et de Hooke deviennent :

EaAT

kﬂ=2Md+AWkHH—1_2v1 27

1+v %
[e] = E [o] ~Z tr[o][I] + a AT|[I]

Ou encore en notation indicielle :

EaAT
O-ij = Zﬂgij-l_lekké‘ij_mé‘ij 38
1+v v
Sij = TO'U - Eo-kké\ij + C(AT(?U

a est le coefficient de dilatation du matériau et AT est la variation de température.
3.5 Etats d'élasticité particuliers

3.5.1 Etat de contraintes planes

Un solide est en état de contraintes planes par rapport au plan (X, y), si en tout point M du solide,
le tenseur des contraintes est de la forme :

) Oxx Oxy O
(M) =0y gy, O
0 0 0/ xy2

L'axe z est donc direction principale (g,, = 0). La loi de Hooke permet d'écrire :
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Oxx—V0yy 1+v

0
E E o 1 v 00\ .
_ 1+v Oyy—V Oy E v 1 0
EM) = — —_— 0 o = €
§(M) E Oxy E <O_i’;’> 1 — 2 0 o 1—v yi’;’
—v(axx-l- Uyy) 2
0 0 3

Les équations d’équilibre permettent d'écrire :
Oxxx T Oxy,y + fi = pi
Oxyx + Oyyy + f, = p¥
f,=0
Le solide est donc sollicité par des charges uniquement sur le plan (X, y). C'est le cas de piéces
minces de petites épaisseurs h.

appui
supérieur |,

appui
inférieur

chargement

Figure 29 —Exemples de solides en état de contraintes planes

3.5.2 Etat de déformations planes

Un solide est en état de déformations planes par rapport au plan u = u(x,y)
{O; x, y} si en tout point M du solide, le champ de déplacement {v =v(x,y)
est de la forme : W=
Exx E&xy O
Le tenseur de déformations £(M) est donc de la forme : EM) =gy €, 0
0 0 0O

L'axe z est donc une direction principale (e,, = 0). Les lois de Lameé permettent d'écrire :

Oxx A+ 2[.1 A 0 Exx
<Uyy> = ( A A+ 2u 0) <5yy> Avec : 0,7 = v(axx + ayy)
Oxy 0 0 w/ \Yxy
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Oxx Oxy O
Le tenseur de contraintes est donc de la forme : (M) =|0yx 0y, 0
0 0 o,

C'est le cas de solides de longueur trés supérieur aux autres dimensions selon 1’axe Oz et satisfaisant
aux conditions :

= Les bases du corps sont fixes selon z.
= Les forces appliquées au solide sont normales a Oz et indépendantes de z.

Figure 30 —Barrage en état de déformations planes

3.5.3 Etat axisymétrique ou de révolution cylindrique
Le solide étudié, le chargement et les conditions aux limites sont de révolution cylindrique.

Un point du solide est repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 0, z). Si z est I’axe de révolution,
chaque point du solide se déplace dans son plan méridien (r, z). De plus le champ de déplacement
est indépendant de 0.

Le champ de déplacement est de la forme {ur =u= %(r, z)
Ug =
u, =w=w(r,z)
ou 0 1 (6u N OW)
) . _ or 2\0z Or
Le tenseur de déformations (M) est _ u
g&M) = 0 - 0
s : ol .
déduit a partir des deplacements 1 (au . aW> . o
2\0z Or 0z ro.z

L'axe &y est donc une direction principale (g9 = £,9 = 0). Les lois de Lamé permettent d'écrire :

Orr A+2u A A 0 Err
066 | _ A A4+2u A2 0]/ €oee
Ozz B A A A+ 2# 0 €2z
Orz 0 0 0 u Yrz
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Si le chargement est une pression intérieure ou extérieure sur les cylindres.

Figure 31 —Cylindre chargé par une pression intérieure et ou extérieure.

u =u(r)
Le champ de déplacement est de la forme : { v=20 On en déduit :
w=w(z)
ou
ar 0 O \
U Orr A+2u 2 A Err
EM)=1] 0 " 0 et <099> = ( A A+ 2u y) )(899)
ow Ozz A A A+ 2[1 €2z
0 0 —
0z/ 10,z
3.6 Energie de deformation élastique
L'énergie de déformation élastique s'écrit :
1
U= EO’UEU 3.9
U= %a € (Traction-compression) et U= %r y (Cisaillement)

Si le solide est isotrope et le comportement est linéaire, alors en utilisant les lois de comportement,
on obtient :

1 1M1+v v -
U= > [2ue;jei; + A(traced)?] Ouencore: U= > [T 901 ~ (traced)?

Les tenseurs de contraintes et de deformation peuvent se décomposer en parties sphériques et
déviatoriques :

O'ij :§ traceESij+Sij gij :§ trace 561]-}_81]

S;; - Déviateur du tenseur des contraintes et e;; : déviateur du tenseur des déplacements ;
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L'énergie devient :
_ _ 1
U= gtrace o trace € + ESl-jeij =U, + Uy

1 _ - 1
U, = gtrace o trace € Ur = ESU eij

U, : Energie de déformation élastique sphérique. C'est I'énergie due au changement de volume sans
changement de forme. Elle n’a aucune influence sur le domaine élastique.

U : Energie de déformation élastique déviatorique. C'est I'énergie due au changement de forme
sans changement de volume. C'est cette partie d'énergie qui influe sur le domaine élastique.
Energie de déformation élastique sphérique

En appliquant les lois de comportements, U,, devient :

1 ., 1, 1-2v,
U,,=3—K(tracea) =3—K11 = —¢F I i1
oo 2E
T 1-2v

E et v sont les coefficients de Hooke et de Young.
I1 est le premier invariant du tenseur des contraintes.

Energie de déformation élastique déviatorique
En repere principal Uy s'écrit :

1
Uf == E(Slel + Szez + 5'363)
Devient, en utilisant les lois de comportement :
1 2 2 2 1
Uf =E(51 + 5,7+ 53 )=E]2
Jo est le second invariant du déviateur du tenseur des contraintes et G est le module de cisaillement.

J2 peut étre écrite en fonction des éléments du tenseur de contraintes :
1 2 2 2
J2 =g[(01 —03)° + (0, — 03)° + (03 — 01)7]
1

2= 5 [ (011 — 022)% + (023 — 033)% + (033 — 011)* + 6(012° + 023° + 0317)]

Dans ce cas, la partie déviatorique de I'énergie Uy devient :
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Uf = m [ (o1 — 02)2 + (0 — 03)2 + (03 — 01)2]
1
= 126 [ (011 — 022)? + (025 — 033)% + (033 — 011)% + 6(012° + 023% + 031%)]
1 3.11
- ﬁ[ (011 = 022)% + (022 — 033)% + (033 — 011)% + 6(012° + 033" + 0317)]

+6(01,% + 023° + 0317)]
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Chapitre 4

Méthodes de résolution d'un probléme d'élasticité

4.1 Probleme d’élasticité

Résoudre un probléme d’élasticité revient a déterminer le champ de déplacements u;, les
deformations ¢;; et les contraintes g;;.

C’est un probléme de 15 équations a 15 inconnues en plus des conditions aux limites de
déplacement ou de chargement.

Inconnues :

3 inconnues u;,, 6 inconnues &;; et 6 inconnues a;;.

Equations
3 équations d’équilibre (1.5) :

0ij + fi = pvi (a)

6 relations de comportement (3.3) et (3.5) :

1+v 4
o = 2‘[,4 Eij + A ekk6ij Ou &ij = To-ij _E O—kkdl’]’ (b)

6 relations déplacement/déformation (Erreur ! Source du renvoi introuvable.) :
Zgij = Uy + Uj (C)
Souvent nous serons face a un systéme d’équations différentielles relativement délicat a résoudre.

I1 est utile de réécrire les équations de I’élasticité linéaire, sous une autre forme, pour faciliter la
résolution.

Nous écrirons ces équations en fonction :
e Des déplacements (équations de Navier)
e Qu en fonction des contraintes (équations de Beltrami).

4.2 Equations de NAVIER : Méthode des déplacements

Ces équations se basent sur le choix du champ de déplacement 4 : cinématiquement admissible et
qui doit Vérifier les 3 équations d’équilibre (a).
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Nous allons construire une seule équation : équation de Navier qui regroupe les équations (a), (b)
et(c):

Prenons comme départ, les 6 relations de comportement (b) :
0;j =2 ueg;+ A by
Dans les quelles, on introduit les 6 relations déplacement - déformation (c) :
2eii = u Uy
Cette équation devient :
oy = U (Uij +uj) + 4 €6y

Dérivons ces équations par rapport a j et introduisons les équations d'équilibre (a) :

0ijj =M Uij + )+ 4 & j0ij = pvi — fi
On introduit une seconde fois, les équations (c) :

oij =M @j+u);+ A weibij = pvi — fi
Cette equation peut étre écrite sous forme vectorielle :

uh& @ + A+ wgrad (div @)+ (f-py) =0 4.1

C'est la premiere forme des equations de Navier.
Connaissant la relation vectorielle suivante :

rot rot (i) = grad (div (@) — A (¥)

La premiére forme des équations de Navier devient :
(A + 2u)grad (div (W) — urot rot (W) + (?— p V) =0 4.2

C'est la deuxieme forme des équations de Navier.

Premier cas important :
Si le domaine est en équilibre ou le terme accélération est nul, on obtient :

(A + 2w)grad (div (@) — ot rot (W) + f = 0 43

Deuxiéme cas important :

Sien plus, le gradu est symétrique alors le terme :rot (%) = 0
La deuxieme forme des équations de Navier devient alors :

(A + 2p)grad (div (@) + f=0 4.4
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Troisiéme cas important :

Si en plus, le domaine est placé dans un champ de forces volumiques négligées (f = 0), ces
équations deviennent :

div (W) = 6 = trace(&)=constante 4.5

La déformation volumique est une constante.

Schéma de calcul :

Choix de u;

Vérifier les équations de Navier,
Vérifier les CL en déplacements,
Calculer &;; (Equations (c))
Calculer ensuite o;;(Equations (b))

Vérifier les CL en efforts,

N o g bk~ w b

Si oui alors u;, &;; et g;; sont solution du probleme

4.3 Equations de BELTRAMI : Méthode des contraintes

Ces équations se basent sur le choix du tenseur de contraintes & : statiquement admissible et qui
doit vérifier les conditions aux limites et les 3 équations d’équilibre (a)

Aussi, ce choix doit vérifier les 6 relations de compatibilités (2.27) :
Eijkt T Ekrij — Eikj1 — Ejrik = 0
Les equations de Beltrami consistent a introduire o;; dans les relations de compatibilites :

On impose k=l avec i et j =1,2,3. Les 6 relations de compatibilités deviennent :

Eijkk t Ekkyij — Eikjk — ik = 0 4.6

Les quatre termes de (4.6) seront calculés a partir des 6 relations de comportement (b)

Le premier terme 1+v vV
Eijrk = Bgi; = ———Aoy; — — A(oxx i)
E E
Le deuxieme terme 1-2v
&£ L = —— O] ..
kk,ij E kk,ij
Le troisieme terme 1+v 4 Avec : ou,jkOik = Ouij
Eik jk = “F Oik,jk — Eall,jk5ik
Le quatriéme terme 1+v v Avec : ouikOjk = Ouij
Ejieik =~ Ojieik Eau,ikfsjk
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En sommant les 4 termes, I'équation (4.6) devient :

% 1
Aoyj — —— A0k bij + ——— Okkij — (U'k ik T Oig -k) =0 4.7
14+v J 1+v W] Jk,t ik,j

On impose aux équations (4.7) successivement i=j=1 puis i=j=2 et ensuite i=j=3. Cela donne trois
nouvelles équations que nous sommons. Cela donne le résultat suivant :

1+v
1—v

Aoy = — fk,k 4.8

On insére enfin les équations (4.8) dans les équations (4.7), on retrouve I'expression suivante :

1 v
Aoy + 1~ oy Ok t mfk,ksij +(fij+f)=0 4.9

Ce sont les équations de Beltrami.
Ces équations peuvent étre écrites sous une forme vectorielle :

1%

— 1 s =, o= _— _— =
AG + n gradgradoy,, + dw(fI) + (gradf + ‘gradf)=0 4.10

+v 1—v

Cas important :
Si les forces de volumes sont constantes (pesanteur), les équations de Beltrami s'écrivent :

Okk,ij

1+v=0 411

Aaij +

Schéma de calcul :

1. Choix de oj;
2. Vérifier les conditions d'équilibre (Equations (a))
3. Vérifier les CL en efforts,
4. Veérifier les équations de Beltrami,
5. Calculer g;; (Equations (b))
6. Intégrer pour calculer u; (Equations (c))
7. Vérifier les CL en déplacements,
8. Si oui alors u;, g et oj; sont solution du probleme
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4.4 Principe de superposition

Systeme (F, + F,, &, &) Systeme (Fy, &, &) Systeme (Fy, 7, &)
- -t ﬁz

(511 51 )

(Solide ¢lastique)

(EZv EZ)

(Solide élastique) (Solide ¢lastique)

Figure 32 —Principe de superposition

L’étude d’un systéme complexe se raméne a 1’addition de deux (ou plusieurs) systemes simples.

Le systtme (F, + F,, &, £) peut se décomposer en deux (ou plusieurs) systémes (F;, &, &) et
(Fp, &, &) tel que :

et

Qi
Il
= ]
+
N ]
My
Il
Nl
+
gl

Exemple

Considérons le systeme sollicité en traction- compression suivant l'axe X combinée avec le
cisaillement suivant I'axe y.

Systeme 1 (a;) Systeme (a7,) Systeme global
Traction-compression Cisaillement simple oc=0,+0,
o 0 O 0 7 O o 17 0

o, =10 0 0 a=|{t 0 0 5= (T 0 0)
0 0 O (x,y,2) 0 0 0 (x,y,2) 0 0 O
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Chapitre 5

Criteres de limite élastique

Soit 1’état de contrainte d'un solide en M tel que : _
o(M)

0, = 0, = 03 sont les contraintes principales.

Tn T

o, 0 O
O, 0)
0 O3 {n1,n2,n3}
O-ﬂ.

Figure 33 — Etat de contrainte d'un solide.

Comment savoir si le solide est dans le domaine élastique ou non ?

5.1 Critére de Rankine

Le critére de Rankine s'applique pour les matériaux fragiles : craie, béton, verre, fonte, etc. La

limite élastique au cisaillement pur 7, = g,

Le solide reste dans le domaine €élastique tant que la contrainte principale maximale_(|ap_max|)
en module est inférieure a une valeur (oy;,,) déterminée par l’essai de traction ou de compression.

La contrainte principale maximale : sup(loi |)

01im €st déterminée par ’essai de traction : Olim =

D’ou le critére de Rankine :
sup(|oi|) < o,

= Pour un état de traction simple :
lo] < g,
= Pour un état de cisaillement pur :
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IT] < o,
5.2 Critére de Tresca

Le critere de Tresca s'applique pour les matériaux ductiles : alliages de cuivre ou d‘aluminium,
aciers doux, etc. La limite élastique au cisaillement pur 7, = %

Le solide reste dans le domaine élastique tant que la contrainte tangentielle maximale (7,,4,) €st
inférieure a une valeur (t;;,,) déterminée par [’essai de traction.

La contrainte tangentielle maximale : ol —aj
Tmax = Sup 2
. ., . . O
Tiim €St déterminée par I’essai de traction : Tiim = >
Donc :
sup(oi — aj) < g, 5.2
= Pour un état de traction simple :
lo| < o,
= Pour un état de cisaillement pur :
Ou encore Oe _
2|t| < o, |T|§7—Te

5.3 Critére de VVon Mises

Le critere de Von Mises est un critere énergétique qui utilise le constat de Bridgman et Nadai
(paragraphe 1.14) : "La compression isotrope n’a aucune influence sur le domaine élastique".
L’idée est donc de limiter Seulement 1’énergie obtenue a partir des tenseurs déviateurs.

Le solide reste dans le domaine élastique tant que I'énergie de déformation élastique déviatorique
reste inférieure a une valeur déterminée par [’essai de traction.

L’énergie de déformation élastique déviatorique pour le cas de 0,2

traction (équation 3.11) Ur-traction = ¢

Oe

Us_1imite €St déterminée par I’essai de traction : U _timite = ——
6G

Le critére de VVon Mises s'écrit alors :

1
ﬁ\/(al — 03)°+(01 — 03)*+(0, —03)* < 0, 5.3
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1
ﬁ\/(an — 022)*+ (011 — 033)*+ (022 — 033) + 6(012° + 013% + 023) < 0,
Pour un état de traction simple : Pour un état de cisaillement pur :
O, _
|G| < O, \/§|T| < O, ou |T| < ﬁ = (0.58 Te

= Pour un état de traction simple :
lo] < g,

= Pour un état de cisaillement pur :
O, _
V3lz| < g, ou encore || < N 0.58 7,

Ce critere s'applique pour les matériaux ductiles : alliages de cuivre ou d‘aluminium, aciers doux,
etc. La limite élastique au cisaillement pur 7, = g, /v3 = 0.58 g,,.
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Annexe A

Systémes de coordonnées

Description de la position d’un solide

La position d’un solide par rapport a un repére de référence RO, peut étre définie par differents

types de coordonnées : cartésiennes, cylindriques et sphériques.

Coordonnées cartésiennes R (O, ¥,¥,Z) ou R (0, e, e, e,)

Un point M de ’espace est repéré par trois composantes du vecteur OM :

OM(x,y,z) = xe, + ye, + ze,

Et N
dOM(x,y,z) = dxe, + dye, + dze,

Coordonnées cylindriques R (0, e;, e, e;)

A

A

Un point M de I’espace est repéré par trois composantes du vecteur OM :

Et OM(r,@,2) = re, + ze,
dOM(r, @,z) = dre; + rdge, + dze,
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Equivalent en coordonnées cartésiennes :
X =71 cosQ y =rsing

Coordonnées sphériques R (0, e;, e, eg)

A
:.:'1/1
€y
N e
M4
y K —
0 L leg
Ox ' ; >
QA
e ‘el
M’

Un point M de ’espace est repéré par trois composantes du vecteur OM :

OM(r,¢,0) =re,

Et _—
dOM(r,@,0) = dre; + rsinfdge, + rdfe,

Equivalent en coordonnées cartésiennes :
X =1 sinf cose y =71 sinf sing

M. El Allami 51

5.6

Z =1 cos0O

Elasticité linéaire



Annexe B

Notation indicielle

Ordre et dimension d’un élément

Pour un tenseur : ordre 2.

Exemple : tenseur de contraintes, tenseur de déformations...

a1 A2 Aq3 b
A= a1 Ayp An3 dim 3, B = b11 blZ] dim 2.
21 D22
(s3y A3y Q33

Ordre r=2 dans un espace de dimension n : il faut n"=? composantes

Pour un vecteur : ordre 1.

Exemple : vecteur vitesse, vecteur force...
U1
(&
U3

V= dim 3, ¥ = [u; u,] dim 2.

Ordre r=1 dans un espace de dimension n : il faut n* composantes

Pour un scalaire : ordre 0.

Un scalaire est défini par un seul nombre qui représente la valeur absolue de la grandeur physique
qu’il représente.

Exemple : masse, volume, densité, température ...

Ordre r=0 dans un espace de dimension 1 : il faut n'=1°=1 composante

Notation indicielle

Désigner des vecteurs (ordre 1) ou des tenseurs (ordre 2) par leurs indices a pour objectif d'alléger
I’écriture.

= Les coordonnées cartésiennes d’un point m : X, Y, Z OU X1, X2, X3 OU Xi

= Les vecteurs de la base seront notés e, (i=1, n).

= Pour désigner un vecteur v de composantes vi, V2, Vs, on utilisera vi.

=  Pour désigner un tenseur [t] d’ordre 2, on utilisera tij.

= Le symbole de Kronecker représente le tenseur unité [i] :
8;;=1lorsquei=j &;;= 0 lorsque i+ j

= Le symbole de spin (ordre 3) représente une permutation :

=1 lorsque i, j, k est une permutation directe
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&jx=-1 lorsque i, j, k est une permutation indirecte

k=0 lorsque deux indices sont identiques

Convention de ’indice muet

Appelée aussi convention d’Einstein

Le produit scalaire :
U.V = ¥2_, u; v; est noté simplement : u;v;
Lorsqu’un indice apparait 2 fois dans un mondme, ce mondme représente la somme de n termes en
faisant varier I’indice de 1 a n.
Le produit matriciel :
= [P] = [A][B]
Un elément de la matrice produit : P;; = >3 A By estnoteé : A; By
Ak By
e Les indices i et j ne sont pas répétés. Ils sont appelés indices libres ou indices d’ordre
e L’indice k est répété, il est dit indice muet ou indice de sommation
= [P]=I[A]"[B]
Un élément de la matrice produit : P;; = >3 A By; est noté : Ay;By;
= [P]=[1][4]

Un élément de la matrice produit : P;; = ¥.7_; 8 Ay est noté :8;,A;;=A;;

Le gradient d’une fonction scalaire f :

gradf =211 %5

k = f;i
La divergence d’une fonction vectorielle V:
v, 0v, O0dvs

div(V) = —+ 5y +-

Remarques

P;j = Aj By
= Un indice ne peut apparaitre plus que 2 fois dans un monéme
» L’indice k est répété : indice muet, de sommation
= Lesindices i et j ne sont pas répétés : indices libres ou d’ordre
» L’ordre du résultat est donné par le nombre d’indices libres :

Tii ; ordre0 : scalaire,
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tij,j : ordrel : vecteur,
aikbyj : ordre2 : tenseur
= Les additions sont associatives et commutatives :
aij+ bij=bij+ aij
= Les multiplications sont associatives et distributives a droite et a gauche par rapport aux
additions
Exercices
* Produit vectoriel

<y
>
<!
I
<!

Montrer que : w; = Eijr UiV
» Produit mixte
Montrer que :

= Montrer que :
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Tenseur gradient

Annexe C

Opérateurs

Le gradient d’une fonction g est définit par la relation :

dg = gradg.dOM

M point du domaine ou est définie la fonction q

= Si g=f(m) scalaire : df = gradf.dOM = f; dx;

En coordonnees cartésiennes : gradf = f;

En coordonnées cylindriques : gradf = f,e, + %fq,% + f,e,

= Si g=u vecteur : dii = gradi.dOM

En coordonnées cartésiennes

gradu

gradu = | gradv | =

gradw

Divergence

rdu
dx
av
ax
ow

| ox

du
dy
oav
dy
ow
dy

du
9z
oav
0z
ow
9z

En coordonnées cylindriques

» La divergence d’une fonction vectorielle U :

div(u) = trace(gradl_i) =

» La divergence d’un tenseur ¢ :

En coordonnées cartésiennes div(o)

(00 00y, 00y,

P 0x dy 0z
dl_v(af) doy, 0oy, 00y,
d.w(l) ~ | ox dy oz |~ U
div(ay) 00, 00,, 00,

D' dy oz |
M. El Allami

ou, 1ou, uy OJ0u,]
Jr r 06 r 0z
gradﬁ = aﬂ laﬂ + & aﬁ 57
Jr r 06 r 0z
du, 10u, du,
L Or r 00 0z
u N v N ow _ 58
ox dy 0z Vii '
En coordonnées cylindriques div(a)
'80’7«7« laUre aO—rz Orr — Ogg]
or r 00 0z r
aO'rg 160'39 00'32 n 2 @ 59
or r 00 0z r
do,., 100y, 0d0,, 0.,
or r 00 0z r
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Théoreme de Green-Ostrogradski ou théoréeme de la divergence :

Figure 34 —Théoreme de la divergence

Le flux sortant d’un champ vectoriel a travers une surface fermée est égal a I’intégrale sur le volume
limité par cette surface de la divergence de ce champ.

ﬁg ﬁd—s)sz divi dv
s v

Laplacien,
= Laplacien scalaire :

. o*f o0 f o°f
Af =div(grad.f) = + + =f 5.10
(g ) aXZ ay2 622

= Laplacien vectoriel :

o2u, o02u, o4
_ 1 + 1 + 1

Au, =
ox¢  oy?  0z?
- 2 2 2
Au=| Au =8u2+6u2+6u2 5.11
2oox2 oyr or? -
2 2 2
Au3:8u3 +6 U, +a U,
ox¢  oy* o012 )_. .
=Uij
= Laplacien tensoriel :
Ac=Ac, =0y 5.12
Rotationnel :
—»(~) ou, ou, | lou, ou,|. |ou, ou,|.
rotiu )= & e €, + % €, + Fv & €, =&l 5.13

Opérateur nabla

L’espace étant rapporté a la base orthonormée directe 1, j , k , on définit ’opérateur aux dérivées
partielles nabla par :
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s 02 0% 0o
“ox Ty Tt

Pour une fonction scalaire p = p(x,y,2) :
= Le gradient de p est définit par :

% I I . dp. dp
gradp=Vp=(§l to, ]t a—K>p—a—I+a—]+a—K

= Le Laplacien de p est définit par :

Ap = div(gradp) = V?p = e +6y2+

Pour une fonction vectorielle u = u(u, v, w) :
= Ladivergence de u est définit par :

divTj:Vﬁ—(a I+i]+iK)(ul+v]+Wk)—au v a_W
g 3y oz
= Le rotationnel de # est définit par :

Rotti = VAl = (aa_xw'—] +iK) A (ul + v + wk)

_(6W (')v)H_((')u 6W) (617 6u>K
- \dy oz 0z axl ox 0dy

Montrer les relations suivantes :

Formules

Rot(gradp) =0
div(rotu) =0
Af = div (grad )
AT = grad (divd) — rot(rot )

5.14
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Résumé

gradf gradu div(a)
o af _a_u a_u a_u_ 00 aO-xy 00y,
é 3 ax ox dy 0z ox dy 0z
tE| | R LA
-g é dy ox dy o0z b 0x dy 0z v
§8| | o ow ow 00 002y 002
0z  dx dy 0z | Ox dy 0z |
2 o of ou, 10u, ug OJu, 00,y 100y9 00y,  Ory — Ogg
@ 35 or or rod r 0z or r 06 0z r
S| |1U Ouy 10Uy | Uy Oty 00r9 | 10009 | 990, , , 9ro
g E roe or rad8 r 0z dor r 00 0z r
S > g du, lauz du, 00,5, 16092 d0,, Orz
0z Jr r 06 0z dr r 08 0z r
rou, 10u, uy 1 du, u,
or radf r rsinf do r
Jug 10uy u, 1 dupy wu,
—_— =+ — — — —cotgb
dr r 06 * r rsind o r cotg U
ou 10u 1 du, u u
0 of —= =2 %, T, ¢ cotgh
R L Jr r 06 rsin@ do r T i
2 s o
_§ =3 1of do,, 100, 1 0d0,, 20, —0gy—0,,+ 0,050
s Z
§-§ ;6Haf dr r 080 rsinf d¢ T
rsin dp 00,4 16099 1 0oy, 30,9+ (0'99 - aw)cose
dr r 06 rsinf d@ r
do,, 10ay, 1 do,, 30,,+ 204,c050
! or r 06 rsinf Odo r i
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