Cours 1lere année ENTPE
Résistance des matériaux - Partie 1

Boris TEDOLDI
Ingénieur structure

c5®




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment Page
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet 2/119
Sommaire

0. Objet du cours et conventions de SIgNe.......cccovveviieiiiiineeeiiineeeiie, 3
1. Rappels de MMC utiles €n RDM ..o 5
2. Notions élémentaires de mecaniqUe........ccceuvviveeerieiiiieeeeeeiiiieeeeee, 19
S DETINITIONS .ot 27
4. Hypothéses du cours de R.ID.M. ......ccooiiiiiiiiiiii e, 33
5. Calculs des réactions d’appuisS .....ccocuuiiieeiiiiiiiiieeeeeiee e 41
6. Calculs des diagrammes de sollicitations par la méthode des
(od 0 U 1 0 U 1 <3S PP 56
7. Tracé direct des diagrammes de sollicitations .............cccccceee 79
8. Degré d’hyperstaticité - iso/hyperstatiCité............cccceevvevviiiineneeee, 91

9. Caracteéristiques des sections droites ........ccoeeeevvieeiiiiiiecciiie e, 99




Boris TEDOLDI
Cours RDM ENTPE partie 1

Calcul Structure Batiment
http://lwww.csb.bet

Page
3/119

0. Objet du cours et conventions de sighe

0.1 Objet du cours

L’objet de ce cours est la théorie des poutres.

Chargement dynamique
(exemple : accidentde
camionsur une pilede

pont)

Théoriedes
cables

Situationa
modéliser

Chargement statique

(exemples : poids

propre, charges

d’exploitation, etc.)

Structure déformable
(cas général adoptéen
genie civil)

Structure indéformable

Mécanique des milieux
continus

Hypothéses simplificatrices

Résistancedes
matériaux

Théoriedes Théoriedes
poutres plaques
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0.2 Convention de signe
Signe positif Signe négatif

Effort normal N Engerjdre de_z la compression Enger]dre ple la traction
supplémentaire supplémentaire
La fibore supérieure est|La fibore supérieure est
'ensemble des points ou o | 'ensemble des points ou o©
est minimale (c'est-a-dire que | est maximale (c'est-a-dire que
cest la zone la plus | cestlazone la plus tendue ou
comprimée ou la moins | la moins comprimee).

Moment M; pour les tendue) _ o

problémes 2D 8 o La  fibre inférieure  est
La fibre inférieure  est | I'ensemble des points ou o©
'ensemble des points ou o | est minimale (c'est-a-dire que
est maximale (c'est-a-dire que | c’est la zone la plus
c’est la zone la plus tendue ou | comprimée ou la moins
la moins comprimée). tendue).

Contrainte o Traction Compression

Remarque :

Les signes utilisés dans ce cours ne sont qu'une convention. Elle n'importe peu, tant que la
réalité physique (zones en compression et en traction) est comprise de la méme maniére entre le
calculateur et le lecteur d’'une note de calculs.

Par exemple, pour les codes de génie civil (BAEL, Eurocode, etc.), la convention de signe pour
les contraintes est généralement inversée par rapport a ce cours (0>0 < compression). Les
résultats en contrainte n'ont donc pas le méme signe mais le résultat de dimensionnement des
ouvrages est nécessairement identique avec l'une ou l'autre des conventions.

Néanmoins, une fois une convention choisie, il convient de toujours la respecter.

0.3

Notations de I'effort tranchant

Dans ce présent cours, l'effort tranchant est noté indifferemment T (notation frangaise) ou V
(notation adoptée pour les codes génie civil internationaux).
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1. Rappels de MMC! utiles en RDM

1.1 Déformations
1.1.1 Déformation longitudinale
Définition de la déformation longitudinale

La déformation longitudinale €, est la dilatation dans le sens de la longueur de la poutre.

Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, cette déformation sera notée e.

Expressions

, . . . AL
L’expression de la déformation est ¢ = -

Unité : aucune

Poutre au repos Poutre chargée

longueur an repos L

Allongement de la poutre

dii au chargement AL

charge

1 MMC : Mécanique des Milieux Continus
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1.1.2 Déformations transversales

Définition des déformations transversales

Les déformations transversales sont les dilatations selon les directions autres que celle de la
longueur de la poutre.

structure avant
charge ment

chargement

structure ap s
charge ment

e N |

dilatation épaisseur dilatation
initiale

Remarque :

Les déformations transversales sont généralement négligées dans le cas de poutres ou de
poteaux. Leurs effets peuvent néanmoins devenir importants dans le cas de piéces massives
(exemple : radier épais) mais ces éléments ne sont pas I'objet de ce cours.
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1.2 Contraintes
1.2.1 Vecteur contrainte

A l'intérieur d’'un solide, sur une petite surface matérielle S de normale n s'exerce une petite
force &f .

L

n est perpendiculaire a la surface
élémentaire 6S

T, et T, sont des vecteurs positionnés dans
&R le plan de surface élémentaire §S.

1, T, et T, constitue un repére direct.

Définition du vecteur contrainte

On appelle vecteur contrainte ¢ en M, sur la facette de normalen, la limite lorsqu’elle existe de

ot quand 3S tend vers 0.
dS

Définition de la contrainte normale

La contrainte normale en un point M sur une facette de normale normale n est la composante de
8f surle vecteurn

Définition de la contrainte tangente

La contrainte tangente en un point M sur une facette de normale i est la composante de st sur

les vecteurs T; et T,.

1.2.2 Tenseur des contraintes
1.2.2.1 Tenseur des contraintes de Cauchy

Propriété

Le tenseur des contraintes peut s’exprimer sous forme matricielle :
Gy O Op
G(M) =02 Oxn Oy

G3; Oz  Ogs
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022
o
SN\ B oy,
32
a

31
11

N

Remarque : ce tenseur est symétrique : o, =o;

Notations

En théorie des poutres dans le repére local, le tenseur des contraintes devient :

GO Ty Tx
° ( M ) =l Y Oy Ty
T (e}

1.2.2.2 Tenseurs de contrainte appliqué a la théorie des poutres
12221 Cas général

Les tenseurs de contraintes, qui seront rencontrés dans le cadre de ce cours sont de la forme
suivante dans le repére local :

c T, T,
i, 0 0
1, 0 O

1.2.2.2.2 Cas des problemes plans

Dans le cas des problémes plans, les tenseurs de contraintes sont de la forme suivante dans le
repére local :

O a Q
O O A
o O O
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1.3 Directions principales
Propriété du tenseur de contrainte
La matrice o, étant symeétrique, elle est diagonalisable : il existe un repere orthonormé

(M,]l,iz,is) dans lequel la matrice est diagonale.

Définition du repére principal de contraintes

Le repéere orthonormé (M,]l,iz,is) dans lequel la matrice M est diagonale, est appelé repére

principal de contraintes.

Définition des directions principales de contraintes

Les directions ]1,]2 et ]3 sont appelées directions principales de contraintes.

Définition des contraintes principales

Les valeurs propres de la matrice 6,0, €t 6, associées aux directions principales j, j, et

s’appellent les contraintes principales ; dans le repére(M,]l,]z,L), nous avons :
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1.4 Les lois de comportement

1.4.1 Quelques définitions
Définition de la loi de comportement

| Une loi de comportement est une relation liant les contraintes aux déformations.

Exemples :
Elle est obtenue par
expérimentation : loi de

comportement réelle.

Exemple : barre acier HA14

Elle peut étre modélisée
mathématiquement : loi de
comportement modélisée.

Exemple : loi de Sargin du béton

Elle peut étre idéalisée et prendre
en compte des coefficients de
sécurité réglementaire : loi de
comportement réglementaire.

Exemple : loi de bilinéaire du béton
de I'Eurocode 2 (béton)

fa

Contrainte [MPa)]

00

—-—— o = =

nm"

L

Y
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Définition d’une loi de comportement élastique

Une loi est de comportement élastique si aprés chargement et déchargement du matériau, les
déformations reviennent a 0.

Exemple :

Contrainte

Diomaine elastique

—— Loi de comportement

Domaine plastique

Déformation

Seul le domaine d’élasticité ci-dessous convient a la définition d’'un comportement élastique.

En domaine de plasticité, méme apres déchargement, il existe une déformation résiduelle.
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Une illustration des différences de comportement dans les domaines élastique et plastique est
donnée par la situation suivante :

Etat initial.

La structure n’est
pas chargée (si le
poids propre peut
étre négligé).

Comportement élastigue

Structure non chargée

A A

Comportement plastique

Structure non chargée

4 Ja

Chargement de la
structure

Chargement modéré (la structure

Chargement élevé (la structure

« reste » dans le domaine

élastigue)

—l

La fleche reste faible.

atteint le domaine plastigue)

AN

La fleche est significativement plus
élevée que pour un chargement
maintenant la structure dans le
domaine élastique.

Etat final.

Suppression du
chargement. La
structure est a

nouveau au repos.

Le chargement est supprimé

A JaN

La structure revient a son état initial.

Le chargement est supprimé

ATT————— A

La structure est déformée par
rapport I'état initial malgré I'absence
de charge.

= La structure a été plastifiée !

Ainsi, pour les chargements courants d’'une structure génie civil, le comportement élastique est

privilégié pour :

- Acroitre la sécurité en étant loin du point de rupture par rapport au domaine plastique.
- Eviter un endommagement excessif permanent rendant inutilisable la structure.
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Définition d’'une loi de comportement linéaire
contrainte .
Une loi a un Remarque :
comportement linéaire La plupart des lois de comportement
si la relation entre les réelle ne sont pas linéaires.
gzgrr?r:gtt?osns et :e?sst Néanmoins, pour de faibles
[néaire déformations, cette hypothése varie
' déformation peu du comportement réel.

Définition d’'une loi de comportement homogéne

Une loi a un comportement homogeéne si elle ne dépend pas du point M que I'on considére

= L L B T i ]

Contre exemple

Par sa nature hétérogéne (granulats,
pate de ciment), le béton n’est donc
pas un matériau de comportement
homogene (voir photo ci-contre de
béton désactivé).

Cependant, a I'’échelle d'un élément de
structure (échelle macrosopique), |l
n'est pas incohérent de considérer un
comportement homogéne, ce qui
autorise [l'utilisation des outils de la
RDM.

Définition d’une loi de comportement isotrope

Une loi a un comportement isotrope si elle ne dépend pas des directions que I'on considére.

Contre exemple

Une planche de bois possede des veines et des nceuds
rendant son comportement non isotrope (et non homogéne
également).

Néanmoins, une bonne qualité de bois et une bonne
maitrise de fabrication permet de s’approcher de cette
hypothése afin d’utiliser la RDM.

Des coefficients de sécurité complémentaires dans les
calculs sont généralement utilisés.




Page
14/119

Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment P 9
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet Cg

1.4.2 Loi de Hooke
1.4.2.1 Généralisée

Définition de la loi de Hooke généralisée (contraintes triaxiales)

1+v % o S o
€ :?G_E(tm)ﬁ avec § tenseur unitaire : 5; =1sii=j, 5; =0si i+ ]
Avec :
O : contrainte [MPa]
€ : déformation [sans unité]
E : module d’élasticité ou module d’Young [MPa]
v : Coefficient de Poisson [sans unité]
Propriétés

La loi de Hooke est une loi de comportement élastique, linéaire, homogéne, isotrope ; elle ne
dépend que de deux parametres : E et v.

1.4.2.2 Application a la théorie des poutres
En théorie des poutres (objet de ce cours), la loi de Hooke simplifiée est suffisante.

Définition de la loi de Hooke pour la théorie des poutres

Avec :
o : contrainte [MPa]
€ : déformation [sans unité]

E : module d’élasticité ou module d’Young [MPa]
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1.5 Exercices

Exercice [ 1]
Une masse est suspendue a un barreau de 2 m de longueur initiale.

2m

Section circulaire
.diamétre =1 cm

masse M

Le barreau est composé du matériau dont la loi de comportement est :

W (MPa)

5,25
5,00

& (sans unité - %)

0 1 5

Le poids propre du barreau est négligé devant le poids de la masse suspendue.
Données : g = 10 m/s?

1 — Pour une masse de 20 kg,

a) Quelle est la déformation?

b) Quel est I'allongement ?

2 — Quelle est la masse maximale pour laquelle le barreau conserve un comportement
élastique ?

3 — Pour une masse de 40 kg,

a) Quelle est la déformation?

b) Quel est l'allongement ?

c¢) Quel est la nouvelle longueur du barreau aprés déchargement de cette masse?
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Exercice [ 2]
a) Calculer la contrainte
B — o C moyenne dans chacun
. . des cables lorsque m =
60 45 600 kg.
Quelle est la masse
cable 1 cable 2 maximale admissible si la
— d = 5mm contrainte  maximale est
d1 =6mm de 280 MPa ?
masse m
Exercice [ 3]
Calculer dans chacun
T F/2 F/2 des cylindres pleins la
— 2  contrainte moyenne avec
0,9 m \\/ A= 150 mm {leBkN
>< F=10kN
1.2m A,= 300 mm?
0,6 m /‘\ pr = 200 mm?2
e P2 P/2
T=5kN
Exercice [ 4]
Boulon écrou Données pour le tube :
/ —{: 2,5 mm/filet E =105 GPa
or=10.10°
N LT L e t
\\ ‘f 44 Omax = 140 MPa
— Déformation thermique :
er=ar X AT
Il y a initialement tout juste contact entre I'écrou et le tube.
a) Donner I'expression des contraintes dans le tube lorsque I'on serre I'écrou d’'un angle de
30° et lorsque le tube subit une augmentation de température AT.
b) Quelle est 'augmentation de température maximale que peut subir le tube ?
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Exercice [ 5]

P
située au centre de la planche

NE

| ———_ 3 boulons de diamétre d

égala 12 mm

Calculer la contrainte de
cisaillement moyenne dans
chacun des boulons avec

P =36 kN.

Exercice [ 6]

25

12

15

La figure illustre les contraintes connues
sur 3 faces d’'un solide soumis a des
forces externes.

Déterminer toutes les composantes de
contraintes sur ces 3 faces.
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Exercice [ 7]
Surface collée
60 mm
; &——:

A mm

a) Quelle est la valeur maximale de I'angle 6 pour que, dans la colle, la contrainte normale
soit inférieure ou égale a 20% de la contrainte de cisaillement (en valeur absolue)
b) Avec la valeur de I'angle 6 trouvée en a), la colle céde quand la charge est de 7,8 kN.

Calculer la contrainte de cisaillement agissant dans la colle ainsi que a contrainte
normale exercée sur le plan de contact

2 piéces biseautées sont collées selon la figure précédente.

Exercice [ 8]

a) Trouver a et b tel que
L =20cm la planche reste
' horizontale avec
‘a._ b ) L1 =L, =50 cm.

b) Méme question avec
{Ll =50cm
L, =75cm

planche

L 2
1 |
‘ oA, =250 mm?
A,=100 mm 2 210 Gpa
E =105 GPa
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2. Notions élémentaires de mécanique

2.1 Force
2.1.1 Notions

La notion de force est utile pour modéliser des actions de contact entre solides, des résultantes
de plusieurs forces ou des actions distantes (poids, aimantation, etc.).

Les forces sont généralement représentées par des vecteurs.

Exemple : poids et réactions d’appuis d’'un véhicule

e, _-" '
S [e " 1) e
Vi e
réaction d‘appuis réaction d'appuis
roues arriéres roues avant
Poids de
la voiture

Définition d’'une force

Une force est définie par une intensité (unité : [Newton]), une direction, un sens et un point
d’'application.

Propriétés

| Toutes les propriétés de calculs vectoriels s'appliquent aux calculs de forces.

2.1.2 Effet delarésultante en force passant par le centre de gravité d’un solide
2¢me |oi du principe fondamental de la dynamigue pour le cas d’une translation rectiligne

L'accélération a; du centre de gravité G d'un solide en translation rectiligne par rapport a un
repére absolu est proportionnelle & la résultante des forces agissant sur le solide et a méme
direction que celle-ci.

C'est-a-dire :

- .
Foxt =m-ag

Avec :
a; : accélération du solide [m/s?]
m : masse du solide [kg]

Y F.,: : résultante des forces extérieures [N]
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Ainsi, lorsqu’un solide subit une résultante en force passant par le centre de gravité, le
mouvement du solide est une translation rectiligne.

Exemple :
Le solide suivant subit différentes forces extérieures F; :

Fq

_I_

solide de
masse m

PRLL

F

4

La résultante de ces forces passent par le centre de gravité G.

_ directiondela
"~ trajectoire de G

Reésultante en force

Finalement, la trajectoire est une translation rectiligne ayant pour direction celle de la résultante
des forces.

accélération ag

o
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2.1.3 Détermination de la résultante de forces paralleles

Il est courant en génie civil qu'il soit pratique de déterminer la résultante de forces paralléles. La
méthode est résumée par le logigramme suivant.

2.1.3.1 Logigramme

4 N\
Détermination de la force
équivalente :

Feq = Z Fi
\ J

Mise en place d'un repéere
permettant de définir les
abscisses x; des  points

d’application des forces.

Détermination de l'abscisse x,,
de la force équivalente :

2X;*F;
Xy = =L 1L
M LF;

2.1.3.2Exemple

Déterminer la résultante des forces paralleles suivantes

20N

10N

L
Z

o>
oy,

Sm 10m
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Etape 1 : Détermination de la force équivalente :

Foy = ZFi=10+20+5=35N

Etape 2 : Mise en place d’'un repére
Le choix est de prendre :

- l'origine O confondu avec le point A
- les abcisses sont croissantes de gauche a droite

20N

10N

ok—g

N
X

A B

O

Sm 10m

Ainsi, les abscisses dans le repére sont :

Fi [N] Xi [m]
10 0
20 5

5 15

Remarque : le choix d’un autre repére aboutirait a un résultat identique concernant l'intensité et la
position de la force équivalente.

Etape 3 : Détermination de I'abscisse de la force équivalente
_XxiF; 0x10+5%x20+ 15%5

M= TyE T 10+20+5 m
Au final, la force équivalente est égale a 35N et est positionné a 5 m a droite du point A :
35N
A C

Sm
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2.2 Moment

2.2.1 Comparaison des effets d’'une résultante en force passant ou non par le centre de
gravité d'un solide

Cas 1 Cas 2

La force de poussée F est alignée avec le La force de poussée F n’est pas alignée
centre de gravité G avec le centre de gravité G

Sens de la
translation
—f—— .

B rotation

translation

- ) Effet du moment (F x d) de la poussée F
— / I
sur le mouvement de la navette

La navette a un mouvement de translation | La navette a un mouvement de translation
rectiligne. rectiligne et de rotation autour de G.

Le mouvement de rotation est d’autant plus
important que la distance d entre G et la
direction de la force de poussée F est élevée.

Le produit entre F et d est appelé moment
de F par rapport a G.

L’exemple précédent permet de différencier la cause d’'une translation (force) et la cause d’'une
rotation (moment) mais s’applique sur un objet différent d’une structure (qui est pourtant I'objet de
la RDM).

Pour revenir & un probléeme de RDM, I'effet d’'un moment sur une poutre est :

En considérant une poutre a I'état de repos initialement :

Section 1 Section 2 Section 3

Les sections 1, 2 et 3 sont paralleles les unes par rapport aux autres.

Admettons qu’il existe des moments (la méthode pratique de calculs est présentée par la suite)
le long de cette poutre, I'état déformé devient :

. H 0] . 2
Section 1 Section 2 Section 3

Nous pouvons constater une rotation des sections les unes par rapport aux autres. Les moments
sont donc la cause d'un fléchissement de la poutre. Il est ainsi courant de les appeler moment
fléchissant dans le cadre d’un calcul de structure.
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2.2.2 Notion de moment - vecteur

Définition du moment — vecteur

Le moment vectoriel d'une force F appliquée en A par rapport & un point B est défini par :
Mo ()= BAAF.
Un moment vectoriel M est caractérisé par :

- un vecteur et un point d’application
- l'intensité d’'un moment qui est la norme du vecteur associé
- I'axe de rotation qui est I'axe du vecteur.

La composante d’un moment sur son axe sera positive si la rotation est trigonométrique,
négative dans le cas contraire ; les composantes sur les autres axes sont nulles.

2.2.3 Notion de moment scalaire

Définition du moment scalaire dans un probléme plan

FX F Considérons l'axe A de vecteur unitaire z
‘ perpendiculaire aux vecteurs BA et F

d est la distance entre la ligne d’action de F

et 'axe A est appelé bras de levier.
dx On peut calculer le moment au niveau du
point B de la force F autour de I'axe A de trois
d %F ; fagons :
yl B.. 4 ;A Y ¢ _
el S - Par le bras de levier:
~ -
y My (F)=+Fd
. / .
y / " dact - Par la décomposition de la force :
+—— ligne d'action =
= X M;(F)=xFd, tFd,
| . / de la force B( ) v
// - Par la norme du moment vecteur
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2.2.4 Notions de couple et de vecteur-couple

Définitions de couple et de vecteur couple

Le moment scalaire - . |
(respectivement moment- : ) )
vecteur) engendré par Force d'intensité F
deux forces égales et
opposées ayant des lignes
d'actions différentes est
également appelé couple
(respectivement vecteur-
couple).

sens
positif
moment

Force d'inte

Le couple C des forces F par rapport a O est égal a :
C=aF+b-F=d-F

2.2.5 Vocabulaire appliqué au génie civil

Par abus de langage, toutes les notions précédentes (moment-vecteur, moment scalaire, couple,
vecteur-couple) sont réunies sous le terme moment, sans distinction, pour une utilisation
courante du génie civil, contrairement en mécanique.

2.2.6 Convention et représentation

Représentation d’'un moment

On utilise couramment une fleche courbe mais d’autres symboles peuvent étre employés pour
représenter un moment

! ou ol
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2.3 Modélisation des actions mécaniques

Définition des actions mécanigues

Les actions mécaniques sont la cause de toute modification du mouvement ou du repos d’un
corps.

On distingue dans les actions mécaniques, celles qui communiquent un mouvement de
translation (les forces) et celles qui communiquent un mouvement de rotation (les moments).

Exemple de force Exemple de moment

Force de traction exercée sur un wagonnet Force sur une poignée de porte excentrée par
rapport a I'axe de rotation induisant un moment

Force

@ O

L'objet de ce cours est de traiter la statique. Puisque les forces sont responsables des
déplacements en translation et que les moments sont responsables des rotations, il convient de
respecter le principe fondamental de la statique (principe trés important pour la suite du
cours !) pour rester dans le domaine statique.

Principe Fondamental de la Statique (PFS)

Un solide sous l'action de n forces reste en équilibre si :
1) La somme vectorielle des forces est nulle
F{ + E 4+ - 4 Fr{ =0

2) Le moment résultant de toutes les forces Ma en tout point A est nul
My = My(Fy) + My(Fy) + -+ My(F,) =0




Page
27/119

Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment p 9
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet C6

3. Définitions

Définition d’une poutre

Une poutre est un solide engendré par une aire plane S, dont le centre de gravité G décrit une
courbe (C) orientée.

_~rAire plane S

- Courbe (C‘)H m~

- de longueur 1 T
B

Le plan incluant I'aire plane S reste normal a (C).
Les dimensions de S doivent étre petites par rapport & celle de (C), c'est-a-dire :

IA
IA

&l= &=

IA
~s ~| =

IA
Uil = U] =

Avec | la longueur de la courbe (C).

Définition de la fibre moyenne

La courbe (C) est appelée fibre moyenne, c’est I'ensemble des centres de gravité des sections
droites.

Convention

La poutre est représentée par sa fibre moyenne par commodité.
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Définition d’'un repére global

Le repere global associé a une structure est le repére :

- Permettant d’identifier les coordonnées des points,
- Utilisé pour écrire les équations d'équilibre avec les forces extérieures et les réactions

d’appuis
Fibre moyenne de
la structure étudiée
‘-L.T
X
A B
Convention :

Le repere global est noté avec des majuscules (afin de ne pas le confondre avec le repére local
dont la définition est énoncée a la suite).




=

Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet

Page
29/119

Définition d’'un repére local

Le repére local associé a une section droite S a pour origine le centre de gravité G de la section
droite, I'axe x est tangent a (C) et dans le sens défini par (C).

Aire plane S

Courbe (C)
de longueur |

Conventions (utilisées dans ce cours)? :
- L'axe x est dirigé selon la fibore moyenne.
- L'axey est dirigé vers le bas de la section (dans le cas d'une poutre horizontale).
- Le repére (x,y,z) est direct
- Le repére local est noté avec des minuscules (afin de ne pas le confondre avec le repére
global).

Représentations dans la structure
Les repéres locaux dans la structure sont représentés de la maniére suivante :

Fibre moyenne de
la structure étudiée

2 Drautres conventions peuvent étre utilsées dans d’autres documents. |l n'existe pas de meilleures
conventions. Il faut néanmoins étre vigilant sur la clarté de celle-ci au début d’une note de calculs afin
gue les résultats de calculs soient interprétés de la méme maniére par tous.
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Définition des fibres supérieure et inférieure

Fibre supérieure

_—rAire plane S
Dans une poutre, le lieu

~G X des points ou y est

Tl minimum (resp.

Courbe (C)™ =~ _ maximum) est appelé

X de longueur | T, fibre supérieure (resp.
e B fibre inférieure).

Y Fibre mfm

Remarque :

fibre inférieure

La fibre supérieure peut étre située géographiguement en
bas. Ainsi, d’'aprés la définition, il est possible d'avoir la
situation ci-contre :

fibre supérieure

Pour éviter des erreurs, il est donc fortement conseillé d’adopter la convention :
« l'axe y est dirigé vers le bas de la section pour une poutre horizontale ».
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Représentation dans une section droite

\Y
Lorsque l'on représente une section droite en
G pla_m, on la positionne tel que I'axe x vienne vers
Z  soi.
L'axe y, par convention est dirigé vers le bas, et
'axe z se déduit donc de I'axe y par une rotation
!
A% TT . \ .
de E (puisque le repere (x,y,z) est direct).
Y
Remarque :

La fibre supérieure se situe ay = -v

La fibre inférieure se situe ay =V’
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3.1 Exercice

Exercice [ 9]

B

dans le cours.

1) Quelle est la fibre moyenne ?
2) Quelle est la fibre supérieure ?
3) Quelle est la fibre inférieure ?
4) Avec un effort normal nul et un moment fléchissant négatif, quels sont les points les plus
comprimés pour chaque section?
5) Avec un effort normal nul et un moment fléchissant positif, quels sont les points les plus
tendus pour chaque section ?

ATTENTION : les réponses aux questions 4 et 5 dépendent de la convention de signe choisi
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4. Hypothéses du cours de R.D.M.

4.1 Hypothéses de M.M.C. reprise dans la suite du cours de R.D.M.
4.1.1 Hypothese des transformations infinitésimales

Les matériaux et les structures utilisés en Génie Civil justifient I'hypothése des transformations
infinitésimales. :

- Petits déplacements
- Petites déformations

L’hypothése des petites transformations de la M.M.C. est reprise. Cela a pour conséquence :

- De négliger les effets du second ordre (conséquence des petits déplacements)
- Dutiliser l1égitimement la loi de Hooke (conséquence des petites déformations)

4.1.1.1 Effet du second ordre négligé

Les effets du second ordre sont négligés, c'est-a-dire que les moments ou actions
supplémentaires résultant d'un déplacement de la structure sont négligés.
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Exemple :

En toute rigueur, il devrait étre nécessaire de calculer I'effet de la force F sur la structure.

Celle-ci impliguerait un déplacement 8. Ainsi le moment di a cette force F devrait étre recalculé
avec le nouveau bras de levier.

Il serait obtenu un nouveau déplacement, etc.

Les itérations seraient arrétées lorsqu’il y a convergence entre la déformée calculée et la
déformée prise en compte.

Néanmoins, en pratique ces itérations ne pas calculées : on dit que les effets dits du second
ordre sont négligés (car d trés petits <« hypothéses des petits déplacements). Une illustration de
la faible influence du déplacement est :

Structure non déformée Structure déformée

Le déplacement & modifie le bras de levier de
la force F par rapport & cette méme force F
sur la structure non déformée mais de
maniere négligeable.
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4.1.1.2 Possibilité d'utiliser la loi de Hooke

Une conséquence de maintenir le matériau dans le domaine des petites déformations montre que
I'écart est faible entre la loi de Hooke et la loi de comportement réelle.

Exemple : essai réel de traction d’'une barre acier de ferraillage HA14

Contrainte [MPa)
T00

DN e
S /[ //J \ \ Pour

des déformations

\ | . .
/ / | g plus importantes, la loi de
. ‘ i ) Hooke n'est plus
/ / | > acceptable pour
300 -
IS

représenter la loi de

/ / \ comportement.

// ] l l l‘ En effet, la loi nest plus

Y déformation linéaire.
1.7 3.3 5 6.7 8.3 10 1.7 13.3 [%a]

Pente quasi linéaire respectant
laloi de Hookeo=E.€

Une loi de type Hooke est donc utilisée dans le cadre de ce cours puisque I'hypothése des petites
déformations doit étre vérifiée.
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4.1.2 Hypotheses sur laloi de comportement
La loi de comportement est une loi :
- Elastique
- Linéaire
- Homogéne
- Isotrope
4.2 Domaine de validité de la théorie des poutres
1. Les dimensions transversales doivent étre
petites par rapport aux dimensions : | | h
_— 1 h 1 : _
longitudinales. —<—<— ]
40 (¢ 5
h

2. La section doit étre suffisamment massive.
b<h<10b

3. Pas de variation brusque de courbure R
supérieur a 5h

4. Pas de variation brusque de dimensions
transversales : hy = h.
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4.3 Principe de NAVIER BERNOULLI

Enoncé du principe de Navier Bernoulli

Aprés déformation de la poutre, les sections normales a la fibore moyenne (les sections droites)
restent planes et normales a la fibre moyenne.

Etat initial :

Section 1 Section 2 Section 3

Etat déformé :

Section 2 Section 3

Section 1

Enoncé du principe généralisé

Deux sections droites infiniment voisines, restent, aprés déformations, infiniment voisines et
superposables par simple déplacement.

Conséquences

Les déformations longitudinales en un point M de coordonnée (y,z) dans une section droite,
peuvent étre approchées par une fonction linéaire des variables y et z :

ge=a+by+cz
- ¢ est la déformation

a, b et ¢ sont des constantes qui dépendent de x (position de la section droite
considérée).

Ainsi, le principe précédent est une nouvelle conséquence du respect du
domaine des petites déformations. En effet, si les déformations n’étaient plus
dans ce domaine, il existerait un risque de gauchissement des sections comme
lillustre la figure suivante.
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Section 1

Section 2 Section 3

gauchissement des sections

Par conséquence, en cas de gauchissement des sections, la déformation en un point M d’'une
section ne pourrait donc pas étre calculée par I'équation d’un plan.

4.3.1 Principe de Saint Venant

Définition d’une singularité

Exemples de singularités :

Une singularité de la structure ou du chargement est :

- Une extrémité de la structure (avec ou sans liaison) (1)

- Une liaison intérieure ou extérieure (2)

- Un changement de poutre (3)

- Une force ponctuelle (ou un moment ponctuel) (4)

- Un début de charge répartie (en force ou en moment) (5)
- Une fin de charge répartie (en force ou en moment) (6)

Les positions des singularités sont représentées par le symbole suivant ¢
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Enoncé du principe de Saint Venant

Les contraintes (et par suite les déformations) dans une section droite, éloignée des points
d'application des efforts extérieurs et des singularités, ne dépendent que de la résultante et du
moment résultant des efforts appliqués a l'une des deux parties séparée par la section droite
envisagée.

En d’autres termes, la principale conséquence pratique est que les résultats de RDM
restent valables pour des sections éloignées des singularités.

Exemple

_\J;

U T =11 L [NWds
Ok

LA

LA A

Légende

o N
Sections au niveau desquelles les résultats de RDM sont proches de la réalité
(éloignement suffisant des singularités)

.

Sections au niveau desquelles les résultats de RDM sont potentiellement
éloignés de la réalité (éloignement trop faible des singularités)

4.4  Hypothése sur I'effort tranchant
Hypothese abordée dans la deuxiéme partie du cours.
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4.5 Exercices

Exercice [ 10]

En un point donné, supposons qu’une force F; extérieure seule produit une contrainte interne o
et gu'une force F; extérieure seule produit une contrainte interne o-.

En supposant les hypothéses de R.D.M. respectées, laquelle de ces propositions est correcte (et
pourquoi) ? :

a) L'effet conjugué des forces F; et F, produit une contrainte différente de 01+ 0>
b) L’effet conjugué des forces F; et F, produit une contrainte égale a o1+ 02

Exercice [ 11 ]

Parmi ces matériaux de construction, quels sont ceux qui ne respectent pas les hypothéses du
cours de R.D.M ?

- Béton

- Béton armé
- Acier

- Bois massif
- Verre
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5. Calculs des réactions d’appuis

5.1 Action - réaction

Principe d’action-réaction

Lorsque deux solides S; et S, sont en contact, ils exercent I'un sur l'autre des actions de contact.
Les actions de S; sur S; ont les mémes directions et intensité, mais sont de sens contraire par
rapport aux actions de S sur S.

Exemple : dans le cas ou le contact entre deux solides S; et S, permet la transmission d’'une
force et d’'un moment, nous avons : Fyz = —Fz €t My, = =M,y

Ou en conformité avec I'approche de ce cours, il vient qu’a chaque coupure, la somme en force
et en moment, est nulle :

ﬁ1/2 +F1 =0

M1/2+M2/1 =0

Actions du solide 1 sur le solide 2 Actions du solide 2 sur le solide 1

Solide S1 | !

Solide S»

5.2 Torseurs
Une action mécanique peut s’exprimer a I'aide d'un torseur.
Définition du torseur

Le torseur est défini par un vecteur force, un vecteur moment et un point de réduction autour
duquel on calcule le moment vectoriel.

Exemple 1 : torseur d’'une force ponctuelle F réduit au point A:

JT=F W)
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Dans les problémes plans, il n’existe par de force selon I'axe z, ni de moments autour des axes X

F, 0
ety donc le torseur s'écrit sous la forme : , {T}={F, 0
0 M,

Exemple 2 : torseur d’'un moment ponctuel M réduit au point A. Il n’existe donc pas de force donc
le torseur s’écrit sous la forme :

A{T}:{a M}

Dans les problemes plans, les moments autour des axes x et y sont nuls donc I'exemple 2

deviendrait : ,{T }=

o o o
< o o

5.3 Force globalement équivalente a une force répartie
Propriété

Une force globalement équivalente a une force répartie est une force ponctuelle égale a la
résultante des forces répartie, dont le moment par rapport a un point est le méme que celui des
forces réparties.

Force répartie Force globalement équivalente

Force répartie rectangulaire (ou uniformément)

p [N/m]

12 1/2

Force répartie triangulaire

p [N/m]

1/3 21/3
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Le tableau précédent est a connaitre par coeur ! Car il est trés
souvent utilisé pour résoudre des problémes de RDM.

Néanmoins, il est facile de retrouver ces résultats puisque la force
ponctuelle est égale a la surface équivalente et est située au niveau du
centre de gravité de cette méme surface.

Exemple force rectangulaire répartie
Position du

centre de gravité
de la surface pl

"surface" égale a pl

p [N/m]

Exemple : force répartie triangulaire
1/3 21/3

Position du
centre de gravité
de la surface

triangulaire

p [N/im]

pl

"surface" égale a —

5.4 Liaisons

Définition des liaisons internes et externes

Les liaisons peuvent étre des liaisons entre poutres ou bien entre une poutre et I'extérieur ; elles
seront dénommeées respectivement liaisons internes et liaisons externes.

Notation

L’extérieur sera noté par le symbole : 777

Définition d’une étude cinématigue

Une étude cinématique est I'étude d’une liaison entre deux solides S; et S; en étudiant les
mouvements possibles entre ces deux solides.
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Propriété

Il s’agit bien de mouvements possibles et non réels, étant entendu qu’en

génie civil, les solides ne sont (généralement) pas en mouvement par
rapport a d’autres (exception des calculs dynamique qui ne font pas I'objet

de ce cours).

Lorsqu'un degré de liberté est bloqué par la liaison, il existe nécessairement une action
mécanique appelée action ou effort de liaison dans la direction du degré de liberté bloqué.

Remargue : Les symboles présentés suivants ne sont pas normalisés mais couramment

rencontrés.
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5.4.1 Appuisimple
Cinématique : une translation (axe x ou y) et une rotation autorisée.

= Reéactions d’appuis : force selon la direction dont le déplacement est empéché.

2D 3D \

RY RY

Exemple d’appui simple 2D : poutre (en gris) sur deux appuis (en marron)

Condition d'appui analysée

T

- Le déplacement horizontal est-il possible ? OUI

—

- Le déplacement vertical est-il possible ? NON pas dans le sens haut vers le bas qui est
le sens qui nous intéresse en génie civil. Il existe donc une réaction d’appui verticale.
- Larotation est-elle possible ? OUI

Etude cinématique
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5.4.2 Articulation
Cinématique : une rotation autorisée.
= Réactions d’appuis : force selon toutes les directions

2D 3D

&;
R / Ry
R,

Exemple d’une rotule: porte (en marron) rotulée par un gond (en noir)

Condition d'appui analysée

Etude cinématique

- Le déplacement horizontal est-il possible ? NON, le gond bloque ce déplacement. II
existe donc une réaction d’appui horizontale.

- Le déplacement vertical est-il possible ? NON, le gond bloque ce déplacement. Il
existe donc une réaction d’appui verticale.

- Larotation est-elle possible ? QUI

Remarque : I’exemple précédent est une rotule 2D au sens génie civil. Il ne s’agit pas d’une
d’une liaison glissiere qui n’est pas utilisée en génie civil courant.
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5.4.3 Encastrement

Cinématique : aucun mouvement possible.

= Réactions d’aiiuis : force et moment selon toutes les directions

RY R,

M | A

ap

I~

X

a R
\

M_

Exemple d’'un encastrement : clou (en gris) planté dans une planche (en marron)

Condition d'appui etudice

Etude cinématique

- Le déplacement horizontal est-il possible ? NON. Il existe donc une réaction d’appui
horizontale.

- Le déplacement vertical est-il possible ? NON. Il existe donc une réaction d'appui
verticale.

- La rotation est-elle possible ? NON. Il existe donc une réaction d’appuis en moment.
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5.4.4 Liaisons parfaites — liaisons non parfaites
Définition d’'une Liaison parfaite

Une liaison est dite parfaite si dans toute cinématique compatible avec la liaison, le travail des
actions de liaison est nul.

Remarque : Les trois liaisons types précédemment définies sont des liaisons parfaites.
Définition d'une Liaison non parfaite

| Une liaison non parfaite est une liaison qui n’est pas parfaite.

Exemple de liaison non parfaite :

Dans ce cas, la liaison autorise un mouvement relatif vertical,
mais fait également apparaitre un effort de liaison vertical (due
a la raideur du ressort modélisé).

Remarque :

Ces liaisons, parfois utilisées en génie civil (calculs sismiques par exemple), sortent du cadre de
ce cours.

5.45 Liaisons réelles

Un des problémes majeurs de l'ingénieur structures est de modéliser un probléme réel,
notamment au niveau des liaisons.

Le choix de la modélisation doit étre aussi proche que possible du comportement réel de la
liaison, compte tenu de sa réalisation technique.

Néanmoins, il convient de choisir les liaisons dans la modélisation qui sont dans le
sens de la sécurité !

5.5 Probleme plan

Définition d’un probléme plan

On appelle probleme plan, un probleme modélisé par une structure plane a plan moyen, avec des
liaisons planes et chargée dans ce plan.

Conséquence

Un chargement dans un plan signifie que les forces n’ont pas de composantes sur I'axe Z et que
les moments n'ont pas de composantes sur les axes X et Y.

Remarque :

- l'axe z des repeéres locaux (G,x,y,z) ne coincide pas nécessairement avec l'axe Z du
repére global.

- De nombreux problemes de génie civil sont définis dans un plan; la modélisation
correspondante pourra donc se faire dans un plan (O,X,Y).
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5.6 Méthode
5.6.1 Logigramme

Mise en place d’un repéere global

Dessiner et écrire les réactions au niveau des liaisons

Remplacer les forces réparties par des forces
ponctuelles équivalentes

!

Ecrire les équations d’équilibre du systeme :
- Somme des forces nulle
- Moment du systeme global nul

qui est nul *

Si le nombre d’équations est inférieur au nombre
d’inconnues, une équation supplémentaire peut étre
obtenue en le moment d’une extrémité non encastrée

L

Résolution du systeme

* dans la pratique, il est possible de calculer un moment pour n'importe quel point de la structure
si le calcul du moment conserve la partie droite et la partie gauche. En effet, en statique, ce
moment global est nécessairement nul.
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5.6.2 Exemple

1000 800N/m
300 N/m
A
' 2m ' 6 m ) 3m )
Déterminer les réactions d’'appuis.

Mise en place d’un repére global

Remarque : la convention y dirigé vers le bas est une convention du repére local et non global.
Dessiner et écrire les réactions d’appuis

Au niveau de I'appui simple, il n’existe qu’une seule réaction verticale en force.
Au niveau de la rotule, il existe une réaction verticale et une réaction horizontale.

Y Y

4#‘&2 X

™
o
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Remplacer les forces réparties par des forces ponctuelles équivalentes

Charge répartie rectangulaire :

Elle vaut 300N/m et sollicite 3 m, donc la charge ponctuelle équivalente vaut : 3003 = 900 N

La position de la charge ponctuelle équivalente est placée au centre de gravité de la charge
répartie, c'est-a-dire qu’elle est placée au centre du rectangle et donc a 1,5 m a droite de I'appui
rotule.

Charge répatrtie trianqulaire :

Elle vaut au maximum 800N/m et sollicite 6 m, donc la charge ponctuelle vaut : 800><§ = 2400 N

La position de la charge ponctuelle équivalente est placée au centre de gravité de la charge
répartie, c'est-a-dire qu’elle est placée au 2/3 de la pointe du triangle : @ 4 m a droite de I'appui
simple (et donc & 2 m a gauche de I'appui rotule).

il ne faut pas oublier les charges qui sont déja ponctuelles dans le probleme.

Il vient alors :
2400 N
100U 900 N
Yy Y, .
f ﬁ X 2 X
2m 4 m 2m 1.S5m1.5m

Ecrire les équations d’équilibre du systeme

Somme des forces horizontales nulles : X, = 0
Somme des forces verticales nulles : Y; + Y, — 1000 — 2400 — 900 =0
e Y+ Y, —4300=0
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Calcul d’'un moment global pour obtenir une équation supplémentaire

Il'y a 3 inconnues et 2 équations. Cette étape est donc obligatoire pour résoudre le systeme.
Pour éliminer Yi de cette équation, le moment global au niveau de l'appui 1 est calculé. Le

moment global (en tenant compte de la partie droite et la partie gauche) au niveau de cet appui
est nul.

Rappel :

- le moment en valeur absolue vaut la force multipliée par le bras de levier.
- Le signe est fonction du sens dans lequel fait tourner la force considérée
Le signe positif est dans le sens suivant :

Exemple :
La force de 1000 N fait tourner dans le sens positif le noceud au niveau de I'appui 1 avec

un bras de levier de 2 m.

1000 N

f A

La force de 2400 N fait tourner dans le sens négatif le nceud au niveau de I'appui 1 avec
un bras de levier de 4 m.

2400 N
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En procédant de méme pour les autres forces, on obtient :
1000%x2 — 2400x4 + Y,Xx6 —900x(6+ 1,5) = 0
& Y, ~2392N
Remarque :

Il aurait tout a fait été possible de prendre en compte que le moment était nul au niveau de I'appui
rotule. Ou encore au niveau des deux extrémités libres. Le résultat final aurait été
(heureusement...) identique.

Résolution du systeme

Y, ~ 2392 N
X2=O

{Yl ~ 1908 N

iY1+ Y, — 4300 =0

Y, ~ 2392 N
X,=0N
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5.7 Exercices

Exercice [ 12 ]

TR

NI

Modéliser la poutre supérieure de la balancoire
ci-contre (géométrie et chargement)

Données :

Masse volumique de la neige : 50 a 150
kg/m?3

Hauteur de chute de neige : 20 cm
Diametre de la poutre en bois : 15 cm
Masse volumique du bois : 350 a 1200
kg/m?3

Longueur de la poutre : 3 m

Longueur entre appuis : 2,5 m

Masse du banc et des chaines : 25 kg
(chaines situées a 30 cm des appuis)
Surface horizontale du banc : 1,2 m2

Exercice [ 13 ]

L

p
LILLILILLL]

Donner les réactions d’appui au point A.
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Exercice [ 14 ]

Al
<7 45°

2L/3 L/3
F Donner les réactions
d’appui aux points A
et au point B.
A x B
7777 ﬁg%
y
Exercice [ 15]
L ,
B
=
L
Q
Donner les réactions
d’appui aux points A et B
Y
X
Z
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6. Calculs des diagrammes de sollicitations par la méthode des
coupures
6.1

Pour une section donnée, il y a équilibre des forces et des moments entre la partie droite et la
partie gauche d’une section considérée.

Applications du principe de Saint Venant

Section considérée

Partie gauche Partie droite
//
My 5 / My,
o/
Repére local m m f
SN 3{1
4
T., \
12 )
\ Tan Y
sens positif N .Y
de rotation S >

6.1.1 Conservation de la partie droite

Définition du torseur de cohésion « par les forces de gauche »

Le torseur de cohésion dans une section droite est le torseur des efforts appliqués a gauche de

cette section reduit au centre de gravité G de la section : g {Tg} .

La conservation de la partie droite est :

Section considérée

Partie droite

o

Repére local [\ /
: — s\,

!

@ T,, \
</ sens positif \”I/k 21 it

de rotation

6.1.2 Conservation de la partie gauche

Définition du torseur de cohésion « par les forces de droite »

Le torseur de cohésion dans une section droite est I'opposé du torseur des efforts appliqués a
droite de cette section réduit au centre de gravité G de la section : —; {Td} :
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La conservation de la partie gauche est :

Section considérée

Repére local

X

S »
sens positif i

de rotation

Partie gauche

6.2 Cas général : modélisation 3D
Exemple avec une partie droite conservée :
T
z M,
N
}‘[}; ouT
A\ 4
TY‘Z'
Avec : N Effort normal.
Ty Effort tranchant selon y.
T, Effort tranchant selon z.
My (ou T) Moment de torsion.
My Moment fléchissant selon I'axe y.
M, Moment fléchissant selon I'axe z.

Repére local

Dans le repeére local, les éléments de réductions du torseur de cohésion s'écrit :

N T
Ty My
Iz M,

G{TG} =
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6.3 Probleme plan : modélisation 2D

Exemple avec une partie droite conservée :

N— [T S

M
M ]
¥
T}r
Avec N: Effort normal.
Ty: Effort tranchant (selon y).
M; : Moment fléchissant (selon I'axe z).

Dans le repeére local, les éléments de réductions du torseur de cohésion s’écrit :

N O
G{TG}= Ty 0
G 0 M,
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6.4 Méthodes
6.4.1 Définitions des parties droite et gauche
Définition de la partie gauche

La partie gauche d'une coupure est constituée des sections d’abscisses inférieures a I'abscisse
de la coupure
Exemple :
coupure d'abscisse x
X
}:
|
T
Sectionstelles que x < X,
— partie gauche

il faut étre vigilant sur le sens du vecteur x du repere local, car s'il est orienté vers

la gauche, la partie gauche peut étre géographiquement... a droite comme

l'illustre I'exemple suivant :

coupure d'abscisse X,

o

L¥

|

Sections telles que x < x,
— partie gauche
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Définition de la partie droite

de la coupure.
Exemple :

coupure d'abscisse x,

Sections telles que x > x,

— partie droite

La partie droite d'une coupure est constituée des sections d’abscisses supérieures a I'abscisse

Les notions de partie droite ou de partie gauche n'ont donc de sens que s'il
existe un repere local pour déterminer les abscisses. Dans le cas contraire, il
n'est pas possible de déterminer les parties droite et gauche comme lillustre

'exemple suivant :

coupure

?

Si le repére local n'est pas indiqué, le sens géographique est pris par défaut (gauche a gauche et

droite a droite).

A noter que ne pas préciser le repére local est une trés mauvaise pratique...

car cela peut

amener a des erreurs de calculs ou d'interprétations (exemple : pour un élément vertical, il est
impossible de déterminer la droite et la gauche).
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6.4.2 Dessiner les torseurs en fonction du choix de conserver la partie droite ou la partie

gauche
Il existe 2 méthodes.
6.4.2.1 Méthode 1

Il convient de dessiner les vecteurs avec le méme sens que le répere local puis d’écrire le torseur

N, T (ou V) et M avec un signe :

négatif si la partie gauche est conservée

coupure

positif si la partie droite est conservée

coupure

SN
ol

T

6.4.2.2 Méthode 2

Il convient de dessiner les vecteurs du torseur N, T (ou V) :

avec le sens contraire du répere local si la
partie droite est conservée

TR\
Salls

coupure

avec le sens du répére local si la partie droite
est conservee

coupure

6.4.2.3 Choix pour la suite du cours

Les deux méthodes sont équivalentes et obtiennent les mémes résultats.

Pour la suite, la méthode 1 est retenue car elle est facile a mémoriser :

du repére local

A) Dessiner les vecteurs dans le sens

B) signe - si partie gauche conservée
signe + si partie droite conservée
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Pour la direction de la fleche courbe représentant le moment, il faut se souvenir de la regle du

tire-bouchon ou de la vis.

Le repére local est :

Ainsi, le sens de la fleche courbe représentant le moment est :

X

LA
|

Une autre maniére de décrire est : la fleche courbe « part » du vecteur x en direction du vecteur

Y.

Il est facile de retenir ce
sens puisque x —> ¥y
correspond au  sens...
alphabétique.
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6.4.3 Logigramme
Travail préalable : déterminer les réactions d’appuis.

Remarque : cette étape peut étre évitée uniquement dans le cas ou le diagramme de sollicitation
est souhaité pour une barre d’extrémité libre puisqu’il suffit de conserver apres coupure la partie
de structure ne comprenant pas d’appuis.

Mettre en place un repere local sur chaque poutre de
la structure

2
Effectuer une coupure entre chaque singularité

v
Conserver la partie droite ou la partie gauche pour
chaque coupure et dessiner le torseur N, M, T (ou V)

]
) Remplacer toutes les forces réparties de la partie de
Etapes a repeter | structure conservée (droite ou gauche) par une force
pour chaque | globalement équivalente
coupure 7

Ecrire les équations d’équilibre du systéme :
- Somme des forces nulle
- Moment du systeme global nul

!
Vérifications des relations importantes entre
sollicitations suivantes en 2D dTy _ 5
Etape facultative dl\?}‘ )
(mais conseillée...) = - -T,

Avec p la valeur d’une force répartie en [N/m]
A
Tracer les diagrammes de sollicitations
*N, T, et M, si le probleme est 2D
*N, T, M,.,T,, M, et M, (ou T) si le probléme est 3D
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6.4.4 Exemple
1000 N .
800N/m
300 N/m
i
2m 6 m Im
Calculer et dessiner les diagrammes de sollicitations

Le travail préalable, qui consiste a déterminer les réactions d'appuis, a été effectué a I'exemple
du chapitre précédent et n’est pas rappelé ici :

1000 N

1908 N

300 N/m

Mettre en place un repere local sur chaque poutre de la structure
X

! KO

‘[.._.'

-

Remarques : le repére local n'est pas pris identique au repére global. Avec les conventions de
signe utilisées, il est préférable de dirigé y vers le bas.

De plus contrairement au repére global ou des lettres MAJUSCULES sont utilisées, pour le
repére local, les lettres minuscules sont privilégiées.
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Effectuer une coupure entre chaque singularité
La définition de singularité est donnée dans le chapitre précédent (84.3.1 page 38).
3 coupures sont ainsi a réaliser.
- 3 )
coupure 1 CUUP:H@ - cc-ull)me 3
A | |
1000 }: ! :
| SOON/mi
i |
92 N -
| 300 N/'m

@ singularités

memomomom= COUPUrEs

nar
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Coupure 1 (trongon a gauche de I'appui simple)

Conserver la partie droite ou la partie gauche et dessiner le torseur

La partie gauche est conservée. La section considérée se situe a « X métres » de I'extrémité
gauche :

repere local

1000 N X
y
N N
X N7 o -::II-
1 &M,

Remplacer toutes les forces réparties de la partie de structure conservée par une force
ponctuelle globalement équivalente

Etape inutile puisqu’il n'y a pas de force répartie

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulle :
—-N=0N=0
Somme des forces verticale nulle :
1000 T, =0 & T, = 1000
Moment au niveau de la coupure nul :
—1000-x— M, =0 © M, = —1000-x

Remargue : pour la coupure 1, il est a noter que les réactions d’appuis étaient inutiles a
connaitre.
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Coupure 2 (trongon entre les appuis simple et rotule) \

Conserver la partie droite ou la partie gauche et dessiner le torseur

La partie gauche est conservée. La section considérée se situe a « X métres » de I'extrémité
gauche :

repére local

1000 N ——X
1908 N p(x) .
‘ -N
: ,

Remplacer toutes les forces réparties de la partie de structure conservée par une force
ponctuelle globalement équivalente

Pour déterminer la force répartie équivalente, il convient de connaitre p(x).

p(x) est une fonction affine de la forme a.x+b

[ px=2m)=0 2a+b=0 N B
avec'{p(x=8m)=800 = {8a+b=800 & p(x) = 133x — 267

En isolant la force répartie triangulaire :

X -2

p(x) = 133x-267

- Centre de gravité positionné a

Y (x-2)/3 de la coupure

surface = (133x-267)(x-2) 3

La charge triangulaire est répartie sur une longueur de (x-2) metres donc la force équivalente
vaut :

x—2
(133x — 267) -T = 66,5 x%> —265,5 - x + 267




Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet

Page
68/119

La position de la force ponctuelle globalement équivalente se situe au niveau du centre de gravité
du triangle, donc a % (x — 2) a droite de I'appui simple (ou a § (x — 2) a gauche de la coupure)

66,5%2 - 266,5% + 267

1000 N

1908 N

(x-2)/3

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulle :
—N=0N=0

Somme des forces verticale nulle :

1000 — 1908 + 66,5 - x* — 265,5 - x + 267 — T,=0oT,= 66,5 x* — 265,5-x — 641

Moment au niveau de la coupure nul :

x—2
—1000-x+1908-(x—2)—(66,5-x2—265,5-x+267)-T— M,=0

& M, ~—-222-x3+132,8 -x*+ 642 x — 3638
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Coupure 3 (trongon a droite de I'appui rotule)

Conserver la partie droite ou la partie gauche et dessiner le torseur

La partie droite est conservée. La section considérée se situe a « x metres » de I'extrémité
gauche. C'est-a-dire a « 11 - x métres » de I'extrémité droite :

300 N/m

N,

M
Z T,

11-x

Remplacer toutes les forces réparties de la partie de structure conservée par une force
ponctuelle globalement équivalente

La charge rectangulaire est répartie sur une longueur de (11-x) m donc la force équivalente vaut :
300- (11 — x) = 3300 — 300 - x

La position de la force ponctuelle globalement équivalente se situe au niveau du centre de gravité

du rectangle, donc a 1z 5,5 —0,5-x adroite de la coupure.

3300 - 300x

N repere local
— ﬁ y
s
M 7 X
T}y
6.5 - 0.,5x

Ecrire les équations d’équilibre du systéme

Somme des forces horizontales nulle :
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Somme des forces verticale nulle :
3300 — 300x + Ty =0 e Ty = 300x — 3300

Moment au niveau de la coupure nul :
(3300 — 300x)%(5,5—0,5x) + M, =0 & M, = —150x* + 3300x — 18150

Remarque : pour la coupure 3, il est a noter que les réactions d’appuis étaient inutiles a
connaitre.

Vérification

Cette étape est falcutative mais est conseillée.

Trongon 1:
T, = 1000
M, = —1000.x

am, _ Lo s

= T, est veérifié.

Trongcon 2 :

T, = 66,5x% — 265,5x — 641
o M, ~ —22,2x3+ 132,8x* + 642x — 3638

M, _ L g

o = — Iy estverifie.

Trongon 3 :

T, = 300x — 3300
M, = —150x% + 3300x — 18150

M, _ L g

o = — Iy estverifie.

dT,

2 =p =300N/m est vérifié.

dx
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Tracer les diagrammes de sollicitations

L’effort normal est nul en tout point. Il est donc inutile de tracer ce diagramme.

1000 N

800 N/m

1908 N

2392 N

2000

Ty [N]

1300 -

1000

500 -

300 N/nx

x[m]

-500 -

-1000

-1500 -

500 4

iz [M.m]

.
L}

12

x [m]

-500

-1000 4

-1500

-2000 -

-2500 -

.
Lai}

12
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6.5 Exercices

Exercice [ 16 ]

SIS

Donner les diagrammes
des sollicitations.

Exercice [ 17 ]

o N\

Donner les diagrammes
des sollicitations.

Exercice [ 18]

q

A

Donner les diagrammes
des sollicitations.
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Exercice [ 19]

Donner les diagrammes des

A sollicitations.

y
Exercice [ 20 ]
L
S . Donner les diagrammes des
o //T ) } l sollicitations.
Al— l/
o >
y
Exercice [ 21]
P=qL/4
q
A A B
L/2 L ﬁg% L/2

Donner les diagrammes des sollicitations.
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Exercice [ 22 ]

L/2

Donner les diagrammes des
’ sollicitations.
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Exercice [ 23]

AN

AN

\
<
L/2

Donner les diagrammes des
N / L { sollicitations.
/
/ > X
N

Exercice [ 24 ]

AN

H/2

Donner les diagrammes des
sollicitations.

H/2
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T TTTITIITTTIT Y

) a 3 articulations de portée ¢ et
de hauteur f, soumis a une
charge répatrtie p :

- Déterminer les actions
de liaison
Y - Donner les sollicitations
dans une section
X guelconque

-

Exercice [ 26 ]

B C
| Q
Déterminer le torseur en tout point.
X
A Q !
Y
Il R Il R /I
Exercice [ 27 ]
F
P
A
B FK
y
| s ™
[ L AT L A
1 2

1) Déterminer les réactions d’appuis en A et B.
2) A partir de quelle valeur de F la poutre bascule ?
3) Tracer les diagrammes pour les valeurs numériques suivantes :

- L1=2m
- Lo=1m
- p=150 N/m

- F=200N
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Exercice [ 28]
C A, B et C sont dans le méme

plan horizontal (A%, Z).

(AB) et (BC)
perpendiculaires.

sont

Calculer le torseur en tout
point
Donner Mzmax, Mzmin, Nmax.
[Vy|max €t |Mx|max €n fonction
de F.

Exercice [ 29]

250 mm

La figure correspond a la roue avant
d'une voiture de 1400 kg. Cette
masse est supposée également
répartie entre les 4 roues. En
considérant un coefficient d'impact de
2, c'est-a-dire que les forces statiques
sont multipliées par 2 pour tenir
compte de [leffet dynamique du
chargement, calculer :

a) La contrainte normale
maximale agissant dans la tige
T de 'amortisseur dans le cas
ou le ressort est brisé (seule la
tige T peut s’supporter le choc)

b) Le diamétre du boulon A de
maniere a ce que la contrainte
de cisaillement n’excéde pas
52 MPa.

Exercice [ 30]

[l
I~

g

L'angle AB avec I'horizontale est égal a 30°.

Déterminer les réactions d’appuis.

Calculer les torseurs en tout point.
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Exercice [ 31]

[T

L’angle AB avec I'horizontale est égal a 30°.
A Déterminer les réactions d’appuis.

ﬁ X Calculer les torseurs en tout point.

T~

NS
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7. Tracé direct des diagrammes de sollicitations

7.1 Relations a connaitre
Dans le cas de poutres droites et dans des problemes plans.
av _
dx
dMm
TV
dx

P

M(x,)= M(xl)—TV(x)dx

X1

ces relations sont valables pour des poutres droites. Pour des poutres courbes,
ces relations ne sont plus correctes car il serait nécessaire d'utiliser d’autres
types de répérage (par exemple : coordonnées polaires pour une poutre de
fibre moyenne circulaire).

7.2 Effet d’'une force ponctuelle (selon la direction y)

Les diagrammes d’effort tranchant et de moment fléchissant sont :




Page
80/119

Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet

Ty ,\IZ

Points remarqguables au niveau
T, L du point B :

Saut d’effort tranchant égal a F,
c'est-a-direque: T, — T, =F

équation 1 L'équation 1 est de la forme :
M,(x) =-T;Xx+a

L’équation 2 est de la forme :
M,(x) = —Ty,Xx+b

équation 2 .
La différence de pente entre la

| | X partie 1 et la partie 2 est: T; —
A B C Tz =-F

7.3 Effet d'un moment ponctuel autour de z

M

Les diagrammes d’effort tranchant et de moment fléchissant sont :

Ty M,
Points remarquables au niveau du point
B:

" Aucun effet sur I'effort tranchant

1 1 |
Aucun effet sur la pente a droite ou a
gauche du diagramme du moment
fléchissant

o Saut de moment fléchissant égal a -M,

T c'est-a-direque : M, — M; = —M

N | | x
B C
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7.5 Effet d’'une charge répartie (selon la direction y)

ARAARRAA

A

Les diagrammes d’effort tranchant et de moment fléchissant sont :

Ty M,

c

Points remarquables

La pente du diagramme de
I'effort tranchant est égale a
p, Cc'est-a-dire que son
éguation est de la forme :

T,(x) =pXx+a

Le diagramme du moment
fléchissant est une parabole
de la forme :

M,(x) = —%—axx+ b




Page
82/119

Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment P 9
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet Cg

7.6 Méthode
7.6.1 Logigramme

Travail préalable : déterminer les réactions d'appuis.

Choisir un repére local

Balayer la structure des x les plus petits aux
plus grands et trouver toutes les singularités

Déterminer l'effort tranchant du point le plus a
gauche

Déterminer pour chaque trongon entre
singularité et au niveau de chaque singularité
I'effet du chargement sur l'effort tranchant

Tracer le diagramme de T,

Noter les points pour lesquels I'effort tranchant
s‘annule

Tracer de gauche a droite le diagramme de M,
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7.6.2 Exemple

1000 N

100 N/m

O

m 8 m

Dessiner les diagrammes de sollicitations

Le travail préalable, qui consiste a déterminer les réactions d’appuis (non I'objet de ce chapitre)
donne le résultat suivant :

1300 N
1000 N 700 N
100 N/m
<]
s @,
Choisir un repere local
X
7 O
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Balayer la structure des x les plus petits aux plus grands et touver toutes les singularités

1300 N

1000 N 700 N

100 N/m

e ©)
o @ 2

@ singulanté

Déterminer I'effort tranchant du point le plus a gauche

En dehors de la structure, il est considéré (artificiellement) que I'effort tranchant est nul.

Ainsi, infiniment proche a droite du point le plus & gauche (qui correspond donc & la singularité 1),
on a une force ponctuelle égale a -1300 N (le signe est fonction du repére local choisi). Donc
I'effort tranchant subit un saut de -1300 N donc vaut 0-1300N = -1300 N.

Déterminer pour chaque troncon entre singularité et au niveau de chague singularité I'effet
du chargement sur I'effort tranchant

Troncon entre les sinqularités 1 et 2 :

Il existe un chargement réparti égal & 100N/m donc I'effort tranchant est une droite de pente
100N/m.

Infiniment proche a gauche de la singularité 2, I'effort tranchant vaut :

T

N
y2 = Ty1+ 100EX2 m= —1300+100x2 = —1100 N

Sinqularité 2 :

La singularité 2 correspond a une force ponctuelle égale a +1000 N (le signe est fonction du
repére local choisi). Donc I'effort tranchant subit un saut de 1000 N donc vaut infiniment proche a
droite de la singularité :

—1100+ 1000 = —100 N
Troncon entre les sinqularités 2 et 3 :




Page
85/119

Boris TEDOLDI Calcul Structure Batiment i_
Cours RDM ENTPE partie 1 http://lwww.csb.bet

Il existe un chargement réparti égal & 100N/m donc l'effort tranchant est une droite de pente
100N/m.

Infiniment proche a gauche de la singularité 3, I'effort tranchant vaut :

N
Ty;=T,,+ 100a Xx8m = —100+100x8 = 700 N

Remarque : la valeur de droite correspond en valeur absolue a la réaction d’appuis a droite. Cela
signifie que les résultats trouvés sont a priori corrects (sauf si plusieurs erreurs se compensent
parfaitement dans I'enchainement du calcul...).

Tracer le diagramme de Ty

pente égale a la charge
répartie (+100N/m)

1000

Ty [N]

L opposé de la valeur de la
réaction d'appui 700 N

500

-500

saut d'effort tranchant égal a

_ -1000 7 la force 1000 N
valeur de la réaction

-

d'appui -1300 N 4500 4

Noter les points pour lesquels I'effort tranchant s’annule

L'effort tranchant s’annule pour x =3 m

Tracer de gauche a droite le diagramme de M,

Singularité 1
Au niveau de la singularité 1, le moment est nul (appui simple en extrémité de structure).

Troncon entre les singularités 1 et 2

L’effort tranchant est représenté par une droite, donc le moment est représenté par une parabole.

2

M2=M1_fT
1

flz T est la surface de la courbe entre les singularités 1 et 2 et vaut donc :

—1300 - 1100

> X2 =-2400N.m
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Ainsi :
M, = 0 — (—2400) = 2400 N.m
Singularité 2 :

La singularité 2 correspond a une force ponctuelle égale & +1000 N. Donc le moment fléchissant
subit un saut de pente égal -1000 N/m

Point pour lequel 'effort tranchant s’annule :
Le moment posséde une asymptote horizontale au niveau de ce point et vaut :

x=3m

My—3m = My=2m — f T

x=2m

f;:;mmT est la surface de la courbe entre les singularités les abscisses égales a 2m et 3m donc :
—100+0
——— X1 =-50N.m
2
Ainsi :
x=3m
My—3m = My=2m —f T = 2400 — (—50) = 2450 N.m
x=2m

Troncon entre les sinqularités 2 et 3 :

L'effort tranchant est représenté par une droite, donc le moment est représenté par une parabole.

3
My =Myegm= [ T

x=3m
f;=3mT est la surface de la courbe entre le point annulant I'effort tranchant et la singularité 3 et
vaut donc :
0+ 700

X7 = 2450 N.m
Ainsi :
M; = 2450 —2450=0N.m
Remarque : la valeur de droite est nulle et correspond a la réaction d’appuis a droite (car appui

rotule en extrémité). Cela signifie que les résultats trouvés sont corrects (sauf si plusieurs erreurs
se compensent parfaitement dans I'enchainement du calcul...).
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rupture de pente égale a
-1000 N/m

asymptote horizontale
3000 -

Mz [N.m]

2500 4

2000

1500

1000

500 A

" x[m]
12

moment nul
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7.7 Exercices

Exercice [ 32 ]

B X C
A% o <
g T ; — X
5 5 5 Y o5
m 11 2 m = m r
<D< ——— <€ ————— € —————> ‘&.

Retrouver le cas de
charge correspondant
aux courbes
suivantes avec les
indications suivantes :

VikN)

L 3

- les actions de liaison
en A et C ont la méme
composante verticale

: : - la poutre est soumise
M(kN.m) g a des charges verticales
4 § : uniformes et
' ponctuelles

L

-50
-87.5 :

Exercice [ 33 ]

Tracer, sans passer par la méthode des coupures, les diagrammes du probleme suivant :

[T TN

KON

I m 3m I'm
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Exercice [ 34 ]

2m

Tracer, sans passer par la méthode des coupures, les diagrammes du probléeme suivant :

4 m 2m

2 tonnes

2 tonnes

A

O

8 m

Exercice [ 35 ]

1800 N

Déterminer les réactions d’appuis.
Calculer les torseurs en tout point.

1800 N

@R

40 mm

1200 mm 40 mm
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Exercice [ 36 ]

Déterminer les réactions d’appuis.

Calculer les torseurs en tout point.

2m 3m 4m 3m
18000 N 15000 N
N
32000 N

Exercice [ 37 ]
20000 N

6000 N/m

Déterminer les réactions d’appuis.

Calculer les torseurs en tout
point.

fon

3m 3m 2m
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8. Degré d’hyperstaticité - iso/hyperstaticité

Définition de I'isostaticité

L'équilibre isostatique est atteint si tout mouvement du solide est impossible et si le nombre
d'inconnues de liaison appliquées a ce solide est égal au nombre d'éguations.

Remargue : dans le plan, cela donne 3 équations et 3 inconnues.
Définition de I'hypostaticité

S'il reste une seule possibilité de mouvement et/ou si le nombre d'inconnues est
inférieur au nombre d'équations, alors I'équilibre est dit "hypostatique".

On l'appelle aussi mécanisme. En fait, cela se traduit par une absence d'équilibre car le
systeme peut bouger.

Définition de I'hyperstaticité

Sl n'y a aucune possibilité de mouvement et que le nombre d'inconnues est
strictement supérieur au nombre d'équations, I'équilibre est dit "hyperstatique

Remarque : la trées grande majorité des structures en génie civil sont hyperstatiques afin d’étre
dans le sens de la sécurité.

Définition du deqgré d’hyperstaticité

Le degré d'hyperstaticité est la différence entre le nombre d'inconnues et le nombre
d'équations.

Calcul du nombre d’'éguations

S'il y a n solides dans le systeme matériel, puisqu'il existe 3 équations d'équilibre par solide,
on obtient 3.n équations au total.

Calcul du nombre d'inconnues

On calcule ensuite le nombre d'inconnues de liaisons qui existent entre deux solides du
systéeme matériel :

- 1 inconnue pour un appui simple,

- 2 inconnues pour une articulation entre deux solides,

- 3 inconnues pour un encastrement entre deux solides.

Remarque : si la liaison est entre m solides, on compte alors (m-1) liaisons.

Exemple :
Pour une articulation entre 3 solides, il y a 2 liaisons a 2 inconnues, ce qui donne 4

inconnues.

Pour un encastrement entre 5 solides, il y a 4 liaisons a 3 inconnues, ce qui donne 12
inconnues.
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Calcul du degré d’hyperstaticité

Avec :

1 est le nombre d’inconnue pour un appui simple.

2 est le nombre d’'inconnues pour une articulation.
3 est le nombre d’'inconnues pour un encastrement.
L1 est le nombre d’appuis simples.

L. est le nombre d’articulations.

Ls est le nombre d’encastrements.

n est le nombre de solides.

d=(1.L +2.L +3.L)-3n
1 2 3

Corolaire

Conditions

Situation

d=0
ET

pas de mouvement possible entre solides

Le systeme est isostatique

d>0
ET

pas de mouvement possible entre solides

Le systeme est hyperstatique

d<0
ou

mouvement possible entre solides

Le systeme est hypostatique.
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8.1 Méthode
8.1.1 Logigramme

Calcul du nombre d’équations

Calcul du nombre d’inconnues

Calcul du degré d’hyperstaticité

Analyse cinématique

Conclusion
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8.2 Exemples

Déterminer le de degré et type de staticité (iso/hypo/hyper) des structures suivantes :

Structure 1 Structure 2

g g

Structure 3

1

Structure 4

3 ’}
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Structure 1

Calcul du nombre d’équations

2 solides — 2x3=6 équations

Calcul du nombre d’'inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’inconnues
Encastrement Extérieur et 1 3
Encastrement let2 3

Le nombre total d’'inconnues est 6

Calcul du degré d’hyperstaticité

Analyse cinématique

Pas de mouvement possible.

Le systeme est isostatique.

Conclusion

Structure 2

Calcul du nombre d’équations

3 solides — 3x3=9 équations

Calcul du nombre d’'inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’inconnues
Encastrement Extérieur et 1 3
Encastrement let2 3
Encastrement 2et3 3
Encastrement let3 3

Le nombre total d’'inconnues est 12
Calcul du degré d’hyperstaticité

12-9=3
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Pas de mouvement possible.

Analyse cinématique

Conclusion

Le systeme est hyperstatique de degré 3.

Structure 3

1 solide — 1x3=3 équations

Calcul du nombre d’équations

Calcul du nombre d’'inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’'inconnues
Appui simple Extérieur et 1 1
Appui simple Extérieur et 1 1

Le nombre total d’'inconnues est 2

Analyse cinématique

Calcul du degré d’hyperstaticité

Inutile de faire l'analyse puisque le degré d’hyperstaticité est négatif donc il existe
forcément un mouvement possible (dans ce cas, il s’agit d’'un mouvement horitontal).

Conclusion

Le systeme est hypostatique de degré 1.
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Structure 4

Calcul du nombre d’équations

3 solides — 3x3=9 équations

Calcul du nombre d’'inconnues

Type Eléments concernés Nombre associé
d’inconnues
Rotule 1,2et3 2x2 =4
Rotule 1 et extérieur 2
Appui simple 1 et extérieur 1
Encastrement 2 et extérieur 3
Encastrement 3 et extérieur 3

Le nombre total d’'inconnues est 13

Calcul du degré d’hyperstaticité

13-9=4

Pas de mouvement possible.

Analyse cinématique

Conclusion

Le systeme est hyperstatique de degré 4.
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8.3 Exercices

Exercice [ 38 ]
Déterminer le degré d’hyperstaticité des structures suivantes :
O
ool - N
a) b)
DO/ ’
0 a PP
B
m
AO C
ool o o PaN
e) f)
AN
9) h)
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9.

Caractéristiques des sections droites

9.1 Aired'une section

Définition : Aire d’'une section

v

Section 2>_

L’aire d’une section droite X est définie par :
A=[ds
>

Axe A

I X
X

9.2 Moment statique

Définition : Moment statique

Le moment statique d’une section droite X par rapport a un axe A est définie par :

s, = [ ads
)

On en déduit :

S, =[Ydsets, =[xds
p) z

Remargue : Si I'axe A est un axe de symétrie, nous avons : S, =0

9.3 Centre de gravité

Définition : Centre de gravité

Le centre de gravité d'une section droite est le point G, a l'intersection des axes x et y tels que :

SX:O etSy:O

Relations pour trouver le centre de gravité :

Remarque : Pour tout axe de symétrie A: S, =0, donc le centre de gravité G appartient a tout
axe de symétrie de la section droite.
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9.3.1 Rappel concernant la méthode de calcul du centre de gravité
1)
Choisir un point de référence 0 et un repere (Y ,Z)

2)
Décomposer la section en n surfaces élémentaires

3)
Pour chaque surface élémentaire [i], déterminer les coordonnées du centre de gravité ans le
repére 0 (Y, Z)

0 (275
Zd) o 72

4)
Calculer la surface Sf; de chaque surface élémentaire [i]

La surface totale S de la section est alors égale a:

n
S=ZS

i=1

5)
La position du centre de gravité G par rapport au point O est donné par le vecteur 0G dans le
repére 0 (Y,Z)

%
© /

Y

—+ Q@

/Z?zl YGXS\
S |

0G
Z?=1 ZG XS
S o(¥.7)

La position de G est ainsi parfaitement définie.
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9.3.2 Exemple de calcul

Déterminer la position du centre de gravité de cette section.
55 cm
30 le 40 cm
60 cm A
15 cm
20 cm
1) Choisir un point de référence 0 et un repere (Y ,Z)
O_% ?
h 4
Y
2) Décomposer la section en n surfaces élémentaires
0] 7

Pour chaque surface élémentaire [i], déterminer les coordonnées du centre de gravité ans le

repére 0 (Y,Z)
- )G:>
m < o(Y Z
ZG: (—"-’)
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Avec

et

G (427?5) > 5

0 (¥ ,2)
Gz (275,5)

‘@ (ig)o 7.2

o(7.2)

S = 450 cm?
S = 550 cm?
Sz = 1000 cm?

La surface totale S de la section est alors

égale a:

S = 2000 cm?

5) La position du centre de gravité G par rapport au point O est donné par le vecteur 0G dans le

repére 0 (Y ,7)

—_—

0G |

\

25%450 + 5x550 + 35><1000

2000

47,5450 + 27,5x550 + 10x1000

2000

La position du centre de gravité G est alors :

Y

24,5 cm
G
_l_

23.25 cm

=23,25cm

\
»
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9.4

Définition du moment d’inertie

Moment et produit d’inertie

Y

Section >

Le moment d’inertie autour d'un axe A est défini
par: I, = [5%dS
>

Axe /A

Calcul du moment d’inertie

Iy = [Yds|et|l, = [X’dS
z z

Définition du produit d'inertie

Le produit d’inertie par rapport a deux axes perpendiculaires est défini par :

Iy = [ XYdS
)

Remarque : Pour tout axe X de symétrie, nous avons : I, =0.

9.5

Théoréeme d’'HUYGENS

Théoreme d'HUYGENS

A

G

Section 2_

L

Les axes y et z intervenant dans le théoreme
d’HUYGENS doivent nécessairement étre des axes
passant par le centre de gravité.

Nous pouvons déterminer les moments et produits
d’inertie par rapport a I, 1, etl, :

I, =1,+Ad*, I, =1, +Ad? et 1,, =1, +Add’

Remarque : d’ et d sont les coordonnées de G dans
le repére (O, A, A)
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9.5.1 Exemple d’application du théoréeme de Huygens

Soit une surface élémentaire d’aire A et de centre de gravité G

I Axe 7Z

d / ]
/7 dZ"Z"

Axe 7/

Zl‘._.'er

Axe Z"

L’application du théoreme de Huygens est :

2
Iz, = IZ +A- (dz/z,)
Ou encore

Iz" = IZ + A- (dz/z")z

Surface élémentaire d'aire A

Remarque :

Iz = A (dZ/z")2

Dans tous les cas, il s'agit du moment

d'inertie autour d'un axe passant par le centre
de gravité de la section élémentaire

Ainsi il n’est pas correct d'écrire que : I,» = I, + A+ (dZ,/Zu)2
Car

,,)2 FAUX

Mauvaise application du théoréme
de Huygens car 7' ne passe pas par
le centre de gravité de la section
¢lémentaire
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9.6 Rayon de giration

Définition du rayon de giration

Les rayons de giration sont définis par : iz == |et]i, =

9.7 Variation d’inertie

Section >_

z

7 On considére le repere mobile (G,y,z) repéré par I'angle a par
rapport au repére fixe (G,Y,2)

7 [y} (com sinaj[Y}
Remarque : = .
Z —sina.  cosa )\ Z

Rotation d'un
angle =<,

Y

Principe

I, passe par un maximum (I, minimum) et un minimum (1, maximum) lorsque 1, =0, soit pour

T :
les deux angles o, et o, iE telsque I, =0, soit:

tg2a, =—|2|YZ

Z_IY

Les valeurs des maximums |; et minimum I, sont :

2
O P VA P DI P VI (P VAR
Y2 2c0s2a, 2 2 vz

O P P P M P v (IZ—IYJZHZ
2 2c0s2a, 2 2 v

Définition des inerties principales

Les inerties principales sont les inerties maximum et minimum autour d'un axe variable passant
par G.

Définition des axes principaux d'inertie

Les axes principaux d’inertie sont les axes passant par G autour desquels on obtient les inerties
principales.

Le repere correspondant est appelé repere principal d'inertie.
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9.8 Variation d’inertie par rapport aux inerties principales
Relations

Si le repére fixe (G,Y,Z) est le repére principal d'inertie (1, =1, et I, =1,), nous avons :
L+, 1=l
y =1 2 1 2¢c052a
2 2
i+
’ 2

I, —1
I +1Tzc032a

-1, .
l, =——=—2sin2a
2

9.9 Matrice d'inertie

Ecriture matricielle

Les expressions des inerties par rapport au repere mobile (G,y,z) en fonction des inerties par
rapport a un repére fixe (G,Y,Z), peuvent encore s’écrire sous forme matricielle :

(Iy —Iﬂj:(cosa smaj( I, —IYZj[cosa —smoc]
~1, I, —sinac cosa )l -l,, I, Jlsina cosa

Définition de la matrice d'inertie

On appelle matrice d'inertie par rapport a un repére (G,Y,Z), la matrice :

( IY _Ivzj
_IYZ Iz

Caractéristiques

C’est une matrice :
- symétrique a coefficients réels

- Il existe un repére orthonormé dans lequel la matrice est diagonale défini par les axes
principaux d’inertie.

- Les valeurs propres de la matrice d'inertie sont les inerties principales.
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Recherche de valeurs propres

Soit :
2= (1, +1,)1+(1,1, —15,) =0

D’ou les racines de cette équation caractéristique :

L+, L-1,) .,
I, = > + > +15,

Directions principales

La direction principale (ocl)correspondant a |1 est donnée par la relation :

(IY—Il ~l,, ][Cosalj:o,soit: tan o, = IYI—Il _ v

-1, I,—1 )isina, vz I,

De méme, la direction principale (ocz)correspondant a |, est donnée par la relation :

I, -1 I
tano, =—Y—2=—Y¢

YZ IZ

I2

Orthogonalité des directions principales

On peut vérifier que ces deux directions sont orthogonales : tana,.tano, =-1
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9.10 Méthode
9.10.1 Logigramme
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9.10.2 Exemple

Déterminer les inerties principales et les directions principales de la section suivante :

50 cm

150 cm
G

150 cm

100 cm
}.’
ATTENTION : le point G est placé de maniere arbitraire et ne correspond pas a la réalité.

1) Décomposition en n surfaces élémentaires

On décomposera la section en deux surfaces élémentaires (un rectangle noté [1| et un

triangle noté

2) Détermination pour chaque surface élémentaire :
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a) De la surface st
s = 50150 = 7500 cm?

100x150
s = ———— = 7500 cm?

b) De la position du centre de gravité G;
En prenant I'origine du repére le point O

Les centres de gravité élémentaires sont :
. (—75

Gy - ( e )0,

. (100

Gz : ( 0 )

¢) Du moment d'inertie autour de l'axe G; ; noté IGL,2
Le moment d’inertie d’un rectangle est un résultat connu (inutile de faire un calcul

Z

<U

0y,

d’intégrale) :
50%x1503
g = —— ~14.107cm’
Le résultat d'un triangle n'étant pas forcément connu, un calcul d’intégrale doit étre
réalisé :
G z
il

v
J

~ dz(y = 50) = 50a + b = 100
dz(y) = ay +b = {dz(y = —100) = —100a + b = 0

2y + 200
= dz(y) = oyre”

) S0 (2y+200
yexdzxdy =f y X(T> Xdy
—100

50

/2] Gy = f

—-100 50
y3%(3y + 400)

~ 6 4
18 9,4.10° cm

—-100
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Il est également possible de connaitre I'inertie par coeur et donc directement :
B 100x1503

G2z 36
d) Du moment d'inertie autour de l'axe G;; noté IGi7

Le moment d'inertie d’un rectangle est un résultat connu (inutile de faire un calcul
d’'intégrale) :

~ 9,4.10° cm*

150x503

— 0T 6 o4

I Gy v 1,6.10° cm
Le résultat d’'un triangle n’étant pas forcément connu, un calcul d’intégrale doit étre
réalisé a I'aide du méme schéma que précédement :

_ dy(z=0)=b =150
dy(z) = ay+b = {dy(z=50)=50a+b=0

= dy(z) = —3z+ 150

50 50 50

z?Xdzxdy = 2><f z?x(=3z + 150)xdz
0

2. =
GZJJ’

z?Xdzxdy = ZXJ
-50

0
—z3x(3z — 200)

4

50
=2X ] ~ 3,1.10® cm*
0

e) Du moment d’|ne|t|e IlzlGi,y_)Z_)
1 — 2 —
IG rﬁ IG rﬁ 0

3) Calcul du centre de gravité G
Yo xSE 4 yg, xS —75%7500 + 100x7500

— = = 45,25
Y6 S 4 s 7500 + 750 cm
26y xS+ 2, xS 25%7500 + 0x7500 L9
=T gy s@ . 75004750 2™

4) Détermination de la distance entre axe pour chaque surface élémentaire
a. d,; = distance entre G,z et G;
dz1 =Y —Ye1 = 45,25 —(=75) = 120,25
d,2 =Y6 — Y61 = 4525 —100 = —54,75
b. d,; = distance entre G, et G5
dyq =z — 251 = 1,25 — 25 = —23,25
dy,=2z5—2;,=125-0=175

5) Utilisation du théoréme de Huygens
a. lg, =i, (g, +s0xa2)

Io, = (10g,, +sWxaz, ) + (12, + sPxd2,)
lg, = (1,4.107 + 7500x120,25%) + (9,4. 106 + 7500%(~54,75)%) = 1,5.10% cm*

b. lg, =Xi, (1T, +5Uxd3)
loy = (105, +50xaZ, ) + (1%, + sPxd2,)
g, = (1,6.10° + 7500%(—23,25)?) + (3,1.10° + 7500%(1,75)?) = 8,8.10° cm*
c. lgy = Ying (Imgiﬁ + Smxdyxdz)
IG* = (IGLW + SXdy’l Xdz,l) + (162&? + Sxdy'z xdz'z)

yz

lg;, = (0+7500%x(~23,25)x120,25) + (0 + 7500x1,75%(—54,75)) = —2,2.107 cm*
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6) Diagonalisation de matrice (a faire seulement s’il est demandé de trouver les inerties et
directions principales)
ley o) _ (8,8. 106 2,2, 107)
Lo oy 2,2.107 1,5.108
Les inerties principales sont les valeurs propres de la matrice précédente
{Imax =1,5.108
Imin = 5,5 106
Les directions principales sont les directions des vecteurs propres de la matrice

précédente qui sont :
(ons),.,, Cose)

Gy Z GyZ

direction inertie
maximale

direction inertic minimale
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9.11 Exercices

Exercice [ 39 ]

Calculer les moments d’inertie des sections suivantes :

b

Applications numériques: h=12m;b=0,7m;b’'=0,3m;h'=0,9m

< | "¢ |
a) b)
b
b p
_ "
b’/2 b’/Z
LAL *%Z
M SR rresrss i
o7
o d) Y
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Exercice [ 40 ]
L'objectif de cet exercice est le dimensionnement d'une . .
chaise. Le cahier des charges est le suivant : i »
- Le bois doit étre un sapin de classe visuelle A 7
- la chaise doit pouvoir résister a une personne de 150 kg a7 LO
. <

- les pieds et les poutres portant le dossier et I'assise sont -
carrées a —
- Le poids propre pourra étre négligé B D \
Unités : les cotes sont en cm.

LO)
1-Calculer kmax pour qu'il n'y ait pas basculement de la <+
chaise
2-Dimensionner la chaise avec k = 0,1.

A 7 E N
// 40 //

Données :

Dans un probleme plan, la contrainte en flexion
composée est donnée par la relation suivante :

N M
G(Ysz)z—X‘F]—Y

N M
c(y,z):—X+|—y .

s

- N l'effort normal

- Mle moment fléchissant

- Alaire de la section

- I, le moment d’inertie par rapport a I'axe z

-y la position de la fibre pour laquelle la
contrainte est calculée Yy

Caractéristiques mécaniques des bois

Classes visuelles (NF B52.001)

2]
Sapin, épicéa C22 C24 C30
Douglas C22 C24 C30
Pin noir, pin laricio C18 C18 Cc27
Pin maritime Ci18 - -
Peuplier Cc22 - Cc27
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Propriétée de

résistance
[N/mm?]

Flexion 18

22 24

27

30

Traction

: 11
axiale

13 14

16

18

Compression

. 18
axiale

20 21

22

23

cisaillement 2,0

2,4 2,5

2,8

3,0

Exercice [ 41 ]

On admettra que e << h.
Calculer pour les sections
ABetC:

1) la position du centre de
gravité G

2) la matrice d’inerties
dans le repére (G,y,z)

3) les inerties majeures et
mineures

4) les directions
principales

<

Section A

Section C

Section B (co6te en mm)

80

120
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Exercice [ 42 ]

0 20

20

y

Les cbtes sont en cm

La position de G; est (10 ;10) dans le repére
(Q.y.2)

La position de G, est (16 ;16) dans le repére
(Qy.2)

1) Calculer l'inertie g,

2) Calculer lg /v

Exercice [ 43 ]

Section 1

1) Calculer 0G
2) Calculer la surface
3) Calculer I,

% b N
[ A
O
I
|
e T
G
z
e
e a
Y
i
Données :
e=2cm
a=60cm

b =100 cm

Section 2

1) Calculer la surface
2) Calculer I,

[

e(: Ny ;
Y
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Exercice [ 44 ]
Calculer I, avec un rayon égal a R.
Exercice [ 45 ]
80
., 0 z
20

Calculer les moments d'inertie Igz et gy de la
corniere suivante. 140

Déterminer les axes principaux et les
moments d’inertie principaux

20
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Exercice [ 46 ]

70

Calculer les moments d’'inertie Iz et ley de la

. - 0
corniere suivante. 1 > Z
, . — 9
Déterminer les axes principaux et les
moments d’inertie principaux
50
Y

Exercice [ 47 ]

15

L Calculer le moment d’inertie lgz
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Exercice [ 48 ]
0
Z
Gl
Calculer les moments d'inertie Igz et lo, d’'un
demi-cercle de rayon R.
‘Y’
Exercice [ 49 ]
Calculer les moments d’inertie Iz et lo, d'un
triangle de base b et de hauteur h.
h
Exercice [ 50 ]
I m .
0.2 m
G
0.9m Calculer le moment
d'inertie lgz.
— Yy .
0,4m
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