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2. kapitola

KOMBINACNI
¢isLo

Pfipomerime si nejprve definici znamou ze Skoly. Jsou
diana ptirozena ¢&isla k, n, pfitemz k& < n. Potom kla-
deme

(1) = 7=

coz lze pro k > 1 vyjadtit téZz ve tvaru

n nn—1)(n—2)...n—k+1)
(k]= 1.2.3... &

a pro k = 1 ve tvaru
[1 = —1 = nNn.

Cislo (Z] tteme ,,n nad &k a nazyvame kombinaéni &slo

neboli binomicky koeficient. Definice kombinadnfho &sla
se rozdifuje i pro k¥ = 0 a klade se

(-

pro kaZdé p¥irozené ¢fslo n. Dalsfm rozsffenfm jo

(-

Kombinaéni &islo se nékdy definuje i pro ta pFirozend
&isla k, n, pro néz platf k > n. Potom klademe
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V nékolika piikladech si vSimneme aritmetickych
vlastnosti kombinaénich é&isel.

Budeme zde pracovat se dvéma vzorci, které jsme si
odvozovali ve 8kole. Jsou to vzorce

()= 7))+ () = 1)

které plati pro libovolna cela &isla k, n, spliiujici vatah
0k =n.

Priklad 10. Jsou déna kombinadni isla (500],,[439).

490
Rozhodnéte, které z nich je vétéi.

Redeni. Nejprve upravime prvni kombinadni &fslo.
Platf

500)_[ 500 500y 500.499 ... 491
490) — 500—10] ( ] 1.2.3. Y23, 10

Pro druhé kombinadni &islo mame
(499) _ 499.498 ... 491

9 1.2.3...9
Plati

[500 _ 500 (499) [499]
10)“16'(9]_ ‘L9 )

takze &fslo [ 1%0] je padesatkrat vétai neZ éislo [439]-

Odpoved. Cislo (500

T SRR 499
490]]e vétsf nez dislo [ ]

9
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Piiklad 11. Jsou ddna pFirozena é&fsla m, n. Dokazte,

ze plati
"B o

Redeni. Vyjdeme z definice kombina&niho é&isla a bude-
me nejprve upravovat levou stranu vzorce (1). Abychom
nemuseli pracovat se zapisy, ve kterych se vyskytuji
zlomky, vypoéteme nejprve

6.[m+n'=(m»{—n)(m+n—l)(1n+n—2)=

3
= m? 4 3Imn + 3Imn? + n® — 3m2 — 6mn — In? 4+
+ 2m <+ 2n;
podobné je

6. (7;] = m?— 3m?® + 2m,

6. [:’] = nd — 3n? 4- 2n.

Pro tdpravu levé strany vzorce (1) vypodteme tedy

N RIE RIS

1
takze levi strana rovnosti (1) je 3 mn (m +n—2). Na

tento tvar viak snadno pfevedeme i pravou stranu vzor-
ce (1) a tim je jeho platnost prokazana.

Poznamenecjme, Ze se ke vzorci (1) jesté vratime pozdé-
ji. Uvidime, Ze nam tento vzorec vyplyne jako snadny
diuisledek jedné geometrické tivahy. Nyni se vSak zaby-
vejme jesté dalsimi pfiklady o kombinadénich é&islech.
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Priklad 12. Je dano ptirozené éislo r; polozme szl ;) .
Dokaite, Ze platf

(&)= (%)

Redent. Upravujeme kombinadni é&fslo
(] 1 rr—1) r(r—1)—2
0 .

_1__
se—1) 2 2

V poslednim &itateli lze psit*)
rir—1)—2=92—¢r—2=(+1)F—2).
Plati tedy

([-ebesn (1),

coZ jsme méli dokdzat.

Piiklad 13. Urgete ptirozené &islo n tak, aby platilo

n n 4 2 n + 4 nd
B)+("57)+ (05 ) =5+
Eedeni. Podle definice kombinagniho &isla upravime
nejprve levou stranu dané rovnice. Dostavame

n(n—lz‘)(n—2)+(n+2)t(;n+1)n +

+(n+4)(n+3)(n+2)
6 »

*) Pfi vpravd 1ze pouiit pomoené kvadratické rovnice r? —
—r—2 = 0, kterd mé kofeny r = —1, r = 2,
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coZ po malé tpravd divi
1
§(n$ + 3n? 4 10n + 8).
Dané rovnice se tim pievede na tvar
3
-_;(ns + 302 + 109 + 8)=% + 88,
co% po tpravé vede na kvadratickou rovnici

3n% + 10n — 168 = 0.

Snadny vypolet ukazuje, Ze kofeny této rovnice jsou
n==6mn= — —2~-
’ 3
Vysledek n = 6 vyhovuje zfejmé podminkdm nasf ilohy,
zatimco druhy kofen rovnice neni éislo ptirozené, a proto
nemiuZe byt ani feSenfm nasi tlohy.

Odpovéd. Hledané ptirozené &fslo je n = 6.

Dalsi piiklad souvisi s teorif &isel. Je zajimavy sam
o sobé, ale zafadili jsme jej sem proto, Ze jej budeme
jeSté potiebovat v dalsich dvahdch jako pomocnou
vétu.

Priklad 14. Je dédno prvodislo p. Dokaite, Ze kaZdé
z kombinaénich &sel

B)-6G)-6) (2
1)'2)'3) " lp—1
je délitelné &islem p.
Redeni. Uvazujme kombinalni &islo [{] Jkdel £k <
=p—L
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Napisme je jako zlomek

pp—l)(@p—2)...(p—k+ 1)
1.2.3...k

Ve jmenovateli se nevyskytuje &initel p, takZe jmenova-
tel tohoto zlomku nenf délitelny prvotislem p. Citatel je
oviem timto prvoéislem délitelny a z toho uz plyne tvrze-
nf, které jsme méli dokazat.

V dalsfm piikladé budeme pot¥ebovat matematickou
indukei.

Piiklad 15. Jsou ddna pfirozena ¢isla k, n. Dokaite,
Ze platf

O AN A
(i)

Redeni. Budeme postupovat matematickou indukef
podle n. V celé tivaze budeme pfedpokladat, Ze ptirozené
dslo k je libovolné pevné dané. Pro n = 1 médme vztah

k +[k +1 k42
-6
o jehoZ platnosti se miiZeme pFesvédéit velmi snadno.
Predpokladejme tedy, Ze pro nékteré pfirozené ¥fslo n
na8 vztah plati, a budeme dokazovat obdobny vztah pro

dislo n 4+ 1. V tomto novém vztahu se leva strana lisf od
ptvodnfho vzorce jen tim, Ze zde mame na konci jesté

kombinaéni &slo lk T ;: + 1]ja.ko posledni sé&itanec.
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Podle indukéniho piedpokladu lze tedy levou stranu vy-
jadiit ve tvaru

E+n+1 k+nt+1

( k1 ] +( ko)

coz podle zndmého vzorce diva (k Z—Z -l’r‘ 2 .To viak

je stejny vysledek, jaky bychom dostali, kdybychom
do pravé strany dokazovaného vzorce dosadili n4-1
misto ». Tim je i druhy indukéni krok proveden a plat-
nost vzorce dokazana.

Ze 8koly si pamatujeme, Ze se kombinaéni é&isla daji
snadno vypoéitat pomoci tzv. Pascalova*) trojihelnika.
Timto nazvem oznadujeme tabulku trojuhelnfkového
tvaru

n =20 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n =4 1 4 6 4 1
n=2>5 1 5 10 10 5 1
n=2=06 1 6 15 20 15 6 1

................................................

Kazdy Fadek zde obsahuje vSechna kombinaénf &fsla pro
totéz n. Podle znamého vzorce dostaneme sedtenim dvou
sousednich kombinaénich é&fsel nékterého radku to kom-
binaéni &islo, jeZ stoji v dalsim fidku pod mezerou mezi
nimi. Pascaltv trojihelnfk tak mizZe slouZit k dosti rych-
lému a celkem jednoduchému vypoétu kombinadnich

disel,

*) Blaise Pascal (1623—1662) je zndm nejen jako matema-
tik, ale vynikl i ve fyzice a ve filozofii.
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Piiklad 16. Urdete podet sudych &fsel, kterd se vysky-
tuji ve 13. fddku Pascalova trojihelnika (tedy pro n =
= 12).

ReSent. Okamzité nis napadne, e miZeme prostd vy-
potitat viech 13 fidek Pascalova trojibelnfka a dét pak
odpovéd na otiazku, ktera byla poloZena v naSem pfi-
kladé. To je ovSem postup dosti zdlouhavy, a mohli by-
chom se ostatné pti poditani dopustit i numerické chyby.
Zamyslime-li se vSak na okam?ik nad danou otizkou,
vidime, Z%e se zde nezajimime o velikost binomickych
koeficientii, nybrz jen o to, zda jsou to &fsla sud4 nebo
lichd. Oznaéime-li liché &islo ! a sudé s, miizeme napsat
tyto schematické rovnosti: *)

l+l=8 l4+s=8+1=l; s+s8=8. (2

Z pismen [/, s miZeme nynf sestavit ,,Pascaluv troj-
dhelnik* podle stejnych zésad, na jaké jsme zvykli ze
gkoly. Dostdvame tak schéma

l
11
1l & 1
1111
l 8 8 8 I
Il s sl
l sl sl s
tir 11l i111
l s 8 8 8 8 8 81
l1l s 8 s 8 8 a8l
l a1l s 8 8 8 81 81l
L1111 s 88 8l 1l 1l
l s 8 9l 8 8 8l s 8 sl

%) Zdpisu ! + I = s rozuméjte tak, %e soutet dvou lichych &isel
je vidy sudy. Analogicky vyznam majf i dals{ zdpisy.
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Odpovéd. Ve 13. ¥idku Pascalova trojihelnfka je pravé
9 sudych &fsel.

V probraném piikladé jsme tedy postupovali tak, aby
vynaloZend ndémaha byla pfiméfend tomu, ¢eho chceme
dosahnout. To ostatné je v matematice (a zejména v ma-
tematice stfedoskolské) jev celkem vseobecny: Z postu-
pt, které se nam nabizeji pfi FeSeni nékterd tdlohy, si
volime vidycky tu cestu, kterd je nejschidnéjsf a nej-
jednodussi.

Pro tplnost poznamenejme k piikladu 16, Ze jedno-
duchou odpovéd lze najit také tak, Ze pouZijeme vhod-
nych matematickych tabulek. Tak napf. ve Valoucho-
vych ,,Pétimfstnych tabulkich logaritmickych‘‘ najde-

me binomické koeficienty [;:] a% do n = 10. Z tabulek

tedy miZeme pro nds pifklad vybrat pfimo 11. Fidek
,,Pascalova trojihelnika‘‘ ve tvarul, 3,1, s, 8, 3,8, 8,1, 8,1
a pokradovat pak jen v sestrojeni dalsich dvou Fadki.
Ctenafe moZn4 bude zajimat samo poditanf s pismeny
l, s, pro néz jsme definovali séitan{ rovnicemi (2). Setkali
jsme se tu totiZz s velmi jednoduchym p¥kladem ab-
straktnfho pojmu, ktery se studuje v moderni algebfe,
s tzv. Abelovou grupou. Ctendfe, ktery by se chtél
8 pojmem grupy seznamit, odkazujeme napf. na knizku
L. Riegera s nidzvem O grupdch, ktera vysla r. 1974
v edici Skola mladych matematikt jako 34. svazek. Je
to vlastné upravené dilko zminéného autora, vyslé
ptuvodné r. 1952 pod ndzvem O grupdch a svazech.

Ulohy
11. Ovéite si, Ze plati
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5\
c) 2]

19 21
o 2(6)=(s)
12. Pro kaZdé pfirozené &islo n plati

(7))

13. Pro ka%dé pfirozené &islo n plati: kombinadéni &slo
[21:‘] je dalitelné &islem u -+ 1. Dokatte.

(=)=
W(2)(2) =)
[ :

Dokaite.

14. Pro ka%dé pFirozené &islo n vétsf neZ 4 plati
1 2n 1
- 2n - 22/:1 .
2n 2 < [ n ] < 4
Dokaite.

15. Pro ktera pfirozens é&fsla n platf nerovnost
n »+ 3 n 4+ 6 2
G)+(2 )+ (2 7)<

16. Jsou déna pfirozena &sla m, n, jeZ jsou obd v&tsf
nez 1, Dokaite, Ze platf
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("2 7)=(5)+ )+

Kdy nastane rovnost

17. Je déno ptirozené ¢&islo n. UvaZujte n &isel tvaru

1. [’l”] 2(’2'] 3.[;”],...,(n—1).(nil],n.(:];

rozhodnéte, které z téchto &isel je nejveétsi.
18. Urdete, kolik je v 15. Fadku Pascalova trojtihelnika
4isel délitelnych t¥emi.

19. Ovéite si, Ze pro kaZdé piirozené &slo m platf
2 _ o™ m
m=2(5)+(1):
a uZijte této identity k tomu, abyste uréili soudet
19 422 4 32 + ... 4 n2

20. Urlete ¢isla a, b, ¢ tak, aby pro ka#dé pfirozené
¢islo m platilo

s _, (™) m m)
w=a(g) o)+ of7)
Potom uZijte nalezené identity k tomu, abyste urdili

soudet
13 423+ 33 ... + nd

21, Kazdé celé ¢slo ¢ je moZno nekoneénd mnoha zpi-
soby vyjadfit ve tvaru

2 3 4 b m
o= xg) £ (o) (o) () £ £ 5) @
pfi vhodné volbd znamének - a —, Pfitom m je vhodné
piirozené &fslo vétaf neZ 1. DokaZte.
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