Université 08 mai 1945 - Guelma

Faculté des sciences et de la technologie
Département de génie civil et hydraulique

dalld 1945 (lo 8 dmala
UNIVERSITE 8 MAI 1945 GUELMA

POLYCOPIE

Mecanique des milieux
continus

DOCTEUR HIMEUR MOHAMMED

Adresse E-mail : bet_himeur@yahoo.fr
Téléphone : +213 662620355

Version : 2018
Destinée pour les étudiants du MASTER

Filieres : Génie civil et Travaux Publics — Spécialités : Géotechnique, Structure, Matériaux
et Voies et Ouvrages d’Art



Avant-propos

Cette polycopie est une synthése d’un ensemble de cours enseignés au
département de Génie Civil et Hydraulique — Faculté des Sciences et de la
Technologie de [I'Université 08 mai 1945 — Guelma - Algérie. Elle est
destinée aux filieres de Génie Civil et Travaux Publics ; Spécialités :
Géotechnique, Structure, Matériaux et Voies et Ouvrages d’Art.

La structure et le contenu de cet ouvrage obéissent aux recommandations
formulées par le Comité Pédagogique National du domaine Sciences et
Technologies et s appuient sur [’offre de formation du Master académique
destinée a la filiere de Génie Civil — Spécialité : Géotechnique. Ainsi, ce
document est formé de cinq chapitres.

- Dans le premier chapitre, il est fait exposé des concepts généraux de la
mécanique des milieux continus en définissant la branche de la mécanique
des milieux continus et en expliquant les notions de mécanique, de milieux
et de continuité. Comme il comprend quelques autres notions de base
indispensables dans toute analyse des systemes mécaniques.

- Le chapitre deux résume les préliminaires mathématiques indispensables
pour le traitement des aspects relatifs a la mécanique des milieux continus.
Les outils mathématiques présentés concernent : les symboles et les
conventions d’écriture ; la définition des tenseurs, leurs particularités et le
calcul tensoriel ; les éléments de calcul algébrique ; les opérateurs
différentiels. Comme on a enchainé par une série d’exercices d’application
avec leurs corrigés-types.

- Dans le chapitre trois, on a développé la théorie de [’état des contraintes
sous ses différents aspects : équilibre des milieux, vecteurs et tenseurs des
contraintes, représentation graphique des états des contraintes, états de
contraintes particuliers. Comme on a fini le chapitre par des exercices
d’application avec leurs COrrigés-types.

- Le chapitre quatre traite de la théorie de [’état des déformations sous son
aspect cinématique : transformation d’un point matériel et vecteur de
déplacements ; transformation des vecteurs et tenseurs gradients de la
transformation ; tenseurs des déformations ; transformation de la géométrie
des solides déformables ; les équations de compatibilité cinématique.
Comme on finit le chapitre par des exercices d’application avec leurs
corrigés-types.

- Le chapitre cing parle des relations de comportement. D une part, il
résume les lois de comportement en commencant par les lois simples puis
les lois de comportement élastiques linéaires et enfin les états de
comportement particuliers. D’autre part, il se termine par la mise en
équations de [’équilibre des systemes mécaniques a travers [’application des
principes des travaux virtuels. Comme on finit le chapitre par des exercices
d’application avec leurs corrigés-types.

- Nous terminons, enfin, par une bibliographie donnant une liste non
exhaustive d’ouvrages traitant du domaine de la mécanique des milieux
continus. Cette liste a été recommandée par le Comité Pédagogique
National du domaine Sciences et Technologies.
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Chapitre 01 — Concepts genéraux

Chapitre 01 — Concepts généraux

1.1- Qu’est-ce-que la mécanique des milieux continus ?
1.1.1- Domaine de la MMC

La mécanique des milieux continus est le domaine de la mécanique qui
s’'intéresse a la déformation des solides et a I'écoulement des fluides. Ce dernier

point faisant I'objet de domaine intitulé Mécanique des fluides, Ce cours traite

donc essentiellement la déformation des solides.

Mécanique des

milieux
continus

Déformation
élastique ou Mécanique des
résistance des fluides
matériaux

Déformation Fluides non Fluides
plastique newtoniens newtoniens

Elasticité

Rhéologie Rhéologie

Figure 01 — Domaines de la mécanique des milieux continus
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La mécanique peut faire référence a :

e la mécanique, branche de la physique, dont l'objet est I'étude du

mouvement, des déformations ou des états d'équilibre des systemes

physiques ; cette science peut étre classée en plusieurs domaines :

la_mécanique rationnelle (dite aussi mécanique classique), qui

regroupe elle-méme :

la mécanique analytique, qui regroupe différentes
formulations tres mathématisées de la mécanique
classique ;

la mécanique céleste,
la mécanique du point matériel,
la mécanique du solide,

la mécanique statique ou mécanique des systemes
matériels,

la mécanique des milieux continus, incluant la mécanique
des fluides,

la dynamique (physique), discipline de la mécanique
classique qui étudie les corps en mouvement sous
l'influence des forces qui leur sont appliquées.

la mécanique quantique,

la mécanique relativiste,
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e |la mécanique, dont 'objet est I'étude et la conception de machines ; il

s'agit par exemple de la mécanique automobile, de la mécanique navale,
de la mécanique horlogere ;

e une mécanique, synonyme de mécanisme, dispositif visant a
produire un mouvement, a le transmettre ou a le transformer.

e« la mécanique, activité dentretien et de réparation de
tels mécanismes : la mécanique automobile

1.1.3- . De la mécanique du point matériel a la mécanique des milieux
continus

La mécanique du point matériel permet de prédire le mouvement d’'un point
soumis a un ensemble de forces. Exemple : projectille, balle, etc...

Dans cette théorie, la description de la cinématique se réduit a :

- La position (déplacement : ),
- Lavitesse : x,

- L’accélération : ii,
du point matériel.

Comme, les propriétés intrinseques du corps et les caractéristiques mécaniques
sont représentées, respectivement, seulement par sa masse et par la force
auquelle il est soumis.

La dynamique se résume a la relation entre le mouvement du point matériel et
les forces qui le sollicitent. C’est la loi de mouvement de Newton qui régit cette
dynamique :

f=mil 1.01


https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_(industrie)
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https://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canisme
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonctionnement_de_l%27automobile

Pg. 04

Chapitre 01 — Concepts genéraux

-

f : somme des forces sollicitant le point matériel,

m : masse du point matériel,

it : accélération auquelle est soumis le point matériel.

Nous remarquons qu’avec cette théorie, on ne peut pas décrire la rotation du
point matériel (corps) autour de lui-méme.

Pour cela intervient la mécanique des solides indéformables qui integre les
notions de :

- Moments: 1\7f,
- Inertie : Iy,

- Rotations : 8.

Donc, la dynamique du corps est complétée par la relation entre les moments
qui le sollicitent et son accélération angulaire.

— P4

M : somme des moments sollicitant le corps,

Is: Moment d’'inertie de rotation du corps,

6 : accélération angulaire auquelle est soumis le corps.
Donc, I'association des deux théories, a savoir :

- La mécanique du point matériel,
- Etla mécanique des solides indéformables

Permet de décrire en totalité le mouvement du corps indéformables, c’est-a-dire :
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- Ses déplacements, ses vitesses de déplacement et ses accélérations de
déplacement, respectivement :

> 91U - au 0%u
u=_, U=_=" 1.03

u,
- Ses rotations, ses vitesses de rotation et ses accélérations angulaires,
respectivement :

> 2 96 2 90 8%
o, G_at’ H_Gt_atz 1.04

Cette théorie ne peut pas résoudre les problemes des corps qui se déforment
pour les raisons suivantes :

- Les propriétés intrinséeques du matériau qui compsose le corps solide
n’intervient pas : le module d’Young E et le coefficient de Poisson v,
- Les déformations du corps solide ne sont pas traités.

La prise en compte de ces particularités est entrevue a travers la théorie de la
mécanique des milieux continus qui prend en charge, également, les notions
de déformation du solide et de comportement du matériau qui le compose.

§= %[gradt_i + (gradﬁ)T] 1.05
6= %[gradﬁ’ — (gradl_i)T] 1.06
{0} = [Dl{e} + {own} 1.07

[D] : matrice des coefficients élastiques du matériau ( E et v),
€ : état de déformation en un point du milieu,
o : état de contrainte en un point du milieu,

o, - €tat de contrainte d’origine thermique,
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Donc, la mécanique des milieux continus est un cadre global physique et
mathématique permettant de modéliser des problemes concréts a résoudre.

Une fois le modele mathématique établi, sa résolution pourra se faire soit par
des méthodes analytiques (ex. RDM) soit par des méthodes numériques (ex.
méthode des éléments finis).

1.2- Notions de continuité

La continuité d’un milieu est traduite mathématiquement par le fait que les
grandeurs physiques caratéristiques de ce milieu sont des fonctions continues
et dérivables au sens mathématique.

De cette définition, on peut affirmer que les domaines composés de milieux
diphasiques ou encore de mélanges (exemple : eau-huile) ne peuvent étre
considérés comme domaines continus. Cependant, il sera posssible de mener
a bien I'étude en considérant des sous domaines continus.

De plus, il est & noter que la continuité parfaite d’'un domaine matériel n’existe
pas ; puisque a une echelle d’observation microscopiqque on remarque
clairement que la matiére est faite de juxtaposition d’éléments microscopiques
ne possédant pas les mémes propriétés et struturés autour de molécules se
déplcant dans le vide.

De ce fait, la continuité d’'un domaine matériel n’est considérée qu’a des échelles
d’observations macroscopiques qui ne pourra étre qu’'une approximation.

L’hypothése de continuité de la transformation implique des champs vectoriels
de déplacement dont les composantes sont des fonctions scalaires dérivables
dans I'espace et dans le temps.

Ainsi les problemes de dislocation, d’apparition du phénoméne de cavitation et
les fissurations font apparaitre clairement des discontinuités de transformation.
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Ces cas particuliers peuvent étre traités en considérant la notion de continuité

par sous domaine.

Figure 02 - Dislocation

—

7 Y & - / .

VA

=

L Rupture en mode I1 /_ Rupture en mode 11l

—  Rupture en mode |

Figure 03 — Fissurations

1.3- Notions de quelques bases d’analyse

1.3.1- Les référentiels :

L’analyse d’'un domaine matériel conduit a sa description et a son repérage tout
au long de son évolution dans I'espace et au cours du temps. De ce fait, on doit
disposer d’un référentiel pour suivre cette évolution. Ce référentiel permet une
représentation de 'ensemble des points animés du mouvement du corps rigide.

Pour ce faire, on utilise une base vectorielle associée a un point « origine ». On
obtient ainsi un repere R. On utilise souvent :

- soit des repeéres cartésiens orthonormés (0; e;, e, ,es3),
- soit pour des raisons de symétrie cylindrique des repéres cylindro-polaires
orthonormés (0; e, , eg,e;),
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- Soit des repéres sphériques (0; e, e—g),%)) .

Figure 04 — Référentiels

1.3.2- Notions de configurations :

L’espace physique est rapporté a un repére, par exemple un repéere cartésien
orthonormé (0; e;, e, ,e3).
Fonctionde la

transformation (_5()? ,t)

t=t, al'instant t

€3 Configuration initiale Configuration actuelle

Figure 05 — Notions de configurations
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A uninstant t = ¢,, le systeme de particules formant le milieu a une configuration

appelée : Configuration initiale ou configuration de référence.
Q(ty) = Qo

SQ(to) = 890

Aprés transformation et a linstant ¢, le systéme de particules prend une autre
forme notée a(t)=0q, et 8a(t) =809, Cette nouvelle forme est appelée
Configuration actuelle.

Ainsi, le mouvement de toute particule M du milieu est décrit par rapport :

- A un repere : par exemple, cartésien othonormé (0; e, e;,e3),

- Au vecteur position dans la configuration initiale X(t,), de composantes
K1 (to) 5 X5(t0) 5 X5(to)).

- Ala fonction de la transormation @(X,t)

- Au vecteur position dans la configuration actuelle x(t), de composantes
(D)5 %05 %3(0)).

- Au vecteur déplacement de tout point M de la configuration initiale (noté M)
a la configuration actuelle (noté m,) qui est le vecteur :

MoM, = (X, t) = #(t) — X(t,).

De ce fait, aprés transformation et a l'instant ¢, les coordonnées de tout point M
du milieu (devenu M) sont définies par des fonctions sclaires telles que :

x1(8) = 1 (Xy, X2, X3, 0)
X (t) = P2(Xq, Xz, X5, 1)
x3(t) = P3(Xq, X3, X5, 1)

Dire que le milieu est continu signifie que la fonction @(X,t) est,
mathématiquement, continue et différentiable.
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1.3.3- Variables de Lagrange :

Comme il est stipulé ci-dessus, toute position a l'instant ¢ du point M: est décrite
par les fonctions scalaires de la transformation @(¥,¢) telle que :

xi(t) = ¢)i(X1!X2!X3lt) 108

Dans cette description les variables (X, X, X;,t) sont dites variables ou
coordonnées de Lagrange.

Les fontions ¢, représentent la description Lagrangiene du mouvement du milieu
par rapport au référentiel (0; e, e, ,e3).

1.3.4- Variables d’Euler :

Les hypotheses de continuité du milieu et de la transformation @(X,¢) imposent
gue les fonctions ¢; soient des bijections de la configuration initiale sur la
configuration actuelle. Ceci se traduit par I'existence d’'une relation inverse entre
les variables x; et x;. On a donc :

Xi=v;(x, 0) 1.09

De ce fait, on remarque qu'il est possible de changer les variables spatiales pour
décrire la transformation. Celles-ci deviennent :

xi(t) = ¢i(lp1(xi!t)! lpz(xi’t)» lp3(xi' t)' t) 110

Dans cette description les variables (x;,x,,x5,t) sont dites variables ou
coordonnées d’Euler.
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Chapitre 02 — Préliminaires mathématiques

2.1- Pourquoi la nécessité d’outils mathématiques ?

La mécanique des milieux continus utilise d’'une maniére intensive des champs
scalaires, vectoriels et tensoriels. C’est grace a ces étres mathématiques qu’on
peut écrire des modeles mathématiques pour décrire ou représenter les
phénomeénes physiques analysés. Ces outils permettent aux formules une
concision remarquable.

2.2- Symboles et conventions

2.2.1- Convention de sommation d’Einstein

Considérant un repére cartésien orthonormé (0; e;, e, ,e3). La convention de

sommation d’Einstein stipule :

« Lorsque un indice apparait deux fois dans un monéme, ce monéme représente
la somme des trois termes obtenus en donnant successivement a cet indice les
valeurs 1, 2, et 3 ».

Exemples :
@i = Xioq Ay = Qg4 + Ay + az; 2.01
a;jb; = Z?:1 a;jb; = apby, + aib, + agzbs 2.02

Si nous avons une expression avec deux indices ou plus (exemples a, by, a;jiby),
I'indice qui se répéte (a;., b, a;;.b,) est dit “muet” et celui qui ne se répéte pas
(aimbm, aijby) €St dit « franc ». Les indices muets peuvent étre remplacés par

n’importe quel autre indice, excepté les indices francs :

- Dans I'expression (a,;,b,,) 'indice m peut étre remplacé par n'importe quel
autre indice, excepté l'indice |.
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- Dans I'expression (a;;.b,), I'indice k peut étre remplacé par n'importe quel

autre indice, excepté les indices i et |.

Cette convention de sommation est dite convention d’Einstein.

2.2.2- Symbole de Kronecker

Le symbole de Kronecker, qui est appelé aussi le Delta de Kroncker, est noté

d;; et est défini comme suit :

(1 sii=j
5”‘{0 si i#]j

Ainsi :
811 =02 =833 =1
812 = 813 =621 = 623 =031 =03, =0
Sous forme matricielle, le symbole de Kronecker, s’écrit :

10 0] _
51']':01021

0 0 1

C’est, en fait, la matrice « identité » de taille 3x3.

2.2.3- Symbole de permutation dit de Lévi-Civita

2.03

2.04

On dispose de trois indices i, j et k, dont chacun peut prendre les valeurs 1 ; 2

et 3. Ondit:

- Qu’ils forment une permutation paire de 1 ; 2 et 3, si la disposition des trois

indices est comme suit : (1,2,3) , (3,1,2), (2,3,1).

- Qu’ils forment une permutation impaire de 1 ; 2 et 3, si la disposition des

trois indices est comme suit : (2,1,3) , (1,3,2), (3,2,1).
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Ceci dit, Le symbole de permutation dit de Lévi-Civita, noté &;j, est défini

comme suit :
0 si deuxindices quelconques sont égaux
gjr =4 +1 si ij,k forment une permutation paire 2.05
—1 si 1i,j,k forment une permutation impaire
Ainsi :
gjk=0 st i=joui=kouj=koui=j=k
€123 = €312 = €231 = +1

€213 = €132 = &321 = —1

2.3- Définition des tenseurs

2.3.1- Tenseur d’ordre « Zéro »

Un tenseur d’ordre zéro est un scalaire ; c’est-a-dire un étre mathématique a
une seule composante et invariant lors d’'un changement de base.

Il représente certaines grandeurs physiques qui s’expriment par un nombre
telles que une masse volumique, une température, ..., etc...

2.3.2- Tenseur d’ordre « Un »

Un tenseur d'ordre un est un étre mathématique représentant certaines
grandeurs physiques définies par un sens, une direction et une intensite. Il s’agit
en fait d’'un vecteur (Exemple : déplacement, vitesse, accélération, force, etc...).

Dans un repére cartésien orthonormé (0; e, e, ,e3), le tenseur d’ordre un
(vecteur) posséde trois composantes et est noté comme suit :

- Sous forme algébrique :  V vie; + vye, + vses
1%

<P U

- Sous forme indicielle :

vie,
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- Sous forme matricielle: V=V =(v1 v, v3)le,

2.3.3- Tenseur du second ordre

Un tenseur du second ordre est un opérateur linéaire T qui fait correspondre a
un vecteur v de I'espace euclidien un vecteur W de ce méme espace.

W =T() 2.06

Dans un repere cartésien orthonormé (0; e;, e, ,es3), le tenseur d’ordre deux
posseéde neuf composantes. Il est représenté par une matrice de 3x3 et est noté
[T] ouT ou [T].La relation (2.06) peut alors s’écrire :

Sous forme indicielle :  W; = T;;V;

- Sous forme matricielle :  {W} = [T]{V'} ou encore W = TV

w1 Ti1 Tiz Tis] (1
- Sous forme développée : War = |Ty1 Toy Toz|iV2
W3 T31 T3y T331\V3

2.3.4- Tenseur d’ordre supérieur

Un tenseur d’ordre trois est un opérateur linéaire S qui fait correspondre a un
vecteur vV de I'espace euclidien un tenseur d’ordre deux T de ce méme espace.

~l
el

) 2.07

Un tenseur d’ordre n est un opérateur linéaire z" qui fait correspondre a un
vecteur vV de I'espace euclidien un tenseur d’ordre n-1 7! de ce méme espace.

1 = 7n(V) 2.08
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2.4- Particularités et propriétés des tenseurs d’ordre 2

2.4.1- Tenseur « identité »

Le tenseur identité, noté [I] est un tenseur particulier. Sa particularité réside
dans le fait que ses composantes sont les mémes quelque soit la base

orthonormeée.

Celui-ci est représenté par la matrice identité :

_ 1 00
[ﬂz[o 1 o] 2.09
0 0 1

Autrement dit 1 I;; = §;;

2.4.2- Tenseur « isotrope »

Le tenseur isotrope, dit également tenseur sphérique est aussi un tenseur
particulier. Sa particularité réside dans le fait que ses composantes T; sont les
mémes pour i = j quelgue soit la base orthonormée. Les autres composantes
lorsque i # j sont nulles.

Celui-ci est représenté par la matrice :

t 00 1 0 O
0 t Ofl=t|0 1 O 2.10

0 0 ¢ 0 0 1

[T] =

Autrementdit: T;;=t.0

J ij

2.4.3- Transposé d’un tenseur

Soit un tenseur [T] = [T;|, ou i représente le rang des lignes et j le rang des
colonnes. Le transposé du tenseur [T] est le tenseur, noté [T]”, ou les lignes |
reviennent en colonnes et les colonnes | reviennent en lignes. Autrement dit :
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73] =[] 2.11
2.4.4- Tenseur « symétrique »

Un tenseur est dit symétrique, lorsque nous avons T; = T;;, Autrement dit :

[T] = [T]" 2.12
2.4.5- Tenseur « antisymétrique »

Un tenseur est dit antsymétrique, lorsque nous avons T; = —T;;, Autrement dit :

[T]=-[T]" 2.13
2.4.6- Trace d’un tenseur
La trace d’un tenseur, notée tr(..), est la somme de ses termes diagonaux.
Autrement dit:  Tr(T) = X3, Ty = Ty = Ty + Top + Ts3
2.4.7- Propriétés de décomposition des tenseurs

Tout tenseur quelconque [T] peut s’écrire en la somme de deux tenseurs, I'un
symétrique [T]5¥™ et 'autre antisymétrique [T]entisym,

[T] — [T]Sym. + [T]antisym. 214

Avec : [T]5y™ = %([T] +[T17)

et [T]antisym. — %([T] _ [T]T)
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2.5- Algeébre vectorielle

2.5.1- Produit scalaire de deux vecteurs

e
Soit deux vecteurs : U = (U1 U uz){e,y et V= (Vi VU, Us3)

—

€3

)

—

€3 Figure 06 — Produit scalaire

On appelle produit scalaire des deux vecteurs U etV , noté U.V , le nombre réel

donné comme suit :

0.7 = |U||. |V||.cos (T, ¥

2.15

Dans un repére cartésien orthonormé (0; e;, e, ,e3), le produit scalaire des

deux vecteurs est égal a :
vi. €
UV = (ule_f uz.g u3e—3>) '!72.6—2>
V3. €5

En introduisant le Delta de Kronecker, on remarque que :

L 1 sii=j
el'eJ:5if:{o si i #]
Ce quidonne a:

U.V = wvy + upvy + usvs = wv; = ||| |V]|. cos (T, V)

2.16

2.17

2.18
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Remarques :

- Le résultat du produit scalaire de deux vecteurs est un scalaire,

- Le produit scalaire de deux vecteurs orthogonaux est égal a zéro
(cos(90°) = 0).

2.5.2- Produit vectoriel de deux vecteurs

eq €1
Soit deux vecteurs : U = (U1 Uz Uz)se,r et V=(V1 V2 Uz)ie,
€3 es

és Figure 07 — Produit vectoriel

On appelle produit vectoriel des deux vecteurs U et V , noté UAV , le vecteur

donné comme suit :
UAV = AR 2.19
Avec .
7 : vecteur unitaire (|7l = 1)
n : forme avec U et V un triédre direct
A : aire du parallélogramme formé sur U et V.

De I'équation (29) on déduit que :
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T AV|| = 147N = 4 = ||T||. |V ||sin(T, V) 2.20

Dans un repére cartésien orthonormé (0; e;, e, ,e;), le produit vectoriel des
deux vecteurs est égal a :

Uq %1 U V3 — U3V,
{ﬁ} N {17} = {uz} A {Vz} = {U3V1 - u1v3} 2.21
Us VU3 U1V — Uz Vy

En introduisant le symbole de Lévi-Civita et en considérant la convention de
sommation d’Einstein, on démontre que les composantes du produit vectoriel
des deux vecteurs peut s’écrire comme suit :

{l_j} A {I_/)} = eijkujvke_[ 2.22

Propriétés du produit vectoriel :

- Distributif —SUANV+W)=UAV+UAW,

- Anticommutatif —>UNANV ==V AD),

- Produit des vecteurs unitaires — e; Ae; = e;: e; Ne; = e, : e; Ne, = e,.
- Produits nuls —eNe=0.

2.5.3- Produit mixte

—_  —

Le produit mixte de trois vecteurs U, Vet W est le scalaire noté (ﬁ,V,W)
donné par la relation suivante :

(U, V,W)=0.(VAW) 2.23

Lorsque le triédre formé par les vecteurs est direct, le produit mixte est égal au
volume du parallélogramme construit sur ces vecteurs.
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=4

es
’ Figure 08 — Produit mixte

Par ailleurs, dans le repére cartésien orthonormé (0; e;, e, ,e3) ,ona:
U 1 w

(U,V,W)zdet[uz V2 W2
Uz V3 WwWg

1

2.24

Propriétés du produit mixte :

.S (VW) =0.(VAW) = (AT ). W,
. L @V W)= (W, T) =W, T,7)
C o @V W) ==V, 0, W) =, W, V)

2.6- Calcul tensoriel

2.6.1- Produit tensoriel de deux vecteurs (Tenseur d’ordre 1)

Soit deux vecteurs : U=u.e, et V=uv,e , Le produit tensoriel de ces deux
veteurs, noté U ® Vv est un tenseur d’ordre 2 donné comme suit :
UQV=u.e)®(v.e)=ur.(6Q¢) 2.25
Les composantes de ce tenseur sont données comme sulit :
U. V1 U.Vpy  Uq.VU3

[Tij]z[ui.vj]= Uz-V1 Uz. V2 Up.U3 2.26
U3.Vp U3.Vy U3.V3
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2.6.2- Produit contracté de deux tenseurs
Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 2 est un tenseur d’ordre 2.

Soit deux tenseurs d’'ordre 2 : 4=a;.(e, ®e;) et B=b,. (e, ®¢), Le produit

tensoriel de ces deux tenseurs 4 ® B s’écrit :
AQB=a;.b,. Q¢ Qe, Q¢ 2.27
Ce qui nous donne un tenseur d’ordre 4.

L’opération de contraction consiste a utiliser le méme indice : 1 =m = k. De ce
fait, les tenseurs ci-dessus deviennent : 4 =ay,.(e, ®e,) et B=b,. (e, Re,). Et

le deuxieme membre de I'équation (2.27) se réduit a :
Aie-brj. &, Q& Qe ® € = a.byj.e, @ = c;;. (6, @ €) puisque e, ® e = 1
Donc le produit contracté des deux tenseurs d'ordre 2 4 =a;.(e, ®e;) et

B =b,,.(e, ®¢), noté A B est donné comme suit :

A-B= cij (6, ®e) avec ¢ = ay. by 2.28
Remarques :
- — Le produit contracté d’'un tenseur d’ordre 2 et d’'un vecteur est un
vecteur.
A=ua;.(e,®%¢) ; V=uv.e, sionprend I=Fk on obtient:
A-V=ayv.e Qe Qe, =ay.vy.e =cp.e 2.29

- — Le produit contracté de deux tenseurs d’ordre 1 est un scalaire.

U=uy.e ; V=vj.e sionprend i=j=k onobtient:
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U-V=uk.vk._87€®_87€=uk.vk 2.30
2.6.3- Produit doublement contracté de deux tenseurs
Le produit doublement contracté de deux tenseurs d’ordre 2 est un scalaire.

Soit deux tenseurs d’'ordre 2 : 4=a;.(e, ®e;) et B=b,. (e, ®¢), Le produit
A:

doublement contracté de ces deux tenseurs s’écrit A: B .
La démarche de la premiéere contraction a été décrite ci-dessus avec : l=m =k
Le résulat étant :

A-B= Cij. (&® 'e‘;) avec  ¢jj = Q. by 2.31

La deuxieme contraction consiste a utiliser, maintenant, le méme indice pour
i = j = n. Ainsi, 'équation (2.31) devient :

A:B=c,,.(e,®@¢€) = cyn 2.32

Il s’agit, en fait, d’'un scalaire qui n'est que la trace de la matrice résultant du
prOdUIt aik.bk]- = Ci]"

Remarques :
En général, on a:

- Le produit contracté —  A™ B" = ¢(m+n-2)

- Le produit doublement contracté —  A™:B™ = c(m+n—4)
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2.7- Opéerateurs différentiels

2.7.1- Le vecteur « Nabla »

Le vecteur « Nabla », noté V, est un vecteur dont les composantes par rapport
a un repére cartésien orthonormé (0; x;, x, ,x3) sont les dérivées du 1°" ordre

correspondants aux trois dimensions du référentiel :

(2
| 0x4 |
= — — —_— a
V: <el ez 6’3) a_xz 233
9
3x3

2.7.2- Le gradient, noté « grad »

Le gradient est un opérateur différentiel de 1°" ordre, qui si on I'applique a un
tenseur d’ordre n, nous donne un tenseur d’ordre n+1.

Cas d’'un tenseur d’ordre zéro (scalaire)

Soit une fonction scalaire f (x4, x,, x3), par définition le gradient de cette fonction
scalaire (tenseur d’ordre zéro) nous donne un tenseur d’ordre 1 (vecteur) :

(5]
gradszflel +7fzez+7f393=(el e, e3)4—$=v.f 2.34

Cas d’'un tenseur d’ordre 01 (vecteur)

Soit un vecteur U = u;.e,,
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par définition le gradient de vecteur (tenseur d’ordre 01) nous donne un tenseur

d’ordre 2. Il s’agit en fait d’'un produit tensoriel des vecteurs U = u;.e, et V=

2

6xj'e]'

Donc :
radﬁ:ﬁ@ﬁ:(u-?)@p(i ?):ﬁ aQe) 2.35
g L=t ax]'. J ax]'. t J '

Les composantes de ce tenseur sont données comme suit :

ou dw dury
0xqy O0x, 0x3
L e e i 2.36
ax]-' |6x1 0x, 0xj ’
duz Ouz Oug
or, w0l

2.7.3- Ladivergence, notée « div »

La divergence est un opérateur différentiel de 1°" ordre, qui si on I'applique a un
tenseur d’ordre n = 1, nous donne un tenseur d’ordre n - 1.

Cas d’'un tenseur d’ordre deux

Soit un tenseur d’'ordre 2 T =[¢t;], par définition la divergence d’un tenseur

d’ordre 2 nous donne un tenseur d’ordre 1 (vecteur) :

Ot1; , Oty at13\

I axl 6x2 6x3 I
d”]?:“ — % % % — atij 237
0xq 0x, 0x3 6xj
axl axz ax3

Cas d’'un tenseur d’ordre 01 (vecteur)

Soit un vecteur U = u;.e,,
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par définition la divergence d’un vecteur (tenseur d’ordre 01) nous donne un
tenseur d’ordre O (scalaire). Donc :

divl =24 4 9z | us _ 0w 2.38

0xq ax, 0x3 ax;
2.7.4- Le Laplacien, notée « A »

Le Laplacien est un opérateur différentiel de 2™ ordre, qui ne change pas
I'ordre de la variable auquelle il s’applique.

. D . . aZf azf
- Appliqué a une fonction scalaire f(xq, x5, x3), — Af = ax L+ 2L+ 2L
92 Uy aZul azul
2
|Z;‘1 Z;Cz ng | Auy
- Appligué a un vecteur U = u;.e,, — AU = 4 uz | 0%uz | 9%up ¥ A,
axl axz a.X3 A
62u3 62u3 62u3 I Us
0x,? 6x32}

2.7.5- Le rotationnel d’un vecteur, notée « rot »

Le rotationnel d’'un vecteur est un opérateur différentiel de 1€ ordre, qui ne
s’applique qu’aux vecteurs pour donner un vecteur. Il s’agit, en fait, du produit
vectoriel des vecteurs Nabla et du vecteur considére.

(2 (22 _ 0v2)
| 0x1 | 12 | 9x;  0x3 |

FOEV =TA 7 = { == | Ava} = {2 20l 2.39
Xy v3 GX3 6x1

|22z _ o]
dx, O0xy
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En introduisant le symbole de Lévi-Civita et en considérant la convention de
sommation d’Einstein, on démontre que les composantes du rotationnel des
deux vecteurs peut s’écrire comme suit :

— 7 oV —

rotV="VA V=eijk§el 2.40
]

2.8- Exercices
Exercice 2.01

En adoptant la convention d’Einstein ; vérifier les équations suivantes et dire si
elles sont exactes ou non en argumentant votre réponse ?

- aijxl-xj + bklxkxl = (aij + bij)xl-xj
- aijxl- + b,dxk = (al-j + bij)xi
- a;3(b3; + c3p) = azbs; + agscay

- a;jbj = ayb;

Corrigé exercice 2.01

- ai]-xl-xj + bklxkxl = (aij + bl-j)xl-xj

Dans I'expression by;x;x; les indices k et | sont muets. De ce fait, on peut les
changer par d’autres indices non francs, respectivement par k=j et |=j. Ainsi, le

premier terme de I'équation devient :
aijxl-xj + bijxixj = (aij + bij)xixj
Donc cette équation est exacte.

- aijxi + bklxk = (aij + bij)xi
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Dans I'expression by;x; I'indice k est muet. De ce fait, on peut le changer par
un autre indice non francs, par k=i. Ainsi, le premier terme de I'équation devient :

ai]-xi + bilxi = (ai]- + bil)xi
Donc cette équation n’est pas exacte (i # [).
- a3 (b3 + c3p) = azbs; + agscay

Dans I'expression a3x3; I'indice k est muet. De ce fait, on peut le changer par
un autre indice non francs, par k=i. Ainsi, le second terme de I'équation devient :

Qizbs; + ajzc3; = agz(bs; + c3;)
Donc cette équation est exacte.
- a;jb; = a;;b;

On remarque que dans cette équation I'indice muet j a été remplacé par I'indice
franc i. Donc cette équation n’est pas exacte.

Exercice 2.02

Résoudre et simplifier les relations suivantes :
- (Sijxjxixk = SikXinXk

- 6;j0iaiby =7

- Sijaibj =7




Pg. 28

Chapitre 02 — Préliminaires mathématiques

Corrigé exercice 2.02

- 6i]'ijixk = Sikxjxixk

Pour i # j, on remarque que I'expression §;;x;x;x; , est nulle. Elle ne s’annule

pas pour i =j. (Par définition du symbole de Kronecker §). Ainsi le premier terme
non nul de la relation devient :

_ _ (2 2 2
OiixiXiXp = XXXy = (X1X1 + X2Xp + X3x3)X) = (X + x5 + x5)x

Pour i # k, on remarque que I'expression §;,x;x;x; , est nulle. Elle ne s’annule

pas pour i = k. (Par définition du symbole de Kronecker §). Ainsi le second terme
non nul de la relation devient :

— — — 2 2 2
6kkx}'xkxk = XjXpXp = (x1x1 + x,x5 + x3x3)x]' = (x1 + x5 + x3)xj
= xx=xjVketj
- 6ij6iaiby =7

Pour i # j ou encore pour i # k, on remarque que l'expression &;;6;,a;by , est
nulle. Elle ne s’annule pas pour i =j=k. (Par définition du symbole de Kronecker
6). Ainsi I'expression non nulle devient :

0;i6;; a;b; = a;b; = (a;by + a;b, + azbz)
- Sijaibj =?

Pour i #], on remarque que I'expression §;;a;b; , est nulle. Elle ne s’annule pas

pour i = j. (Par définition du symbole de Kronecker §). Ainsi I'expression non
nulle devient :

8i;a;b; = a;b; = (a1by + azb, + azbs)



Pg. 29 Chapitre 02 — Preliminaires mathématiques

Exercice 2.03

Soit les vecteurs U = 28, + 48, + &; et V =58, + 38, — &,

a- Calculer le produit scalaire U.V

b- Donner les composantes des vecteurs W et S, telsque W =UAV et

S =V AU. Commenter les résultats.
c- Déterminer par deux méthodes distinctes I'angle (l7 17).

d- Calculer les produits tensoriels UQ®TV et V® U.Commenter les
résultats.

e- Calculer les produits contractés U. W ,W.S , et (U®V).(V QU

N—’

f- Calculer le produit doublement contacté (T ® V): (V ® U).

Corrigé exercice 2.03

- Calculer le produit scalaire U.V
ﬁ=2§1+4§2+53 et ]7=5é)1+3é>2_é>3
U.V = uv; +uyvy + usvs = 2x5 + 4x3 + 1x(—1) = 21

—

- Donner les composantes des vecteurs W et S, telsque W =UAV et S =

V AU. Commenter les résultats.

ﬁ=2§1+4§2+53 et ]7=5§1+352_53

R (' %1 Uy V3 — U3V, 4x(—1) — 1x3 -7
W=UAV= <u2}/\{vz = {usvl — vz = {le - 2x(—1)»={ 7 }
Uz V3 UyVy — Uy 2x3 — 4x5 —14
21 Uq VU3 — V3lU, 3x1—(—1)x4 7
S=VAU-= Uz} A {uz = {V3u1 — DUz = {(—1)3(2 —5x1¢ = {—7}
V3 Uz VilUp — Voly 5x4 — 3x2 14
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On remarque que W=(UAV)=-S=—(VATU) , cest la propriété de Ianti-
commutativité du produit vectoriel

- Déterminer par deux méthodes distinctes I'angle (ﬁAV)

(7:2§1+4§2+é3 et ‘7:551"‘362_53

16 méthode : on utilise la formulation du produit scalaire

0.V = U] |V||.cos (V) = 21 = (V22 + 42 + 12) (352 + 32+ (—1)2) cos (U, V)
= cos(U,V) =39.23°

2¢me méthode : on utilise la formulation du produit vectoriel

|7 AVI| = 0] IV sin (U, 7)

VEDE+ 72+ (197 = (Y22 + 42+ 12). (357 + 37+ (—1)2) sin (U, V)
= sin(U,V) = 39.23°
- Calculer les produits tensoriels U ® V et V ® U. Commenter les résultats.
U=28,+48,+8;, et V=58 +38,—2é

U1. V7 Uq.Vy  Uq.U3 2x5 2x3 2x(-1) 10 6 -2
[upv] = |uev1 wpv2 Upvs|=|4x5 4x3 4x(-1) =[20 12 —4]
U3. V1 U3.Vy U3.U3 1x5 1x3 1x(-1) 5 3 -1

—

VO U=w.2)Qu.8)=vu(5Q¢F)
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[Vi-uj]: Uy Uy Uy Uy Uy.Us
V3. Uy V3. Uy Vs Us

3x2 3x4 3x1 6 12 3

1x2 —1x4 —1x1 -2 -4 -1)

[5x2 5x4 5x1] [10 20 5 ]

1

— — —T
Onremarque que: [UQ V]=[VQ® U] .

—

- Calculer les produits contractés U. W , W.

—

S,et (TQV).(V®U).
(7:2é)1+4é)2+é)3 et ]7:551+382_53

UW = ww, + uywy + usws = 2x(—7) + 4x7 + 1x(—14) = 0

W.S = wysy + wys, + wass = (=7)x7 + 7x(=7) + (—14)x14 = —294
. 10 6 -2
A=UQV=we) Q) =ur(a®e) [wv]= [20 12 —4]
5 3 -1)
B 10 20 5
—2 -4 -1

A-B =c;.(6®e) avec cij = ay. by,

10 5
20 12 ] [ 3
3 —1) ~1)

- Calculer le produit doublement contacté (T ® V): (V ® U).

Cijzaik-bkj = = 1280 560 140

70 140 35

[140 280 70]

10 6 -2
5 3 —1)
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B 10 20 5
2 —4 -1)

A-B= Cij. (?{ R EJ’) avec  c;j = Q. by
10 6 —2] [10 20 ‘ [140 280 70 ]

Cij = Qye. by = [20 12 —4|.l6 12 280 560 140
5 3 -1) —4 140 35

A:B = cpp. (6, @) = Cyy

)
esl]

- C11 +CZZ +C33 - 14’0"" 560 +35 - 735

Exercice 2.04

Soit les fonctions scalairessuivantes :
f(x,v,z) = 2x* + 4y3 + z*
3

g(x,y,z) =5x*+3y*—z

Calculer les expressions suivantes :

U=grad f V=gradg [A] = grad U [B] = grad V
UA = dwA UB = dwB ua = divUA vb = divUB
LF = Af LG = Ag LU = AU LV = AV
RU =rot U RV =70tV

Corrigé exercice 2.04

-l_j:gradf

f(x,v,2) = 2x% + 4y3 + z*
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rg\
=G 7 KMd=3=(G 7 k)12vy2
k= j k)<ay> T j k){ y}
af
0z

-V =gradg

4x
U=@ 7 E){uyz} gradU=UQV

Les composantes de ce tenseur sont données comme suit :

(0u; Ou; 0uy]

dx 0dy 0z
du, Odu, Jdu, 4 0 0

lay] =55 ay o0z |

Juz Jduz OJdug

[ 0x 0Jdy 0z
- [B] = gradl7
10x
V=@ k"){12y3} gradV =V ®V
—3z?
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Les composantes de ce tenseur sont données comme suit :

0v; 0dv; 0vq]

dx dy 0z
dv, dv, 0Jv,

[l = |55 oy 0z | [

dv; 0dvs 0v;

[ dx Jdy 0z
-UA = dwA
4 0 0
[A] =0 24y 0 ]
0 0 1222
(0a;;  O0a;;  0ag3)
0x dy 0z
== dayy 0ay, O0days 0+0+0 0
UA=dlvA=<a +a +a r=304+24+0 ;=424
x Y z 0+0+24z) 24z
dasz; 0das, 0dass
\ dx ay 0z J
-UB = dwbB
10 0 0
[B]=]0 36y%2 0
0 0 —6z

(dby, 09by, b
1 902 13"

ox dy 0z

. __._ |dby, by, by, 0+0+0 0
UB = dwB = { + =224 s =10+ 72y +0{ =172y
ox = 0y - 0z 0+0—6 -6

dbs, 0bs, 0b
31 + 32 + 33

\ dx dy 0z
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-ua = divUA
UA=(

divUA =

dua; dua,
+
d0x dy

-ub = divUB

P —

UB =(7

0
k)J 24
24z
duas
=0+0+24=24
0z

0
E) {7231}
-6

— Jdvb ovb ovb
1+ 2 n 3

wUB =
divU e 3y

- LF = Af

=04+724+0=72
0z

f(x,v,z) = 2x% + 4y3 + z*

0°f 9%f 9°f

LF = Af =~

-LG =Ag

x%  0dy?

557 = 4+ 24y + 12z

g(x,v,z) = 5x% +3y* — 23

d%g 0d%g

LG =Ag =—+

2

0°g

d0x? 0y? 0z?

=10 + 36y% — 62
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(0%u;  0%u;  0%uy)
+——+
0x? = 0dy?  0z?
_ o 0%u,  9%u,  0%u, L (0
LU=AU=(G 7 3 r=(T 7 24
T 7 Kk o2 + 3y + 552 @ 7 Kk
0%u; 0%ug; 0%u
3,0 07Us
\dx?  dy?  0z?%)

-LV = AV
10x
V= 7 k){12y3}
—3z2
(0%v; 0%v;  0%v))
dx?*  dy? 0z*
— o 0%v, 0%*v, 0%v, L (0
LV=AV=( 7 = 7 72
@ J Kk oz " ay2 T oz r={ 7 K _é’
0%v; 0%v; 0%,
\dx? = 0y?  0z?)
-RU =7rot U
4x
U= j E){lzyz}
473
(9 (Ous _ Ouz
x|y |97 gy o
RU=710tU=VAU={— AUz ={———=7»=30—-0; =10
Wi lug) [0z 9xi (g_o) o
0 du, OJu,
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-RV =70tV
10x
V= j E>{12y31
—3z2
9) 9vs _ Ova)
E 9 0z
L aax v ag . 0—0) (0
RV =70tV =VAV==A—3 AVt =<{2_"3V=1o—-0t=10
Wi lvg) 192 0x1 {g_o) (o
0 dv, Jdv;
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Chapitre 03 — Théorie de I’'état des
contraintes

3.1- Introduction

Soit un corps solide soumis a des sollicitations extérieures : forces appliquées
(de volume ou de surface), conditions aux limites (appuis, déplacements
imposées).

Forces appliquées (de
volume ou de surface)

Conditions aux limites
(Appuis, Déplacements
imposées)

Figure 09 — Solide soumis a des sollicitations extérieures

Ces sollicitations génerent a I'intérieur du solide trois champs de grandeurs
physiques :

- Un champs de déplacements pour tout point M du milieu,

- Un champs de déformations autour de chaque point du milieu a l'intérieur
du solide,

- Un champs de contraintes autour de chaque point du milieu a 'intérieur du
solide,

Apres sollicitation

Avant sollicitation

Figure 10 — champs de déplacements pour tout point
M du milieu,
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e ‘ Apreés sollicitation
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€2
0 Avant sollicitation
e; . . .
e ' Figure 11 — champs de déformations autour de

chaque point M du milieu,

) JEL;

Avant sollicitation Apres sollicitation

Figure 12 — champs de contraintes a I'intérieur du solide

L’équilibre du solide est traduit par des formulations mathématiques qui mettent
en relation ces différents champs avec les propriétés intrinseques du matériau

qui le compose.

Sollicitations
mécaniques
2y Y]
Q. R =)
o) ésistance =
@ @
Etat de la
géométrie

Figure 13 — Relations entre les différentes grandeurs physiques
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Les préoccupations majeures dans les calculs des structures c’est de répondre
a une double problématiques posées en termes de résistance et de rigidité.

3.2- Equilibre d’un milieu continu

Soit un domaine solide de volume Q et de frontiére 9Q,

N

-

F
Figure 14 — Domaine solide soumis a des sollicitations extérieures

Les sollicitations extérieures (forces extérieures) appliquées a ce domaine sont
de deux types :

- Les forces de volume (ou de masse) qui s’appliquent a toutes les particules
M du domaine (2 : pesanteur ; inertie, etc..

T

Figure 15 — Forces de volume

F=[ff, f.dv 3.01

- Les forces de surface (ou de contact) qui s’appliquent uniqguement sur la
frontiere 0Q.

oy
ol
QU
(%)

Figure 16 — Forces de surface
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C = [f,,¢.ds 3.02

Selon le principe fondamental de la mécanique, le milieu est en équilibre
lorsque :

- Larésultante de toutes les forces extérieures est nulle, c’est-a-dire :

F+C=[ff, f.dv+ [f,,¢.ds=0 3.03

- La nullité des moments résultants en un point O quelconque, c’est-a-dire :
[lf, OM Af.dv + [[,,OM AE.ds =0 3.04

3.3- Vecteur contrainte

Soit un corps solide soumis a des sollicitations extérieures ;

Fg
Fd

Figure 17 — Corps solide en équilibre
L’équilibre du solide se traduit par la nullité de la résultante des forces :

Fd+Fg=0

Figure 18 — Equilibre des différentes parties du solide
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L’équilibre du solide implique I'équilibre des parties A et B. En effet, on a :

- Equilibre de la partie B Fd + R,=0
- Equilibre de la partie A Fg+Rz =0

Puisque R,+ Rz =0 ceciimpligue Fd+Fg=20

Considérons seulement la partie A du domaine ; Celle-ci est en équilibre sous
I'effet des forces extérieures Fg et des flux d’efforts internes 7 qui agissent sur
la surface s(n).

Il est a noter que la surface s(n) est indentifiée par rapport au vecteur unitaire
sortant 7 qui lui est normal (Orthogonal).

Figure 19 — contraintes intérieures

Considérons :

- un point M appartenant a la surface s(n)

- une portion élémentaire As de la surface s(n) autour du point M ;

- une portion des efforts internes Af appliquée sur 4s

i = — . Af
On appelle vecteur contrainte le vecteur : T(M,n) = AhmoA—S
S—

M) TM,7) Celui-ci se décompose de deux types de vecteurs

il :
ol contraintes :

T(M,7) = 0,.7 + 2(M, 7). 3.05

Figure 20 — Vecteur contrainte
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- o,.1 . Un vecteur contrainte normale qui corrrespond a une sollicitation
de type traction (lorsque o, > 0) ou de type compression (lorsque g, < 0).

- 7(M,7n) : Un vecteur contrainte tangentielle (appliqué au point M et
tangentielle a la surface de normale 7 ) qui corrrespond a une sollicitation
de cisaillement. L'intensité (ou le module) de ce vecteur est donnée comme
suit :

- —> 2 g —> 2 —
12(M, )l = JIIT(M,n)II = llo. 7lI? 3.06
3.4- Tenseur des contraintes
3.4.1- Tenseur des contraintes de Cauchy

Considérons, en un point M du solide, les axes Mx,, Mx,, Mx; de base (&, €,, €;)
et définissons dans cette base un tétraédre MABC.

- Les points A, B et C sont sur les parties positives
respectivement des axes Mx;, Mx,, Mxs.

- Le vecteur n est un vecteur unitaire normal a la
surface ABC.

- Les composantes du vecteur unitaire 7 dans la

base (é,,¢é,,¢€;) sont ny, n, et ns ; ce qui se traduit
pal' 7_1) = Tllé)l + nzé)z + n3é)3

Figure 21 — Tétraedre
Donc les facettes du tétraédre ont pour normales sortantes :

----- —e; pour ce qui est de la facette MBC
----- —e, pour ce qui est de la facette MCA

----- —e5 pour ce qui est de la facette MAB



Pg. 44

Chapitre 03 — Théorie de I’état des contraintes

Sous l'action des sollicitations extérieures, les vecteurs contraintes qui
s’exercent au point M se présentent comme sulit :

- T(M,n) est le vecteur contrainte qui s’exercent
au point M sur la surface ABC de normale
sortante n.

- T(M,—e;) est le vecteur contrainte qui
s’exercent au point M sur la surface MBC de
normale sortante —e;.

Figure 22 — Equilibre du tétraedre

- T(M,—e;) est le vecteur contrainte qui s’exercent au point M sur la surface MCA
de normale sortante —e,.

- T(M, —e;) est le vecteur contrainte qui s’exercent au point M sur la surface MAB
de normale sortante —e;.

Partant de la définition du produit vectoriel, on a :

AB AAC = 2dST = 2dS.n,é, + 2dS.n,8, + 2dS.n3é; ; dS étant U'aire de la surface ABC 3.07

ABAAC = (MB — MA) A (MC — MA) = MB A MC — MA A MC — MB A MA + MA A MA 3.08
ABAAC =MBAMC + MCAMA + MAAMB + 0 3.09
AB A AC = 2(aire MBC)8, + 2(aire MCA)&, + 2(aire MAB)é, 3.10

Par identification entre les équations (3.07) et (3.10) on déduit :
aire (MBC) = dS.n, aire (MCA) = dS.n, aire (MAB) = dS.n, 3.11

En négligeant les forces de volume qui sont infiniment petites, le tétraedre est
en équilibre sous I'action des forces qui s’appliquent sur ses différentes facettes :

dS.T(M, ) + dS.n,. T(M, —&;) + dS.n,. T(M, —&;) + dS.ns. T(M,—e3) =0 3.12
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Apres simplification, I'équation (3.12) devient :

T(M, %) =n,. T(M, &) +n,. T(M, ;) + n3. T(M, &3) 3.13

L’équation (3.13) s’écrit sous forme matricielle comme suit :

{r(mn)} =[{rme)} {TMe)} {T(M e} {n} 3.14
Soit :
{TM, 1)} = [o(M)].{n} 3.15

L’équation (3.15) s’appelle la formule de Cauchy ou [o(M)] est le tenseur des
contraintes de Cauchy au point M. Les composantes de ce tenseur des
contraintes dans la base (g;,€,,é;) sont:

TMe) TMe) T(Me)

-

er [011 021 031
e, |012 022 032 3.16
e; L913 023 033
Remarques :
A 0'2252
0'125
= —>
€2 / N
9323 /5,6,
0 0236, }.;01151
er 1361|9316
€3 03363
Figure 23 — Composantes du tenseur des contraintes de Cauchy
La contrainte normale au point M sur la facette de normale 7 est égale a :
o, = 1.TM, ) = ()T [a(M)]. {n} 3.17

Sur la facette de normale &,, le vecteur contrainte au point M est égal a :

?(M, e_l)) = 0-1161 + 0_21é)2 + 0_31é)3 318
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D’ou la contrainte normale et le vecteur contrainte tangentielle sur la facette de
normale ¢€,, ce qui suit :

0-81 = el.T(M, el) = 011 Tel = 02192 + 0-3163 319

3.4.2- Propriété de symétrie du tenseur de Cauchy

Assimilant un point M du solide a un volume infiniment petit de dimensions
dx,,dx,,dx; et considérant que ce volume est en équilibre vis-a-vis des
rotations, ceci se traduit par :

-
A ag22
o /_,012
2
032 021
023 011
0 M }*
& dx; o
1 013 31
€3 033 dX3
dx1

Figure 24 — Equilibre en rotation

Pour i=1, il s’agit de la nullité de la somme des moments autour de I'axe Mx;.

dxz

Z Ml = (0'32. dxl. dx:;)T - (0'23. dxl. de)% = 6 3.21

. 0-32 - 0-23 322

Pour i=2, il s'agit de la nullité de la somme des moments autour de I'axe Mx,.

ZMZ = (0-13.dx1.dx2).% - (0'31.dx1.dx3).% = 6 323
- 013 - 0-31 324

Pour i=3, il s’agit de la nullité de la somme des moments autour de I'axe Mx;.

Z M3 = (0-21. dxz. d)@).% - (0-12. dxl. dxz).% = 6 325
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= 031 = 012

3.26

Donc, I'équilibre en rotation de tout point M du solide implique la symétrie du

tenseur des contraintes de Cauchy :

[o(M)] = [o(M)]"

011 021 031 011 012
012 022 032 =021 022
013 023 033 031 032

3.4.3- Equations d’équilibre

- Soit une portion du solide infiniment petite de dimensions dx;, dx,, dxs,

3.27

3.28

- Soit une force par unité de volume f de composantes f, f2, f5. Appliquée au

point de coordonnées (x4, x,, X3),

- Soit y 'accélération de composantes y;, y,, ¥3 auquelle est soumis le point de

coordonnées (xq,x;, X3),

- soit p la masse volumique du matériau de ce volume.

* L'équilibre en rotation implique la symétrie du tenseur des contraintes de

Cauchy : [e(M)] = [o(M)]"

* ’équilibre en translation le long de la direction Mx;

Figure 25 — Equilibre en translation le long de Mx;

3.29
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Le développement de I'équation (3.28) nous donne :

R doy, 001,
Z Fl - <_0-11 + 0’11 + Y dxl) . dxz. dx3 + (_0-12 + 0—12 + _dx2> . dxl. dx3
ax1 axz

+ (—013 + 013 + %da@) Jdxq.dx, + fi.dx;.dx,.dxs — yq.p.dxq.dx,.dx; = 0 3.30
3

Apres simplification I'équation d’équilibre en translation le long de Mx; devient :

60'11 60'12 60'13

+222 4

axl 6x2 a.X'3

+fi=p71 3.31

De la méme fagon, on obtient pour les autres directions les équations d’équilibre

suivantes :
00'21 + 60'22 + 60'23 + _ — L l d M 3 32
9x;  0x, 9x3 f2=p-v2 e long ae Mx; '
0031 4 0932 4 0033 4 ¢ — Le long de Mx 3.33
ox, | ox, P 3=P.V3 9 3 :

Sous forme indicielle, ces trois équations s’écrivent, d’'une fagon condensée
comme suit :

6aij _
o Tfi=p 3.34

3.4.4- Directions et contraintes principales

Soit un tenseur des contraintes [o(M)] ; sa symétrie ([o(M)] = [c(M)]")
implique que :

- Sa matrice est diagonalisable,
- Ses valeurs propres sont réelles,
- Ses vecteurs propres sont orthogonaux.

Donc, en tout point M du solide, il existe au moins un repéere orthogonal
(M, 1,,1,,73) dans lequel la matrice des contraintes associée a ce repéere est
diagonale.
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g 0 O
[o,(M)] = [0 P 0] 3.35
0 0 o3

o '
2 o1
-

Figure 26 — Directions et contraintes principales

-

€3

- 04,0,,05 . Sont appelées contraintes principales ; ce sont les valeurs propres
de la matrice associée au tenseur des contraintes de Cauchy.

—

- 1y, 7y, M5 - SONt les axes principaux du tenseur des contraintes de Cauchy. On
les appelle aussi directions principales des contraintes.
Propriétés :

Les fibres passant par M, orientées selon les directions principales travaillent
seulement en traction ou en compression (efforts normaux aux plans
perpendiculaires a #,,1, et @, . Les contraintes tangentielles a ces plans sont,
donc, nulles.

3.4.5- Invariants du tenseur des contraintes

Les invariants du tenseur des contraintes sont les coefficients (ou encore les
parametres I4, I, et I3) de I'équation caractéristique :

P(oy,) = _Un3 + Ilanz — Lo, +13=0 3.36

Les trois contraintes principales sont les racines de cette équation. Donc :
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_ 011 — Op 012 013
P(o,) = det([G(M)] — [o,] D =det| 021 022 — Opn 023 =0 337
031 032 033 — Oy

Les invariants Iy, I, et I3 sont indépendants du repere.

Apres développement de I'équation (3.36), Ces invariants sont donnés comme
suit :

([1 = tr[o‘] =011 + 0o + 033 = 01 + %) +O-3
1
L = 5((“‘[0])2 — tr[0]?) = 01102, + 011033 + 02,033 — 0f, — 013 — 033
= 0,0, + 0,03 + 0,03 338

— _ 2 2 2
I3 = det[o] = 01102,033 + 2015013033 — 011033 — 03,013 — 03301,
k = 010,03

3.4.6- Partie sphérique et déviateur des contraintes
Le tenseur des contraintes peut s’écrire :

[o(M)] = tro(M)]. [1] + [S] 3.39

La partie itr[a(M)]. [1] est la partie sphérique du tenseur de contraintes. Elle a
la méme trace que le tenseur des contraintes [o(M)]. Cette partie est égale a :

011 + 095 + 033 0 0
~trlo(M)).[1] = 0 011 + 023 + 033 0 3.40
0 0 011 + 095 + 033

[S] représente la partie déviatrice (ou déviatorique) du tenseur des contraintes.
On l'appelle aussi tenseur déviateur des contraintes.

(2011 —023—033)
[—3 012 013 ]
—011+205,—0:
s1=|  op S oy | 3.41
(—011—022+2033)J
[ 013 023 - 5

3

A partir des considérations ci-dessous, on remarque que :
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- La trace du tenseur déviateur des contraintes est nulle : tr[S] = 0.

- Le tenseur déviateur des contraintes a pour valeurs propres (contraintes

trlo(M)]

principales) o, = 0, = 03 = — -

- Si le tenseur déviateur des contraintes est nul ([s] = [0] ), alors on a:
[on] = . [o(M)].7i = str[o(M)].[1I] et Z=[o(M)].7i—[0,] =0V 7 3.42

- C'est donc la partie déviatrice du tenseur des contraintes qui est seule
responsable de I'apparition du cisaillement.

- Les invariants du tenseur déviateur des contraintes sont :.

Ji=tr[S]=0
{ 3.43

J2 = %(U’[S]Z) = 5ijSij

3.5- Représentation graphiques des états des contraintes

3.5.1- Ellipsoide de Lamé des contraintes

Soit un vecteur contrainte T(M, €),

T(M, Mn,) = 0N,

T(M,7)
. B T(M,ny) =on
g, - (M, n,) 114
M T T(M,Tig) = 03_ﬁ3
€
e o

Figure 27 — Faces et contraintes principales
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Nous avons énoncé qu’il existe une base orthogonale (M,7,,7,,1;) dans
laquelle 7, 711,, 15 sont les directions principales et o,, 0,, 03 sont les contraintes
principales.

Les composantes de ce vecteur contraintes dans cette base sont :

T1 01 0 071y o1y
{Tz} = [0 () 0 ] {nZ} == {O-an} 344
T, 0 0 o31\ng 03N3
D’ou:
T T: T
Tl1 = 0__1 le = O'_z Tl3 = 0'_::; 345

Sachant que n? + n3 + n3 = 1 on déduit a partir des équations (3.44) et (3.45)
ce qui suit:

1)’ () 4 (&) =
(0'1) + (0'2) + (0'3) o 1 3'46
L’équation (3.46) est I'équation de Lamé des contraintes, ou I'extrémité du

vecteur T(M, ) décrit une ellipsoide d’axes 7, 7i,, 715 (directions principales) et

de demi-centres o, g, et o3.

3

%2 T(M, )

(1
03

i3

Figure 28 — Ellipsoide de Lamé des contraintes
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3.5.2- Cercles de Mohr

Représentation sur un plan

Penons en un point M du solide un repére principal (M, 11,,1,,73) et considérons
uniquement les facettes passant par la direction 7i; de normale 7 et de direction

tangentielle ¢.

Le vecteur contrainte défini au point M par rapport

a la surface de normale 71 est :
T(M,7) = 0,. 1+ Tyt 3.47

Comme le vecteur contrainte est repéré dans la

base (M,7n,,7,) par :

T)(M, T_i) = 0-1.7_1)1 + 0-2.7_1)2 3.48

Figure 29 — Vecteur contrainte

La projection des vecteurs a;.1, et 0,.7, sur les axes 7 et £ nous donne :

Sur 1n: = o0,.1 = 0,.7;.c0s(0) + 0,.1,.sin(H) 3.49
Sur t: = 1,.t = —0y.1;.5in(0) + 0,.1,.cos(0) '
Sachant que : 71, = 7. cos(6)
1, = 71.sin(0)
t = r_i.sin(g) =7
Les équations (3.49) se simplifient comme suit :
{an = 0,.c052%(0) + 0,.5in?(0) 3.50
T, = (0,—0y).cos(0).sin(6) '
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Sachant que : cos(20) = cos(—260) ;  sin(26) = —sin(—20)
. __sin(20) _ _ sin(—-260)
cos(6) sin(f) = —— = .
cos?(8) = 1+cos(26) sin2() = 1-cos(26)

2 )

Alors, les éguations (3.50) deviennent :

o, = (M) + (01_02) cos(—26)

2 T2
T, = (61262) sin(—26)
i (52

-
2

Les équations (3.51) deviennent :

Si on pose :

{an =d + r.cos(—26)
T, = r.sin(—20)

2

3.51

3.52

3.53

Ces équations montrent que pour chaque facette de normale 7, on peut associer

un point P, de coordonnées (o, t,,) dans le repére orthonormé {o,, 7,,}.

Lorsque I'angle 6 varie, ce point décrit un cercle de centre (d,0) et de rayon r.

C’est ce qu’on appelle le cercle de Mohr des contraintes.

A

v°

Figure 30 — Cercle de Mohr des contraintes
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Représentation sur une face guelconque

Considérons en un point M du solide un repéere principal (M, 7;,1,,75), tel que
n =1, + 1, + 15. Le vecteur contraintes au point M par rapport a une surface de

normale 71 est :

TM, 1) = ap i+ 1,8 = ||TM, D) = 0,2 + 1, 3.54

llest asignaler que : (A} =1 et (&} {8} =1
Dans le repere principal, le vecteur contrainte s’écirit :
T(M,R) = 0.7y + 0.1y + 07. 1, = ||7(M, M| = 01212 + 0,2.n,% + 03232 3.55
De méme on a dans ce repere :
n2+n,2+ng?=1 3.56

Si les trois contraintes principales sont distintes, on déduit a partir des équations
(3.54-3.55 et 3.56) ce qui suit :

Tn2+(0'n_0'2)(0'n_0'3)
(01—02)(01—03)

(
I
41122 _ T2 +(0n=03)(0n=01) 3.57
I

n12 ==

(02—03)(02—01)
Tn2+(0n_01)(5n_02)

(03—01)(03—03)

n32 -

Sachant que n,% >0 ; n,? > 0 et ng? > 0 et en supposant que o, > o, > 03 ,
'équation (3.57) se simplifie comme suit :

(( (C’z+03)) + _L_nz > (02—03)2

| 2
2
{ (03+01) n Tnz < ("3“’1) 3.58

_ (0'1"'02) 2 (61—0'2)2
l(an : )Hn > (2
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Ces conditions sont représentées par les cercles de Mohr des contraintes
comme suit :

A

Ggé [ On 01 a
+ > >

Figure 31 — Cercle de Mohr des contraintes pour une face quelconque
Le point de coordonnées g,, et t, se trouvent dans la partie coloriée ;

-— a l'extérieur du cercle de centre ((Jzzif‘;) ; 0) et de rayon (02-05)

-— a l'intérieur du cercle de centre (@ ;0) et de rayon —("1;”3)

(01—02)

-— a I'extérieur du cercle de centre ((lei” ;0) et de rayon
On déduit de cette analyse que :
- La valeur maximale de la contrainte normale au point M est :

Omax = max(lall, |02|; |U3|)

- La valeur maximale de la contrainte de cisaillement au point M est :

2. Tax = Max(oy, 0,5, 03) — min(oy, 05, 03)
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3.6- Etats de contraintes particuliers

3.6.1- Etat de contraintes uniaxial

Considérons une base orthonormée (0, €, €,, €5), et M un point quelconque d’un
milieu continu ; L’état de contraintes au point M est uniaxial par rapport a I'axe
(M, &,), si le tenseur des contraintes se réduit a :

T g 011 0 O
W o)) = 00 3.59
0 0
M

2 —|03 =0 0= 011

Figure 32 — Etat de contraintes uniaxial et cercle de Mohr représentatif
Dans cette situation le repere (M, €, €,, €;), est le repére principal.
3.6.2- Etat de cisaillement pure

Considérons une base orthonormée (0, €;, €,, €3), et M un point quelconque d’un
milieu continu ; L’état de contraintes au point M est un état de cisaillement pure
par rapport au plan (M, é,,¢,), si le tenseur des contraintes se réduit a :

0 o4, O 0 O
[c(M)]=|o, 0 0|l=[z 0 0 3.60
0 0 0 0 0O
- Les contraintes principales sont :
T 02162
T=012 ~ 01261 01 =1, 0 = 0, O3 = —T,
U
” R A Les directions principales sont :
o=t =0 o=t ™ 1 1 0
¥ V2 V2
0 0 1

Figure 33 — Etat de cisaillement pure
et cercle de Mohr représentatif
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3.6.3- Etat de contraintes isotropes

Considérons une base orthonormée (0, €,, €,, €5), et M un point quelconque d’un
milieu continu ; L’état de contraintes au point M est un état de contraintes
isotropes (ou sphériques) si le tenseur des contraintes se réduit a :

o 0 0
[c(M)] = [0 g 0 3.61
0 0 o

Dans cet état, toute facette de normale 7, en M est face principale quelque soit
le repére considéré.

>o réduisent a un point de coordonnées
2 o
(0,0),

a
0y, =03 =

0.€,
f . Les trois cercles de Mohr des
?\1 g.eq .
contraintes se confondent et se
M g e
,: 0 ‘(\/X 0'.33
s

Figure 34 — Etat de de contraintes
isotropes et cercle de Mohr
représentatif

3.6.4- Etat de contraintes planes

1u02292 oNn;
g,1€
21724
011€1 o T
5 > 171
e, N2
012€1
o
0 . M
€
é -
3 n3

Figure 35 — Etat de de contraintes planes
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Considérons une base orthonormée (0, €;, é,, €5), et M un point quelconque d’un
milieu continu ; L’état de contraintes au point M est un état de contraintes planes
par rapport au plan (M, é,,¢,), si le tenseur des contraintes se réduit a :

011 012 0
[c(M)] = |6, 05, O 3.62
0 0 O

En un point M d’un milieu continu, Le tenseur des contraintes de Cauchy par
rapport a une surface de normal n est donné par la relation :

{rTM,m} = [o(M)].{n} 3.63

Cette relation peut s’écrire dans le cas d’'un état de contraintes planes comme
suit :

011 012 O 1
{TM, 1)} = |01, 052 0f. {72 3.64
0 0 0 \n;

La direction 13 = €5 est une dirction principale. Les deux autres directions
Sont les solutions de I'équation :
{TM,0)}.7 = o,.1 3.65

Qui représente la projection du tenseur des contraintes sur le repere principal

—

(M,7,,1,) avec i = {;Ll} et n? + n3 = 1. Ceci permet d’écrire I'équation (3.65)
2

sous la forme suivante :

it IR N g 3.66

012 0221 N np

Les solutions de ce systéme d’équations sont celles du polynome caractéristique
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P(o,) = -0, +1,0,—1,=0 3.67
Les deux contraintes principales sont les racines de cette équation. Donc :

P(o,) = det([c(M)] — [0,] 1) = det [0110— Op  Oip

022 — Op

|=0 368
Les invariants I, I, sont indépendants du repére.

Apres développement de I'équation (3.68), Ces invariants sont donnés comme

Suit ;
I, =tr[o] =0y, + 0y, =0, + 0,
1 2 5 2 3.69
I, = 5((”[0]) —tr[o]?) = 01105, — 0{, = 040,
Ainsi les solutions de ce polyndme sont :
En terme de contraintes principales :
_ (o11+032) | 12 2 2
o= +2\/(011—022) + 407, 3.70
(011+022) 1 )
0y = % —3 i/(au - 022)2 + 40122
En terme de directions principales :
tang(6,) = L=a) — 3.71

012 (01-033)
Avec 6, qui représente la position angulaire de 7, par rapport a e, .
Les composantes des directions principales seraient :

J , = (cos(6;) sin(91)>.{2}

5 3.72
|72 = (~sin(8) cos(@l)).{é,i}
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3.7- Exercices

Exercice 3.01

Soit un milieu continu ou le tenseur de Cauchy est constant dans l'espace et
dans le temps. On considére au sein de ce milieu un domaine matériel D, en
forme de tétraédre tel que représenté dans la figure ci-dessous. On considéere
un repére cartésien orthonormé(0, e, e, e3).

Les arrétes paralleles aux axes de la base ont une longueur donnée « C ».

(0,0.c)

(0,¢,0)

0.0

Des mesures a partir d’'une expérience ont montré que :

- La composante normale de la force exercée sur la face arriere
(correspondant au plan x; = 0 ) est égale a F;,

- La composante normale de la force exercée sur la face latérale
(correspondant au plan x, = 0 ) est égale a F,,

- La composante normale de la force exercée sur la face de dessous
(correspondant au plan x; = 0 ) est égale a F;,

- Laforce exercée sur la face inclinée du tétraedre est égale a G = G e; +

G,e; + Gses.

Déterminer les composantes du tenseur de Cauchy dans la base (0,e;,e;, e3).
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Corrigé exercice 3.01

La détermination des composantes du tenseur de Cauchy dans la base
(0, €1, e, e3) implique la recherche les termes de la matrice [a(M)] a partir des
mesures effectuées sur les facettes du domaine.

Donc, étant donné que le tenseur de Cauchy est symétrique il y a lieu de
déterminer les six inconnues scalaires de ce tenseur ; a savoir: o1, 03, 033, 012,

013, 023.

Nous avons vu au cours que le la relation de Cauchy s’écrit :
T(M,n) = [a(M)].{n}

Qui s’écrit sous forme matricielle :

011 012 013 nq
T(M,n) =012 022 0O23|.41M,
013 023 033 T3

* Prenons la facette perpendiculaire & €, ( plan x; = 0 ) dont la force normale

est égale a F,,

ny -1
Sur cette facette la normale sortante est 7 = —¢; d'ou {7, ; = { 0 }

Donc,

011 012 013] (—1 011
T(M,—¢é;) =|012 022 023].{0 = —4012
013 023 033 0 013

La projection de ce vecteur contraintes sur 'axe x; est traduite par le produit

-1
scalaire T(M, —é,).(—é,) = —(011 012 013).{ 0 } = 0y;.
0
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Fy 2

il s’agit de la composante normale : 0,4 = 5 avec S

2F,

e —_—
C2

011 =

* Le méme raisonnement pour les facettes perpendiculaires a e, ( plan x, =0
et F,) et & (plan x; =0 et F;) nous donne :

* Prenons enfin la facette restante perpendiculaire a 7 dont la force est égale a
5 = G‘l_é:)"‘ Gvé'—;"‘ Gzz_é:

€1 1
La normale sortante est un vecteur unitaire colinéaire a la direction <é&, p = {1}
€3 1
a
donc de la forme {a} et de norme 1. C’est-a-dire :
a

Va*’+a?+a?=1; dou a=i3-

(L)

|v3]

La normale sortante est donc le vecteur unitaire 7 = 4%¥
| 7|

\5)

La surface de cette facette (qui est un triangle équilatéral de coté c/2 ) est :

2

Sl

On peut maintenant écrire :

011 012 013 ny
T(M,n) = |012 022 023].

013 023 033
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Pg. 64
D’ou,
(1
3
. [011 012 013] \/1_
T(M,n) = 012 022 023|.{—
013 023 033 \/E
LﬁJ
1 011 + 012 + 043
T(M,n) = —.{012 + 035 + 033
_ 3 (013 + 053 + 033
On sait que :
i 2 (@
T M, n) = — = G
( n) S 243 G2
3
Donc :
1 {011 + 02 + 013} {61
—.4012 + O3p + Oy3¢ = ——. Gz
V3 013 T 023 + 033 c*V3 Gs

D’ou le systeme d’équation a trois inconnues ( g5, 043, 023)

c? 2F,
G, = 7(? + 012 + 013)
2
c 2
(G, = 7(012 +C_2+ 023)
c? 2F;
(G3 = 7(013 + 023+ 7)
Ou encore :
r 26, — 2F,
012 + 013 = — z
26, — 2F,
1012 + 023 = —
263 - 2F3
(013 T 023 =~ 5

La résolution de ce systeme d’équations nous donne :
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(G —F) + (G, — F,) — (G5 — F3)

O12 = o2
(G —F) — (G, — F,) + (G5 — F3)

1 013 = 2
_ =61 —F1) + (G, — F) + (G3 — F3)

\0—23 - c2

Exercice 3.02

En un point M d’'un milieu continu la matrice du tenseur des contraintes est
donnée (en MPa) dans le repere cartésien (O,x,y,z), comme Suit :

15 =5 0
[a(M)]=[—5 15 o]
0 0 2

1- Construire les cercles de Mohr, représentant cet état de contrainte,

2- En déduire les contraintes principales et les normales aux plans
principaux.

3- Donner la contrainte normale maximale et la contrainte de cisaillement
maximale au point M.

4- Vérifier les résultats de la question (2) par la méthode numérique.

Corrigé exercice 3.02

15 =5 0
[a(M)]=[—5 15 o]
0 0 2

1- Construction des cercles de Mohr, représentant cet état de contrainte,
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f4—",',')

2- Contraintes principales et normales aux plans principaux.

Contraintes principales : g; = 20 Mpa o0, = 10 Mpa 03 = 2 Mpa

Directions principales : 8, = —45° position angulaire de 7, par rapporta é; .

€ é; €
n =2 V2 0)1{é M, =(—=/2 V2 0)3é n3=(0 0 1).4¢6;
é; é; é;

3- Contrainte normale maximale et contrainte de cisaillement maximale au
point M.

Omax = 20 Mpa ”Tmax” = 09 Mpa

4- Veérification par la méthode numérique.

Contraintes principales :

(011 + 022)

1.
= \/(011 —03)% + 40122

{(01
01+ 0o 1
taz (11—22) 2\/(011 — 05)% + 405,

2
15 + 15

o, = % —\/(15 15)2 + 4x5x5 = 20
15 + 15 1

o, = (T) - Ei/(lS —15)2 + 4x5x5 = 10
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Directions principales :

(01— 011) _ 012
012 (01 — 022)

(20 — 15) -5
-5 (20 — 15)

tang(6,) =

tang(6,) = -1 = 0, = —45°

Exercice 03

Une pente de 1,5H : 1V est prévue dans un sol schisteux stratifié dont le lit
inférieur des plans de stratification fait un pendage d’angle « 3 » avec le plan
horizontal. Les données géométriques du talus sont illustrées dans le schéma
suivant :

S5.0m

Surface initiale dLTi—-*'/

///

////

S

/ i

“la nouvelle surface proposée

,/
.I/

Si le facteur de sécurité minimal vis-a-vis de la sécurité a la rupture est égal a
2, déterminer I'angle « 3 » correspondant.

Utilisez :

- un poids unitaire de 20,1 kN/m3,

- et les parametres de résistance : ¢ =12 kPa et ¢ = 30 °.
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Corrigé exercice 3.03

1 - Poids de la masse susceptible de glisser W =AIRE x y

85,00 —
) _ 2
H=85,00 xtan(B)-20,00 30,00 g
AIRE e 5
C 435’00 l ) 8 8
3 - i
g £
B

AIRE = surface du rectangle — surfaces (A+B+C)
Surface(A) = 0,5 x h x 85,00
Surface(B) = 0,5 x (30,00 + 85,00) x (h-20,00)
Surface(C) = 0,5 x 20,00 x 30,00 = 300,00m?2
AIRE = (85,00 x h) - ((0,5 x h x 85,00) + (0,5 x (30,00 + 85,00) x (h-20,00)) +

300,00) = 850-15xh

W = AIRE x 20,10 = 17085,00 - 301,50xh
2 — Vecteur contrainte en un point M de la surface potentielle de rupture de

normale n:

=" cos

T, = —sin(p)

s — . W o W -
T(M,—n) = -T(M,n) = g,(—1) + 1ot = Icos(ﬁ)(—n) + Tsin(ﬂ)t
3 — Effort de cisaillement mobilisable (résistance) le long du plan de rupture :

Tmob.E = (C + O_ntan((p))—t)
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T(M,70)

Tmont = (€ + o tan(g))t

\dnﬁ

Tmob. = C + antan(‘P)

3 — Formulation de I'équilibre a la rupture :

w
Tomob, = 2.Tp = C + aptan(p) = TSin(ﬁ)

Tmop, = 2.Tp = C + %cos(ﬁ)tan(w) = %sin(ﬁ)

c+ %cos(ﬂ)tan(go) = %sin(ﬁ)

85.c + Wcos?(B)tan(p) = Wcos(B)sin(B)
4 — Résolution graphique : Il s’agit d’utiliser cette formulation pour tracer (avec
Excel) le graphe

85.c + Wcos?(B)tan(¢)

F=fB)=

Wcos(B)sin(pB)

FACTEURS DE SECURITE EN FONCTION DE L'INCLINAISON DU

PENDAGE

Pendage B (°)

0,00 2,50 5,00 7,50 10,00 12,50 15,00 17,50 20,00 22,50 25,00 27,50 30,00

20,00
18,00
16,00
14,00
12,00
10,00
8,00
6,00
4,00
2,00
0,00

Coefficient de sécurité F

De ce graphe on déduit que pour F=2 on a 3=20°

\
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Chapitre 04 — Théorie de I’'état des
déformations

4.1- Introduction

Sous I'action des sollicitations extérieures ( forces appliquées, conditions aux
limites), tous les points du solide se déplacent. De ce fait toute fibre infinitésimale
de la matiére subit des variations de longueurs et des variations d’angle. Ces
variations sont appelées « déformations ».

- Avant sollicitation Apres sollicitation

Configuration initiale Co Configuration actuelle Ct

- — -
- ~~

Figure 36 — Déformations de la matiére autour de tout point M du milieu,

4.2- Transformation d’un point matériel : Vecteur déplacement

La forme du solide a l'instant t est appelée configuration actuelle définie par un
volume Q) et un contour 9€Q ).

La configuration initiale est la configuration de référence définie par un volume
Q) €t un contour 9€Q ).
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Toute particule du solide notée M, dans la configuration initiale devient M; dans
la configuration actuelle.

Apreés sollicitation

Configuration initiale Dy, 001

Q) ; 00

Figure 37 — Vecteur déplacement de tout point M du milieu,

Dans cette transformation on a :

- Une position de la particule du solide dans sa configuraton initiale, définie

par le vecteur position initiale OM, telle que :

_

OM, = X = X,8, + X,8, + X385 = X,8; 4.01

- Une position de la particule du solide dans sa configuraton actuelle,

définie par le vecteur position actuelle Wt telle que :

_

OMt - f(Xl,Xz,X3,t) - x1§1 + x2§2 + X3é>3 == xl‘é)l‘ 402

On appelle vecteur déplacement de la particule M du solide le vecteur

U(Xy1, X, X3, 0), tel que :

I(U(Xl,Xz,XS,t) =u151+u252 +U3§3

) = wé 4.03
= MyM, = OM, — OM, '
L :f(Xl,Xz,Xg,t)_i

Ou uy, u,,us sontdes fonctions continues et dérivables par rapporta X;, X, ,X;.
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Donc les coordonnées de la particule du solide dans sa configuraton actuelle
s’écrivent :

- Sous forme vectorielle,

f(XliXZIX'Sw t) = i-}_ (_])(Xl,Xz,Xg, t) 404
Ou encore

- Sous forme indicielle,

X _)i = Xi _)i + uiéi = (Xl + ui)é)i 4.06

- Sous forme matricielle,

Xy (X1, X0, X3, 0) b = 14,4 = duy (X, X, Xa, ) 4.07

x1(X1, X2, X3, 1) {Xl} Uy (X1, X2, X3, 1)
x3(X1, X2, X3, ) X3 u3 (X1, X2, X3, 1)

X1, X,, X5 sont les coordonnées de Lagrange et cette description du vecteur de
déplacement est dite Lagrangienne.

4.3- Transformation des vecteurs : Tenseur gradient de la
transformation

La description d’'un point matériel ne peut décrire que le vecteur de déplacement
du point matériel. Donc, cette transformation représente uniquement le mode
rigide de translation du point matériel. De ce fait, pour décrire les autres degres
de liberté relatifs aux rotations et aux déformations dans le solide, on doit
considérer des couples de points matériels trés voisins.

Soit un vecteur dX infiniment petit dans la configuration initiale tel que :

dX = MM}, 4.08
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Apres sollicitation, ce vecteur MM, devient M, M/ dans la configuration actuelle ;
tel que :

...... ' Apres sollicitation

Configuration initiale 2, 00y
0y 7 o)

Figure 38 — Transformation d’un vecteur,

La description Lagrangienne de la tranformation des points matériels est établie

comme suit :
{MO = M, est: %(X;, X, X3, 1) = X + U(Xq, X2, X3, 1) 410
M) = M, est: ¥(Xq,Xp X3,t) + d¥(X1, X2, X3,t) = X+ dX + U(X1, X2, X3,8) + dU (X1, X5, X3,8)

Apres simplification des équations (4.10) on obtient :
d% = dX + dU 4.11

On appelle tenseur gradient de la transformation du vecteur dx (en X ),
I'application linéaire (qui est un tenseur d’ordre 2) qui met en relation dx avec

dX . Cette relation s’écrit
dx = [F].dX 4.12

Ce tenseur est donné par I'expression :
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[
X, +u) |95
[F] = grad X = grad (_)Z+ U) = (_)Z + [—J))(X)V: {Xz + u2}® 4 %5 4.13
X3 + ug | 751
\ox;)

w

Aprés développement, I'équation (4.13) s’écrit sous forme matricielle comme

suit :
[6(X1+u1) 0(X1+uq) 6(X1+u1)-| [1 + Juy Juy Juy -|
X D¢ D¢ X )¢ ox
| 1 2 3 | | 1 2 3 |
_ a(X2+u2) a(X2+u2) a(X2+u2) _ % % aﬁ
[F] = | 09Xy X, X | - | 09X, 1+ X, 0X; l 4.14
du dw dup)
|6X1 6X2 6X3
Sion pose [L] = 3x. 9%, o | Féquation (4.12) s’écrit comme suit :
d% = [F].dX = ([I] + [L]). dX 4.15

Sachant que toute matrice quelconque peut étre s’écrire en la somme d’une
matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique, donc on peut dire que :

[L] = [Q] + [¢] 4.16

Et [¢] une matrice symétrique ; c’est-a-dire [¢] = [¢]” = =([L] + [L])
D’ou:
[F]1=1[1]1+[L] = [1] + [Q] + [€] 4.17

Dans cette relation :
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(2 1(2uygmy 10w, ouy
_|l ouy | Ouy up 1(0uz , Ous |_ £ £ £
el =13 (Gx, T ox ox 2\ox, Tax)| = |12 f22 E23
| 2 1 2 3 2 | € € €
1(% %) 1(% %) dus T s

lz ax;  9x,) 2\ax; 09X, 9Xs3 J

représente le tenseur des déformations infinitésimales linéarisées,

et:
1/0u ou 1/0u ou
o mem)emy o,
1/0u ou 1/0u ou
[a]=|5(a—g—£) 0 ;(ﬁ—a—g)i{—eu 0 023]
(0 gty 10 ot 0 ~0i3 —03 0
[2 ax, 0dx3) 2 axz_ax3) |

représente le tenseur des rotations infinitésimales.

Nous remarquons que le tenseur gradient de la transformation d’'un vecteur
décrit bien le mouvement d’'une fibre infinitésimale de la matiére d’'un milieu,
puisque il met en évidence :

- Les modes de corps rigides de translation, a travers I'application linéaire

[1]
- Les modes de corps rigides de rotation, a travers I'application linéaire [(1]
- Les déformations, a travers I'application linéaire |¢]

Propriétés du tenseur gradient de la transformation [F]

- Ce tenseur dordre 2 permet de relier la position relative de deux
particules voisines avant et aprés la transformation,

- Clest un tenseur non symétrique,

- Ce tenseur n’est pas une bonne mesure de déformation puisque pour
[e] = [0],0na [F]=[I]+[Q] # [0],

- Mais, c’est l'ingrédient de base pour définir les déformations.
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4.4- Tenseurs des déformations

4.4.1- Tenseurs de dilatation de Cauchy-Green

Considérons en un point M, dans la configuration initiale deux vecteurs
infiniment petits dX et dX’ qui deviennent dans la configuration actuelle

d% et dx'.

Aprés sollicitation

0 > Configuration initiale Dy, 00
e Qo) 5 04

Figure 39 — Transformation de deux vecteurs,

Sachant que chacun de ces vecteurs dans la configuration actuelle est
respectivement en relation avec le vecteur correspond dans la configuration
initiale par I'application linéaire [F], c’est-a-dire :

. 4.18

{di = [F].dX
dx’ = [F].dX’

En exprimant le produit scalaire des vecteurs dans la configuration actuelle, on
obtient :

d%.dx’ = {dx}T.{dx'} = ([F].di)T. ([F).dX7) = dX".([F]".[F]).dX’ 4.19

Dans cette expression, le tenseur [C] = [F]7.[F] est appelé tenseur des
dilatations de Cauchy-Green droit

Inversement, chacun des vecteurs dans la configuration initiale est
respectivement en relation avec le vecteur correspond dans la configuration
actuelle par I'application linéaire [F]~!, c’est-a-dire :
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—_ _ _1 —
{dX = [F]71.d% 4.20

dX’ = [F]™L.dx’

En exprimant le produit scalaire des vecteurs dans la configuration initiale, on
obtient :

—

dX.dX’ = {dX}".{dX'} = ([F]"~.dO)". ([F]*.dX) = dX". ([F]".[F]™D).dx 4.21

Dans cette expression, le tenseur [b] = [F].[F]" est appelé tenseur des
dilatations de Cauchy-Green gauche

4.4.2- Tenseur de déformation de Green-Lagrange
Ce tenseur, noté [E] est défini par I'expression :

~(d%. dx’ — dX.dX') = > (dX.[C].dX — dX.[1].dX") = dX. [E]. dX’ 4.22
Avec :

[E] = (C]— 1D = S ([FI".[F] - [1]) 4.23

4.4.3- Tenseurs de déformation d’Euler-Almansi
Ce tenseur, noté [e] est défini par I'expression :

~(d%. dx’ — dX.dX') = > (dX. [1].dX" — d%. [b] *.dX’) = dX.[e]. dx' 4.24
Avec :

el =2 (U1 — [b]™) =5 (1] = [F7Y7. [F]7Y) 4.25

4.4.4- Propriétés des tenseurs de dilatation de Cauchy -Gren

- Ce sont des tenseurs symétriques du deuxieme ordre,
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- Ces tenseurs ne sont pas une bonne mesure de déformation puisque
pour [e] = [0] ,ona [C] = [b] = [I],

4.4.5- Propriétés des tenseurs de Green-Lagrange et d’Euler-Almansi

- Ce sont des tenseurs symétriques du deuxieme ordre,
- Ces tenseurs sont une bonne mesure de déformation puisque pour des

modes de corps rigides [F] = [R],ona [E] = [e] =[0],
- Ces tenseurs ne sont pas indépendants puisque, on a :

4.5- Transformation de la géométrie
4.5.1- Dilatation

Considérons en un point M, dans la configuration initiale un vecteur infiniment

petit dX de longueur dl, porté par le vecteur unitaire 7, :
dX = dl,. 7,
Ce vecteur devient dans la configuration actuelle dx de longueur dl.

On appelle dilatation en M, dans la direction 71, , la quantité :

(Mo, i) = 7 = [} [C]- {no} 4.26

Si np,=¢; ,ona:

A(MO’E)I) = \/Cll = \/1 + 2.E11 4.27
4.5.2- Déformation de Green-Lagrange

On appelle déformation de Green-Lagrange en M, dans la direction 7, , la
guantité :
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- di?—dly? T
g6, (Mo, M) = I {no}". [E]. {no} 4.28

Si np,=¢; ,ona:
g6 (Mo, Tp) = Eqq 4.29
4.5.3- Allongement unitaire

On appelle allongement unitaire (déformation de l'ingénieur) en M, dans la
direction 71, , la quantité :

dl-dl,
dly

e(My,1lp) = =AMy, 1) — 1= /14 2.{ng}". [E]. {no} — 1 4.30

Si n,=¢;, ,ona:

E(Mo,r—l)o) = Cll_ 1 :1[1+2.E11_ 1 431
4.5.4- Transformation des angles

Considérons en un point M, dans la configuration initiale deux vecteurs
infiniment petits dX et dX’ de longueurs respectives dl, et dl}, et portés par
deux vecteurs unitaires orthogonaux i, et 1.

dX =dly.7,  dX =dly.iy Ty =0 4.32

Ces vecteurs deviennent dans la configuration actuelle dx et dx’de longueurs
respectives dl et dl’. Soit ¢ I'angle que font ces vecteurs entre eux.

On appelle glissement en M, dans les directions 7, et 7, la quantité :

{no}T.[cl{n{}
A(Mo, 7). A( Mo, 7

2{no}7 [E]{ng}

A(Moﬁo)-/l(Mo'ﬁ(’)) 4.33

— — s . .
y(My, 1y, M) = 5 — ¢ = arcsin = arcsin

Si M, =¢; etnp =€, ona:
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c ) 2E
2_ — qresin i 4.34

VC11:C22 JA+2.E11).(1+2.E2)
4.5.5- Transformation des volumes

y(M,,€,,€,) = arcsin

Considérons en un point M, dans la configuration initiale trois vecteurs infiniment

petits dX, , dX, et dX; formant un triedre direct qui deviennent dans la
configuration actuelle respectivement dx, , dX, et dX; . Les volumes des
parallélépipedes construits par ces vecteurs sont :

dVy = (dX; A dX;).dX; et dV = (d%; AdRy). d%s 4.35
Des équations (4.35) on trouve que :
dV = det[F].dV, 4.36
On appelle dilatation volumique en M,, la quantité :

Ay (My) = j—;) = det[F] 4.37

On appelle déformation volumique en M,, la quantité :

dv—av,
dvy

ey (My) = =det[F] -1 4.38
4.6- Equations de compatibilité cinématique

Pour établir les équations de compatibilité cinématique, considérons un état
plan. Et on considére donc trois inconnues : les déformations &1, &5, QUi
sont des variables scalaires fonctions de x; et x,.Les composantes du vecteur
déplacement sont alors, u, (x1,x2) €tu,(xq,x,), telle que :

O0uq(x1,X2) _ 0uy(x1,x2) _ 0uy(x1,x2) 0uq(x1,X2)
— - — 11 . — &

ES 2812 439

dx4 x5 0x4 0x;

Donc les fonctions u, (x4, x,) et u,(xq, x,) peuvent se différencier pour donner :
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{dul(xl,xZ) = 811dx1 + Clde 4 40

duz(xl, xZ) ES Czdxl + gzdez
AVGC Cl + CZ = 2812

Les équations du systéme (4.40) ne sont bien des différentielles exactes que si
et seulement si :

Oeny _9C Bem _ 0G
dx, o 0xq 0xq o 0xy

441

En dérivant la premiére condition par x, et la deuxieme condition par x; on

obtient :
625121 — 62C1 628222 — E)ZCZ 4.42
6x2 6x16x2 6x1 axlaxZ
En additionnant les équations (4.42), membre a membre, on obtient :
a 5121 + a 822 _ aZCI 62C2 — 62(C1+C2) 4.43
axz x1 axlaxz axlaxz axlaxZ

D’ou, I'équation dite de compatibilité cinématique représentant la condition
nécessaire d’'intégrabilité des déformations :

0%¢
121+

dx 1 6x16x2

6 822 _ 62812

4.44

En procédant le méme raisonnement pour le cas général (Trois dimensions), on
obtient six (6) équations :

(0%e1, + ik 822 — 0%eq,
0xy 2 1 0x10x5
0%ey, | 07 533 =2 0%e33
Ox3 2 2 o 0x,0x3
0%e33 a? <"311 =2 0%e3,

) ax12 + - 0x30x4 4.45
0%e11 (8812 6523 6813) )
0x,0x3 6x1 0x3 0x,
0%ez; 1(3823 6531 6512)
0x10x3 0x 0x3
0%e33 1(3531 6212 a"323)

\9x,0x, 0 0x4
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4.7- Exercices
Exercice 4.01

On considére un mouvement défini dans la base (0,é;,é,,¢;) par sa
représentation lagrangienne (¢ est une constante positive) :

x1 = X cos(pt) — X,sin(gt)
x, = Xq sin(t) + X, cos(¢pt)
x3 = X3

1. Calculer le tenseur gradient de la transformation [F] et en déduire le
tenseur infinitésimal linéarisé des déformations et celui des rotations.
2. Calculer le tenseur des dilatations [C] et le tenseur des déformations [E].

3. Pour uninstant t, calculer la dilatation en un point de vecteur position X et
dans une direction dX = &, + &,.
4. Pour un instant t, calculer le glissement en un point de vecteur position X

et pour les deux directions orthogonales dX = &, + &, et dX’ = &, — &,.
5. On considere que le milieu posséde au temps t=0, une masse volumique

po ; calculer sa masse volumique au temps t.

Corrigé exercice 4.01

1. Calculer le tenseur gradient de la transformation [F] et en déduire le
tenseur infinitésimal linéarisé des déformations et celui des rotations.

Le tenseur gradient de la transformation est donné, en notation indicielle comme
suit :
F axi
ij = A
Donc :

cos(pt) —sin(ept) O
[F] = [sin(pt) cos(pt) O
0 0 1
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Onsait que [F] = [I]+ [L] = [I] + [¢] + [Q] avec :

[e] : tenseur symétrique des déformations inifinitésimales linéarisées

1 1 /[cos(pt) =1  —sin(pt) 0
[e] = 5 (L] + L") = 5(

cos(pt) — 1 sin(¢t) 0
sin(¢pt) cos(pt) —1 0|+ | —sin(pt) cos(pt) —1 OD
0 0 0 0 0 0
cos(pt) — 1 0 0
[e] = 0 cos(pt) — 1 0]
0 0 0

[Q] : tenseur antisymétrique des rotations inifinitésimales linéarisées

1 1
[0] = 5 (111 - [LI") = 5(

cos(pt) —1  —sin(et) Ol

cos(pt) — 1 sin(¢t) OD

sin(¢t) cos(pt)—1 0 —sin(pt) cos(pt)—1 0
0 0 0 0 0 0
0 —sin(pt) 0
[Q] = [sin(gt) 0 0]
0 0 0

2. Calculer le tenseur des dilatations [C] et le tenseur des déformations [E].

le tenseur des dilatations [C]

cos(pt) sin(ept) O

[C]=[—sin((pt) cos(qt) O]. sin(pt) cos(pt) 0

cos(pt) —sin(pt) 0]

0 0 1 0 0 1
(cos(gt))? + (sin(pt))? 0 0
[C] = 0 (cos(pt))? + (—sin(pt))? 0
0 0 1
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le tenseur des déformations [E]

On adonc:
[E] = [0]
3. Pour uninstant t, calculer la dilatation en un point de vecteur position X et

dans une direction dX = &, + &,.

A(My, dX) = /{dX}T.[C].{dX}

B 1 0 0] (1
A(My,dX) = [(1 1 0).[0 1 0“1}
o o 1o

MMy, dX) =2

4. Pour un instant t, calculer le glissement en un point de vecteur position X
et pour les deux directions orthogonales dX = &, + &, et dX' = &, — &,.
2.{dx}".[E].{dX"}

Mo, dX, dX") = arcsi = =
(Mo ) My, dX). A(M,, dX7)

MMy, dX) = V2

- 1 0 0](1
A(Mo,dX") = [(1 -1 o).[o 1 0].{—1}
o o 1l (o

A(My, dX7) =2

¥(Mo,dX, dX7) = 0
5. On considere que le milieu possede au temps t=0, une masse volumique
po ; calculer sa masse volumique au temps t.
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Principe de conservation de la masse = podVy = pdV;

_ Cav, 1 1
_ 1
= Pt = Po cos(pt) —sin(pt) 0
det |sin(pt) cos(pt) O
0 0 1
1
= p

t = Po (cos(pt))? + (sin(¢pt))?
pr =po =  masse volumique constante Quelque soit t

Exercice 4.02

On considére un milieu continu ou tout point Mo de coordonnées (Xi,X2,X3)
occupe apres sollicitation une position M de coordonnées (Xi,X2,x3). Cette
transformation est définie par les équations suivantes :

-X,
. X1 _ X1 X1 U Ug ((X12+X22)\
SR N B - W

L S
X3 x3 X3 u3 u3 k(Xlz +X22))
0

1- Calculer le produit tensoriel(OM ®V). Que représente le résultat ? En
déduire, sans faire de calcul, le tenseur infinitésimal des rotations [(] et
celui des déformations [¢] .

2- Calculer le tenseur des dilatations [C] et le tenseur des déformations [E]
en considérant X; = X, = a (avec a différent de zéro)

3- Pour a=1 calculer
e ladilatation en un point de vecteur position X et dans une direction

di - él + Zé)z
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e L’allongement unitaire en un point de vecteur position X et dans
une direction dX = &, + 2&,.
e Ladéformation de Green-Lagrange en un point de vecteur position

X et dans une direction dX = &, + 26,.
4- Pour a=1 calculer le glissement, la dilatation volumique et la déformation

volumique en un point de vecteur position X et pour les deux directions

orthogonales dX = &, + 2e, et dX’ = 2é, — &,

Corrigé exercice 4.02

1. Calculer le produit tensoriel(OM ®V). Que représente le résultat ?

[0x; O0x; O0x;1 [0X;y 0X; 0X;1 [Ou; Ou; Ouq]
0X; 0X, 0X3 0X; 0X, 0X3 0X; 0X, 0X;
— — 10x, 0dx, O0x, X, 0dX, 00X, du, Jdu, OJu,
0X; 0X, 0X3 0X, 0X, 0X; 0X; 0X, 0X;
dx; 0x3 0x3 0X; 0X; 0X3 dus; OJduz OJus
l0X; 0X, 0X3l LoX; 0X, 0dX;l LoX, 0X, O0Xsl

du; @ ( -X, ou; @ -X, ; ; .
X, 09X, \(Xx2%+x2 X, 09X, \(x2+ X2 t _ 72
_2X4X, —X3 + X3
(X2 + X3) (%% + x3)*
ou 9 X ) 9 X
a_xz - ﬁ((xz -|-1X2)> 6;2 ~ox ((X2 +1X2)> Ouz _ 9 1
1 1 1 2 2 2 1 2 6X3_6X3 (X12+X22)
_ —X12 +X22 _ —2X1X, —0
T (X2 4+ x2)2 (X2 + X2)2 -
ou ou du
9 _ 9 _ 9Us _ g
X, X, 9X5
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. B 1 0 O 2X1X, —X12+X22 0

OM@V=XQV=|(0 1 0|+ |-X2+X2 —2X.X 0
XZ +X2 2 1 2 142

0 0 1 (Xi 2) 0 0 0

Le résultat représente le tenseur gradient de la transformation [F].

En déduire, sans faire de calcul, le tenseur infinitésimal des rotations [Q] et celui
des déformations [¢] .

OM ®V= % ®V= [F] = [I] + [L] = [I] + [¢] + [Q]
Avec [e] Tenseur symétriqgue et [Q] tenseur antisymétrique

Nous remarquons que :

1 00 2X,:X, —X24+X% 0
[FI=Ul+[LI=(0 1 O|+ 357 |-X2+X% -2X;X, O
0 0 1) i+ 0 0 0

2X:X, —X?+XZ 0
—X24+x% —2X,X, 0[quiestuntenseur symétrique
0 0 0

Avec; [L]= P xi)

2X:X, —X?+X: 0
—X2+Xx2 -2x,X, o|et[Q]=1]0]
0 0 0

Donc [g] =[L] = i)

2. Calculer le tenseur des dilatations [C] et le tenseur des déformations [E]
en considérant X; = X, = a (avec a différent de zéro)
Pour X, =X, =aona:
1 [2a? +1 0 0

[F] :ﬁ 0 2a2 -1 0
0 0 2a?
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le tenseur des dilatations [C]

1 2a% +1 0 0 2a% +1 0 0
[C]:W 0 2a2—1 0 0 2a2—=1 0
0 0 2a? 0 0 2a?
1 (Za2 + 1)2 0 0
[C] = v 0 2a>-1)?> 0
0 0 4q*
le tenseur des déformations [E]
1
[E] = 5([C] - [D
1( 1 (2a? + 1)? 0 0 1 0 0
[E] = >\ 28 0 2a2-1)2 0 |—|0 1 0
0 0 4q* 0 0 1
1 1 4a* + 4a? 0 0
[E] ==|-— 0 4a* — 4q? 0
4q*
0 0 4a* —1
a* + a? 0 0
[E] = 11 0 a* — a? 0
C2at| 0 a1
4

3- Pour a=1 calculer

la dilatation en un point de vecteur position X et dans une direction
dX = &, + 28,.

L’allongement unitaire en un point de vecteur position X et dans
une direction dX = &, + 2&,.

La déformation de Green-Lagrange en un point de vecteur position

X et dans une direction dX = &, + 26,.
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Poura=lona:

la dilatation :

MMy, dX) = /{dX}T.[C].{dX}

. 925 0 0] (1
MM, dX)= [(1 2 0).] 0 025 0].{2}
0 o 1l (o

(Mg, dX) = 3.20

L’allongement unitaire :

dl — dl,
dl,

e(My, dX) = = (M, dX) — 1 = /1 + 2.{dX}T.[E]. {dX} — 1

e(My, dX) = 2.20
La déformation de Green Lagrange :

o dI?2—dl,*
ea1 (Mo, dX) = ———— = {ng}". [E]. {no}
dl,
10 0
_ 0o o of (2
SGL(MOJdX) :<1 2 0) 3l 2
0 0 3 0

eg. (Mo, dX) = 1
4. Pour a=1 calculer le glissement, la dilatation volumique et la déformation
volumique en un point de vecteur position X et pour les deux directions

orthogonales dX = &, + 2e, et dX’ = 28, — &,
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le glissement

2.{dX}7.[E].{dX"}
A(My, dX). (Mg, dX")
A(M,, dX) = 3.20

y(Mo, dX, df) = arcsin

A(My,dX") = \J{dX"}T.[C].{dX"}

- 925 0 0] (2
MMy, dX") = [(2 -1 0).[ 0 0.25 0].{—1}
o o 1llo

A(My, dX7) = 6.10

1 0 O 2
2.1 2 o)|9 O g .{—1}
3 a7 _ 00 gl to 4 .
y(MO, X, dX ) = arcsin 3202610 = arcsin 1952 — arcsin0.2049
y(Mo, dX,dX") = 11.84°
la dilatation volumique
Pour a=1on a
1[3 0 0
[F] = 2 0 1 0
0O 0 2
v 3 0 0
Vo 0 0 2

la déformation volumique

dv — dv,

gy(My) = v,

=det[F]-1=5
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Chapitre 05 — Relations de comportement

5.1- Introduction

Le traitement d’'un probléme implique la détermination des inconnues qui sont
au nombre de 15 :

- Trois (03) fonctions de déplacements,
- Six (06) fonctions de déformations,
- Six (06) fonctions de contraintes.

Les théories qu'on a vu précédemment, a savoir, la théorie des états de
déformations et celle des états de contraintes nous ont fourni uniquement neuf
équations :

- Six équations issues de la cinématique qui relient les déformations aux
A = 1 — —>
déplacements : & = (Vi + Vi)

- Trois équations issues des conditions d’équilibre : divg + f =0

Soit au total neuf (09) équations. Le déficit en équations est a rechercher a
travers une formulation du comportement du matériau, c’est-a-dire des lois
établies expérimentalement mettant en relation les contraintes aux
déformations. Ces lois fournissent les six (06) équations manquantes pour une
résolution compléte du probléme.

5.2- Les lois simples

Les essais mécaniques ont pour principal objectif la mise en place d’une loi
destinée a prévenir le comportement du matériau. Pour cela, il n’est parfois pas
nécessaire de faire appel a des lois compliguées. On se contente alors de
relations simples dans des cas particuliers. Nous allons voir ici quelques
relations issues des essais de traction.
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Lors d’'un essai de traction, la courbe (o ; €) met en évidence deux types de
comportement du matériau : une partie élastique et une partie plastique.

Comme l’illustre la courbe du schéma suivant, la déformation élastique est notée
¢, et la deformation plastique est notée ¢,,.

Pour une sollicitation F d’'une épprouvette de section S, on a ¢ =§ et la

deformation correspondante ¢ = ¢, + ¢, avec :

- Une déformation élastique : ¢, = %

- Etune deformation plastique : ¢, = In (i)

lo

AC
—
3
IS ______> >
& &
e

Figure 40 — Essai de traction

Dans ces formulations :
E : Représente le module d’Young du matériau,
l, : Représente la longueur initiale de I'éprouvette

[ : Représente la longueur de I'éprouvette aprés mise en charge
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5.2.1. Lois décrivant le comportement plastique

Pour beaucoup de matériaux, la partie élastique de la déformation est trés faible
par rapport a la partie plastigue. Ceci emmene souvent a négliger ¢, pour ce
type de matériau. De ce fait, la courbe (o ; ¢) est approchée par les principales
lois suivantes :

Loi de Hollomon ou loi puissance

Cette loi, décrite par le graphe de la figure suivante, exprime la relation (o ; €)

en fonction de deux parameétres (K et n) :

o=Ke" 5.01
Avec n = %g appelé coefficient d’écrouissage.
AC
ol
: ¥
&
Figure 41- Loi de Hollomon

Loi de Ludwik

Cette loi, décrite par le graphe de la figure suivante, exprime la relation (o ; €)
en fonction de trois paramétres (o, ,K et n) :

o=o0,+Ke" 5.02

din(o—oe)

e Ici, n nest pas un

Avec o, la limite d’élasticité du matériau et =

coefficient d’écrouissage.
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3

&
Figure 42- Loi de Ludwik

Loi de Swift ou loi de Krupkowski

Cette loi, décrite par le graphe de la figure suivante, exprime la relation (o ; €)

en fonction de trois paramétres (g, K et n) :
o=K(gg+ )" 5.03
On remarque que o, = K¢ . Ici, n n’est pas un coefficient d’écrouissage.

AO

Ym

& €
Figure 43- Loi de Swift

5.3- Les lois des comportements élastiques linéaires

5.3.1- Loi de Hooke Généralisée

La loi de Hooke a été généralisée par Cauchy (1789-1857). Celle-ci exprime les
composantes de tenseur des contraintes comme une fonction linéaire des

composantes du tenseur des déformations.
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5.04

Qll
Il
R
o

Qui s’écrit sous forme indicielle :

aij(x, t) = Cijklekl(x, t) 5.05

Dans ces relations, C est un tenseur de quatriéme ordre, dont les composantes
sont les coefficients d’élasticité du matériau.

En utilisant les propriétés de symetrie des tenseurs des contraintes et des
déformations, c'est-a-dire o;; = 0j; et g, = £, On peut démontrer que :

Cijki = Cjiri = Cijik = Cjik 5.06

De ce fait, C est un tenseur dont la matrice représentative comporte 81
composantes avec seulement 21 parametres indépendants.

5.3.2- Loi de Hooke pour un matériau élastigue homogeéne isotrope

Pour un matériau élastigue homogene isotrope, toutes les directions ont les
méme propriétes. Ce modéle s’applique a la plupart des matériaux, tel I'acier, le
béton etc... Dans ce cas et pour une température constante, la loi de hooke
prend deux types de formes :

- Laloi de Gabriel Lamé

Dans cette forme on exprime les contraintes en fonction de déformations. La
loi de comportement (5.04) se réduit a :

& = ATrace(8). +2u.& 5.07
Qui s’écrit en notation indicielle :

O-ij = A Skk'6ij + ZMEU 508
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Ou encore sous forme matricielle :
{o} = [D|{e} 5.09
Avec :

- {o} et {¢} les composantes indépendantes des tenseurs des contraintes et des
déformations présentées sous forme vectorielle (Notations de Voigt) comme

suit :
(711 (
é . £ é L
— 0-33 .
lo} = 012 ’ le} = V12 = 2512 5.10
013) V13 = 2¢&13 |
023 Y23 = 2523J

- [D] appelée la matrice des coefficients élastiques est égale a:

[D] 5.11

S O O o O

oOOoOw®W OO O
oOx®' OO O O

ul

- 1 et u sont appelés les coefficients de Lamé qui dépendent de la particule
considérée. Leurs expressions en fonction du module d’Young E et du coefficient
de Poisson v sont données comme suit :

E _ Vv.E E.(1-v)

p=0G=70 ’ = Av)(-2v) ’ Wt A=a s, 212
Ou encore :
_ uBA+2u) . _ A
E = —tn ; V= 20D 5.13
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- Laloi de Hooke-Duhamel

Cette forme est réciproque de la précédente : On exprime les déformations en
fonction de contraintes :

o

= Mc?—zTrace(c?).I: 5.14
E E

Qui s’écrit en notation indicielle :

(1+v) v
ij E ij~ F

O-kkaij 515
Ou encore sous forme matricielle :
{} = [S]{o} 5.16

Avec :

- {o} et {¢} les composantes indépendantes des tenseurs des contraintes et des
déformations présentées sous forme vectorielle (Notations de Voigt) comme

suit :
(011\ ( €11 \
| 922 | | €22 |
_ 033} ) _{ €33 }
lo} = 4012 ’ le}= Y1z = 2&12 517
|U13JI Y13 = 2&13
023 Y23 = 2&33

- [S] appelée la matrice inverse des coefficients élastiques est égale a:

1 —y —v 0 0 0
—v 1 -V 0 0 0
1l=v —v 1 0 0 0
ISI=%l0 0 o 2014w 0 0 >.18
0 0 0 0 2(1+v) 0
o0 0 o 0 0 201+ )]
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5.3.3- Loi de Hooke pour un mateériau élastiqgue homogéne orthotrope

Pour un matériau élastique homogene orthotrope, ce matériau possede trois

directions privilégiées deux a deux orthogonales. Ce modéle s’applique aux

tbples laminées, aux composites tissés, au bois et certains bétons structurés,

etc..

Pour ces cas, la matrice de comportement est définie par neuf (09) composantes

indépendantes. Dans un repére principal d’orthotropie cette loi s’écrit :

r 1 —Viz Vi3

- — — 0

Eq Eq Eq

“Va1r 1 ZVas

( £11 \ E; E; E; 0

| €22 | V31 V31 1
{ £33 # % & 5 °
Yiz = 2612 [ 0 0 0 1
|y13 —_— 2813 | GlZ
V23 = 2523J 0 0 0 0
0 0 0 0

Avec les conditions de symétrie :

—Vi2 _ ~V21 —V13 —V31

E1 Ez E1 E3

5.4- Etats particuliers de comportement

01
0 (0-11\
(o}
0 Iaz I
Joul s1s
0 012
013'
0 023)
1
Ga23
—V23 — —V31 5.20
E, Eg )

5.4.1- Etat de contraintes et de déformations sphériques

Dans un état de contraintes et de déformations sphériques, les tenseurs des

contraintes et des déformations se réduisent a :
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( c 0 O e 0 O
[el=|0 o Of; [e]l=[0 & O
0 0 o 0 0 ¢
ou
011==0 &1 =€
] |(O'22 = O'\l |( Eyp = € \l 5.21
0_33 =0 833 = &
{0}:{012:0} ; {6}24]/12—2512—0}
Ik013:0)| |U/13:2513:0)
\ 023 =0 Y23 = 2623 =0
En utilisant la loi de comportement :
o A+ 2u A A 0 0 07,
|(0\| A A+2u A 0 0 O |(£\|
al | 2 A A+2u 0 0 O 48#
{ 0 5 | o 0 0 u 0 o0])o 5.22
LOJ 0 0 0 0 u O LOJ
0 0 0 0 0 0 ul'o
On obtient une relation entre les deux scalaires o et ¢ :
31+2
o= BA+2u)e ouencore o =3Ke avec K= Garzp) 5.23

3

Dans cette relation, le coefficient K est le module de rigidité a la dilatation

uniforme (cas de la dilatation d’une sphére sous pression).
5.4.2- Etat de cisaillement pure

Dans un état de cisaillement pure, les tenseurs des contraintes et des
déformations se réduisent a :
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0 o O 0 &, O
[ol=|o1z 0 0] ; [el=]ez 0 0
0 0 0 0 0 O
ou
(9 (9 )
X :
| 0| o >-24
i RCEE .
o :4 ; £t =
o} 012 te} Y12 = 2&12
1% 172 7,7
\ k 0 ) k 0 )
En utilisant la loi de comportement :
( 0 \ A+ 2u A A 0 0 0 ( 0 \
| 0 | A A+ 2u A 0 0 Off 0 |
{0}: A A ,1+2uooo{ 0 } 595
012 0 0 0 p 0 0fly;, =2¢e,
l 0 J 0 0 0 0 u 0 L 0 J
0 0 0 0 0 0 ul 0
On obtient une relation entre les deux scalaires o, et &;, :

Dans cette relation, le coefficient © = G est le module de rigidité au

glissement ou au cisaillement (le glissement défini par y,, = 2¢,, représente
la variation d’angle droit).

5.4.3- Etat de contraintes uni-axial

Dans un état de contraintes uni-axial, par exemple le long de I'axe (0; x,) ,les
tenseurs des contraintes et des déformations se réduisent a :
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0-11 0 0 811 0 0
[l={0 0 0|; [e]=]0 &, O
0 0 0 0 0 &53
ou
(011\ (511\
X | 0| | €22 | 5.27
@={0t W={F
| o | | o |
\ Lo Lo/
En utilisant la loi de souplesse :
(€11 1 —-v —v 0 0 0 011
i £22 £ -v 1 v 0 0 0 0
g3 _1|-v —v 1 0 0 0 0
o " E|lO 0 0 2(1+v) 0 0 0 5.28
l 0 J 0 0 0 0 2(1+v) 0 L 0 J
0 | 0 0 0 0 0 20+v)1Y 0

On obtient une relation entre les deux scalaires g,; d’une part et &, ,
€5, , &35 d’autre part :

! £y = Ea2 =
E ) 22 E ) 33 E

€11 = =& ) —ron ; i 5.29
Dans cette relation, le module de Youg E est le module de rigidité a

I’allongement en traction simple.
5.4.4- Etat de contraintes planes

Un état de contraintes planes est généralement admis pour le calcul des
structures minces (exemple une plaque) dont le plan moyen est situé dans le
plan (0;x;;x,) et qui nadmet de charges que dans son plan. De ce fait, les
composantes du tenseur des contraintes g33 ; 043 ; 03 etles composantes
du tenseur des déformations &43 ; £,3 sont nulles. Ainsi, les tenseurs des
contraintes et des déformations se réduisent a :
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o1, O &1 &2 O
oy, 0] [e] =12 &2 O
0 0 0 0 0 £33
011 ( €11 \
| 0(2)2 | | €29 | 5.30
. _ €33 }
4 012 ¥ » e} {hz = 2¢&;1,
10 Lo )
0 0
[ 1 -V -V O O 0 T (0-11\
-v 1 —v 0 0 0 [ 022 |
v —v 1 0 0 0 { 0 & 5 31
0 0 0 2(1+v) 0 0 012 '
0 0 0 0 2(14v) 0 l\ 0 J
L 0 0 0 0 0 214+v)1L 0
£y = —oLton) 5.32
011 1 v 0 €11
022} = 1_Ev2 v 1 191/ { €22 } 5.33
012 0 0 Ty Y12 = 2&12

5.4.5- Etat de déformations planes

Un état de déformations planes est généralement admis pour le calcul des

structures de longueur importante suivant I'axe (0 ; x3), supposées bloquées

dans cette direction. De ce fait, les composantes du tenseur des déformations

£33 ; €13 ; &23 etles composantes du tenseur des contraintes o3 ; 0,3 sont

nulles. Ainsi, les tenseurs des contraintes et des déformations se réduisent a :
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o1 012 0 €1 €2 0
[c] =012 022 0| ; [e]l =g, &, O
0 0 o033 0 0 0
ou
(711 ()
| o] T >34
et @=L
st =
{IG | e} Y12 = 2&12
1Y) o)
0 0
En utilisant la loi de comportement :
011 A+ 2u A 0 €11
{022} = A A+2u 0] { €22 } 5.35
012 0 0 ul\y1z = 2¢q;
avec
033 — V(O-ll + 0-22) 5.36
011 i 1—v v 0 &1
Opp =—7—| V I-v 0 { €22 } 5.37
{0-12} (14+v)(1-2v) 0 0 1-2v Viz = 261

2

5.5- Mise en eéquation : Principes des travaux virtuels

5.5.1- Passage des formes différentielles aux formes intégrales

Considérons un solide de volume Q et de contour Q. Ce solide est soumis aux
sollicitations suivantes :

- Des forces de volume : ﬁ dv

- Des forces surfaciques extérieures : fg.dA

- Des conditions aux limites représentées par des déplacements & imposés
appliguées sur une portion du contour 4,,.
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De cet état, on peut déduire que le systeme mécanique du solide est caracterisé
par :

- Des grandeurs scalaires qui sont son volume, la surface de son contour,
la surface d’application des déplacements imposés A, et sa masse
volumique p. Il est a noter que A + A4,, = 0Q

- Des champs vectoriels imposés (connus ou des données du problemes),

qui sont représentés par les forces élémentaires de volume f , les forces

élémentaires extérieures de surface )_TS) et les déplacements imposés 1.
- Des inconnues du probléme a trouver, a savoir :
o Les champs vectoriels relatifs aux déplacements u et aux
réactions d’appui surfaciques #,
o Les champs des tenseurs de contraintes & et des déformations &..

Figure 44 — Schéma d’un systéme mécanique

Pour la résolution du probléme, on dispose des équations de I'équilibre et de la
cinématique fournies sous forme différentielle; a savoir :

Pour la forme différentielle de I'équilibre

do
a

* L’équation générale d’équilibre de Cauchy : ~

+ fr = Py
Qui prend la forme :

S . . 00ij
- d’équilibre statique en volume : ox; +fv;=0 et o, =0
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y aye . 00;;
- d’équilibre statique sans forces de volume : a—x" =0
j

* L'équation des conditions statiques a la surface : n;o;; = f, sur A
ui prend la forme, sans forces extérieures : n;o;; = 0 sur A
iYij

Pour la forme différentielle de la cinématique

, . . . 1 (0u; du;
* Le champ des déplacements u; satisfait I'équation : &;; = 5 (a—';]‘ + a—xj)

* La symétrie du tenseur des déformations : g;; = €j;

* Les conditions aux limites : u; = u;

La résolution de ces formes différentielles est quasiment impossible. Cependant
des technigues numériques sont requises et existent ; seulement ces techniques
se prétent au mieux a la résolution des formes intégrales, d’ou la considération
des formes intégrales de I’équilibre et de la cinématique. Pour passer des
formes différentielles aux formesintégrales, la technique approchée utilisée est
celle des résidus pondérés.

a- Forme intégrale de I'équilibre statique

. . . , <. -, R doij
Celle-ci consiste a pondérer et a intégrer la condition d’équilbre % +fv; =0,
]
(pour un équilibre statique) :

do;

aO'i' ..
fV (6x]-1 + fvi) widV = J‘V Wi ax].] dv + fV fViWidV =0 5.38

Avec w; = w;(xq; x,; x3) un champ vectoriel continu et dérivable
L’intégration par partie de I'équation (5.38) donne :

ow;
fA WiO'ijTll'dA - fV ol]a—‘;;dV + fV fViWidV =0 5.39

Sachant que :
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nioi; = fsi

g Wi 1w 1 0w 1 (0w 0w
U ox; 2% oy, 27U

L’équation (5.39) devient :

d i ow;
f, >o (aﬂ+ﬂ> av = [, fywidV + [, f;,widA 5.40

-0
2 U X ax;

Cette relation contient en une seule équation toute la statique y compris les
conditions aux limites.

Si on y rajoute I'expression fV p.v;-w;dV on trouve sous forme intégrale les

éguations du mouvement.

Remarques :

- La forme différentielle de I'équilibre est dite FORME FORTE (Strong Form).

- La forme intégrale de I'équilibre est dite FORME FAIBLE (Weak Form).

- On démontre mathématiquement que ces deux formes sont EQUIVALENTES.

b- Forme intégrale de la cinématigue

)2 . . . s 1(0u; , Ouj .
L’équation de la cinématique s’écrit : ¢;; = 5(6—? + a—x’) Donc on peut dire que :
Jj i

gl.j_l(%JrE) ~0 5.41

2 ax]' 0x;

Comme pour le cas des équations d’équilbre, on peut pondérer et intégrer cette
eéquation :

1(0u; ou; _

i
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Avec w;; un champ tensoriel symeétrique.

L’intégration par partie de I'’équation (5.42) nous donne :

awi]-

fV gijWijdV — (fA (leWjL')uidA — fV (axj ) uidV) =0 5.43

déo

iy o_ _
ox; = 6fVi et njaﬁ = 6f:91

Sion pose w;; = §o;; avec —
L’équation (5.43) devient :
fV (SUijEijdV = fV vaiuidV + fA (stluldA 5.44

5.5.2- Principe des déplacements virtuels

En considérant un état d’équilibre statique, ce principe consiste a satisfaire
I'équation d’équilibre sous forme intégrale qui est donnée comme suit :

1 ow;  Ow;
J, Eaij(a:fj +a—xf) av = [, fywidV + [, f,wdA 5.45

Ce principe stipule « pour tout champs de déplacements virtuels
cinématiquement compatibles, le travail des forces extérieures est égal au
travail virtuel intérieur ». De ce fait, le champs vectoriel continu et dérivable w;
peut prendre la forme d'une variation du champ de déplacement virtuel
(interprétation physique)

Wi = 6ui 5.46

Tenant compte de I'équation (5.46), 'équation (5.45) devient :

[, Lo (“”i+ 65“") v = f, fy,6wdv + f, fi,0udA 5.47

2 ax]' ax;

Ou encore
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J, 0ij6edv = [, fy,6uidV + [, fs,6u;dA 548
Ou :
Le premier terme représente la variation du travail virtuel intérieur (variation de

I'énergie de déformation) : sw;,. = [,

1
Eai]ﬁeijdV
Et le deuxieme terme représente la variation du travail virtuel des forces

extérieures : Wy = [, fy, 0w dV + [, f 6u;dA
5.5.3- Principe des forces virtuelles

En considérant les équations de la cinématique, ce principe consiste a satisfaire
I'équation d’équilibre sous forme intégrale qui est donnée comme suit :

fV (SO'ijSijdV = fV SfVl.ul-dV+ fA 6fsiul-dA 5.49

Ce principe stipule « pour tout accroissement virtuel statiguement
admissible des contraintes et des forces, le travail virtuel complémentaire
des forces extérieures est égal au travail virtuel complémentaire
intérieur ».

Le premier terme représente la variation du travail virtuel complémentaire

intérieur : wy, = [, §oyje,;dV

Et le deuxiéme terme représente la variation du travail virtuel complémentaire

des forces extérieures : Sweye = [, §fywdV + [, 6f;udA
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5.5.4- Résumé

Principe des déplacements virtuels (Travaux virtuels)

Champs de déplacements virtuels
cinématiquement compatibles

Travail intérne dw;,, Travail externe &_wm

Résultat = EOUILIBRE

Principe des forces virtuelles (Travaux virtuels complémentaires)

Champs de contraintes virtuels
statiquement admissibles (En EQUILIBRE)

8o;jg;dV |= 6fV u dV + J- st uldA
v A .
Travail internfe Wiy, Tra\:gail externe wp,;

Résultat = COMPATIBILITE
CINEMATIQUE
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5.5.5- Energie de déformation - Théoréme de Clapeyron

Pour un matériau élastique linéaire, I'énergie potentielle de déformation est
donnée par :

U= ifV UijeijdV 5.50

En considérant le principe des déplacements virtuels, avec d¢;; ~ ¢;; et du; =

u; on aura :
fV O-ijeijdv = fV fViuL'dV-I_fA fsiuidA 551

Donc I'énergie de déformation peut étre exprimer comme sulit :

1
v=2(f, frawav+J, fsiuidA) 5.52
5.6- Exercices
Exercice 5.01
6.0 50 o043
Soit le tenseur des contraintes :  [o] =[021 1.0 023]
031 032 033

1- Donner la valeur des composantes (6413; G31; O23; O31; O32,033)
lorsqu’on est dans un état de déformation plane (Prendre u=0.3), en
expliquant votre réponse.

2- Calculer en fonction du module d’Young E les composantes du tenseur
des déformations [¢]. (Prendre u=0.3).
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Corrigé exercice 5.01

1- Donner la valeur des composantes (6413; G31; O23; O31; O32,033)
lorsqu’on est dans un état de déformation plane (Prendre u=0.3), en
expliquant votre réponse.

Dans un état de déformations planes, les composantes des déformations

suivant la direction Ox; sont nulles :

€13 =¢&3=¢E3=0
Et

033 = V(011 + 022).

De ce fait, I'utilisation de la loi de Hook donne un tenseur des contraintes avec

les composantes g,3 = 0,3 = 031 =03, =0
La propriété de symétrie du tenseur des contraintes implique :
0y1 = 013 = 50 033 = V(Ull + 0-22) = 0.3 X (60 + 10) =21
Donc, le tenseur des contraintes devient :
6.0 50 O
[6] =[50 1.0 0
0 0 21

1- Calculer en fonction du module d’Young E les composantes du tenseur
des déformations [¢]. (Prendre u=0.3)

La loi de comportement, pour un état de déformation plane ne comportent que
les trois termes ¢;; = &,, = &;, €t se présente comme suit :
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o1 1—-v v 0 €11
g, — E v 1—-v 0 c
2T @+ v -2v) 1-2v),2
012 ( 0 0 5 2&q,
1-03 03 0
&
{?'8} _ E 03 1-03 0 { o }
co) @+03A-2x03) 4 0 1- 22>< 0.3 26,
3.12 0.7 03 07(¢u
052t =E[03 07 0 |{ ¢z
2.60 0 0 0212

Exercice 5.02

{511} 1{ 5.06 }
€220 =—1—-1.41
€12 E 6.50
300 [} ] ]

Soit le tenseur des déformations suivant : [¢] = 107° [350 —-100 O
0 [ £33

Les caractéristiques du matériau sont E = 200GPa et u=0.3
1. Compléter la matrice des déformations ( composantes indiquées par m).

2. Ecrire la structure du tenseur des contraintes. Expliquer pourquoi la
contrainte o33 est nulle.

3. Par application de la loi de Hook, calculer les composantes du tenseur
des contraintes [o].

4. Calculer la déformation &55.

5. Par exploitation du cercle de Mohr, déterminer les contraintes principales,

la direction des axes principaux et la contrainte de cisaillement maximale.
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Corrigé exercice 5.02
1. Compléter la matrice des déformations ( composantes indiquées par m).
Le tenseur des déformations étant symétrique, celui-ci s’écrit :

300 350 O
[e] =107° [350 —-100 O ]
0 0 £33

2. Ecrire la structure du tenseur des contraintes. Expliquer pourquoi la
contrainte g33 est nulle.

Ce tenseur des déformations est associé a un état de contraintes planes avec

—Vv(011+022)

E dOﬂC 013 = 033 = 033 = 0

€33 =

3. Par application de la loi de Hook, calculer les composantes du tenseur
des contraintes [o].

Pour a un état de contraintes planes la loi de Hook s’écrit :

011 E L 0 €11
Y —vl
012 1-v 0 O v 2¢1,
1 0.3 0
o
0-11 B 200 10_6 03 1 0 300
22 —1_—032. 1—-0.3]" —100
012 ' 0 2 700
011 0.0594
0220 =141—0.0022
012 0.0538

0.0538 —0.0022 0

0.0594 0.0538 0
[o] =
0 0 0
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4. Calculer la déformation &35.

—0.3(0.0594 — 0.0022)

833 = 200 = _8580 10_6

5. Par exploitation du cercle de Mohr, déterminer les contraintes principales,
la direction des axes principaux et la contrainte de cisaillement maximale.

Gmarr ©, 062

{0.959¢, @,0538)

T €8z 30°

—rt—+—
Goz-003 .z 0,080

(-.o, apu‘ _g,,,g

+

Contraintes principales : o, = 0.09 ; o, = —0.33
Direction des axes pricipaux : 6 = —30°

Contrainte de cisaillement maximale : 7,4, = 0.062
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Exercice 5.03

Soit une barre encastrée a son extrémité, soumise a son poids propre. Les
caractéristiques mécaniques et géométriques sont données comme suit :

Section : A

Poids volumique Y

«— — —
O

Module de Young E

Coefficient de Poisson v v l

on se propose un champs de déplacement le long de I'axe de la barre, dont la
composante dépend de 03 parametres :

uy (%) = ayx + a,x? + azx3

1- Par application des travaux virtuels, calculer les parameétres a, ,a, , et as

2- En déduire les champs des déplacements, des déformations et des
contraintes

3- Calculer les contraintes et les déformations principales aux sections de

, l
coordonnées x =0 x= x = 1.

Corrigé exercice 5.03

1- Par application des travaux virtuels, calculer les parameétres a, ,a, , et as
Il s’agit d’un état de contraintes uni-axial selon I'axe (0, €,) ; donc :

o1, 0 O &1 O 0
[a]=[0 0 O] et [e]z[O €99 0]

0 0 O 0 0 &3
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Avec :

Cinématigue :

Uy (%) = arx + a;x? + azx® Suq(x) = Sax + ayx? + Sazx®
g1 = aualix) = a, + 2a,x + 3azx? 8&1q = 6ay + 28a,x + 38azx?

Loi de comportement :

_ 011 ) —Vo1 ] —Vo11
€11 — E /] Exp = E /] €33 = E

Le principe des travaux virtuels est formulé comme suit :

faij6€ijdV :J fVi(Sul'dV'i‘iji(suidA
1%
v A

Le développement de cette formule donne :

1(0115511 + 0120€15 + 0130813 + 021081 + 022085, + 0330653 + 03103,
14

== f (fV15u1 + fV26u2 +fV36U3)dV + f(f;15u1 + f;z(suz + ]235u3)d14
14
A

SaChant que . 012 = 013 = 031 = O0pp = 033 = 031 = 03y = 033 = 0

Et:szsz3=f:91=f:92=f:q3=O

La formule exprimant I'équilibre des travaux virtuels se simplifie comme suit :
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f0115€11dV :f fV15u1dV
Vv 14

Sachant que : 0y, = E¢;; = E(a; + 2a,x + 3a3x?)
8¢&11 = 6a, + 28a,x + 38azx?

Suq(x) = Sax + Sax? + Sazx®

fV fV15u1dV - YAfl 6u1dx
L’expression du principe des travaux virtuels devient :
EA J- (a; + 2a,x + 3a3x?)(Sa, + 28a,x + 38a;x?)dx = YAf (ba;x + Sax? + Sazx3)dx

/ l
Pour donner :
E 2 2 2 2
Y ((ay + 2ax + 3a3x%).8ay + (a; + 2a,x + 3a3x?).28a,x + (a; + 2ax + 3a;x?).38a;x?)dx
1
= f (Sa;x + Sa,x? + Sazx3)dx
1

Cette équation s’écrit sous forme vectorielle comme suit :

da
E 1
T(jl (a; + 2a,x + 3azx?) dx fl (2a;x + 4a,x? + 6a;x3)dx JI (Bayx? + 6a,x® + 9a3x4)dx){5a2}

das
da,
=(f xdx fxzdx fx3dx){5az}
1 1 1

oas;

da,
Ce systéme d’équations doit étre vérifié quelque soit le vecteur {6a2}.
das

Prenons par exemple trois vecteurs particuliers :
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da, 1 éa, 0 day 0
das 0 das 0 das 0

Tenant compte du premier vecteur on obtient la premiére équation :

1
E
T(jl (a; + 2a,x + 3azx?) dx fl (2a,x + 4a,x? + 6a;x3)dx fl (Ba,x?% + 6a,x® + 9a3x4)dx){0}

0
=(fl xdx flxzdx ﬁx%x}{é}

E
= Yf (ay + 2a,x + 3azx?) dx = f xdx
1 1

Y
a, + al+ azl?> = —
1t a; 3 2F

Tenant compte du deuxieme vecteur on obtient la deuxiéme équation :

0
E
T<f (a; + 2a,x + 3azx?) dx f (2a,x + 4a,x? + 6a;x3)dx f (Ba;x?% + 6a,x® + 9a3x4)dx>§1}
1 ! !

0
=<fl xdx flxzdx ﬁx%x)[%}

E
= Tf (2a;x + 4a,x? + 6azx3) dx = f x2dx
I 1
+ : [+ > 2 = v
fTghiTymt T3

Tenant compte du troisieme vecteur on obtient la troisieme équation :

0
E
T<f (a; + 2a,x + 3azx?) dx f (2a,x + 4a,x? + 6a;x3)dx f (Ba;x?% + 6a,x® + 9a3x4)dx){0}
1 ! !

1
=<fl xdx flxzdx flx3dx)[§}
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= %f (Ba;x? + 6a,x3 + 9azx*) dx = f x3dx
1 !
3 9 ) Yl
aq +Eazl+za3l ZE

Donc le systeme d’équations a résoudre est :

,

a; +ayl +azl* = —
) 4 l 3 2 Y1
a; +—al+—a3l" =—
1 3 2 3 3E
3 l 9 2 Y!
a; +-al+—azl” =—
T T 4 Ty

La résolution de ce systéme d’équation conduit a :

{Zl} 7 {211}

20 = ——4—

as 2k 0

2- En déduire les champs des déplacements, des déformations et des
contraintes

Champs des déplacements :

Y
u (x) = > (21x — x%)

Champs des déformations :

Y
e11(x) = z (1—x)
Champs des contraintes :

011 = Eg1(x) = Y[ —x)
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3- Calculer les contraintes et les déformations principales aux sections de

L, l
coordonnées x =0 x=z x = 1.

Dans un état de contraintes uni-axial, la contrainte o;; est une contrainte
principale et toute les autres composantes du tenseur de contraintes sont nulles :

0=011 , 0,=0 , 03=0

Egalement les composantes du tenseur des déformations sont des déformations
principales :

&1 =81 , & =& , & = &33

Donc :

Y
e(0) = en(®) = - (1)

01(x) = 011(x) = Egg1(x) = Y[ — x)

—Vo
£2(x) = €22(x) = &3(x) = &33(x) = E11
Pourx =0 &(0) :% 0,(0) =Yl &(0) = &(0) = —;Yl
l l Yl l Yl l l -vYl
Parx=2 a(j)=3 a()=7 =2()=-=0)-%

Pour x=1 &) =0 o ()=0 &) =g)=0
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