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D1. Sasszem, az indianfénok vasarra hajtotta 50 marhajat. A vasarban cserekereskedelmet tud folytatni, mégpedig a
kévetkez6 modokon: 5 marhajat el tudja cserélni 3 disznéra és 5 kecskére. Ha ad 1 marhat és 1 kecskét, akkor 2 disznoét
kap, illeve 3 disznéért és 3 kecskéért cserébe 2 marhahoz juthat.
a) Mivel Sasszem el szeretne kezdeni kecskét és disznét is tenyészteni a marha mellett, ezért ugy szeretne kereskedni,
hogy mind a harom allatbol legalabb 20-at vigyen haza. Megteheti ezt?
b) Mutassatok meg, hogy eléfordulhat, hogy az indianfénok kevesebb mint 15 4llattal tavozik a vasarrol.
Megoldas: a) Sasszem szeretne ugy cserélgetni, hogy 50 marhabol indulva mindegyik allatbol legalabb
20 darab legyen. Erre mutatunk egy lehetGséget. A kévetkezd cseréket tudja megtenni:

1.5M — 3D 4+ 5K

2. 1M +1K — 2D

3.3K+3D — 2M

Elgszor végrehajtja az elsd cserelehetGséget 6tszor. Igy eleserélt 25 marhéat 15 disznora és 25 kecs-
kére. Ez utédn szeretne még kapni legalabb 5 disznot, ezért a masodik cserelehetdséggel él haromszor
és elcserél 3 marhat és 3 kecskét 6 disznoéra. Igy lett 15 + 6 = 21 diszndja, 25 — 3 = 22 kecskéje és
50 — 25 — 3 = 22 marhaja. Tehat a cserék utan mindegyik allatbol legalabb 20 darabja lett.

b) Egy olyan cseresorrendet szeretnénk mutatni, ahol a végén Sasszemnek 15-nél kevesebb éllata lesz.
Erre egy lehetGség:

Elgszor elcseréli az 50 marhajat 30 disznora és 50 kecskére az 1. lehet&séget hasznélva tizszer.
Ezutan a 3. lehetSséggel él szintén tizszer, igy 30 kecskéért és 30 disznoért kap 20 marhat. Igy most 20
marhaja és 20 kecskéje van. Ezutan a 2. lehetGséget hasznalja tizszer, tehat 10 kecskét és 10 marhat
elcserél 20 disznora. Ezutéan a csere utdn marhabol és kecskébdl 10 darabja van, disznébol 20. Majd
héromszor elvégezve a 3-ik cserét 16, 11 és 1 darab marad sorban a marhabdl, diszn6bdl és kecskébdl.
Az els6 cserével 3-szor folytatva 1, 20 és 16 allat marad. A haramdikat 5-szor elvégezve mar csak 11
marhaja, 5 diszndja és 1 kecskéje marad. Az elsd cserét hasznalva még kétszer csak 1 marhéja marad
11 — 11 disznoval és kecskével. Végiil a 3. cserét 3-szor elvégzi és 7 marhéja, 2 diszndja és 2 kecskéje
marad. Azaz Gsszesen 7+ 2 + 2 = 11 < 15 allattal tavozik a vaséarrol.
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D2. Hany megoldéasa van az n® — 2 = k! egyenletnek, ha n és k pozitiv egész szamok?

Megjegyzés: k! jeldli a k-ndl nem nagyobb pozitiv egész szamok szorzatdt.

Megoldas: Ha k = 1, akkor az egyenletet atrendezve n® = 3 adodik, aminek nincs megoldasa az
egészek kozt.

Ha k > 1, akkor k! paros, igy az egyenlet bal oldala is. Ebb6l adédéan n3-nek is parosnak kell
lennie, azaz n = 2m valamely m pozitiv egészre. Igy az egyenlet a kovetkezképp alakul: 8m? — 2 = k!
A bal oldalbél kiemelhetiink 2-t, igy 2(4m?® — 1) alakra hozhatjuk. Mivel 4m3 — 1 paratlan, igy a bal
oldal 4-gyel nem oszthato, amibdl adédoan a jobb oldal sem. Mivel k! a k-ig terjedd pozitiv egészek
szorzata, igy k < 4-nek teljesiilnie kell. Tehat arra jutottunk, hogy k = 2 vagy k = 3. Ha k = 2, akkor
az egyenlet az n® = 4 alaki, aminek nincs megoldasa, ha pedig k = 3, akkor n? = 8-at kapunk. Ennek
a pozitiv egészek kozt pontosan egy megoldasa van: n = 2.

Tehat a vizsgalt egyenletnek egyetlen megoldasa van, mégpedig a k = 3, n = 2.
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D3. Adott egy O kézéppontu félkor. A félkor atmérGjének egy tetszéleges belsé pontja két részre osztja az atmérst.
A két rész folé Oq és Oz kozéppontu félkoroket rajzolunk az abra szerint. Az A ponton dtmend e egyenes a félkoroket
tovabbi négy pontban metszi, ezek rendre B, C, D és E. Mutassatok meg, hogy a BC' és DE szakaszok egyenl6 hosszuak.

Megoldas:

Legyen az K az O; és Oy kozéppontu kérok metszéspontja, L pedig az Oy és O kbdzéppontuaké.

Mivel az O; kozéppontu korben AK atmeérd, igy a Thalesz-tétel alapjan ABK < = 90°. Hasonléan
az O kozéppontu korben azt kapjuk, hogy AEL<t = 90°, vagyis a BK LE négyszog trapéz. Huzzuk be
ennek a trapéznak a kdzépvonalat, messe ez a BE oldalt a T pontban. A trapéz kézépvonalarol tudjuk,
hogy felezi a szérakat és parhuzamos az alapokkal, tehat pont a T'O9 szakasz lesz ez (hiszen Os felezi a
K L szakaszt), ami mer6leges lesz AE-re. Ekkor a CO9T' és DO2T haromszogek egybevagoak lesznek,
hiszen T-nél mindkettének derékszoge van, az atfogojuk (COy és DO9 sugarak) és egyik befogujuk
hossza pedig megegyezik. Vagyis CT = T'D, amit BT = T E-vel (T felezi a BE oldalt) dsszevetve azt
kapjuk, hogy BC' = DFE is teljesiil.
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D4. Az abran lathato 3 egység oldalu szabalyos haromszogracs néhany mezdjét Karcsi pirosra szinezte. Ezek utan
odaadta a racsot Piroskadnak, aki tovibbi mezsket szinezett pirosra a kdvetkezd moéddon: ha talalt egy 2 egység oldala
részharomszoget, ahol a 4 mez6bdl 3 mezs piros, akkor a negyediket is pirosra szinezte. Egészen addig ismételte a
szinezést, amig el nem fogytak a megszinezheté mezsk.

a) Melyik az a legnagyobb egész N szam, melyre akarhogy is szinez be kezdetben Karcsi N mezdt, Piroska még nem
tudja kiszinezni az 6sszes kimaradt mez6t?

b) Melyik az a legkisebb M szam, melyre akarhogy is szinez ki Karcsi M mez&t, Piroska biztosan ki tudja szinezni a
teljes haromszoget?

c) Hatarozzatok meg a fenti N és M értékeket n oldalu szabélyos haromszogracs esetén is.

Megoldas:

a) Lassuk be, hogy N > 5, azaz Karcsi barhogy szinez ki 6t mez&t, Piroska biztosan nem fogja tudni
kiszinezni az egész haromszoget. 3 darab 2 egység alapt haromszogiink van, ezért Piroska legfeljebb
ennyit festhetett be, azaz az elején legalabb 6 kiszinezett mezdének kell lennie. Ennyi mezdével viszont
meg tudjuk oldani, példaul a kozépss hat kifestésével.

b) M = 8, hiszen 7-re még tudunk megadni olyan konstrukciot az abran lathaté modon, amelyre
Piroska nem tudja kiszinezni az egész haromszoget. 8 beszinezett mezd esetén azonban mar csak egy
kis haromszog marad ki, amit mindenképpen be tud festeni.

c) A b) részhez hasonlé érvelés alapjan M legalabb n? — 1, de ennyi mez§ kiszinezése biztosan elég
is.

Most N értékét fogjuk altaldnosan meghatarozni. Minden lépésben eggyel né a beszinezett harom-
szogek szama, és legfeljebb annyi 1épése lehet Piroskanak, ahény 2 egység alapt haromszog van. A felfelé
all6 haromszogek szdma 1 +2+4...+n—1= w, a lefelé alloké pedig 1 +...+n—3 = %
Igy Gsszesen legfeljebb n? — 3n + 3 kis haromszoget szinezhet be Piroska, azaz az elején legalabb
n? — (n? —3n+43) = 3n — 3 be volt festve, ha a végére az egész haromszoget kiszinezte. Emiatt 3n — 3-
nél kevesebb biztosan nem elég. Ennyit viszont le tud tgy rakni Karcsi, hogy az egész haromszoget

Piroska kifesse, példaul az abran lathaté konstrukcidval. Ezért N = 3n — 4.
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D5. Az indianok misztikusnak tartjak az olyan nemnegativ valos szamokbol allé xg, 1, 2, . . . sorozatokat, melyekre
2o < 2021, ;41 = |x;|{x;} minden i > 0 esetén, tovabba szerepel a sorozatban 0-t6l kiilonb6z8 egész szam. Hany olyan
sorozat létezik, amelyet misztikusnak tartanak az indianok?

Megjegyzés: x valds szam esetén | x| jeldli a szdm egészrészét, vagyis az x-nél nem nagyobb legnagyobd egész szamot, {x}
pedig a tortrészét, vagyis v — |x|-et.

Megoldas: Nevezziink egy sorozatot n-misztikusnak, ha z¢g < n, z;4+1 = |x;]{x;}, tovabba szerepel
a sorozatban 0-t6l kiilénbo6z6 egész szam. A feladat a 2021-misztikus sorozatok szamét kérdezi, mi
altalanosan n-re oldjuk meg. Azt allitjuk, hogy 27! — 1 darab n-misztikus sorozat van.

Legyen S(n) az n-misztikus sorozatok halmaza, A(n) pedig az n-misztikus sorozatok szama. Vila-
gos, hogy A(1) = 0, belatjuk, hogy A(n + 1) = 2A(n) + 1. Az els6 észrevételiink a kovetkezs: ha
zo < n+ 1, akkor 1 < n. Ez igaz, hiszen 1 = |xo|[{zo} és |z0o] <n, {zo} < 1.

Tekintsiik az S(n+1)-beli sorozatokat. Nyilvanvaloan S(n) C S(n+1), igy elég azokat a sorozatokat
leirnunk, amelyekre xg > n. Ezekben a sorozatokban van nemnulla egész tag, ha ez a nulladik, akkor
az csak xg = n lehet. Az Osszes tobbiben egy késébbi tag lesz egész, vagyis x1-t6l tekintve a sorozatot
egy S(n)-beli sorozatot kapunk. Mivel itt |xg| = n, és x1 = |xo|{z0}, igy {xo} = x1/n-nek teljesiilnie
kell, ami minden z; < n esetén pontosan egyféleképpen valosithaté meg. Tehat az olyan S(n + 1)-beli
sorozatok, amelyekre x¢ > n, bijekcioban allnak az x1 < n elemeikkel, amelyek pont S(n)-et alkotjak.
Tehat valoban azt kaptuk, hogy A(n + 1) = 2A(n) 4+ 1, ebbdl és A(1) = 0-bol indukcioval kovetkezik,
hogy A(n) =271 —1.
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D6. Jaték: Egy indianrezervatumban 10 totemoszlopot allitottak fel a bal oldali 4bran lathat6 haromszogracs szerint.
Csendes Patak és Voros Tiiz a kovetkezd jatékot szoktak itt jatszani: felvaltva feszitenek ki koteleket két-két oszlop
kozott, és minden kotél kifeszitésénél figyelnek arra, hogy a kifeszitett kotél parhuzamos legyen a nagy haromszog egyik
oldaléval, illetve a kotél nem haladhat el olyan oszlop mellett, amelyet mar egy mésik kotél érint. Ezenkiviil ha a jelenleg
kifeszitett kotél helyett annak egy egyenes vonalti meghosszabbitasa is kifeszithets a fenti feltételek mellett, akkor azt
kell kifesziteniiik. Az veszit, amelyik§jiik mar nem tud a szabélyoknak megfelelen t6bb kotelet kifesziteni.

Gydzzétek le a szervezdket kétszer eqymds utdn ebben a jatékban! Ti donthetitek el, hogy a kezdd vagy a mdsodik jatékos
bérébe szeretnétek bijni. A jobb oldali dbrdn egy lehetséges jdték elsé hdrom lépése ldthato. Eldszér Csendes Patak kifesziti
a kék kotelet, majd Vorés Tiz a pirosat, aztin Csendes Patak a zoldet.

Megoldas: Az indidnokat jdtékosnak, a kételeket szakasznak vagy vonalnak is fogjuk nevezni. A jaték-
ban a kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja, raadasul tetszéleges elsé 1épés utan tud nyerni, barmilyen
lépéseket is tegyen a mésodik jatékos. Mi a kezd§ jatékosnak azt a nyerd stratégidjat vizsgaljuk meg,
amikor két, egymastol ketts tavolsagra 1évs oszlop kozott feszit ki kotelet, példaul a bal dbréan lathato
kéket. (Ha egy masik ketts hosszu kotelet haz be, az abrat elforgatva ugynanezt az allast kapjuk).
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Ezutan ha lehet, tiikrozi az ellenfele 1épéseit a sziirke szaggatott vonallal jelolt egyenesre, mint
szimmetriatengelyre. Ezt mindig megteheti, amikor az ellenfele nem egy, a jobb oldali abran lathato
szakaszt hiiz be. Ezek a szakaszok énmaguk tiikorképei a tengelyre, ezért ha valamelyik jatékos behtzza
azokat, a mésik mar nem huzhatja be a tiikorképiiket. Ha az ellenfele 1épése tehat éppen ilyen vonal
(a jobb oldali 4bran lathato szines vonalak egyike), akkor a kovetkezGképpen valaszjon ra:

e Ha a maésik jatékos a zold vagy a sziirke kotelet fesziti ki, a kezd§ jatékos valaszoljon a piros
vonallal.

e Ha a maésik jatékos a piros vonalat hizza be a lépése soran, akkor erre a zold vagy a sziirke
vonal koziil a megfelel6en behiizhato legyen a valasz. Mivel az dbra minden eddigi 1épés utan
szimmetrikus volt, teljesiil, hogy az als6 sor sdrga pontokkal jelolt két kozépsé oszlopa koziil vagy
mindkettSt érinti mar kotél, vagy egyiket sem. A lényeg, hogy e két oszlop kozé keriiljon kotél
(z6ld vonal), de ha a kotél meghosszabbithato (sziirke vonal), akkor értelemszertien a harom
egység hosszu sziirke vonalat huzza be.

Amikor a mésodik jatékos ezek koziil a szines vonalak koziil elGszér behtuz egyet, akkor az elsé
jatékos - a stratégiaja alapjan - még nem rajzolt be ilyen vonalat, vagyis mindig ki tudja valasztani a
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szines vonalak koziil azt, amelyikkel vilaszolni tud a masodik jatékos lépésére. Ezzel az dbra tovabbra
is szimmetrikus marad.

Osszefoglalva: az elsé jatékos minden lépése utan tengelyesen szimmetrikus marad az abra a sziirke
szaggatott tengelyre. Amig van szabad hely, ahova a méasodik jatékos behtizhat egy kotelet, a tengelyes
szimmetria miatt az els§ jatékosnak is marad szabad hely, tehat az els§ jatékosnak nem fogynak el a
lépéslehetGségei. Vagyis ezzel a stratégiaval biztosan megnyeri a jatékot.



