Az elliptikus hengerre irt csavarvonalrol

Errdl viszonylag ritkdn olvashatunk, ezért most errdl lesz szo6.
Az [ 1 ] munkaban talaltuk az aldbbi részt — 1. abra.

6. Feliiletek paramétervonalai és érintdsikjai
Végeredményck:

1. Hatarozzuk meg, hogy az aldbbi parametrizalt felilletek paramétervonalai milyen para-

. - . a . aramétervonalal . egvenesek, ‘. arameéetervonalal N engeres csavarvonalak a
T A 1. (a) 1. paramétervonalak: egyenesek, 2. paramétervonalak: henger avarvonalak &

felillet esavarfeliilet; (b) 1. 6s 2. p.m.v.: egyenesek  a feliilet nyeregfeliilet; (¢) 1. p.m.v.:

(a) r(u,v) = (ucosv,usinv,v) , uv,v€R cos-fiiggvény, ha a masodik paraméter 0, egvébként elliptikus hengerre irt csavarvonal, 2.
(b) r(u,v) = (u+v,u—v,uv) , u,v R p.an.v.: hiperbola, ha az 1. paraméter nem k - % alaki; (0, £shi, ug), ha ug k - % alakn és
(¢) r(u,v) = (cosuchv,sinushv,u) , w,v €R k paratlan; (fcht, 0, ug), ha ug k - 5 alaki és k piros, k € Z.
/4
1. abra

Itt a ( ¢ ) feladat és annak megoldasa érdekes szamunkra: ha a masodik paraméter pozitiv
allando, akkor a vektor - fiiggvény egyfajta elliptikus hengerre irt csavarvonalat ir le.
Ennek egyenletrendszere a sajat jeloléseinkkel, ahol a és b az ellipszis féltengelyei:

x(p) =a-cosqp, (1/1)
y(@) =b-sing, (1/2)
z2(p) =k 9. (1/3)

A mozgastani leirdsa ennek a térgdrbének tigy adodik, hogy a mozgo pont Xy sikra vett
vetiileti mozgasa ellipszis menti, mig a z tengely menti mozgasa egyenletes. Ugyanis egy
allando6 nagysagu €s irdnyl ® = m, szogsebesseg - vektorral €s v = Vv, sebességvektorral,
valamint a

pt) =w-t, (2)
z(t)=v-t (3)

Osszefliggésekkel, tovabba (1), (2 ) ¢és (3 ) - mal:

x(t) =a-cos(w-t), (4/1)
y(t)=b-sin(w-t), (4/2)
zt)=k-(w-t). (4/3)

Most (3 )¢és(4/3)-mal:
vit=k-wt k==, (5)

w

Ezek szerint adott a, b, v, ® esetén a mozgas t idével torténd leirasa igy néz ki:
x(t) =a-cos(w-t), (6/1)
y(t) =b-sin(w-t), (6/2)



zt)=v-t. (6/3)
Tovabba a mozgas ¢ elfordulasi szoggel torténd leirasa igy fest:

x(p) =a-cosq, (7/71)
y(p) =b-sing, (7/2)

Egy ilyen tton eldallitott térgdrbe axonometrikus képét szemlélhetjiik a 2. dbran.

Adatok:a=4(m),b=2(m),w=1/10rad/s,v=0,05m/s. (A)
Ekkor (6) és ( A) szerint a térgorbe 1d6 - paraméteres egyenletrendszere:

x(t) =4-cos(0,1-¢t), (8/1)
y(t) =2-sin(0,1-t), (8/2)
z(t) =0,05-¢t . (8/3)

Enter formulas for x, ¥, and z in terms of a parameter [. Use
ordinary syntax. For example:

trsin{t"2+1)-t/8 4,
Mouse over the SYNT AX button for rules and instructions.

%= |4*cos(0.1*t)

y= |2"sin(0.1*)

= |0.05"

Enter the range for t. (Numerical entries and multiples of pi, e.g. 0.5%0i.)

: Click button to turn scaling
tmin=
\:l constrained on or off
tmax= ONIOFF

A
Atter you enter or change any of the GRAPH
‘ | > above settings, click GRAPH button:
v

2. dbra — forrasa: [ 2 ]

A csavarmozgast végz06 pont sebességkomponensei ( 6 ) - bol:

v (t) = d’;(;) =—a-w-sin(w-t), (9/1)
1) =29 =p-0-cos(w-1), (9/2)
v, (t) =28 — (9/3)

dat



Az ered6 sebesség idoben valtozd nagysaga:
V= \/vxz +v,2+tv,2= \/az - w? - sin?(w -+ t) + b? - w? - cos?(w - t) + v? , azaz:

V(t) =+a?-w?-sin2(w-t) + b2 - w?-cos?(w-t) +v? . (10)

A csavarvonal a menetemelkedési szogére példaul:
sina = 5, (11)

innen( 10 ) - zel is:
a = arcsin (5) = arcsin( 2 ) = a(t), (12)

Jaz-w?-sin2(w-t)+b% w?-cos?(w-t)+v?2

vagyis a menetemelkedési szog sem allandd, hanem az idével valtozd mennyiség.

Ez azért van, mert ellipszis esetén a # b. Ha a = b = R, akkor az ellipszis korré fajul, és
(10)¢és(11)igy alakul:

V() = \/RZ ~w?-sin2(w-t) + R?2 - w?-cos?(w-t) + v2 = VR? - w? + v2 = konst.,

(13)
« _ . v _ . v _
a’(t) = arcsin (JRZ-wZ-sinz(w-t)+R2-w2-cosz(w-t)+v2) B arcsm( Rz-w2+v2) konst.
(14)

Latjuk, hogy ugyanolyan mozgasparaméterek esetén a kézonséges csavarvonal menti
mozgas sebessége ¢s menetemelkedési szoge 1s allandd marad, az egész mozgas soran.

Moasfajta elliptikus hengerre irt csavarvonalrol olvashatunk [ 3 ] - ban — 3. dbra.

Az el6bbi értelmezés alapjan bemutatunk néhany példat.
1. Elliptikus hengerre irt csavarvonal (68. 4bra). Az ellip-
szis keriilete: i -
K=4dE.
Az E fiiggvény értékét az 52. tablazat segitségével hatdrozzuk
meg oly modon, hogy a
a*—b?

= és  k=sin «
>

k2=

egyenletek segitségével eldszor kiszamitjuk «-t, majd kikeres-

sitk a megfelelé E értéket. Egyébként képleteinkben a a nagy-

tengely fele, b a kistengely fele és k a numerikus excentricitas.
2. Négyzetes hengerre irt csavarvonal (69. dbra).
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68. dbra. Csavarvonal szerkesztése elliptikus hengerre

3. abra — forrasa: [ 3 ]



Itt az elliptikus henger ellipszis keresztmetszetét, valamint a rairt csavarvonal kifejtett
képét / egyenesét lathatjuk. Az ellipszis féltengelyei: a, b; az ellipszis keriilete: K;

a csavarvonal menetmagassaga: h, menetemelkedési szoge: a .

Az ellipszis ismert paraméteres egyenletrendszere:

x(p) =a-cosq, y(p) =b-sing. (15)

Az ellipszis iv - differencialja:

2 2
ds = (2 + (2) at = J@ s p 5 cos?p 22 a, (16)

Az ellipszis ivhossza:
s() = [ds = f(;p:olp Ja?-sinZ g + bZ - cos2 ¢ do, (17)

ahol a jelolésekkel megkiilonboztettiik a valtozdt annak felsd hataratol.
Az ellipszis keriilete a szimmetria miatt:

K=4-f05\/a2-sin2g0+b2-coszg0d<p. (18)

Atalakitasokkal:

a’-sin? ¢ + b? - cos? ¢ = a?- (1 — cos? ) + b?-cos? ¢ = a? — cos? ¢ - (a®> — b?) =
2 b2

=a2-(1—aa_ -cosz<p)=a2-(1—ez-cosz<p), tehat:

2

a®-sin®? @ + b?-cos? ¢ = a?- (1 —e?-cos? ), (19)
ahol:

2 .2 2
2= =<1, (20)

az excentricitas négyzete. Most (18 ) és (19) - cel:

K=4'f05\/a2'(1—€2'C082(p) d(p=4-a-f05\/1—ez-cosz<p do . (21)

A (21) integral zart alakban nem fejezheto ki képlettel, igy vagy kozelito képlettel
dolgozunk, vagy numerikus integralast végziink, illetve igy eldallitott tablazatot hasz -
nalunk.

A 3. 4dbra — ahol nincs minden jel6lésiink feltiintetve — egyenese alapjan:

tga=5=%—>z=%-s, (22)

S



ahol z a csavarvonal egy pontjanak ,,magassagi” koordinataja.
Az elliptikus hengerre irt csavarvonal paraméteres egyenletrendszere ezzel:

x(t) =a-cose(t)=a-cos(w-t), (23/1)
y() =b-sinep(t) =b-sin(w-t), (23/2)
z(t) =% s(w - t) =£ -a)-fot\/az-sinz(w-r)+b2-cosz(w-t) dr. (23/3)

A kozonséges csavarvonal egyenletrendszere ebbdl eldall, ha
a*=b*"=R,K"=2-R-m, s"(¢p) =R- ¢, (24)

mert (23) és (24) - gyel:

x*(¢) = R - cos g, (25/1)
y*(¢) =R -sing, (25/2)
2(Q)=gpm R 9=5-0. (25/3)

Fentiek magyarazzak, miért nem latunk pontos abrazolast e masfajta elliptikus csavar -
vonalrdl; ehhez ugyanis sziikség van az ellipszis S( y ) ivhosszara és K =s( w =2x )
kertiletére is, melyben a y paraméter a ( 17 ) integral felsé hatara. Minthogy a szokasos
térgorbe - dbrazold programok zart alaka képleteket kérnek, igy azok most nem hasznal -
hatok. Nyilvan lehet programot irni e feladat megoldasara is.

E masfajta csavarvonalon mozg6 pont palya menti sebességének nagysagara:

V() = Jv2 + 1,2 + 1,2 =

2 2
=Ja2-wz-sinz(w-t)+b2-wz-cosz(w-t)+(%) -(g) ; (26)

most ( 16 ) és (26 ) - tal:

2

h
V(t)=\/az-wz-sinz(w-t)+b2-a)z-cosz(w-t)+<E) cw? -+ [a2 - sin?(w- £) + b? - cos(w - £)] ,

V() =w- \/[1 + (%)2] - [a? - sin?(w - t) + b?% - cos?(w - t)] . (27)

Majd a menetemelkedési szogre:

h .
W% -J/a?-sinZ(wt)+b2-cos?(wt)

w-J [1+(£)2] : [az-sin2 ((u-t)+b2 -cos? (a)-t)]

)

a(t) = arcsin (%) = arcsin



egyszerlsitve:
h
a(t) = arcsin{ —==£ = Konst. , (28)
14(3)

vagy a

. _ tga
sina = Nerrer (29)
azonossag felhasznalasaval, (28 ) és (29 ) - cel:

h h

tga = — — a = arctg (E) = Konst,, (30)

egyezésben (22 ) - vel, ahogyan az a 3. dbrarol is leolvashato.

Latjuk, hogy e masfajta elliptikus hengerre irt csavarvonalon mozgd pont palya menti
sebességének nagysaga valtozo, amde a menetemelkedési sz0g nagysdga mar allando.

M1. Ezen feladat kapcsan is beleszaladtunk néhany furcsasagba. Az egyik az ellipszis
keriiletét leird, ( 21 ) szerinti képlet:

K=4-a-f05\/1—ez-cosz<pd<p=4-a-E; (21/1)

az itteni E jelt integral neve: mdsodfaju teljes elliptikus integral — [ 4 ].

Arra lettlink figyelmesek, hogy erdltetik a négyzetgydk jele alatt a szinusz - fiiggvényt.
Ennek érdekében eltérnek a szokasos a > b felvételtdl, illetve a szogvaltozot nem az X,
hanem az y tengelytdl mérik. Ez az ellipszis keriiletén nem valtoztat, viszont kényelmet -
len kinyomozni a nem igazan természetes felvételek okait. Azért mi megtettiik.

E -re[ 4] - ben is talalunk tablazatokat.

Egypélda:a=4(m),b=2(m).

2 _ a®*-b%*  4?-22 3 V3

===, ve= o= 0,8660; segédparaméterrel: (a)
e = sinu — u = arcsine = arcsin0,8660 = 60°; tablazatbol: (b)
E(60°) = 1,2111; (c)
K=4-a-E=4-4(m)-1,2111=19,3776 (m) ~ 19,4 (m). (d)

Kozelit6 képlettel —[ 4] —:

N _n-a-b+(a—b)2 . m4-2+(4-2)2
K=~4 a+b =4 4+2 (

m) =19,4218(m) =~ 19,4 (m). (e)
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4. abra

A 4. abra szerint az integraland6 fliggvény gorbe alatti teriiletének numerikus meghataro -
zasaval:
E =1,211056. (f)

A példabeli ellipszis pontosabb keriilete:
K=4-a-E=4-4(m)-1,211056 (m ) = 19,376896 (m ). (9)

Latjuk, hogy nagyobb pontossagi igény esetén érdemes a ,,k6zelitd” tablazati adatok
helyett a ,,pontos” numerikus integralasi eredményeket alkalmazni.

M2. Nagyobb pontossagra lehet sziikség, ha az elkészitendd termék alapanyagai dragak,
igy beszerzésiiknél fokozott alapossaggal, a szokasosnal is gondosabban kell eljarni.

Ha példaul aranyfonalbol késziil a méasodik fajta csavarvonal, akkor ennek egy menetének
hossza a 3. abra derékszogli haromszdge alapjan:

| =VRETRE = X | (31)

cosa

Az ellipszis K keriileténél elkovetett pontatlansag hatasa kiterjed a csavarvonal L = nl
hosszara, ezzel egyiitt pedig a hosszaval aranyos A arara is, hiszen:

Ve

A=d¢-L=dn-l=d n VR2+KZ =d n - —, (32)

cosa




ahol d az aranyfonal magas egységara, n a menetek szama.

M3. Az éalland6 menetemelkedésii csavarvonalak ugy is eléallhatnak, hogy az adott
keresztmetszetii egyenes hengerre felcsévélnek pl. papirbol késziilt haromszoget, csikot.
Papirhengerek magjaként gyakran alkalmaznak keményebb papirhengert, melynek oldalan
jol lathatoan kirajzolddik a kozonséges csavarvonal — 4. abra.

4. abra — forrasa: [ 5 ]

M4. A [ 3 ] miiben tobbet is olvashatunk a szalagozott szerkezetek gyartasa soran
eléfordulo, kiilonféle vezérgorbéjli egyenes hengerekre irt csavarvonalakrol.
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