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INTERNACIONALNI NAU�NO-STRU�NI SKUP 

GRA�EVINARSTVO - NAUKA I PRAKSA 

ŽABLJAK, 20-24. FEBRUARA 2006. 

�or�e Vuksanovi�1, Marina �etkovi�2 

KONA�NI ELEMENT SENDVI� PLO�E 

Rezime 

Kako su 2D modeli plo�a u stanju da pruže samo odgovor na globalno ponašanje 
kompozitnih materijala, formulisana je nova grupa teorija zasnovana na 3D kinematici 
deformacije popre�nog preseka, odnosno Opšta laminatna teorija plo�a. U okviru 
pomenute teorije, polje pomeranja se pretpostavlja za svaki od slojeva po debljini, u 
obliku koji dopušta nezavisnu interpolaciju u ravni i po debljini plo�e. Naime, 2D mreža 
u ravni i 1D mreža po debljini mogu se nezavisno proguš�avati bez potrebe za 
definisanjem 3D mreže kona�nih elemenata. Osnovne jedna�ine kona�nog elementa 
formulisane su po metodi deformacije, za slu�aj stati�ki optere�ene plo�e proizvoljne 
šeme laminacije. Dobijena rešenja upore�ena su sa rešenjem Kirchhoff-ove 
teorije(CLPT), 3D teorije i rešenjem teorije plo�a višeg reda (HSDT).  

Klju�ne re�i 

Višeslojna plo�a, kona�ni element, stati�ka analiza 

SANDWICH PLATE FINITE ELEMENT 

Summary 

As 2D plate models are capable only to determine global behaviour of laminated 
composites, new familly of theories based on 3D kinematics is formulated, that is 
Generalized Laminated Plate Theory (GLPT). Within the mentioned theory, 
displacement field is defined at ply level, in the form which allow independent in plane 
and through the thickness interpolation. Namely, the in-plane 2D mesh and the 
transverse 1D mesh can be refined independently, without having to reconstruct a 3D 
finite element mesh. Basic element equations are derived using displacement-based 
finite element formulation, in the case of statically loaded generally laminated plate. The 
obtained results have been compared with Classical Lamination Theory (CLPT), 3D 
Theory and Higher-order Shear Deformation Theory (HSDT). 

Keywords 

Myltylayer plate, finite element, static analysis 
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1. UVOD 

Kombinacijom dva ili više razli�itih materijala na makroskopskom nivou dobijen je 
�itav niza novih materijala više ili manje izraženog anizotropnog ponašanja. Jednu široko 
primenjivanu grupu materijala �ine i lamelirani vlaknasti kompoziti, pa �e oni i biti predmet 
dalje analize.  

Slojeviti model plo�e, prikazan u ovom radu, zasnovan je na opštoj laminatnoj teoriji 
plo�a, koju je postavio Reddy. Osnovna odlika ovoga modela jeste da je polje pomeranja u 
ravni plo�e (u1, u2) razvijeno po debljini svakog sloja primenom familije 1D Lagrange-ovih 
interpolacionih funkcija, dok je pomeranje u3 konstantno po debljini plo�e. Ovakva 
razdvojena interpolacija polja pomeranja u ravni i po debljini �ini pomenuti model 
efikasnijim i isto toliko ta�nim u pore�enju sa uobi�ajenim 3D modelom elasti�ne teorije. 
Kako su polje pomeranja, iz uslova kompatibilnosti, i polje smi�u�ih napona, iz 3D uslova 
ravnoteže, kontinualne funkcije, to one treba da zadovolje samo C0 kontinuitet po debljini 
laminata. 

Polaze�i od pretpostavljenog polja pomeranja, linearnih veza deformacija i 
pomeranja i konstitutivnih jedna�ina laminata, primenom principa o minimumu potencijalne 
energije bi�e formulisan kona�ni element plo�e sa m �vorova i n slojeva. Cilj je da se utvrdi 
pouzdanost predloženog kona�nog elementa, za slu�aj stati�ki optere�ene plo�e. 

2. POLJE POMERANJA 

Analizirana je laminatna plo�a sastav-
ljena od n ortotropnih slojeva. Broj k 
ozna�ava redni broj sloja, po�evši od donje 
površine plo�e. Globalni koordinatni sistem 
(x, y, z) je usvojen u srednjoj ravni, dok je 
lokalni koordinatni sistem (xk, yk, zk) usvojen 
na donjoj površini svakog od slojeva. Debljina 
plo�e je h, dok je hk debljina sloja k. 

Komponente pomeranja ( )321 u,u,u  u ta�ki (x, y, z) pretpostavljamo u obliku: 

)y,x(w)z,y,x(u
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 (1) 

gde su (u, v, w) komponente pomeranja ta�ke (x, y, 0) u srednjoj ravni plo�e, a U, V su 
funkcije definisane kao:   
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Slika 1.  Višeslojna kompozitna plo�a 
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gde su IU , IV  komponente pomeranja u I-toj ravni plo�e, a ( )zIΦ  je 1D Lagrange-ova 

interpolaciona funkcija (linearna, kvadratna ili kubna). Na dalje �emo usvojiti linearnu 
interpolaciju polja pomeranja po debljini plo�e 

3. KOSTITUTIVNE JEDNA�INE LAMINATA 

Konstitutivne jedna�ine za ceo laminat glase: 

{ } [ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ]��
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vektor sila u srednjoj ravni plo�e, odnosno vektor sila u I-toj ravni plo�e: 
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vektor deformacija u srednjoj ravni plo�e, odnosno vektor deformacija u I-toj ravni plo�e: 
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gde su [ ]A , [ ]B , [ ]D  konstitutivne matrice laminata[1]. 

4. MODEL KONA�NOG ELEMENTA 

Kona�ni element plo�e sastoji se iz srednje ravni plo�e i ravni u �vorovima N1,I =  
po debljini plo�e. Za osnovne nepoznate u �vorovima usvojene su komponente pomeranja 
(u, v, w) u srednjoj ravni i komponente pomeranja ( )II V,U  u I-toj ravni plo�e. Dakle, od 

osnovnih nepoznatih se zahteva da ispune samo C0 kontinuitet na granicama susednih 
elementa. 
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4.1. POLJE POMERANJA 

Polje generalisanih pomeranja u funkciji osnovnih nepoznatih u �vorovima 
kona�nog elementa eΩ  sa m �vorova i n slojeva dato je kao : 
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gde su { } { }Te

j

e
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e
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eI

j VU=d vektori pomeranja koji odgovaraju 

�voru j elementa eΩ  u srednjoj, odnosno u I-toj ravni plo�e, a e

j�  interpolacione funkcije u 

�voru j, elementa eΩ . 

4.2. USLOVNE JEDNA�INE 

Iz principa o minimumu potencijalne energije možemo dobiti model kona�nog 
elementa zasnovan na opštoj laminatnoj teoriji plo�a u slede�em obliku: 

[ ] { } { }eee f�K =  (7) 

matrica krutosti elementa eΩ  glasi: 
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vektor �vornih sila elementa eΩ , odnosno vektor pomeranja �vornih ta�aka elementa eΩ  
glase: 
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4.3. POLJE NAPONA KONA�NOG ELEMENTA 

Polje napona u ravni ( )xyyyxx ,, τσσ  za sloj k  dobijamo iz konstitutivnih jedna�ina 

sloja. Do ta�nih vrednosti smi�u�ih napona, dolazimo pretpostavljaju�i zakon promene 
smi�u�ih napona ( ) ( )( )k

yz

k

xz ,ττ  u svakom od slojeva po debljini plo�e. 
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5. NUMERI�KI PRIMERI 

Analizirana je kvadratne ( 1ba = , 10ha = ) troslojna ortotropna laminatna sendvi� 

plo�a, optere�ena jednako podeljenim optere�enjem p , �iji su slojevi sa�injeni od 

materijala slede�ih karakteristika:  

23.0,44.0,1781.0EG,2972.0EG,2928.0EG,5252.0EE 231211312311221 ====== νν   

Analiziran je uticaj odnosa modula ( ) ( )2

1

1

1 EE=β u 

spoljnim slojevima i unutrašnjem sloju na stanje napona i 
deformacija u plo�i. U tabeli 1 prikazane su vrednosti 
normalizovanog ugiba ( ) ( )2312

2

10 1hpwEw νν−=  u ta�ki 

( )2by,2ax == , kao i vrednosti normalnog napona 

( )2by,2axx ==σ  i smi�u�eg napona ( )2b,0xzτ   u 

ta�kama po debljini plo�e, za CLPT, 3D, HSDT i 
predloženi model. 

 
Tabela 1. Pomeranja i naponi troslojne sendvi� plo�e 

 

6. ZAKLJU�AK 

Uo�eno je da sendvi� plo�e sa�injene iz mekog jezgra zahtevaju primenu ta�nijih 
matemati�kih modela. Tako�e, predloženi model pokazao je izuzetno slaganja sa rešenjima 
3D teorije elasti�nosti.  

β    CLPT[2] 3D[2] HSDT[2] FEM_9[4] 

0w   216.94 258.97 256.81 258.68 

1  -61.141 -60.353 -60.330 -60.275 
o2  -48.913 -46.623 -46.981 -46.490 

u2  -9.7826 -9.3402 -9.3962 -9.298 
o4  9.7826 9.2845 9.3962 9.298 
u4  48.913 46.426 46.981 46.490 

pxσ  

5  61.141 60.155 60.330 60.275 

5  

pxzτ  3  4.5899 4.3641 4.7130 4.3817 

0w   81.768 121.72 114.42 121.70 

1  -69.135 -66.787 -66.834 -66.713 
o2  -55.308 -48.299 -50.269 -48.238 

u2  -3.6872 -3.2379 -3.3513 -3.216 
o4  3.6872 3.2009 3.3513 3.216 
u4  55.308 48.028 50.269 48.238 

pxσ  

5  69.135 66.513 66.834 66.713 

15  

pxzτ  3  4.2825 3.9638 3.9084 4.0090 
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Slika 3. Geometrija 
popre�nog preseka plo�e 
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Slika 4. Polja napona a) xxσ  b) yyσ  c) yzτ  d) xzτ  e) xyτ  u (x,z) ravni 

 i polje pomeranja f) po visini troslojne sendvi� plo�e  
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