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1. Bevezetés

Ismert, hogy szilardtestek bizonyos mégneses tulajdonsagai — mint amilyen példéul a
ferromagneses-paramagneses atmenet — az Ising-modell segitségével sikeresen megmagya-
dimenziés valtozatdban nincs fazisatmenet [1], és ebbdl tévesen arra kovetkeztetett, hogy
magasabb dimenzioéban sem lehet [2]. Ezt a kovetkeztetést cafolta Onsager 1944-ben, aki
végtelen kiterjedési két dimenziés négyzetracson vizsgalta az Ising-modellt, és mutatta
meg, hogy abban méasodrendi fazisatalakulas 1ép fel. Ugyancsak megsejtette az atalaku-
las kritikus hémérsékletét is, azonban a mégnesezettség hémérsékletfiiggésének részletes
leirasa csak 1952-ben késziilt el Yang altal [3|. Ezen néhany példan keresztiil lathatjuk,
hogy az Ising-modell mér lassan 100 éve foglalkoztatja a kutatokat. Azonban néhany
specidlis esettdl eltekintve a modell analitikusan nem megoldhaté, vagy csak kiilonféle
kozelitések aran oldhaté6 meg. Ennek ellenére kitting terepasztalt biztosit szdmunkra a
fazisdtalakuldsok tanulmanyozasara, kiilonosen most, hogy numerikus szimuléciok atjan
a legkiilonfélébb valtozatait vizsgéalhatjuk.

Projektmunkam soran elGszor én is a legegyszertibb 2 dimenzios Ising-modellt vizsga-
lom véges tartomanyon, valamint periodikus hatarfeltételt kirova. Mivel ebben az esetben
ismert a rendszer magnesezettségének hémérseklettsl valo fiiggése (végtelen kiterjedésii 2

dimenzids racson), valamint a rendszert jellemzd kritikus exponensek, igy ezek segitségé-



vel ellenérizhetem a szimulaciora hasznalt algoritmusok helyes miikodését. Tovabba azt is
megvizsgalom, hogy miként befolyasolja a rendszer mérete az atalakulasi hGmérsékletet.

Ezt kovetSen egy joval komplexebb esetet fogok tanulmanyozni: egy Sierpinski-szényeg
altal meghatérozott racson vizsgalom az Ising-modellt. A Sierpinski-szényeg Hausdorff-
dimenzi6ja 1.8928 [4], ami azt sugallja, hogy a rendszer az 1 és a 2 dimenzios eset kozott
helyezkedik el. Erdekes lehet az a kérdésfelvetés, hogy mi az a minimélis (de nyilvan-
valéan 1-nél nagyobb) dimenzid, amely esetén a masodrendii fazisatalakulas létrejon, és
a fazisatalakulas lehetGsége tisztan csak a rendszer dimenzidjatol fiigg-e. Ezen kérdések
megvalaszolasa tilmutat a projektmunkam korlatain, igy most csak a Sierpiriski-szényeg

vizsgalatara korlatozodom.

2. A ferromagneses Ising-modell 2 dimenziéban

Ebben a fejezetben réviden attekintem a ferromégneses Ising-modellt, és a jellemzésére
szolgalo termodinamikai mennyiségeket. Az attekintés alapjaul a [2]| disszertacio szolgal. A
dolgozat héatralévs részében a Boltzmann-alland6 kg = 1 és a Bohr-magneton pg = 1 va-
lasztasaval élek, és a kiilonb6z6 termodinamikai allapotjelzék mérésére dimenzidtlanitott
mennyiségeket valasztok.

A ferromégneses rendszerek esetében kiils§ méagneses tér nélkiil is kialakulhat spontéan
mégnesezettség, azonban a hémérséklet novekedtével ez a magnesezettség fokozatosan
csokken, majd egy kritikus Ty hémérséklet felett elttinik. Azt, hogy egy rendszer kiil-
s6 magneses tér hianyaban is eredé mégnesezettséggel rendelkezhet, a rendszert alkoto
atomok spinjei kozotti kolesonhatas okozza. A ferroméagnesség leirasara a lehetd legegy-
szertibb — els6 szomszéd kdlcsonhatéson alapuld, homogén — Ising-modellt tekintjiik, ahol

a spinek kozotti kolesonhatas Hamilton-fiiggvénye az alabbi alakban adhaté meg:
H= —JZSiSj. (2.1)
(i.5)

J a kolcsonhatas csatolési allandoja, ferromagneses esetben J > 0, mig antiferromagneses
esetben J < 0. Az s; spinek értékei +1 lehetnek, (i,j) pedig a racson elhelyezkedd elsd

szomszéd spinekre vald Osszegzést jelent. Amennyiben kiils§ magneses tér is jelen van, ugy



a rendszert leir6 Hamilton-fiiggvény:
H=-J> sisj—h)Y s (2.2)
(4,5) i

ahol h a kiils§ tér nagysaga. Célunk a rendszer termodinamikai viselkedésének leirasa,
az ehhez sziikséges megfelels termodinamikai mennyiségeket a rendszer Z(T', h) allapot-

Osszegén keresztiil definialhatjuk [5]:
Z(T,h) = exp(— BH({s:})), (2.3)
{si}

. L, .. , . L e, . 1 .
ahol az Osszegzés az Osszes lehetséges {s;} spin konfigurciora vonatkozik, 8 = = pedig
az inverz hémérséklet.

Ez alapjan definidlhatjuk a rendszer — egy spinre vonatkoztatott — atlagos mégnese-

102 1
m:—T'za—H:N'<ZSi>> (24)

%

zettségeét:

ahol N a kolesonhatod spinek szama. A T kritikus hémérséklet alatt a magnesezettség
véges értéket vesz fel, majd a fazisatalakulas soran elttinik, To < T esetén értéke 0. A
rendszer rendezettlenségének jellemzésére bevezetjiik az egy spinre jutoé atlagos magnese-
zettség |m| abszolutértékét, mint rendparamétert. Ennek értéke 1, ha a rendszer teljesen
rendezett, mig 0, ha a termikus fluktuaciok folytan a rendszer teljesen rendezetlen. Erde-

mes bevezetni a mégneses szuszceptibilitést is:

om (m?) — (m)?

T M (2:5)

Amennyiben egy rendszer masodrendd fazisatalakulasra képes, akkor azt a bevezetett két
mennyiségen keresztiil megfigyelhetjiik. Mégneses rendszerek esetén a magnesezettségnek
a kritikus hémérsékleten fiiggSleges érintGjd inflexios pontja van, a szuszceptibilitas pe-
dig divergal. Bevezethetjiik tovabba a rendszer egy spinre vonatkoztatott energidjat és a

fajhgjét is:

1
By = N<H>7 (2.6)
_OE,  (E}) — (Ey)?
c= =Bl (2.7)



A numerikus szimulaciok soran a numerikus hibak elkeriilésének érdekében a y és C
mennyiségeket a masodik egyenldség szerint definialt formula szerint hatarozzuk meg.
A ferromagneses-paramagneses fazisatalakulas kritikus hémérséklete végtelen kiterje-

dést négyzetracson definialt Ising-modell esetében [3]:

2
Te = —J ~ 2.26919.

In(1+v/2)

Ugyancsak ismert a magnesezettség hémeérsékletfiiggése is [6]:

0 ha T < T¢
1/8

(1 - <sh(%)>_4> ha T > T

A fazisatalakulasok vizsgalatanak szempontjabol (is) hasznosnak bizonyul bevezeteni

im|(T") =

az ugynevezett kritikus exponenseket. Belathaté, hogy a fazisatalakulashoz kozeli ho-
mérsékleten a termodinamikai mennyiségek hatvanyfiiggvényszeri viselkedést mutatnak
(és a kisérleti eredmények is ezt tamasztjak ald), kritikus exponenseknek pedig az egyes
mennyiségekhez tartozé hatavnyfiiggvények megfeleld kitevGit nevezziik. Ezek definidla-
sahoz elGszor vezessiik be a redukalt hémérsékletet:

T—-Tc

= (2.8)

Ennek segitségével a termodinamikai mennyiségek hatvanyfliggvényszerd viselkedései a

kovetkezd modon fogalmazhatoak meg [7]:

m~tf (t<0ésh=0), (2.9)
X~ 1t (t>0éh=0), (2.10)
m~hi  (h=0). (2.11)

Tovabbi exponensek is definidlhatok, azonban jelen munkamban ennek a fent definialt
hiaromnak a teljesiilését fogom ellendrizni. A kritikus exponensek értékei bar rendszerrsl

rendszerre valtozhatnak, de nem egymastol fiiggetleniil. Megmutathato, hogy az alabbi



Osszefiiggés kozottiik mindig fenn all [7]:

y=B-(5-1). (2.12)

Munkam sorén ennek teljesiilését is ellenérzom a vizsgélt rendszerek esetében. 2 dimenzios
végtelen kiterjedést négyzetracson definialt Ising-modell esetében a kritikus exponensek

irodalmi értékeit a 2.1. tablazat tartalmazza.

B | v |0
1/8 [ 7/4]15

2.1. tablazat. Kritikus exponensek értékei a 2 dimenzios végtelen kiterjedést racson defi-
nialt Ising-modell esetében [7].

3. Monte Carlo szimulaci6 és megvalositasa

A numerikus szamolasok elvégzéséhez Monte Carlo szimulacion alapulé Metropolis
algoritmust alkalmaztam. Ebben a fejezetben elGszor ezt tekintem at réviden, majd is-
mertetek néhany - a tényleges megvalositas szempontjabol 1ényeges - technikai részletet.

A Metropolis algoritmus megvalositasa a [8] konyvben leirtakon alapul. A szimulaciok
soran a hémérséklet, a térfogat és a részecskeszam allando, igy ennek megfelelGen alkal-
mazunk kanonikus sokaségot. T' hémérsékleten a rendszerben egy E,; energidju a; allapot

megvalosulasanak valoszintisége Boltzmann-eloszlast kovet:
P(E,,;,T) ~ exp(—E,,/T). (3.1)

Az algoritmus alappillére, hogy oly moédon valtoztatja meg az egyes spinek beallasat, hogy
a lehetséges konfiguraciok megvalosulasanak valoszintisége Boltzmann-eloszlast kovessen.
A megvalositas soran a kovetkezd 1épéseket alkalmazzuk, mig el nem érjik 7" h6mérsékle-

ten az egyenstilyi allapotot:

1. A spineknek egy véletlenszert beallasat generaljuk. A generalds soran minden spin
egyenletes eloszlas szerint vesz fel +1 vagy —1 értéket. (Ez annak felel meg, hogy a

rendszer relaxalasat magas hémérsékletrdl inditjuk meg.)

2. Ezt kdvetGen tjra és tjra egy tetszélegesen valasztott spin értékét —1-szeresére val-

toztatjuk, és megvizsgaljuk, hogy ennek eredményeképpen csokken-e a rendszer ener-



gidja.
(a) Ha a rendszer Osszenergiaja csokken, akkor megtartjuk az uj konfiguraciot.

(b) Ha a rendszer Osszenergiaja nem csokken, akkor az 1j konfiguraciot R =
exp(—AFE/T) valoszintséggel fogadjuk el (AE a rendszer osszenergiajanak

megvaltozasa).

Megmutathato, hogy az eljarés valoban a kanonikus sokasag kovetelményeinek megfelelé
T hémérséklet rendszert allit el6. A relaxécio végeztével az elGallitott spinrendszerbdl a
rendszer energidja és méagnesezettsége konnyedén meghatarozhato a (2.4) és (2.6) egyenle-
tek segitségével. Ha pedig egy adott hdmérsékleten tobb (egymaéastol lényegében fiiggetlen)
spinrendszert is elGallitunk, akkor azok segitségével a rendszer szuszceptibilitésa és fajhGje
is meghatarozhato a (2.5) és (2.7) egyenletek segitségével.

Bar az eljarast nem til bonyolult implementalni, néhany praktikus triikk nélkiil egy-
egy rendszer relaxalasa nagyon hosszu ideig tartana. Nem beszélve arrol, hogy 2 dimenzios
spinrendszer esetében a spinek szama a rendszer linearis méretének masodik hatvanyaval
novekszik, aminek kévetkeztében a relaxéalashoz sziikséges id6 a rendszer méretének nove-
kedtével rohamos mértékben megnd. Az implementécioé sordan a 2 dimenzids négyzetracson
definialt spinrendszer spinjeinek allapotat egy 1 dimenziés vektorba rendezziik megfeleld
modon (példaul a kétdimenzids racs sorait egymas utéan flizziik). A spinek allapoténak ily
modon eltarolt vektordhoz definialhatunk egy J kolcsonhatési méatrixot, amelynek [J];;
eleme a vektor i-edik spinjének j-edik spinjével torténd kolcsonhatasanak csatolési erds-
ségét tartalmazza (ebbdl adodoan a definicié az i <+ j indexcserére szimmetrikus). Ennek

segitségével egy spinrendszer energidja konnyedén meghatarozhato:
1
E = —§(U|J\v>+h- (1|v), (3.2)

ahol |v) jeloli a spinek vektorat, |1) pedig egy csupa egyeseket tartalmazo vektor. Az 3
szorz6 oka, hogy a J kolcsonhatasi matrix szimmetrikusan definidlt. T6bb elénye is van
annak, hogy a spineket és a koztiik 1étrejové kolesonhatast ily modon definidljuk. Els-
szOr is az alkalmazott numerikus programcsomag (NumPy) joval hatékonyabban tudja a
(3.2) egyenlet szerint kijelolt vektormiiveleteket elvégezni, mintha azt elemenként (egyen-
ként) probalnank megtenni. Masfeldl a kolesénhatéas ily modon toérténd implementacioja
kénnyen altalanosithato akar magasabb dimenzids rendszerekre, akar a projektmunkam-

ban tanulmanyozni kivant fraktal elrendezésekre is. Ugyancsak kénnyen moédosithatnénk



programunkat olyan esetekre is, amikor a spinek kozotti kolesonhatés nem homogén (pél-
déul a csatolasierdssége kiilonbozik az x és y tengelyeknek megfelels iranyokban, vagy
2 kiilonb6z6 atom is talalhaté a rendszerben), tovabba kénnyedén figyelembe vehetnénk
hosszabb hatoétavolsdgi kolesonhatasokat is.

Egy tovabbi modositas az algoritmus implementéacidéjaban, ha a 2. 1épés soran egy-
szerre nem csak egy, hanem tobb spin értékét is megvaltoztatjuk, parhuzamosan. Ennek
hatasara egy relaxacios 1épés soran nem csak egy spin beallasa valtozhat. A munkam soran

alkalmazott megoldas alapotlete a [9] publikusan elérhets kodbol széarmazik.

4. 2 dimenzibés négyzetracson definialt Ising-modell vizs-

galata

A munkim elsé felében 2 dimenzios négyzetracson definialt Ising-modelleket vizsgél-
tam. Még miel6tt az eredményeket ismertetném, elGszor a relaxacié folyamatét tekintem
at. Ehhez kiindulésul a 4.1. abran is lathato 32 x 32 racspontbdl allo egyenletes eloszlas

szerint véletlenszerten inicializalt (relaxalatlan) spinrendszer szolgal.

4.1. dbra. A relaxéciot folyamatat az abran lathaté 32 x 32 racsponton definialt, egyenletes
eloszlas szerint véletlenszertien inicializalt spinrendszeren vizsgélom. Az abran a piros
szind négyzetek az s = 41, mig a kék szinl négyzetek az s = —1 allapotot jelolik.

A spinrendszer inicializalasa utan célom a relaxacios folyamat nyomonkovetése magas
(T = 4) és alacsony (T, = 0.5) hémérsékleteken. A relaxécio soran dsszesen n = 300-1024
relaxécios 1épést alkalmaztam. A szimulacidok sordn minden 1024. relaxacios lépés utan

meghatarozom a rendszer energiajat, ez lathato a 4.2. a) és b) abréakon. A 4.2. a) abra

7



magas hémérsékletii esetben mutatja az energia valtozésat a relaxacios folyamat soran.
Lathatjuk, hogy az érték egy atlagos érték koriil szor, de tényleges relaxacios folyamat
val6jaban nem is torténik. Ez egybevag azzal a korabbi allitdsommal, miszerint a véletlen-
szertien inicializalt spinrendszer a magashdmérsékletd esetnek felel meg. A 4.2. b) abran
az alacsony hémérsékletre torténd relaxacio folyamatat lathatjuk. Megfigyelhets, hogy az
energia rendkiviil gyorsan lecsokken az els6 néhény 1épés soran, majd végiil teljesen be-
konvergal. Tovabbé érdemes azt is megfigyelni, hogy mig a kiindulési konfiguraci6 a két
esetben megegyezett, addig az alacsony hémérsékleti relaxécié soran a rendszer energiaja
joval alacsonyabb a magas hémérsékletii esethez képest. A 4.2. a) és b) abran zold szag-
gatott vonalakkal jelzett pontokban (n € {5,25,50,300} x 1024 iteraci6 utan) a spinek
aktualis beallasat is abrazolom a 4.3. a) és b) abrasorozatokon. A magas hémérsékletii
esetben csak kis méret klaszterek tudnak kialakulni, és a nagy termikus fluktuéciok eze-
ket is gyorsan atrendezik. Ezzel szemben alacsony hémérsékleten nagy méreti klaszterek
alakulnak ki, és ezeket a termikus fluktuacié sem képes lerombolni. A relaxacié soran
ezeknek a klasztereknek a hatarvonala folyamatosan vandorol, amig egyszer létrejon a le-
a rendszer méagnesezettsége maximélis lesz. Természetesen a magashémérsékletii esetben
atlagosan a spinek fele 4+1, mig mésik fele —1 értéket vesz fel, igy a rendszer eredé méagne-
sezettsége ezesetben 0. Mar ez alapjan lathatjuk, hogy a hémérséklettdl fiiggden a rendszer
lehet (teljesen) rendezett és rendezetlen is, és a két allapot kozott valahol atmenet kell,

hogy torténjen.

a) T= 4.0 b) T= 0.5
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4.2. dbra. Véletlenszertien inicializalt spinrendszer relaxacioja soran a rendszer energiaja-
nak valtozasa az iteraciok n szaménak fliggvényében: a) magas hmérsékletii (7' = 4.0) és
b) alacsony hémeérsékletd (7= 0.5) esetben. Magas hémérsékletii esetben az energia egy
atlagos érték koriil fluktual, mig az alacsony hémérsékletl esetben a rendszer bekonvergal
a lehetd legalacsonyabb energiajia konfiguracidba.



a) T]_ =4.0

n=5x 1024

n=25x 1024 n=50x 1024 n=300x 1024

30

n=25x 1024 n=50x 1024 n=300x 1024

4.3. dbra. A vizsgalt spinrendszer allapotédnak véltozasa az iteraciok n szaméanak fliggveé-
nyében: a) magas hémeérseklett eset (7' = 4.0) és b) alacsony hdmérsékleti eset (7" = 0.5).
Lathato, hogy magas hémérsékleten nem tud rendezettség kialakulni a termikus fluktué-
ciok miatt. Alacsony hémérsékleten klaszterek alakulnak ki, amelyek hatarvonala véltozik
a relaxacio soran, amig egyszer eléri a rendszer a teljesen rendezett fazist, amit a termikus
fluktuéaciok méar nem képesek lerombolni.

A 2 dimenzio6s Ising-modell mégnesezettség - hémérséklet kapcsolata analitikusan vég-
telen nagy kiterjedést négyzetracs esetében ismert. Azonban szimulalni csak véges méretii
racsokat tudunk, igy érdemes lehet megvizsgélni azt, hogy mennyire egyezik meg egy vé-
ges méretd racs soran kapott eredmény az analitikus formulaval. E célbol egy 32 x 32
racspontbdl allo, tovabba egy ugyancsak 32 x 32 racspontbol allo, de periodikus hatarfel-
tétellel definialt racsot valasztottam. Mindkét racs esetén meghataroztam a 2. fejezetben
definialt |m|, By = £, C' és y termodinamikai mennyiségeket a hémeérséklet fiiggvényében
(N a rendszerben 1év6 spinek szama), ezek a 4.4. abran lathatoak. Az dbrak mindegyikén
felfedezhetjiik a masodrendii fazisatalakulas 2. fejezetben diszkutalt jellemzGit. Tovabba
az abrak alapjan levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a periodikus hatarfeltételt kirova
szignifikinsabban jobb eredményt kaphatunk, és az igy kapott |m| rendparaméter érté-
ke a hémérséklet fiiggvényében mar 32 x 32 méreti racs esetében is nagy pontossaggal
megegyezik az analitikusan josolt értékkel [4.4. a) dbral. Ez indokolja a tovabbiakban a
periodikus hatarfeltétel alkalmazéasat 2 dimenzios négyzetracs esetén. Tovabba a 4.4. a)

abra alapjan arra is kovetkeztethetiink, hogy 32 x 32 méretd négyzetracs esetében, peri-



odikus hatarfeltétel mellett a fazisatalakulés kritikus hémérséklete Ty ~ 2.269, ahogy az

analitikus megoldas esetében is.

b)

1.0 -0.8 ® N=32x32
® N=32x 32, periodikus h.f.
0.8 -1.0
1 -1.2
0.6 + £
E L 5 -1.4
0.4 t et
-1.6
0.2{ e N=32x32 '_"_‘,;: _18
® N=32x 32, periodikus h.f. -:;;’_"i.- ‘. '
Analitikus formula QM
0.0 = -2.0
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
T T
1.4
® N=32x32 ® N=32x32
0.004 ® N=32x 32, periodikus h.f. 1.2 ® N=32x 32 periodikush.f. «
1.0 v
0.003 —_ .
~ 0.8 “pe
= Ky
0.002 .06 s
> * 38
0.4 LRy |
0.001 - ez
0.2 N :'1 o
. 3 e lee
0.000 0.0 LR
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
T T

4.4. abra. A rendparaméter [a) &bra|, az egy spinre juto energia |[b) &bra|, a fajhé [c)
abra| és a mégneses szuszceptibilitas [d) &dbra] hdmérséklettsl valo fiiggése 32 x 32 mé-
retd négyzetracs esetén, valamint ugyancsak 32 x 32 méretd racs esetén, de periodikus
hatarfeltétel mellett. Az abrak mindegyike a masodrendii fazisatalakulds 2. fejezetben
részletezett jeleit mutatja. Az a) dbran az |m| rendparaméter hémeérseklettsl valo fiiggeé-
sének 1. fejezetben megadott analitikus alakjat is abrazoltam. A periodikus hatérfeltétel
mellett kapott méagnesezettség nagy pontossiggal megegyezik az analitikus megoldassal.
Ebbdl arra is kovetkeztethetiink, hogy a ferromagneses-paramagneses fazisatalakulés kri-
tikus hémérséklete periodikus hatéarfeltétel 32 x 32 méretd racs esetén is Te ~ 2.269.

Nem utols6é szempont az sem, hogy egy-egy szimuléacid elvégzéséhez mennyi id6 sziik-
séges, 1gy érdemes azt is megvizsgalni, hogy periodikus hatarfeltétel mellett minimum
mekkora méretii rendszert érdemes valasztanunk ahhoz, hogy az analitikus formuléval
Osszhangban 1év6 eredményeket kapjunk. N =8 x 8; 16 x 16; és 32 x 32 méretekkel ren-

delkezd rendszereket tanulmanyoztam e célbol. Az |m| rendparaméter hémérsékletfiiggése
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az egyes esetekben a 4.5. dbran lathatd. Az dbra alapjan levonhatjuk azt a kovetkezte-
tést, hogy periodikus hatarfeltétel mellett is indokolt a minél nagyobb méretd rendszer
valasztasa, ha a cél az analitikus formulaval minél inkabb 6sszhangban 1év6 eredmények

elsallitasa.

1.0
0.81
0.6/
1S
0.4
0.21 @ N=8x38
® N=16x16
OO‘ ® N=32x32
05 1.0 1.5

4.5. dbra. Az |m| rendparaméter hmérsékletfiiggése periodikus hatérfeltétel mellett, de
kiilénb6z6 méretd rendszerek esetén. Bar a rendszer méretének novelésével a futési id6
jelentGsen nd, azonban a szimulacio ,yéletlenszertiségébdl" adodo szoras csokken.

A fejezet végén a (2.9)-(2.11) modon definialt hatanyfiiggvények illesztésével meghaté-
rozom a 32 x 32 méretd periodikus hatérfeltétellel rendelkezd rendszert jellemz6 kritikus
exponenseket is, hogy azokat az irodalmi értékekkel Gsszevethessem. A magnesezettség a
redukalt hdmeérséklet fiiggvényében (magneses tér nélkiil), a magnesezettség a kiilsé tér
fiiggvényében (¢t = 0 redukalt hémérséklet esetén) és a méagneses szuszceptibilitas a re-
dukalt hémérséklet fiiggvényében, valamint az ezekre illesztett hatvanyfiiggvények a 4.6.
abran lathatok. Az illesztésekbdl kapott kritikus exponensek értékeit a 4.1. tablazat tartal-
mazza. A 2.1. tablazatban feltiintetett irodalmi értékekkel 6sszehasonlitva az illesztésbol
kapott értékeket azt talaljuk, hogy azok hiban beliil megegyeznek. A kritikus exponen-
sek kozott fennallo Osszefliggés szerint v = (- (6 — 1). A 4.1. tablazat értékei alapjan
B (6 —1)=1.66+0.14, ami hiban beliil valoban megegyezik ~ értékével.
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a) b) C)
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4.6. abra. a) Az |m| rendparaméter a redukalt hdmérséklet fiiggvényében h = 0 kiilsé
méagneses tér esetén. b) A méagneses szuszceptibilitas a redukalt hémérséklet fliggvényében
h = 0 kiils6 méagneses tér esetén. ¢) A magnesezettség a kiilsé méagneses tér fliggvényében
t = 0 redukalt hémérséklet esetén. Valamint minden &bran lathaté a szimulacié utjan
meghatarozott adatpontokra (2.9)-(2.11) alapjan illesztett megfelel§ hatvanyfiiggvény is.

5 y 0
0.115+ 0.09 | 1.70 = 0.05 | 15.35 =+ 0.09

4.1. tablazat. 32 x 32 négyzetracson, periodikus hatarfeltétel mellett definialt Ising-modell
szimulaci6ja alapjan meghatarozott kritikus exponensek értékei.

5. Sierpinski-szényegen definiadlt Ising-modell vizsgalata

Ebben a fejezetben egy Sierpinski-szényegen definialt Ising-modell vizsgalatat ttizziik
ki célul. Ismert, hogy 1 dimenziéban az Ising-modellben nem 1ép fel masodrendi fazisat-
alakuléds, mig 2 dimenzidoban — ahogyan azt az el6z6 fejezetben is lattuk — igen. Ebben
a fejezetben a masodrendi fazisatalakulas lehet&ségét az 1.792 Hausdorff-dimenzioja [4]
Sierpinski-szényegen tanulmanyozzuk.

Azonban még miel6tt ezt megtennénk, roviden térjiink ki arra, hogy hogyan is ge-
neralhatunk a szimulacidhoz spinrendszert Sierpiniski-szényegen. Ehhez kiindulasul egy
megfelel6 méretldi — az el6z6 fejezetben bemutatott — hagyoményos négyzetracs alapu
spinrendszert hozunk létre. Tovabbéa generalunk egy — a négyzetraccsal azonos méretd
— maszkot, amely a Sierpinski-szényeg racspontjaiban 1 értékeket, mig ahol nem talalhato
Sierpinski-szényeghez tartozo réacspont ott 0 értéket vesz fel. A négyzetracsot a maszkkal
elemenként szorozva el§ is allitottuk a kivant spinrendszert. A modszer elénye, hogy az
implementacioban a kolcsonhatast leiré J matrix nem igényel modositast, hiszen az ener-
gidhoz nem ad jarulékot olyan tag, ahol a maszk altal a spin értékét 0 értékre allitottuk.

A maszkolas folyamatat az 5.1. dbra szemlélteti.
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5.1. abra. a) A kiindulasként generélt négyzetracs. b) A Sierpinski-szényeg létrehozéséahoz
hasznalt maszk. A sérga négyzetracs 1 értéknek felel meg, mig a lila négyzetracs 0-nak.
c) A négyzetracsnak és a maszknak elemenként vett szorzata: egy Sierpinski-szényegen
definialt spinrendszer.

Ahogyan az el6z6 fejezetben, gy itt is els6ként a relaxéalas folyamatat vizsgaljuk meg.
Azonban itt nem a hémérséklet szerepének, hanem a relaxalas modjanak tanulméanyoza-

sara helyezziik a hangsilyt. Két relaxalasi folyamatot kiilonboztetiink meg:

1. Gyors relaxalas: a magashémérsékleti (véletlenszerten inicializalt) kiindulasi rend-

szert azonnal a kivant hémérsékleten kezdjiik relaxélni.

2. Lassu relaxalas: a magashdmérsékletii (véletlenszerten inicializalt) kiindulési rend-
szert oly modon relaxaljuk, hogy ha az elérni kivant hémérséklet T', akkor a re-
laxalast T' + 2-r6l inditjuk el, és az i-edik lépésként T'+ 2 — 0.1 - ¢ hémérsékleten
relaxéljuk a rendszert. Ezt a folyamatot addig végezziik, amig el nem érjiik a kivant

hémeérsékletet.

Ennek megfelel6en a gyors relaxélas hirtelen htitésnek felel meg, mig a lasst relaxaléas
olyan lehiitésnek, ahol a minta hémérséklete a kornyezet egyre csokkend hémérsékletével
folyamatosan kiegyenlitédni probal. Az 5.2. abran azt lathatjuk, hogy magas hémérsék-
letd helyzetbdl indulva miként valtozik a rendszer energidja az iteraciok szamaval gyors
és lassu relaxalas sorédn. Lathatjuk, hogy bar n ~ 1600 - 729 iteraci6é utan egyik esetben
sem valtozik az energia, azok értéke mégis kiilonbozik, pedig az elérni kivant hémérséklet
mindkét esetben T' = 0.05 volt, azaz végeredményiil két kiilonboz6 egyensilyi allapotot
kaptunk. Az 5.3. dbran a lassa és gyors relaxacié végeztével kapott spinrendszert lathat-

juk. Hasonlot négyzetracs esetében nem figyelhetiink meg: fraktalon definialt Ising-modell

13



esetében gyors lehiités soran a rendszerben kialakul6 klaszterek befagynak, és azokat ala-
csony hémérsékleten a termikus fluktuéciok mar nem képesek lerombolni. Amennyiben
a rendszert lassan hitjiik le, gy a kialakult klaszterek fokozatosan tiinnek el, igy a fo-
lyamat végeztével a spinek azonos iranyba rendezédnek. Az 5.2. dbran lathatjuk, hogy a

rendszernek mindkét spinbeéllas lehet egyenstlyi allapota.

N ® LassU relaxélas
—400/1 ® Gyors relaxalas
—500
|
—6001
—700/

0 500 1000 1500 2000
n[x729]

5.2. abra. Az energia az iteraciok szamanak fiiggvényében gyors és lasst relaxécio soran.
Az elérni kivant hdmérséklet: T' = 0.05 volt.
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5.3. abra. a) A lassu relaxécio végeztével kapott spinrendszer. A spinek azonos iranyba
rendezédtek. b) A gyors relaxacio végeztével kapott spinrendszer. Domének alakultak ki,
amelyek a gyors hiités kovetkeztében befagytak, azokat a termikus fluktuédciok alacsony
hémérsékleten mar nem képesek lerombolni.
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Azt, hogy ez a jelenség (nagy valoszintiséggel) megvalosulhat annak koszonhetjiik,
hogy valojaban a fraktalok "nagyon ritka" alakzatok. A mintaban talalhato sok tireg-
nek koszonhetGen egyes helyeken sziikiiletek alakulnak ki benne. Megmutathato, hogy
egy ilyen sziikiilet mentén kialakul6 doménfal a rendszer energiajaban lokalis minimum
megjelenését okozza, azaz a doménfal lerombolasa az energia lokalis novekedését vonja
maga utan. Azonban annak valoszintisége, hogy egy ilyen esemény a termikus fluktuaciok
miatt megtorténjen a Boltzmann-faktorral ardanyos: P ~ exp( — %) Ha megbecsiiljiik
a Boltzmann-faktor értékét egy ilyen sziikiilet mentén alacsony hémérsékleten, akkor azt
kapjuk eredményiil, hogy a doménfal lerombolodasénak valésziniisége nagysagrendileg
P ~ 107!, tehat ebben a tekintetben a gyors lehiités esetén kialakulo, lokalis energiami-
nimummal rendelkezd konfiguracié a termikus fluktuaciokkal szemben stabil egyensulyi
helyzetnek tekinthetd.

A tovabbiakban visszatériink eredeti célunkra: a rendszert jellemz& termodinamikai
mennyiségek meghatarozasara. Ezt lassu és gyors relaxalas esetén is megtessziik. A sza-
molasokat egy 27 x 27 méretd négyzetracson definidlt Sierpinski-szényegen végeztem. A
kapott eredmények az 5.4. abran lathatoak. Az 5.4. a) abran a méagnesezettség abszoltt-
értékét lathatjuk a hémérséklet fiiggvényében. A magnesezettség a méasodrendd fazisat-
alakulésra jellemzé viselkedést mutat, azonban a kapott eredmény lassu és gyors relaxélas
esetén is eltér az egyszeri négyzetracs esetében kapott eredménytsl. A gyors relaxalés ese-
tében azt lathatjuk, hogy a hémérséklet csokkentésével a rendszer mégnesezettsége elGszor
megnovekszik, majd ujra csokkenni kezd (bar az adatpontok szorasa meglehet&sen nagy).
Ez a jelenség a rendszer gyors lehtitésébdl adodo befagyassal megmagyarazhato. Lasst
relaxalés esetén megfigyelhetiink egy, a hagyomanyos négyzetracs esetében kapott gorbé-
hez nagyon hasonlé gorbét, ilyenkor alacsony hémérsékleten minden spin azonos iranyba
all be. Azonban érdekes modon alacsony hémérsékleten tovabbi adatpontokat talalunk
|m| =~ 0.5 és |m| ~ 0 kériil. Sajnos ennek az okat nem sikeriilt kideritenem, csupéan sejtést
tudok réa megfogalmazni: feltételezésem szerint a lassiu relaxédlas sem volt elég lassi, és
emiatt a gyors relaxalashoz hasonl6 klaszter befagyés itt is megtortént néhany esetben.
Azonban ez nem magyarazza meg azt, hogy miért pont |m| ~ 0.5 és |m| ~ 0 magnese-
zettségl rendszerek alakulnak ki. Az 5.4. b) abran az egy spinre juté energiat lathatjuk
a hémérséklet fiiggvényében. Lathato, hogy gyors lehtités esetén alacsony hémérsékleten
a relaxalt rendszer energidja tjra novekedni kezd a klaszterek befagyasa miatt. Lassi re-
laxalas esetén alacsony hémérsékleten két karakterisztikus energiaértéket lathatunk, az

alacsonyabb energia az 0sszes spin azonos beéllasdnak felel meg. A magasabb energia vo-
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nala val6jaban két kiilonb6z6 energiahoz tartozo vonal, amelyek egybe olvadnak. Ez az
érték |m| =~ 0.5 és |m| ~ 0 ered6 magnesezettségi allapotoknak felel meg. Ennek a jelen-
ségnek a megértéséhez sziikséges lenne ezen allapot részletesebb feltérképezése, azonban
ez a feladat ezen a projektmunkan talmutat. Az 5.4 ¢) abran a fajhs lathato a hémérséklet
fliggvényében, amely a hagyoményos négyzetracs esetében tapasztaltakhoz nagyon hason-
16 viselkedést mutat. Az 5.4 d) abran pedig a szuszceptibilitast lathatjuk a hémérséklet
fliggvényében. A szuszceptibilitas T' &~ 1.34 hémérsékleten divergal, amely To = 1.34
kritikus hémérsékletd masodrendd fazisatalakulast jelez az 1.792 Hausdorff-dimenzioju

Sierpinski-szényeg esetében is.

b)
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5.4. abra. Az |m| rendparaméter hémérsékletfiiggése [a)], az egy spinre juto energia hé-
mérsékletfiiggese |b)|, a fajhd homérsékletfiiggése [c)| és a méagneses szuszceptibilitis ho-
mérsékletfiiggése [d)| Sierpiriski-szényegen definialt spinrendszer esetében gyors és lassi
relaxécié mellett. A szuszceptibilitas T = 1.34 hémérsékleten divergal, amely alapjan
megéllapithatjuk, hogy a Sierpinski-szényeg esetében is tapasztalhatunk mésodrendi fa-
zisdtalakulést.
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A fejezet zarasaként ebben az esetben is meghataroztam a fazisatalakuléast jellemzé
kritikus exponenseket. Ehhez a lassi relaxéalas atjan nyert adatokat hasznaltam. A 4. feje-
zetben leirtakkal azonos modon jartam el. Az adatsorok, és az azokra illesztett megfeleld
hatvanyfiiggvények az 5.5. abran lathatoak, a kritikus exponensek értékeit pedig az 5.1.

tablézat tartalmazza.

a) b) c)
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5.5. dbra. A 27 x 27 récspontbol allo négyzetracson definialt Sierpinski-szényeg mésod-
rendi fazisatalakulasahoz tartozo kritikus exponensek meghatéarozasa. a) Az |m| rend-
paraméter a redukalt homérséklet fiiggvényében h = 0 kiils6 magneses tér esetén. b) A
magneses szuszceptibilitds a redukalt hdmérséklet fiiggvényében h = 0 kiils6 magneses tér
esetén. ¢) A méagnesezettség a kiils6 magneses tér fliggvényében ¢ = 0 redukalt hémérséklet
esetén. Valamint minden abran lathat6 a szimulacié Gtjan meghatarozott adatpontokra
(2.9)-(2.11) alapjan illesztett megfelel hatvanyfiiggvény is.

B y 0
0.13+£002 | 1.40£0.02 | 11.9+0.6

5.1. tablazat. 27 x 27 racspontbdl all6 négyzetracson definialt Sierpinski-szényeg masod-
rendii fazisatalakulasat jellemzé kritikus exponensek.

Bar a kritikus exponensek értékei kissé eltérnek a négyzetracs esetében kapott értékek-
t6l, a kritikus exponensekre vonatkozo (2.12) Gsszefiiggés teljesiilésérsl ebben az esetben
is meggydzédhetiink:

B-(0—1)=1.474+0.29,

ami hiban beliil megegyezik ~ értékével.

6. (")sszegzés

Munkam célja az Ising-modellben megjelend masodrendii fazisatalakulas tanulményo-

zasa volt. E célbol 2 dimenzids rendszerek tanulmanyozasara alkalmas Metropolis algorit-
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muson alapuld szimulaciot készitettem, amelynek segitségével egy egyszerd négyzetracson
és egy Sierpinski-szényegen definiélt Ising-modellt vizsgaltam. A program elkészitésénél
kiilon figyelmet forditottam a lehetséges optimalizaciokra (vektorizacio és parhuzamo-
sitas), tovabba arra, hogy a program konnyedén altaldnosithato legyen, igy lehet&séget
biztositva akar joval bonyolultabb rendszerek tanulmanyozasara is. Az egyszeri 2 dimen-
zi6s négyzetracson definidlt Ising-modell esetében f6 célom a mégnesezettség hémérsék-
letfliggésére vonatkozo ismert formula sajat eredményeimmel valé 6sszehasonlitasa volt.
Megmutattam, hogy periodikus hatéarfeltétel alkalmazasa esetén mar 32 x 32 racspont-
bol all6 rendszer esetén nagy pontossaggal visszakapjuk a végtelen kiterjedésd rendszer
esetében ismert analitikus eredményeket. Ezt kdvetSen azt is megmutattam, hogy perio-
dikus hatarfeltételek alkalmazasa mellett a rendszer méretének ndvelésével a szimulécio
statisztikus jellegébdl adodo szoras csokkenthetd rogzitett iteracioszam mellett. A pro-
jektmunkam masodik felében egy Sierpiniski-szényegen definialt Ising-modellt vizsgéltam.
Megmutattam, hogy fraktalok esetében — azok ,jiregességébdl” adodoan a rendszer lasst
és gyors relaxalasa esetében kiilonb6z6 alacsony hémérsékletii egyensulyi allapotokat kap-
hatunk. Gyors relaxélas esetében a rendszerben lérejovs klaszterek befagynak, és azokat
alacsony hémérsékleten a termikus fluktuaciok mar nem képesek lerombolni. Ezt kovets-
en megvizsgaltam a legfontosabb termodinamikai mennyiségeket egy 27 x 27 racspontbol
allo négyzetracson definialt Sierpinski-szényeg esetében is. Az eredmények azt mutatjak,
hogy masodrendd fazisatalakulas ebben az esetben is fellép. Ami ettél meghokkentGbb
volt, az a rendszer alacsony hémérsékletd viselkedése a befagyasra képes klaszterek csak
részben magyaréazzak meg a rendszer érdekes viselkedését, néhany felvetett kérdés egyelére

megvalaszolatlan maradt, ezek tovabbi vizsgalatokat igényelnek.

Megjegyzés

A tervezetemben eqy tovdbbi fraktdlon definidlt Ising-modell vizsgdlatdt is igértem. En-
nek implementdcidja el is készilt, amely megtaldlhato a mellékelt Python notebookban
is. Azonban ez a rendszer nem mutatott jelentdsen eltérd tulajdonsdgokat a Sierpinski-
szonyeghez képest, igy a terjedelemre valo tekintettel ennek kiilon fejezetet nem szenteltem

a beszamoldmban.
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