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RESUMEN

El objetivo general del presente trabajo de Tesis, fue el de usar el método Optico de
espectros de frecuencias espaciales o de patrones de difraccion de transformada exacta y de
convolucion de transformadas de Fourier, en el estudio de fracturas, clasificadas como
aberturas de pequefias dimensiones lineales, contenidas en material laminado de aluminio,
acero y baquelita delgadas, cuyo espesor es 1,=0.5mm, 1.0mm y 2.0mm, es decir, no son
muy delgadas o de espesor casi cero; usando conceptos de propagacion del espectro angular
en forma escalar. Se obtuvo informacidn respecto a la forma, deformacion y variaciones en
las dimensiones lineales de aberturas con diferentes geometrias, usadas como modelos
experimentales, para evaluar los efectos de esfuerzos permanentes a los que estuvieron
sometidas; asi como las deformaciones producidas por esfuerzo mecénico definido por una
fuerza de tensién de magnitud conocida. El analisis cualitativo de la deformaciones en las
franjas de interferencia, que definen cada imagen de los espectros de difraccion capturados,
mostré que ambos métodos, como técnicas de evaluacion no destructiva y destructiva,
proporcionan resultados respecto al estado de cada abertura bajo estudio, cuando estuvo
sujeta a esfuerzos permanentes; ademas de que existen variaciones y deformaciones en las
franjas referidas, como consecuencia de que en la abertura variaron sus dimensiones
lineales, cuando se le aplica fuerza de tension. Basado en los resultados del estudio, se
concluye que éstas técnicas pueden considerarse una alternativa para el estudio de
materiales, no solo en la dptica fisica, sino también en la mecanica de fracturas.



DEDICATORIA

Me es grato dedicar esta Tesis, a mi esposa Luz Maria, asi como a
mi hijo Argel Esteban e hija Miroslava, por el apoyo incondicional
que me brindaron para llevar a buen término el trabajo doctoral del
cual fue derivada.

También, es importante dedicar este trabajo de Tesis, a mi madre
Isabel, de igual manera a mi hermana Isidra, hermano Antonio y
demas familiares; por los diferentes apoyos que de ellos he recibido.

Por todo el apoyo que me ha brindado, deseo dedicar este trabajo de
Tesis a mi amigo y compafiero de trabajo, Quintiliano Angulo
Cordova, gracias.



RECONOCIMIENTOS Y AGRADECIMIENTOS

Doy un reconocimiento y un sincero agradecimiento, a la Universidad Juarez
Autonoma de Tabasco, por todo el apoyo que me proporciond a través del
departamento de Investigacion y Posgrado, para realizar mi estancia doctoral y
concluir con la obtencion del grado de Doctor.

Deseo reconocer al programa PROMEP dependiente de la SEP; y en especial
doy las gracias al personal del programa referido, por el apoyo otorgado a
través de la Beca para Estudios de Doctorado, que me permitio llevar a buen
término mi estancia y culminarla con la obtencion del grado de Doctor.

Al Doctor Alejandro Cornejo Rodriguez, le agradezco todo el apoyo que me
brindd durante mi estancia en el INAOE, que culmind con la obtencién del
grado de Doctor.

Agradezco al honorable jurado formado por los doctores: Gabriel Martinez
Niconoff, J. Félix Aguilar Valdez, Fermin S. Granados Agustin, Ibis Ricardez
Vargas y J. Javier Baez Rojas; por sus comentarios, mismos que me
permitieron redactar el trabajo de Tesis, en forma més apropiada.

Con todo respeto, deseo reconocer y dar las gracias a Ana Maria Zarate y a
Pedro Tecuatl; por todo el apoyo que me brindaron durante mi estancia
doctoral en el INAOE.



CONTENIDO

RESUMEN
DEDICATORIA
RECONOCIMIENTOS
INDICE

LISTA DE FIGURAS

CAPITULO I: INTRODUCCION GENERAL
1.1 Estructura de la Tesis

CAPITULO I1: DIFRACCION DE ONDAS MONOCROMATICAS Y
SU PROPAGACION SIN EL USO DE LENTES CONVERGENTES

I1.1 Teoria

I1.2 Espectro angular propagado

I1.3 Espectro angular propagado a angulos pequefios

I1.4 Difraccién en la region de Fresnel

I1.5 Difraccién en la region de Fraunhofer

11.6 Conclusién

CAPITULO I11: DIFRACCION CON LENTE TRANSFORMADORA
CONVERGENTE

I11.1 Teoria

I11.2 Espectro de difraccion, de convolucién de transformadas de Fourier

I11.3 Espectro de transformada exacta de Fourier

I11.4 Conclusion

CAPITULO IV: RESULTADOS TEORICOS GENERADOS CON DOS
FUNCIONES DE TRANSMITANCIAS ESPECIFICAS

IV.1 Espectro de difraccion de transformada exacta de Fourier, producido por
una abertura rectangular

IV.2 Espectro de convolucion de una abertura rectangular, en zona divergente
de la lente transformadora

IV.3 Espectro de difraccion en zona divergente de la lente transformadora, de
una abertura rectangular
IV.3.1 Conclusiones a las secciones IV.1,2y 3

IV.4 Espectro de difraccidn de transformada exacta de Fourier, con aberturas
cilindricas del mismo didmetro

IV.5 Espectro de difraccion de una abertura cilindrica desplazada del origen
de coordenadas

IV.6 Espectro de difraccion de transformada exacta de una abertura cilindrica

Pagina

vii

13
17
19
21

22

22
29
32
33

32

35
37

44
46
47

50
52



situada en el origen de coordenadas
IV.6.1 Conclusiones a las secciones IV.4,5y 6

IV.7 Espectro de convolucién en zona convergente de la lente transformadora,
de dos aberturas cilindricas desplazadas del origen de coordenadas

IV.8 Espectro de convolucion en zona convergente de la lente transformadora,
de una abertura cilindrica desplazada del origen de coordenadas

IV.9 Espectro de difraccion en zona convergente de la lente transformadora,
usando una abertura cilindrica en el origen de coordenadas
IV.9.1 Conclusiones a las secciones IV.7,8y 9

IV.10 Espectro de convolucion de dos aberturas cilindricas con didmetros
iguales, en la zona divergente de la lente transformadora

V.11 Espectro de convolucion en zona divergente de la lente transformadora,

producido por una abertura cilindrica fuera del origen de coordenadas

V.12 Espectro de convolucién en zona divergente de la lente transformadora,
de una abertura cilindrica en el origen de coordenadas
IV.12.1 Conclusiones a las secciones IV.10, 11y 12

IV.13 Espectro de difraccion de transformada exacta de Fourier, de dos
aberturas cilindricas desplazadas del origen de coordenadas con
didmetros diferentes

IV.14 Espectro de transformada exacta de Fourier, de dos aberturas cilindricas
desplazadas del origen de coordenadas con diametros iguales

IV.15 Espectro de convolucion de dos aberturas cilindricas con didmetros
diferentes desplazadas del origen de coordenadas

IV.15.1 Conclusiones a las secciones 1V.13, 14y 15
V.16 Conclusiones al capitulo

CAPITULO V: LA FUNCION DE TRANSMITANCIA Y SU
RELACION CON EL ESFUERZO MECANICO O TERMICO,
FORMA ANLITICA

V.1 Fuerzas mecanicas de tension y su efecto sobre un objeto

V.2 Objeto sujeto a fuerza de tension, sin contraccion lateral

V.3 Objeto sujeto a fuerza de tension, con deformaciones laterales inducidas
V.4 Esfuerzo térmico

V.5 Relacion entre el esfuerzo mecénico y el espectro de difraccion

V.6 Objeto bajo fuerza de tension

V.7 Espectro de difraccion y el esfuerzo térmico

V.8 Objeto sometido simultaneamente a esfuerzo térmico y mecanico

IV.9 Conclusiones

CAPITULO VI: DESARROLLO EXPERIMENTAL

VI.1Arreglo experimental

V1.2 Descripcion de aberturas estudiadas

V1.3 Estudio de espectros de difraccion de transformada exacta de Fourier
V1.4 Andlisis de imagenes de patrones de difraccion de transformada exacta
V1.5 Estudio de patrones de difraccion de convolucion de transformadas de

53

54

62

67
67

68

71

76
77

78

84

86
91
91

92

94
95
99
100
104
108
112
114
116

117

117
117
119
121
128



Fourier
VI1.5.1 Patrones de convolucién producidos por las aberturas 6.2A, B, Cy
D
VI1.5.2 Andlisis y observaciones
V1.5.3 Espectros de convolucion producidos por la abertura figura 6.2C
VI1.5.4 El autoenfoque convolutivo y su posible explicacion
V1.6 Espectros de convolucién producidos por la abertura de la figura 6.2E y
comentarios
V1.7 Espectros de convolucién producidos por la abertura cilindrica 6.2F
V1.7.1 andlisis y observaciones
V1.8 Espectros de convolucién producidos por la abertura 6.2G
V1.8.1 Andlisis y observaciones
V1.9 Espectros de convolucién producidos por la abertura figura 6.2H
V1.9.1 Observaciones y comentarios
V1.10 Espectros de convolucion producidos por la abertura de la figura 6.31
VI.11 Espectros de convolucion producidos por la abertura de la figura 6.3J
VI1.12 Espectro de convolucion producido por la abertura de la figura 6.3K
V1.12.1 Andlisis y observaciones
V1.13 Espectros de convolucion producidos por la abertura 6.3L
VI.14 Espectros de convolucion producidos por la abertura hexagonal figura
6.4M
V|1.15 Espectros de convolucion producidos por la abertura 6.4N
VI1.16 Espectros de convolucion producidos por la abertura 6.4N
VI1.17 Espectros de convolucion producidos por la abertura 6.40
VI.18 Espectros de difraccion de aberturas sujetas a fuerza mecanica de
tension
VI1.19 Espectros de transformada exacta y de convolucion de abertura sujeta a
fuerza mecanica de tension
V1.20 Espectros de abertura rectangular sujeta a fuerza mecanica de tensién
VI1.21 Conclusiones al capitulo

CAPITULO VII: CONCLUSIONES GENERALES
VII.1 Trabajo futuro

ANEXO A: DEFINICIONES Y TEOREMAS DE TRANSFORMADAS
DE FOURIER

ANEXO B: LENTE DOBLETE CEMENTADA
ANEXO C: VINETEADO Y FRECUENCIA ESPACIAL MAXIMA

ANEXO D: TRANSFORMADA DE FOURIER-BESSEL Y FORMULAS
DE RECURRENCIA

BIBLIOGRAFIA

128

129
131
132

133

134
134
135
136
137
137
138
141
143
143
144

145

146
147
148

149

152

154
157

159
160

162

167

174

184

193

Vi



LISTA DE FIGURAS Y TABLAS.

Figura 1.1. Sistema de guia de ondas hueco metalico lleno de aire.

Figura 2.1. Esquema de propagacion del espectro angular.

Figura 3.1. Arreglo tedrico para producir modelos matematicos de
difraccion.

Figura 4.1a. Abertura rectangular en lamina de aluminio.

Figura 4.1b. Abertura rectangular esquematizada en forma tridimensional.
Figura 4.1c. Abertura rectangular esquematizada en forma frontal.
Figura 4.2a. Abertura cilindrica en ldmina de aluminio.

Figura 4.2b. Abertura cilindrica en representacion gréfica.

Figura 4.3. Aberturas cilindricas desplazadas del origen.

Figura 4.4. Abertura cilindrica fuera del origen.

Figura 4.5. Abertura cilindrica en el origen.

Figura 4.6. Aberturas cilindricas de diametros desiguales.

Figura 5.1. Objeto bajo fuerzas de tension.

Figura 5.2a. Barra 1 sujeta a transferencia de calor.

Figura 5.2b. Diagrama de fuerzas.

Figura 5.3. Arreglo tedrico para producir modelos matematicos de
difraccion con fuerza de tension.

Figura 6.1a. Arreglo experimental para estudiar aberturas sin fuerza de
tension.

Figura 6.1b. Bosquejo del arreglo experimental de la figura 6.1a
Figura 6.2. Aberturas construidas en lamina de aluminio y baquelita.
Figura 6.3. Aberturas construidas en ldmina de aluminio 6061.

Figura 6.4. Aberturas construidas en laminas de acero.

23

35

35

35

47

47

48

50

52

78

95

101

101

104

118

118

120

121

121

vii



Tabla 1. Caracteristicas y dimensiones lineales de aberturas referidas en las
figuras 6.2, 6.3y 6.4

Figura 6.5. Espectros de transformada exacta de Fourier de aberturas 6.2
Figura 6.6. Espectros de transformada exacta de Fourier de aberturas 6.3
Figura 6.7. Espectros de transformada de Fourier de aberturas 6.4
Figura 6.8. Espectros de convolucion de aberturas 6.2

Figura 6.9. Espectros de convolucion de abertura 6.2C

Figura 6.10. Espectros de convolucion de abertura 6.2E

Figura 6.11. Espectros de convolucién de abertura 6.2F

Figura 12. Espectros de convolucién de abertura 6.2G

Figura 6.13. Espectros de convolucién de abertura 6.2H

Figura 6.14. Espectros de convolucion de abertura 6.31

Figura 6.15. Espectros de convolucién de abertura 6.3J

Figura 6.16. Espectros de convolucién de abertura 6.3K

Figura 6.17. Espectro de convolucion de abertura 6.3L

Figura 6.18. Espectro de convolucion de abertura 6.4M

Figura 6.19. Espectro de convolucion de abertura 6.4N

Figura 6.20. Espectros de convolucion de abertura 6.4N

Figura 6.21. Espectros de convolucién de abertura 6.40

Figura 6.22a. Arreglo experimental para estudiar aberturas sometidas a
fuerza mecanica de tension

Figura 6.22b. Bosquejo del arreglo experimental de la figura 6.22a
Figura 6.23. Abertura bajo la accién de una fuerza de diferente magnitud

Figura 6.24. Espectros de transformada exacta objeto bajo fuerza de tension

122

123

124

124

128

131

134

134

135

138

139

141

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

viii



Figura 6.25. Espectros de convolucidn objeto bajo fuerza de tension

Figura 6.26. Abertura rectangular en lamina de aluminio del grupo 1100
bajo fuerza de tension

Figura 6.27. Espectros de transformada exacta de Fourier objeto bajo
fuerza de tension

Figura 6.28. Espectros de convolucién objeto bajo fuerza de tension
Figura B.1. Esquema de una lente doblete separada

Figura B.2. Configuracion de una lente doblete cementada y sus parametros

Figura C.1. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial
ul
Figura C.2. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial
Vl
Figura C.3. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial
u

max
Figura C.4. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial
v

max

Figura C.5. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial

umax
Figura C.6. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial
v

max

153

154

155

156

168

169

176

176

177

177

182

183



CAPITULOI
INTRODUCCION GENERAL

La forma de examinar el fenomeno de difraccion de una onda plana monocromatica, que
incide en la abertura practicada en una pantalla plana muy delgada (espesor /. casi cero, es
decir /,=0) hecha de algun tipo de material y de extension finita, se puede usar el principio
de Huygens-Fresnel, en forma escalar (Lutomirski y Yura, 1971); asi, como un tratamiento
escalar haciendo uso de la ecuacion de Fresnel-Kirchhoff (Kehar et al, 2006). También se
puede realizar una descripcion vectorial del fendémeno referido, en la que se aplica esta
ultima ecuacion (Hsu y Bacarat, 1994; Sheppard y Hrynevich, 1992). El método escalar de
propagacion del espectro angular, también es muy usado para describir el fendmeno de
difraccion por una abertura o una lente de Fresnel muy delgada (Goodman, 2005; Martinez
et al, 2001).

Sin embargo, cuando la pantalla en la que esta practicada la abertura es gruesa, esto lleva a
considerarla como un sistema de canalizacion o cavidad hueca de guia de ondas. Ademas,

N
al tomar en cuenta los dos posibles casos de polarizacion del vector E(x, y) de la onda
plana monocromatica incidente, se tiene la posibilidad que en los sistemas de canalizacion

existan ondas del tipo eléctrico £ (x, y) y del tipo magnético H (x, y). En caso de cualquier

N
posicion intermedia de £ (x, y), la onda incidente se descompone en dos componentes: 1) la

que se encuentra en el plano de incidencia; 2) la que se encuentra perpendicular al plano de
incidencia. Si esto ocurre en el sistema de canalizacion existirdn dos ondas independientes
como las antes referidas, y el campo total se formara como resultado de la superposicion de
estas oscilaciones (Nikolski, 1985; Fiodorov, 1982). Esto hace que el problema de
difraccion se complique, y su posible solucion se puede visualizar combinando conceptos
de la Optica fisica vectorial y la electrodindmica en la forma siguiente: De acuerdo al
esquema de la figural.l, se tiene una cavidad hueca de guia de ondas, llena de aire como
dieléctrico, limitado por las superficies metalicas dentro de la cavidad referida y es preciso
tomar en cuenta que tales superficies, tienen en mayor o menor grado rugosidades que
dependen del cardcter de su maquinado. En su abertura izquierda incide, una onda plana
monocromatica y linealmente polarizada, misma que se difracta, para luego propagarse
dentro del sistema de canalizacion. Nikolski, (1985) y Fiddorov, (1982) establecieron que,
de acuerdo a la electrodindmica, la cavidad de superficies perfectamente lisas, actia como
guia de ondas; es decir, el proceso de transmision de energia electromagnética dentro de la
guia, se realiza por medio de dos ondas; una onda superficial externa con respecto al
dieléctrico (aire), y una onda interna que se propaga en el aire(dieléctrico). Mientras que en
la abertura de salida del extremo derecho de la cavidad, la onda que se propaga en el aire
(dieléctrico), se difracta y propaga hacia una zona de aire circundante no limitada. En tanto
que las ondas que se propagan en la superficie del conductor de la abertura de la derecha
son radiadas al espacio circundante, debida a los elementos que perturban la regularidad de
la cavidad. El fenomeno de emision o radiacion de las ondas en el extremo derecho de la



cavidad de guia de ondas referida, introduce un problema adicional consistente en el
acoplamiento de modos, para producir un frente de onda resultante que se propague hasta
incidir en la lente transformadora.

¥
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transformadora

Figura 1.1 Sistema de gula de ondas hueco. metdlicolisng de aire

Por otro lado, en la ciencia e ingenieria de los materiales cuando se disefia un método de
fabricacion, en el que realiza la transformacion de materiales en dispositivos, componentes
o0 estructuras mecdnicas, o bien en el disefio de un método de ensayo de tenacidad a la
fractura, en el que se ha seleccionado previamente el material, ademas de conocer la
magnitud del esfuerzo aplicado y el tamafio del componente o estructura en la que se
transformard. Uno de los problemas es que, existe la necesidad de calcular el tamafo
maximo de la abertura (fractura) que se puede tolerar en la estructura mecanica, a través de
una técnica de ensayo no destructivo, que detecte cualquier imperfeccion o abertura de
menor, mayor o igual magnitud a su tamafio maximo, informacién que puede asegurar que
la estructura mecanica funcionara con seguridad (Askeland y Phulé, 2008).

En base a lo anterior, el objetivo general de este trabajo de Tesis, consiste en usar: El
método Optico de espectros de frecuencias espaciales o de patrones de difraccion de
transformada exacta y de convolucion de transformadas de Fourier, en el estudio de
fracturas, clasificadas como aberturas de pequefias dimensiones lineales, contenidas en
material laminado de aluminio, acero y baquelita delgadas, cuyo espesor es [,=0.5mm,
1.0mm y 2.0mm, es decir, no son muy delgadas o de espesor casi cero; usando conceptos de
propagacion del espectro angular en forma escalar. Para lograr el objetivo planteado, se
propone los siguientes objetivos especificos. a) Establecer que el método de espectros de
difraccion de transformada exacta y de convolucion de transformadas de Fourier, primero,
como una técnica de evaluacion no destructiva, es decir, cuando el objeto difractor bajo
estudio, no esté sujeto a una fuerza mecanica o a transferencia de calor de forma externa.
La técnica referida permitira cuantificar de forma cualitativa, tamafio y forma geométrica
de una abertura, producto de un proceso de fracturado o por corrosion y oxidacion; asi
como las deformaciones permanentes en sus dimensiones lineales debidas a deformaciones
permanentes, causadas por tension, compresion, torsion, térmicos, entre otros, a los que fue
sometida; mediante el estudio de imagenes de los espectros de difraccion que producen y a
través de la distribucion de las franjas de interferencia que los definen. Otros objetivos
especificos son los que se documentan a continuacion. b) Producir los modelos
matematicos de difraccion de transformada exacta y de convolucion de transformadas de
Fourier, a través de un arreglo 6ptico coherente, haciendo énfasis del uso de una lente doble



acromatica cementada como transformadora. ¢) Implementar un arreglo experimental para
generar espectros de difraccion y grabarlos en el plano de Fraunhofer o de la transformada
exacta, y en las zonas convergente y divergente de la lente transformadora o regiones de
Fresnel.

Un objetivo especifico mas, estd contenido en el siguiente inciso d) hacer uso del método
de espectros de difraccion referido, como técnica de evaluacion destructiva; que también se
puede entender como una técnica Optica de ensayo de tenacidad a la fractura. En la que se
aplica una fuerza cuya magnitud produce un esfuerzo mecanico conocido, a la estructura
mecanica o laminas de aluminio, acero y baquelita delgadas, cuyo espesor sea de 1.=0.5mm,
1.0mm y 2.0mm; las cuales contienen una abertura de tamafio y geometria de dimensiones
lineales especificas, esto se logrard a través de los objetivos especificos siguientes. e)
Determinar las nuevas funciones de transmitancia asociadas a la abertura difractora, cuando
ella esté sujeta a esfuerzo mecénico, térmico y simultdneamente a ambos; f) Adicionar en
el arreglo experimental del objetivo c), un extensémetro en el que se inserte un
dinamémetro para determinar la magnitud de la fuerza de tension aplicada a la abertura
bajo estudio. g) Producir y grabar los espectros de difraccion en las regiones antes referidas.
Nuevamente el estudio y cuantificacion de la forma, deformacion de la abertura se
realizara mediante la distribucion, forma y deformacion de las franjas interferométricas que
definen el espectro de difraccion en cada etapa, usando como referencia el espectro de
difraccion producido por la abertura cuando esté sujeta a fuerza de magnitud cero.

Se cuenta con informacion en forma separada, respecto a un ensayo de tenacidad a la
fractura, el cual se puede realizar usando métodos mecanicos destructivos (Askeland y
Phulé, 2008; Beer ef al, 2004). Mientras que los métodos Opticos entre los cuales se puede
mencionar la interferometria holografica, de moiré¢ y la interferometria electronica de
patrones de moteado (ESPI) (Zarate et al, 2005; Sirohi, 2002; Erf, 1974) se han usado como
técnicas de evaluacion no destructiva, en el estudio de imperfecciones en materiales, tales
como deformaciones, fracturas (aberturas), agrietamientos entre otros defectos. En tanto
que Yao et al, (2006), reportaron el estudio de fractura en V de primera punta usando el
método de gradiente con deteccion coherente, en el que iluminan con ondas planas la
estructura con el defecto, y producen las imagenes con un par de rejillas, filtrando la
informacion grabada con una lente convergente. Considerando una abertura circular como
puntual, se determind la respuesta al impulso de manera tedrica y experimental (Ersoy,
2007). Adicionalmente el fendmeno de difraccion, también se usa para estudiar coherencia
espacial y temporal, procesamiento Optico de datos y produccion de filtros holograficos
para el reconocimiento de patrones y caracteres (Hecht y Zajac, 1998). Como se observa
en lo antes referido, aun no se publican técnicas en la que se proporcione referencia al uso
del método de espectros de difraccion, en la forma que se ha propuesto en este trabajo de
Tesis, por lo tanto el estado del arte en este sentido apenas comienza y permitird conocer
una nueva alternativa de deteccion de aberturas pequefias, como defectos de falla en el
material especificado, y establecer qué tan viable, accesible y eficiente es el método aqui
propuesto.



.1 ESTRUCTURA DE LA TESIS

La Tesis se ha dividido en siete capitulos, cuyo contenido permite lograr los objetivos antes
planteados y se le ha dado la siguiente estructura:

CAPITULO II: En ¢él, se discute el concepto de difracciéon y se da una descripcién tedrica
de como se produce el fendémeno, por una abertura rectangular, de igual manera se
proporcionan algunos aspectos respecto a las condiciones que debe cumplir el espectro
angular propagado. El capitulo culmina dando una breve descripcion de las regiones de
Fresnel y la de Fraunhofer en las que existen los planos de distribucion de frecuencia
espacial, en los que se distribuyen los espectros de convolucion y de transformada de
Fourier.

CAPITULO III: Incluye una descripcion teérica de un arreglo éptico coherente, a través del
cual se determinan los modelos matematicos de difraccion de transformada exacta ( Es
decir, en el que, el modelo matematico no contienen un factor cuya forma funcional es,

k . ” o
exp{i 5, (xzz +y? )}, que se interpreta como factor cuadratico de fase e indica que la fase de
z

las ondas difractadas y propagadas se distribuye en una esfera y no en el plano).

CAPITULO IV: Describe resultados teéricos, mediante un analisis completo y la forma de
determinar la distribucion de amplitud compleja de transformada exacta en el plano de
Fraunhofer y de convolucion de transformadas de Fourier, en las regiones de Fresnel o
zonas convergente y divergente de la lente doblete cementada o transformadora, definiendo
la funcion de transmitancia asociada a la abertura en términos de la funcion cilindro o
rectangulo.

CAPITULO V: Da evidencia respecto a la forma de relacionar conceptos de la 6ptica fisica,
mecanica de los medios continuos y transferencia de calor, determinando nuevas funciones
de transmitancia en términos del esfuerzo mecanico, térmico y de ambos; considerando a la
funcién rectangulo como transmitancia y como caso especifico. Esto a su vez implico la
generacion de los nuevos modelos matematicos de difraccion de transformada exacta y de
convolucion de transformadas de Fourier.

CAPITULO VI: Presenta los resultados mas importantes obtenidos en forma experimental,
asi como el analisis de cada espectro de difraccion en distribucion de intensidad, de los
objetos estudiados.

CAPITULO VII: Da referencia de las conclusiones a las cuales se ha llegado en la
realizacion de este trabajo de Tesis.



CAPITULO 11

DIFRACCION DE ONDAS MONOCROMATICASY SU PROPAGACION SIN EL
USO DE LENTES CONVERGENTES

INTRODUCCION

La introduccion del formalismo matematico de la transformada bidimensional de Fourier
adaptada a la dptica fisica contempordnea, ha propiciado métodos que conducen a tratar el
proceso oOptico del fenomeno de difraccion de ondas electromagnéticas, en términos de
frecuencias espaciales y de propagacion del espectro angular, que aunados a las técnicas de
la Optica coherente, dan como resultado procesos tecnoldgicos importantes, entre los que se
pueden destacar, el filtraje espacial, reconocimiento de patrones, produccién de
hologramas, etc. (Hecht y Zajac,1998). De aqui la importancia de entender que: el
fenomeno Optico de difraccion del campo de ondas electromagnéticas, como el proceso de
interaccion de dicho campo con uno o mas cuerpos transparentes u opacos; tal fenomeno
ocurre donde quiera que un frente de onda es obstruido, es decir, si en el transcurso de su
trayectoria de propagacion se encuentra con los objetos referidos, se alteran porciones de
dicho frente en amplitud o en fase. Los diferentes segmentos del frente de onda que se
propagan mas alla del objeto u objetos, interfieren y producen una densidad de energia
particular, cuya distribucién espacial de intensidad se denomina patrén de difraccion
(Malacara, 2004; Hecht y Zajac, 1998; Fiédorov, 1982).

En referencia al fendmeno de difraccion, se sabe que es uno de los problemas mas dificiles
de tratar dentro de la electrodindmica y la Optica fisica. En base a esto, solo puede
esbozarse algunos caminos de solucion del problema de difraccion que se tratard en este
capitulo, sin el uso de lentes transformadoras. Consiste en examinar la difracciéon de una
onda plana monocromatica, que incide en la abertura practicada en una pantalla plana muy
delgada por ejemplo de aluminio 6061, de extension finita, ademds de que posee
conductividad ideal; es decir, es un problema que puede solucionarse empleando el método
aproximado que requiera la deduccion de relaciones auxiliares; y se sobreentiende que este
caso esta lejos de agotar los posibles métodos de solucion del problema (Fidodorov, 1982).

En base a lo antes expuesto y con el fin de propiciar una mejor comprension del contenido
de este capitulo II, éste se ha dividido en las siguientes secciones. La seccion 1.1 se dedica
a fundamentar y definir el espectro de difraccion no propagado, como la transformada de
Fourier bidimensional, cuya forma funcional depende de los cosenos directores o y . La
seccion I1.2 es dedicada a describir la propagacion del espectro angular. La interpretacion
paraxial del espectro angular y su propagacion a angulos pequefios, es el tema de la seccion
I1.3; en tanto que la seccion I1.4 es dedicada para establecer las condiciones de difraccion
en la region de Fresnel. El capitulo culmina con una interpretacion del fendomeno de
difraccion y la distribucion del espectro propagado en la region denominada de Fraunhofer.



1.1 TEORIA

Considérese que en plano xy de la Figura 2.1, se sitiia un objeto difractor transparente y su
entorno es opaco, que puede poseer cualquier tipo de geometria. Pero, con el fin de hacer
mas facil la descripcion que se realiza a continuacion: se considera que el objeto sea una
abertura de geometria rectangular de ancho /,, altura /,, delgada de espesor /., y estd
fabricada en la parte central de una lamina por ejemplo de aluminio, de geometria plana y
cuadrada de 10cm de lado y /[=0.5mm de espesor, es decir, no muy delgada. A este
objeto difractor se le asocia una funcion de transmitancia #(x,y) y ademas es iluminado
entre otras opciones, con ondas planas y monocromadticas de luz de laser de Helio-Neo6n
de amplitud Ej,,(x,y) constante.

Alu, v,z =0)
llurninacian con ondas y
planas de amplitud /
constante /‘\\\ ED (x, y.z=+ 0)
" — ~
T T GZ
T ,:Il/ 9_}. A _aﬁaz"to
gl «f . ) A A
n L ayo y vector propagacidn y
" _{2 ===\ f ¢ \_) o
N e e — E, (x, yv,z# 0)
8, ST
10cm /Igayo y vector propagacidn _s x"“ — k T3
/DCm =k Ty T z
il / Eje coordenada
X y dptica

Figura 2.1. Esquema de propagacion del espectro angular

En base a que, los diferentes segmentos del frente de onda plana que produce la fractura
como objeto difractor, de acuerdo al concepto de difraccion arriba expuesto; justo después
de ¢l se produce una distribucion espacial de luz del campo eléctrico difractado Ey(x,y);
que puede ser definida de dos maneras: Una forma, es en términos de la transmitancia
asociada al objeto difractor, mediante la siguiente expresion,

Eo(x,y)zt(x,y)Ei(x,y) . (2.1

La otra posibilidad de definir al campo eléctrico Ey(x, y) difractado por el objeto es
mediante la transformada de Fourier inversa del espectro de difraccion A(u, v; z=0) no
propagado (Mandel y Wolf, 2008; Born y Wolf, 2005; Goodman, 2005), esto es,

E,(x,y,2=0)=3"{A(u,v,z=0)} = J. IA(u,v;z = O)eiz”("“‘+vy)dudv . (2.2)



De la ecuacion (2.2) se determina que el campo eléctrico Ey(x, y; z=0) no propagado, y se
ha distribuido en el plano de coordenadas xy. Ahora, la distribucion de amplitud compleja
del espectro de difraccion A(u,v; z=0) no propagado, y distribuido en el plano de
frecuencias espaciales uv, se obtiene mediante la transformada de Fourier de la ecuacion
(2.2) (Mandel y Wolf, 2008; Goodman, 2005), es decir,

o0 00

Alu,v,z=0)=3{E,(x,y,z=0)} = J. IEO (x, ;2 = 0)exp{—i27(ux + vy)jdxdy . (2.3)

Puesto que la fase de una onda plana tridimensional se puede representar como
- > -
(I)(P) =rek,donde r=ix+ jy+kz es el vector posicion y representa cualquier punto del

plano o frente de onda plano, respecto a un origen O, k =ik _+ jky +kk_ es el vector de

propagacion perpendicular en cada punto del plano o frente de onda constante de la onda
plana referida (Goodman, 2005; Hecht y Zajac, 1998); entonces, la fase es

O(P)=xk, + yk, + zk, . (2.4)

Basta recordar que los nimeros de propagacion hacia cada eje coordenado, estan
relacionados con los cosenos directores &, f, y, através de las ecuaciones siguientes:

k.= mcosex, k, = mcosey, k, =mcosﬁz. (2.5)

—

Donde |k

2 , . .
= - es el numero de propagacion. Puesto que los cosenos directores dan

referencia del angulo que forma el vector propagacion respecto de cada eje coordenado,
pueden definirse de acuerdo a la figura la como:

a =cosf, B =cosb, y =cosb.. (2.6)
Ademas los cosenos directores satisfacen la siguiente identidad

a’+pr+y=1. (2.7)



Luego, la fase en término de los cosenos directores y del numero de propagacion, se escribe
en la forma siguiente

®(P) =kl + py + 2] - (2.8)
Para el caso en que z=0 se tiene que
a P
OP)=27x—x+=y]|; 2.9
(P) [ PR y} (2.9)
definiendo las frecuencias espaciales como
a B
u=— v=—. 2. 10
P y ) (2.10)

De acuerdo a las ecuaciones (2.10) la fase dada por la ecuacion (2.9) queda definida en
término de las frecuencias espaciales u# y v, en la forma siguiente

®(P) = 2zfux +vy] . (2.11)

Entonces, relacionando la ecuacion (2.9) y (2.11) el espectro de frecuencias espaciales u, v,
dado por la ecuacion (2.3) puede ser reescrito en términos de los cosenos directores y sera
identificado como el espectro angular no propagado, definido por la ecuacion siguiente:

[j'j j I j xy,z— exp{—i27z[jx+§yj}dxdy. (2.12)



[1.2. ESPECTRO ANGULAR PROPAGADO

Observando la situacion grafica se ilustra en la figura la, se establece lo siguiente: existe un
espectro de difraccion no propagado A(a/4, p/A; 0), es decir en z=0, distribuido en el plano
de frecuencias espaciales uv; por lo que, la siguiente propuesta es que: existe otro plano de
frecuencias espaciales uv, que permanece paralelo al anterior, a una distancia z#0. En este
plano debe de existir el espectro de difraccion propagado A(o/A, p/2; z), que puede ser
descrito mediante la transformada de Fourier bidimensional del campo eléctrico E.(x;, ., z)
difractado y propagado a la distancia referida, esto es,

A %0 2)=3lE o) -

= Jmo Jm E. (xz,yz,z)exp{— i27r(j x, + fyz J}dxzdyz .

a
2
(2.13)

Como se ve en la ecuacion (2.13), el espectro angular A(a/A, f/A; z) propagado su forma
funcional explicita, depende de la forma funcional del campo eléctrico E.(x.)., z)
difractado y propagado. Por lo que en el siguiente desarrollo se determinard la forma
funcional explicita del espectro; para lograr esto se a la definicion del campo eléctrico
difractado mediante la transformada de Fourier inversa, esto es,

ﬁj}:

i27z{axz + ﬂyzj}dad'g.
A A

Ez(xz,yz,z)z S_I{A(
= _-[O:[OA(j,i,z)exp

R

(2.14)

A A

——

El campo eléctrico E.(x.y.,z) definido por la ecuacion (2.14) debe ser solucion de la
ecuacion diferencial escalar de Helmholtz (Goodman,2005; Arfken y Wever, 2001), la
cual nos da referencia de las variaciones de forma espacial tan rapidas que sufre el campo
referido al propagarse en la distancia z, la cual es escrita como:

VzEz(xz,yz,z)+kZEZ(xZ,yZ,z):0. (2.15)



Después de operar y sustituir la ecuacion (2.14) en la ecuacién (2.15) se obtiene la

siguiente ecuacion
2
[T ‘1214(“,[’7,2]{2”) (1-a? —ﬂz)A(a,ﬂ,zj .
—od-o | dz A A A A A
(2.16)

® eXp —i27r(axz +ﬂy2J dgdﬁzo.
A A A

La ecuacion (2.16) es igual cero, si y solo si el término entre llaves es igual a cero,
generandose la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constates
(zill, 1997),

d a f 2r ’ 2 2 a p —
deA(/I,/l,zj+(ij (1-a®-p )A(/I,l,z)—o. (2.17)

La ecuacion diferencial (2.17) tiene como solucion una funcion de la forma

A[j,f,zj =¢e"™, que al sustituir y operar en la ecuacion referida, en la que se ha elegido

a m tal que sea una raiz de la ecuacion cuadratica misma que, genera la ecuacion auxiliar o
caracteristica siguiente,

[szr[szz(l—az—ﬁz)m]:O. (2.18)

En este caso se tiene que la ecuacién caracteristica (2.18) tiene dos raices m; y mo,
complejas, que producen las dos soluciones siguientes,

e

Estas funciones son linealmente independientes en (— oo,oo) y, en consecuencia, forman un

conjunto fundamental. Entonces, la solucion general de la ecuacion (2.17) en ese intervalo
es la combinacion lineal de las ecuaciones (2.19) (Zill, 1997), es decir

2z

2z 2 2 . 2 2
i— -a " -p° )z —i—( AJl-a" =" )z
A(j,g,zj:Cle AT e " (2.20)
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De la ecuacion (2.7) se obtiene y =/1—a’ — #7 , y sustituyendo este resultado en (2.20)
se obtiene

: 2.21)

donde C; y C; son constantes a determinar en la ecuacion (2.21); misma que da referencia
de la propagacién de un espectro de ondas planas propagandose hacia +Z y hacia —Z

respecto al coseno director y, cuyo angulo @, lo forma el vector propagacion k y el eje Z.

Puesto que interesa solo el espectro de difraccion que se propaga hacia el eje +Z. Para esto,
se considerara que el espectro de Fourier dado por (2.21), al propagarse en aire cuyo indice
de refraccion aproximadamente 1 (n,,,~1) y dentro de una zona restringida. El aire posee
las propiedades de ser dieléctrico, no conductor, isotrdpico, lineal, no absorbente,
transparente y ademas de no ser buen dispersor de la luz roja de laser de Helio-Neon. Otro
aspecto a considerar es que, la densidad de energia del espectro que se propaga hacia +Z es
mucho mayor que la del espectro que se propaga hacia —Z y de acuerdo a las propiedades
del aire, es posible no tomar en cuenta el espectro que viaja hacia —Z, por lo que la ecuacion
(2.21) se reduce a la siguiente expresion:

(2.22)

La constante C|, se determina imponiendo en la ecuacion (2.22) la condicion inicial de
z=0, obteniéndose,

A(a ﬂ,zj = A(a,’i,z = OJeizjﬂ

A A (2.23)

La solucion (2.23) puede interpretarse en la forma siguiente: Existe una funcion

denominada de transferencia exp{izfyz}, que multiplica al espectro no propagado

A(j,'ﬁ,Oj, hace que exista el espectro angular A(%,g,zj propagado o transferido a una

distancia z. Ahora, con el fin de saber si la ecuacion (1.23) es la apropiada para propagar el
espectro de difraccion a la distancia z, se analizaran tres casos, ya que como se ve la
ecuacion referida también depende del coseno director y .

11



CASO 1: Espectro transversal a z. Basta recordar que el coseno director » de acuerdo a la
ecuacion (1.7) puede ser definido como

y=il-a’ - (2.24)

de acuerdo con la ecuacion (2.6) se tiene que y =cosé.. Ahora, bajo la condicion de que
a’ + B> =1, implica que de la ecuacion (2.24) se obtiene que y =0 y como consecuencia

N
se determina que 6, =90°, esto significa que el vector propagacion k y el vector unitario

k_en la direccion del eje Z, son perpendiculares; en este caso las ondas que componen el

espectro de difraccion, se propagan perpendiculares al eje Z, y este es un caso que no da
27

solucion al problema planteado. Ademads, con y =0 se tiene que e’ =1 y de la ecuacion

af \_ (B _
A(/l’/l’zj_A(/l’l’Z_ojé (2.25)

entonces, de acuerdo a la ecuacion (2,25), el espectro se propaga perpendicular al eje Z y
posee la misma distribucion que el espectro no propagado; esta situacion no favorece al
desarrollo que se realiza.

(2.23) se establece que,

CASO I1: Espectro evanescente. Para este caso, se supone que se cumple la condicion
a’ + B >1, esto implica que y = \/(— 1)(052 + B’ —1) = i\/ocz + % =1, es decir el coseno
director es complejo, por lo tanto la ecuacion (2.23) se escribe como:

{55y pemay T

(2.26)

La ecuacion (2.26) representa un espectro de ondas evanescentes, que decaen conforme se
propagan en la distancia z. Este también es un caso no apropiado para el desarrollo que se
esta realizando.

CASO I1l: Espectro propagado a la distancia z. Para este caso, se impone la condicion

a’+ %<1 e implica que y=-/1-a*+° >0 o sea que el coseno director adquiere
valores reales, entonces la ecuacion (2.23) representa el espectro de ondas propagandose
angularmente o en las direcciones de los cosenos directores @ y [,y es el caso que se
desea estudiar. De acuerdo a la ecuacion (2.6) se puede escribir (2.23) como

A(a ﬁjzj: A(a B _ jeﬂ;’[ﬂm)]z

(2.27)
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. . ., . a p
Definiendo ahora el factor exponencial como una funcion de transferencia 7( .~ :2) en la

forma siguiente

(2.28)

T(“ B Zj :eﬂgr(—)l_ )

apf \_Jqe B _olffa B
A(Z’Z’ZJ_A(Z’Z’Z_OJT(E’E’ZJ . (2.29)

11.3. ESPECTRO ANGULAR PROPAGADO A ANGUL OS PEQUENOS

N
Considerando ahora que el vector propagacion 4 forma un angulo 6, de pequefia

magnitud respecto al eje Z. Ademads, se considera que el exponente de la ecuacion (2.28)
puede ser escrito de acuerdo al teorema del binomio como:

(1—(a2+ﬂ2)%:1—(“;ﬂ)—é( 2 (2.30)

Considerando solo los primeros dos términos del desarrollo en serie dado en (2.30), bajo la
condicion de que (0{2 + ﬂ2)<< 1, esto es,

(1—(a2+ﬁ2))%z1—(“2;ﬂ2). (2.31)

La ecuacion (2.31) permite escribir a la funcion de transferencia como

a ﬂ >y 2 o ' (/)1[ 2
T(i,i,ijve =e e . (232)
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Sustituyendo la ecuacion (2.9) en la ecuacion (2.32) se escribe la funcioén de transferencia
en términos de las frecuencias espaciales u, v, esto es

T(u,v;z)~ eegimel o] (2.33)

Aqui, es importante recordar que se cumple la condicion
2 2
(a} +(’8) =u’+v’ << % : (2.34)
A

Puesto que el coseno director « de acuerdo a la geometria de la figura 2.1 y para angulos
pequeios, puede ser escrito como:

o =cos@, =cos(zr—6.)=send. ~ 6, =% (2.35)
z

De manera similar el coseno director £ y en base a la geometria de la figura 2.1, ademas
de considerar angulos pequefios, se escribe en la forma siguiente,

p=cos0, =c0s(7r—02)=sen<92 =0, =2 (2.36)

z

Las ecuaciones (2.35) y (2.36) permiten escribir a (2.34) como

2 2
(xzj +(yzj :u2+v2<<%. (2.37)
Az Az A

De la ecuacion (2.37) se determina que

X Y
u=--* y="%; 2.38
Az Y Az ( )

es decir, las frecuencias espaciales u,v son paraxiales. De manera que el espectro de

. . ) . . (az + 2)
difraccion angular propagado con angulo pequefio, es decir y = I_T’ puede ser

escrito en término de las frecuencias espaciales u y v, que es la funcién que se queria
determinar, esto es:

Al,v,2)= Al v,z = 0)e*e b+ ] (2.39)
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De acuerdo a la ecuacion (2.39) ahora es posible determinar de forma explicita la forma del
campo eléctrico, asociado a las ondas difractadas y propagadas una distancia z, con solo
obtener la transformada de Fourier inversa de la ecuacion referida, es decir,

S A, v, z)} = ™3 {A(u,v,z =0)e ™ ”2”2]} : (2.40)

Haciendo uso de el teorema de transformada de Fourier inversa del producto de dos
funciones, teorema (A-19), el cual establece que se obtiene la convolucion representada
mediante el simbolo ®, de las transformadas de Fourier inversas, y de acuerdo a las
ecuacion (2.3) y (2.13), la ecuacion (2.40) se escribe como:

FSE, (x,,y.,2) = 3 S{E, (x, .2 = 0@ 5 el )

El teorema fundamental de Fourier (A-6), establece que 3_13{EZ (x,,), ,Z)} =E (x,,y,,2),
entonces, se tiene que la ecuacion (2.41) se reduce a la siguiente expresion,

E.(x.,..2) = e Ey(x, 3,2 = 0)@ 5 b1} (2.42)

En el desarrollo siguiente se obtiene la transformada de Fourier inversa de la funcion

. . ~—1) —imaz|u? . . .
exponencial, es decir <3 il 2] , la cual puede ser escrita en la forma siguiente:
o0 o0
S—l {e—iﬂﬂz u2+v2]}_ je—iﬂizu2+i2mczudu Je—iﬂ&v2+i2wzvdv
(2.43)
—0 —00

Haciendo uso del siguiente resultado integral (Spiegel, 1980),

®© b2
J‘e"”z’bxdx = \Fe““ . (2.44)
a

—00

Entonces, con a =inAz y b =-2izx_ la integral del primer factor de (2.43) sera

J'e—i;rﬂzu2+i2mzudu =\/Te iz . (245)
iz

—00

Mientras que si se hace que a=indz y b=2ny_la integral del segundo factor de (2.43)

sera
° =
Je—lﬂ&v +127zy_,udu =\/.7€ Az X (246)
iAz

—00
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Luego entonces, de acuerdo a (2.45) y (2.46), la ecuacién (2.43) puede ser escrita como

S—l {e—iﬂﬂz[u2+v2 ]}: 1 %(xzz +y£>

B e .
iz (2.47)

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (2.42) se obtiene:

ikz —ik (Xz 2 )

e
E (x.,y.,2)= s Eo(x,y,z:0)®e2z : (2.48)

luego entonces, la ecuacion (2.48) resulta de gran importancia, ya que permite establecer la
forma de propagar el campo eléctrico difractado E_(x_,y.,z), una distancia z, desde el

plano xy en z=0 informacién contenida en el factor e’ hasta el plano x.y. en el que se

distribuye, y se obtiene como la convolucion del campo eléctrico no propagado
k(242

E,(x,y;z=0) con la funcién exponencial e?* g ) Ademas el campo propagado esta

desfasado en % radianes debido al factor i~'. La ecuacion referida, también serd de gran

importancia en el desarrollo de los capitulos siguientes de este trabajo de Tesis. Si ahora, se
sustituye la ecuacion (2.1) en (2.48), se determina que,

ik —k(xf )2 )

EZ(XZ,yZ,Z)Z leﬂ,Z [t('x’y)Eilum(‘x’y)]®e2Z : (249)

De acuerdo a la ecuacion (2.49), el campo eléctrico E, (xz, yz,z) difractado y propagado a

la distancia z#0, definida en el factor ™, ademas de poseer las caracteristicas descritas en

el parrafo anterior, ahora es la operacion matematica de convolucion representada
ik(x?ﬂf )

mediante el simbolo ®, de la exponencial e? con el producto de la funcion de

transmitancia t(x, y) asociada al objeto difractor y la amplitud del campo eléctrico

E

.(x,) asociado a las ondas que iluminan al objeto referido; que de acuerdo a
desarrollo realizado, al campo de iluminacién atn no se le impone condiciéon y esto da
origen a que se ilumine con ondas esféricas, cilindricas Gaussianas, tipo Bessel entre otras
opciones. Pero en el desarrollo inicial de este capitulo, se planteo iluminacion con ondas

planas, condicién que se impone en el siguiente desarrollo.
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I1.4. DIFRACCION EN LA REGION DE FRESNEL

En el siguiente desarrollo se analiza el caso del fendmeno de difraccion de Fresnel de ondas
monocromaticas; para esto, consideramos que la distancia z definida dentro del intervalo
0{z(o y medida desde el plano xy objeto, hasta el plano x;y. donde se produce la
distribucion del campo difractado definido por la ecuacion (2.49), cumple la condicion de
estar dentro de la region de difraccion denominada zona de Fresnel. Por lo que la ecuacion
de difraccion paraxial referida puede ser descrita en la forma siguiente:

E(x.,y.)= exfﬁkz) exp(;]: [+ 57 D .

. I I t(x,y)Eﬂum (x,») exp(;i[x2 + yZ])exp(— i27{;;x + ;; dexdy.
(2.50)

La expresion (2.50) se conoce como la ecuacion de difraccion de ondas electromagnéticas
de ecuacion de Fresnel-Kirchhoff (Goodman, 2005). En ella, la expresion exp{ikz}, se

conoce como el término de propagacion, La cantidad compleja — indica un desfasamiento
l
en % de las ondas difractadas al propagarse del plano xy hasta el plano x,y_ . Mientras

que el término exp{zz(xz2 +y? )} , se interpreta como factor cuadratico de fase e indica
z

que para las ondas difractadas y propagadas una distancia z hasta el plano x,y_, su fase se

distribuye en una esfera y no en el plano referido. El término exp{i Zk(x2 + yz)}, se le
4

—iZﬂ[x—z)ﬁ&y}
denomina factor de Fresnel. Mientras que el factor e  “* * 7 se le denomina término de

Fraunhofer. Como se ve la ecuacion (2.50), tiene una estructura matemadtica cuya forma
funcional del campo eléctrico asociado a las ondas difractadas y propagadas, no es facil de
interpretar, por lo que se recurre a darle una interpretacion como espectro de difraccion
propagado a la distancia z, para esto basta definirlo en término de las frecuencias espaciales
las frecuencias espaciales dadas por las ecuaciones (2.38), esto es

[ ix?Jr 3 ﬁx2+ )
E.(x..y.)= ex}.)(lkz)e(”[h ) ])S{t(x,y)Eﬂum(x,y)ezz Z “]}

iz e
iz Az

(2.51)
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La ecuacion (2.51) se interpreta como la transformada de Fourier del producto de tres
funciones, ver la propiedad de la convolucion (A-16), y serd la convolucion de las
transformadas de Fourier (Gaskill, 1998), es decir,

ik [ 2

eikz (;—kz[xz +yz2 ]j@ | %L +y2]
Ez(xzayz)ZTe \S{l‘(xj y)Eilum(xﬂ y)}@\s ez —
INZ
o (i[xzz +2 D LAy (2.52)
— Ee 2z [S{t(x, y)}@ S{Eﬂum (x, y)}]® 5{822 }

Es decir, en la region de Fresnel, el espectro de difraccion es una triple convolucion de las
funciones que ahi intervienen, se ha propagado una distancia z y estd desfasado y su fase
esta distribuida en una esfera y no es el plano de frecuencias espaciales uv. Puesto que el
objeto difractor es iluminado con una onda plana de amplitud constante, es decir

E

ilum

=cle, se tendra que (2.52) se reduce a la siguiente ecuacion,

E

ikz (k[ 2, zj
ilume e(2z[xz y:]

ix2+y2
E (x,.y.2)= o St )@ 3{1}® S{eh[ ]} . (2.53)

Pero 3{1}= 5(u,V) (Gaskill, 1978) entonces se tendra que la ecuacion (2.53) queda
escrita en la forma

ke (K[2, 2 LA e
Eilumee(zz[“ Ds{t(x’y)}®5(u,v)®S{ezz[ ]} (2.54)

Ez(xz’yz): lﬂZ

Pero la convolucion de la funcion delta de Dirac con otra funcion, se obtiene la misma
ik

ix2+y2]

- - [x2 +y2]
funcion, es decir «5{6 > } = 5(% V)® «5{6 2 (Gaskill, 1978) y el teorema
(A-14), esto implica que la ecuacion (2.54) se escribe como:

Kl iy?]

E~ ezkz ( 2
_ “ilum 2z
Ez (xz > yz ) - e

ix2+y2
: ]S{«x,y)}@S{eh[ ]}. (2.55)
iz

Es decir, en la region de Fresnel la distribucion del campo del espectro de difraccion, se
determina a través de la convolucion de la transformada de Fourier de la funcion de
transmitancia  #(x,)) asociada al objeto difractor; con la respectiva transformada de

ik[ 2 2]
. .y . Sty
Fourier de la funcion exponencial e?:
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I1.5. DIFRACCION EN LA REGION DE FRAUNHOFER

Para el caso del fenomeno de difraccion de ondas electromagnéticas en la region de
Fraunhofer, el analisis se realiza en la forma siguiente: Para esto, se debe considerar que la
region referida existe, cuando el plano X,Y, en el que se distribuye el campo de difraccion
E (x,.y..z) y estd situado a la distancia z medida desde el plano objeto XY, cumple la
condicion de ser muy grande, es decir z — o . Asi, bajo esta condicion se toma el limite de
la ecuacion (2.50), o sea

limEZ(xZ,yZ, ) [ lim exp/gzkz) ]Eimexp(;k[xf-i-yf]] ]o
z

Zo® zoo Az —o
J )] me( 2[4 7] 1
. @1_{2 exp(— i27{ s X+ 22 ﬂz Ddxdy} (2.56)

Cuando z > ®  se tiene que exp(;k [xz2 +y? D =1; mientras que Goodman, (2005)
z
estableci6 que z >> %[xz + yz] y por lo tanto el primer término exponencial en la integral
z

(2.56) es uno, es decir exp( Z[x +y D—l Bajo estas consideraciones la ecuacion
z

referida puede ser escrita como:

exp(ik[z — ]) .

i(Az)
o i y)(l)exp[_ izﬁ[ 5 it Ddxdy.

4

Ez(‘xz’yz’z —)(D)=

—00 —00

(2.57)

Se observa que la forma funcional del campo eléctrico difractado y propagado hasta una
distancia z muy grande o sea z—oo, su interpretacion funcional no es sencilla. Por lo que se
recurre, definir ahora las fecuencias espaciales y paraxiales estrella, a través de las

ecuaciones siguientes:

u = y V=" (2.58)
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En base a las ecuaciones (2.58), la ecuacion (2.57) se identifica como el espectro de
difraccion, definido a través de la transformada de Foutier del producto de funciones, que
se ha propagado una distancia z muy grande y estd desfasado en m/2, ademas su fase esta
distribuida en el plano de frecuencias espaciales estrella u*v*. La funcidén puede ser escrita
en la forma,

A(u*,v*,z - oo): exp(li{([jZT OO])S{t(x’ y)E[lum (x’ y)(l)}u*:xz ,v*:’% (2 59)

Pero, de acuerdo al teorema de transformada de Fourier del producto de dos funciones (A-
16) (Gaskill, 1978) la ecuacion (2.59) se escribe como

XD > 0) 54 1)} 3B (5, @ 5 v)

A(u*,v*,z—)oo): :
ilz ) (2.60)

En la ecuacion (2.60) se ha considerado que 3{1}: 5(u*,v*); si ademas se considera el

. . * ., .
hecho siguiente E_(x,.y..z)=0 (u ,V )@ E (x,.y..z), entonces a ecuacion referida se
reduce a la siguiente expresion

A(U*,V*,Z —> OO): exp.(lk[z - OO]) S{t(x’y)Evilum (x’y)}u*: L

i(Az=K) K" =K (2.61)
Para el caso de iluminacion con ondas planas monocromadticas de amplitud constante, es
decir E;

o (x, y) = cfe; entonces la ecuacion (2.61) queda escrita como

exp(ik[z — )) .
i(Az) P

Donde se ha considerado nuevamente que S{l} =0 (u*, v*), se obtiene

. E,
A(u ,V*,Z—)OO): ilum

E

ilum

eXp(ik[Z —> C)O])S{t(x,y)}@) é‘(u*’v*)u*7x5 «_ Yz

Au' v,z > o)= : NI
( ) i(4z) L (2.63)

Si ademas de considerar que S{t(x, y)} = S{t(x, y)}@ o (u*, v*), entonces la ecuacion
(2.63) queda escrita como

): E,. exp(ik[z - oo]) S{t(x,y)}

Al v,z > © :
( i(4z) . (2.64)
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. . . , . RS
Siempre que las frecuencias espaciales estrella estén definidas como u* = /1—2 y vi= o
Z Z

En la ecuacion (2.64) el término S{t(x, y)} se identifica como la transformada de Fourier

de la funcién de transmitancia asociada al objeto difractor que existe en el plano u*v*. El
término exponencial indica que las ondas difractadas como un patréon de Fourier se han
propagado a la distancia z muy grande, ademas existe un desfasamiento de ellas y que la
fase se distribuye en un plano de frecuencias u*v*.

I1.6. CONCLUSION

Una primera conclusion es que, a través de lo documentado en este capitulo, se ha podido
establecer uno de los modelos matematicos para el tratamiento del fendmeno de difraccion,
definido por la ecuacion (2.48), que sera fundamental en el desarrollo del capitulo III.
Como segunda conclusion se establece que: se amplio tanto el analisis matematico como
fisico, desde una perspectiva particular, respecto a lo publicado en la bibliografia existente;
en lo que respecta a las zonas de difraccion, en las que existe el plano de distribucion de
frecuencias espaciales uv, conocida también como region de Fresnel; asi como el plano de
frecuencias espaciales estrella u'v" o de Fraunhofer.
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CAPITULO 111

DIFRACCION CON LENTE CONVERGENTE

INTRODUCCION

La configuracion de una lente doblete cementada, depende de los tipos de vidrio escogidos,
asi como la eleccion de las aberraciones a ser controladas, que algunas veces son
introducidas con el proposito de balancear las aberraciones que posee el sistema 6ptico en
el que va a actuar la lente referida. Entre otros tipos de lentes, el doblete acromatico
cementado tipo Fraunhofer es el sistema 6ptico mas comunmente usado, esta formada por
una lente biconvexa de vidrio Crown, en contacto con lente concava casi plana de vidrio
Flint. La forma global de este tipo de lente, es muy parecida a una lente plano convexa
(Hecht y Zajac, 1998; Newport, 1990). La seleccion de vidrios y las curvaturas apropiadas
permiten la posibilidad de producir una lente doblete acromatica, ademés de eliminar las
aberraciones de esfericidad y de coma; mientras que la aberracion de distorsion de un
sistema de lentes delgadas que forman la lente doblete tipo Fraunhofer sera cero, si su
centro optico coincide con el centro geométrico del diafragma de abertura. Pero si se hace
uso de luz monocromatica como la de laser de Helio Nedn, no se tiene uno que preocupar
por la aberracién monocromatica (Hecht y Zajac, 1998).

Para tener una mejor idea de lo realizado en el capitulo, éste, se ha dividido en cuatro
secciones en las que se consideran los siguientes aspectos: La seccion III.1 esta dedicada a
la descripcion lo mas rigurosamente posible, respecto a la propagacion del campo o el
espectro de difraccion. Mientras que en la seccion I11.2 se determina el modelo matematico
de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, bajo condiciones especificas que
deben de existir. Surge el concepto de transformada exacta de Fourier, como un caso
especial de convolucién, y la seccion II1.3 es dedicada a fundamentarlo. En tanto que la
seccion I11.4 se proporciona una conclusion al capitulo.

1.1 TEORIA

Una lente doblete cementada posee diferentes formas de actuar, cuando ella es
implementada en un arreglo 6ptico o procesador dptico como el que se ilustra en la figura
3.1. Por lo que en el siguiente desarrollo, se producird los modelos matematicos de
difraccion para diferentes regiones donde se distribuye el campo o el espectro de difraccion
segin sea el caso; puntualizando las condiciones que deben satisfacer los parametros
involucrados en cada situacion que se trate. Para esto, es de importancia recordar que:
Goodman, (2005) y Hecht y Zajac, (1998) argumentaron que el vifieteado y la aceptacion
de una frecuencia espacial méaxima, es el efecto que produce la limitacion de la seccion
eficaz impuesta por la abertura finita de una lente esférica doblete cementada convergente.
Esto lleva a realizar un andlisis de la relacion que existe entre la frecuencia espacial
maxima, el ancho /,;, y la altura /, de la fractura o abertura rectangular figura 3.1, que actia
como objeto difractor y el radio a de la pupila asociada a la lente transformadora, un
analisis detallado respecto a estas afirmaciones se presenta en el anexo C.
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Por lo antes documentado, en el desarrollo que se realiza a continuacion, se centrara en
determinar los modelos matematicos del espectro de difraccion, haciendo uso del concepto
de frecuencias espaciales paraxiales. Para esto, consideremos el arreglo optico coherente
que se ilustra en la figura 3.1 ya referida, en este caso, el objeto difractor (4) que puede ser
entre otras opciones, una abertura rectangular de ancho /;, de altura /; muy delgada;
contenida en una pantalla de espesor /3 casi cero, a la que se le asocia una funcién de
transmitancia #p(xy,yg). Tal objeto es iluminado por ondas electromagnéticas planas de
amplitud constante £, y monocromaticas de luz de laser de Helio-Nedn (A=632.8nm),
colimadas con la lente convergente L; de distancia focal f;¢ conocida, provenientes de la
fuente (1), ampliadas y filtradas con el filtro espacial (2). Son difractadas por el objeto
referido (4), se propagan e inciden sobre la lente doblete cementada convergente o lente
transformadora Ls, de distancia focal f;p también conocida. La lente referida tiene a su vez
diferentes formas de actuar sobre el campo o el espectro de difraccion, ya que los puede
propagar a diferentes distancias z medida a partir de ella, produciendo una distribucion de
amplitud compleja del campo en el plano X.Y- o del espectro en el plano de frecuencias uv.
Las zonas o regiones en las que se situa el plano en el que se distribuye el campo o el
espectro se clasifican como: la zona cercana a la lente, la region convergente y divergente
de la lente, también conocidas como regiones de Fresnel o zonas de convolucion de
transformadas de Fourier; una cuarta zona denominada region de Frahunhofer, o plano de la
transformada exacta de Fourier, también conocida como plano conjugado de la fuente de
iluminacion. Mientras que la quinta zona sera identificada como la region del plano imagen
o plano conjugado al plano objeto (Hecht y Zajac, 1998).

F
X Xz

Yo I
ﬁ = &
Laser 7
if\ - Eje coordenado
1 2 y optico
L

L

— fie—1 } dy | z |

Figura 3.1 Arreglo tedrico en aire para producir modelos matematicos de
difraccion (1) Laser de He-Ne. (2) filtro espacial. L; colimador, (4) Objeto
difractor, Ly lente transformadora, XY, plano de distribucion del campo
difractado

Con el fin de producir los modelos matematicos de difraccion, se supone que el objeto
difractor se encuentra situado en el plano objeto XYy, a la distancia dy de la lente
transformadora, figura 3.1. Como es iluminado con ondas planas de amplitud constante £y,
entonces, la distribucion del campo difractado por el objeto de transmitancia z,(x,,y, ), sera

E, (xo , yo) y es definida mediante la siguiente ecuacion

El(xO’yO):EOtO(xwyO)‘ (3.1
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Ahora, las ondas monocromaticas difractadas y propagadas una distancia d, desde el
plano objeto X Y, y propagadas hasta el plano XY a la entrada de la lente doblete

cementada (5), ver figura 3.1, pueden ser descritas usando la ecuacion (2.48) del capitulo I,
en la que se ha considerando las siguientes modificaciones, z=d, en tanto que

E.(x.,y.,z)= E, (x,y), también E,, (x,y,z=0)=E,(x,,y,)=cte, mientras que la

zk<x1+1) lL(XJr}’)
transmitancia serd #(x,y)=1(x,,,) y el factor exponencial es e TR , S€
obtiene la siguiente expresion:
ikd, K (24)2)
e 2d, 0 7
EdO(X,y)z io/ld to(xwyo)@e ! . (3.2)

0

Como se establecid en la seccion I1.3, el simbolo ® en la ecuacion (3.2) significa la
operaciéon matematica de convolucién de dos funciones. De acuerdo al teorema de
convolucién A-8 anexo A, la ecuacion (3.2) puede ser escrita como

lk © o Yy
E, (x,y)="2¢ . j jto Xy, yo)e ! o dx,dy, . (3.3)
Una mejor interpretacion funcional del campo difractado dado por la ecuacion (3.3), se
obtiene si definimos las frecuencias espaciales paraxiales en la forma siguiente:

u =" v= (3.4)

De manera que al sustituir las ecuaciones (3.4) en la ecuacion (3.3) se obtiene,

E,, (1) = fao,eik(d()) °

14,

(242) 3.5)

mﬂdo(ztIZJrvlz) 2d,

ee 3 to(xovyo)

X
uy A V="

La ecuacion (3.5) se interpreta como el espectro de difraccion paraxial o de transformada

de Fourier del producto de la funcién de transmitancia ¢,(x,,y,)asociada al objeto
ik (0 2 )

difractor, con la funcién exponencial e’ . El patrén de difraccion, se ha propagado

una distancia (d,) desde el plano objeto X,¥, hasta el plano XY a la entrada de la lente

. . T . . . 1
doblete cementada, ademas esta desfasado 5 informacion que se obtiene del factor —. En
i
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inld, (ulz +vi )

tanto que, del factor e indica que la fase del espectro de difraccion, estd

inld, (ulz v )

distribuida en una esfera informacion que se obtiene del término e , mas no en el

plano de frecuencias espaciales u,v, .

Considerando ahora, que campo eléctrico difractado por el objeto y propagado a través de
la lente doblete cementada, produce en su plano X7 justo en la salida de la lente referida,
una distribucion de amplitud compleja definida mediante la ecuacion siguiente,

El(on’):tz(an’)Edo (an’)- (3.6)

Siendo el campo eléctrico paraxial incidente E, (x, y) definido en la ecuacién (3.3),

mientras que #(x,y) es la funcién de transmitancia asociada a la lente doblete cementada;

se sugiere ver el anexo B, en el que se presentan los detalles de como determinarla; asi, de
acuerdo a la ecuacion (B-25) la funcion de transmitancia referida se escribe en la forma

2 2
L, (x,y) =cir X Ty eXp{— ikW(x,y)}
a
3.7

2, 2
'eXp[ik(nquu"'anAOLz ) ]exp{— ik[x ty j }:
2f1p

2 2
., . X"+ ., , . .
donde la expresion cz;{y J es la funcién circulo o de pupila, asociada a la lente
a

esférica; mientras que 7 (x,y) es la funcién de aberracion (Welford, 1991); n,, es el indice
de refraccion asociado a la lente delgada que forma el doblete, A,,,, es el espesor de la
lente referida; n,, serd el indice de refraccion asociado a la segunda lente y, A,,, es su

espesor. La distancia focal de la lente doblete cementada sera f,, . Ahora, al sustituir las

ecuaciones (3.3) y (3.7), el campo de difraccion propagado a través de la lente doblete o
transformadora queda definido en la forma siguiente:

2 2

E,(x,y)zcir[ Xty Jeik[d0+nLlAL]+nL2ALz]eikW(x,y) o
a

(3.8)

ik 1 1 7 .
£, %(’Yzwz{%*ﬂj [ 213 (s 23) 7’2”[720 ’Wﬁ”]
J 0
J e '[ J‘to(xo, Vo )e e dx,dy,.

—00 —00
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Hecht y Zajac, (1998) también documentaron en su libro de Optica que, las lentes dobletes
algunas veces se disefian con algunas aberraciones, dependiendo del sistema 6ptico en el
van a actuar. Un caso especial es, cuando la lente esférica doblete cementada no posee
aberraciones cromaticas y monocromaticas, por ejemplo un doblete tipo Fraunhofer, como
se documentd en la introduccion de este capitulo; bajo esta condicion la funcion de
aberracion W(x, y) en la ecuacion (3.8), se considera igual a cero, es decir W(x, y): 0,
esto implica que exp{-ikW(x,y)}=1. Ademas, también se debe tomar en cuenta que, el
ancho y altura del objeto difractor o transparencia, son mucho menores que el didmetro 2a
de pupila asociada a la lente doblete cementada; se sugiere ver detalles y justificacion sobre
esta afirmacion en el anexo C. Lo antes documentado, implica que todas las ondas
paraxiales difractadas por el objeto, que inciden sobre la lente doblete cementada

convergente, se propagan a través de ella; como consecuencia, la funcién circulo se toma
2 2

Ty
a

como igual a uno, esto es cir =1. En base a estas consideraciones la ecuacion

(3.8) se reduce a la siguiente expresion:

£ LI {L,Lj
El(x,y)_ . 0 eik[d0+nLlALl+nL2AL2]ez do Jin) o
iAd, (3.9)
) ik . X y )
<2 l—(xg +ye )6127{%):0 +Ey0]

° _[ J-to(xovyo)e%o

—00 —00

dx,dy,.

La ecuacion (3.9) establece la forma como se distribuye el campo eléctrico E,(x,y)
asociado a las ondas difractadas desde el objeto; es decir, la distribucion de amplitud
compleja se han propagado una distancia d, +n,,A,, +n,,A,,, cuya fase no se encuentra
distribuida en el plano XY a la salida de la lente doblete cementada, sino en una esfera

ik 1 1
S i)

. oy . . . . 2 , L4
informacion contenida en el factor exponencial siguiente e ; ademas continta

desfasado en 5 y su forma funcional, se determina a través de la doble integral y no es

nada sencilla de interpretar.

Ahora, para interpretar la propagacion del campo eléctrico difractado, desde el plano XY
hasta el plano XY, en el que se distribuye, que estd situado a la distancia z de la lente

transformadora o doblete acromatica cementada; puede usarse nuevamente la ecuacion
paraxial (2.48) escrita en la forma siguiente:

i Sokes)

Ez(xz,yz)zieEE,(x,y)®ezz _

ikz © © ik

_ L .[ J.E,(x,y)eg[ (x,=x) +(y.-y) ]dxdy

—00 —00

(3.10)
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Sustituyendo la ecuacidon (3.9) en la ecuacion (3.10) se obtiene,

P (x ) )_ Eoeik[d0+z+nL1AL1+anALz] e%(xzeryf) .
> - -2 22
s i“Xzd,

K (24y2) 0 00 Hate?) Ll gl X T LY LT (3.11)
. 0 wto Xy Vo Ts‘)(xo+y0) eZ( j{dﬂ : fw]e 2 HM" L }{Jl"y{) - dedyd)@dyo.
itk ]

—00—00 -00—0

De la ecuacion (3.11) se establece que, el campo eléctrico de difraccion Ez(xz, yz)
distribuido en el plano XY ; se ha propagado desde el plano objeto X ¥, una distancia

z7z)d
{do +z+n,A;, +n,,A Lz} informacion contenida en el primer factor exponencial; pero de
acuerdo con el factor i” se ha desfasado en 7 radianes y su fase estd distribuida en una
Sl .
esfera, de acuerdo al factor e?: , ambos aspectos aun no son definitivos, ya que se
necesita conocer su forma funcional especifica, cuya interpretacion no es tan evidente. Para

definir la funcién Ez(xz, yz) en forma explicita, se recurre a definir las frecuencias
espaciales u, y v,, de acuerdo a las siguientes ecuaciones,

X, X
uzz(ﬁc;()+ﬂ;j=uo+uz’ (3.12)
yO yz
v, =| —+=ZE|=v, +V_ . 3.13
2 (/ldo AZ] 0 z ( )

La importancia de las ecuaciones (3.12) y (3.13) permiten, por un lado definir y dar la
posibilidad de determinar la magnitud de las frecuencias espaciales paraxiales u,,v,
emitidas en zonas especificas en el objeto, asi como las frecuencias espaciales también
paraxiales u_ y v, con las que se distribuye en el plano X.Y.. Ahora, relacionando las
ecuaciones referidas con la ecuacion (3.11) se obtiene:

eik[do +ztnpAp+npyA,] i(xzz +y22)

Blr)= e
0

| (3.14)
eI e dydx dy,.
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La ecuacion (3.14) también puede ser escrita en la forma siguiente, de acuerdo al teorema
A-1 de transformada bidimensional de Fourier

efk[do+z+”L1AL1 +n1AL ] ;L(XZ 2)

EZ(xz’yz): l‘z/lzzd e z °
0
[ L R R T
.J. .[Edo(xmyo)ezd()( ) Sqe [ ' J dxodyo

. (3.15)

La ecuacion (3.15) indica que el espectro de difraccion E. (xz, yz) distribuido en el plano
X .Y es una modulacion producida por el primer factor integral, sobre la transformada de

i YZH,Z)[gg ! J
Fourier de la funcién exponencial eZ( ! del segundo factor. Pero a falta de un
criterio matemadtico al respecto, también puede ser interpretada como la modulacion del
factor transformada de Fourier sobre el primer factor Integral en la ecuacion referida. De
)
acuerdo a los parametros que intervienen en el factor de la exponencial e de la
ecuacion arriba referida, existen diferentes condiciones que se les pueden asociar a dichos
parametros, lo que permite clarificar la interpretacion de la forma funcional de la ecuacion
(3.15); por lo que, en este capitulo y en el desarrollo siguiente solo se presenta la deduccion
de los modelos matematicos de difraccion bajo condicion inicial de que dy=fip, asi como
sus consecuencias. Existen otras condiciones iniciales que se pueden imponer al parametro
referido, asi como al pardmetro z de la exponencial en la ecuacion (3.15) y generar otros
modelos matematicos de difraccion; pero el analisis respecto a esas otras posibilidades, no
se presenta ya que sale de las expectativas de este trabajo de Tesis.
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I11.2 ESPECTRO DE CONVOL UCION DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

Para este caso, se propone la condicion inicial de que, la distancia d,, del objeto difractor a

la lente doblete acromatica cementada o transformadora, sea igual a su distancia focal
frontal o anterior f,, (ver ecuacion (B-10), es decir d, = f,,,. Esta condicién implica que

el factor transformada de Fourier de la ecuaciéon (3.15), ademas de usar la definicion de
separacion de variables (D-4) sea escrita como

© ® L’ x +,2 1 i(xzﬂ,z)(l)
J' J‘e g —127r u2x+v2y]dxdy =Jle 2 ‘ —
TR0 Uy ,vy

2 x —i27miyx 2 } —i27v, y
P 2 5o 2
= dx Iezz
—o0

Haciendo uso del resultado integral propuesto por Spiegel, (1980),

) Yin
—ax?-fx _ T a
je dx —«/;e“ ; (3.17)

—00

(3.16)

definiendo « = _21k , B=1i2mu,, el primer factor integral de la ecuacion (3.16) se reduce a
z

% ix 12m42x 127zu2
j /—e o3 / : e (3.18)
. —ik

Ahora, en el caso en que « = _;k y [ =i2nv,, el segundo factor integral de (3.16) es,
z

o ik y . y 12ﬂ'v 22
N 2 —
[e 1/—e e = |22 e (3.19)
—l —l

—00

la siguiente expresion,

Relacionando las ecuaciones (3.18) y (3.19) con las ecuaciones (3.12) y (3.13), y el
resultado que se obtiene se sustituye en la ecuacion (3.16) se determina

~ %(XZU!ZJ[é) _MZ” xfo"‘% —ilzmw ;704-))—)
V¢ F o J—TZ - = (3.20)
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Sustituyendo la ecuacion (3.20) en la ecuacion (3.15), considerando que dyp=f1p, después de
breves operaciones, se determina que la amplitud compleja del campo difractado

distribuido en el plano X.Y es:
E eik[.fLD+Z+”LIALl+”L2AL2]

O
L T R L
L

ik 2 z . Y
o | 1-——— | —i2x| ——y
2fLD()O{ fLD]e l ”[}&fw}o}dy
o |

® \lﬁ TtOy(yO)e

De la ecuacion (3.21) se establece que: el campo eléctrico E, (xz, yz) asociado a las ondas
difractadas, se ha propagado una distancia {d, +z+n,,A,, +n,,A,,} desde el plano objeto

X, Y, hasta el plano XY, en el que se distribuye. Se observa que la definicion explicita de

z7z?

la funcién E.(x.,y,) depende de los factores integrales, la cual no es tan sencilla de
realizar en el espacio de coordenadas xj, y,; ademds en tales factores se aporta el

desfasamiento de " radianes que aporta el campo de difraccion distribuido hacia cada uno

de los ejes coordenados antes referidos, pero no es definitiva. Aunque de manera general, el

z7z?

campo eléctrico difractado se distribuye en el plano X Y., desfasado en % radianes,

. . . 1 .
informacion que se obtienen del factor NE pero tampoco es definitiva. Por lo que respecta
1

ala fase total del campo difractado, esta distribuida en el plano X_Y_, mas no en una esfera

z7z?d

como se ve en la ecuacion referida. Para la definicion explicita de la funcion E, (xz, yz), se

recurre a interpretar los factores integrales en término de las frecuencias espaciales
paraxiales u y v definidas en la forma siguiente:

u= y=2z 3.22
Mo ’ Moo 02
Entonces, sustituyendo las ecuaciones (3.22) en la ecuacion (3.21), se obtiene que la nueva
expresion matematica, ahora es interpretada como el espectro de difraccién bidimensional
de transformada de Fourier del producto de dos funciones, esto es,

E eik[fw +ztng A AL ] 1 ik (vz {lfij
0

2 oslt (x 260 "\ fun
ﬂ/fLD \/; Ox( O)e

1 - 2;1;)(}"%{17&]
* ﬁ‘s to)v(yo)e'

G.(u.v)=

u=
Mo

(3.23)

y=—=
Mip
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Pero la transformada de Fourier de un producto de dos funciones, de acuerdo al teorema A-
16, es igual a la convolucidn de transformadas de Fourier; dicho teorema permite escribir a
la ecuacion (3.23) como

E e”‘[fw tz+npAp +nL2AL2]
— 0

o

[ ]
4“,_‘
~

X

~

o

=

—_
=

S

~

==

L

Q

o

SIE

o
—~—~—

|
3

S

N

[ ]

(3.24)

L _ v—iyz

M

Ahora, de la ecuacion (3.24) se establece que: el espectro de difraccion G, (u,v) como el
producto de las convoluciones de las transformadas de Fourier distribuidas hacia cada uno
de los ejes de frecuencias espaciales u y v, de la funcidn transmitancia tOX(xO) y toy(yo)

asociada al objeto difractor, con la transformada de Fourier de cada exponencial
ik (5 z ik (> z
l— o | 1——

esz(xo{ fu)j y ezfu)()o{ fu)j

desde el plano objeto X Y, hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el que se

; se ha propagado una distancia d,+z+n, A, +n,,A,,

distribuye. Donde cada espectro de difraccion aporta un desfasamiento de esta desfasado en

1
—~, pero
i
aun no es definitiva. Ademas, la fase total del campo referido, esta distribuida en el plano
uv, mas no en una esfera. Entre otros aspectos, la ecuacion (3.24) propicia el poder
discernir respecto a las posibles regiones o zonas de distribucion del espectro de difraccion
que ella representa; por ejemplo, la zona convergente y divergente de la lente
transformadora, mismas que seran tratadas con mayor detalle en el capitulo I'V. Existe una
zona de gran interés, de distribucion del espectro de difraccion, misma que se trata a
continuacion.

4 radianes hacia cada eje de distribucion, informacion que se obtienen del factor
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[11.3 ESPECTRO DE TRANFORMADA EXACTA DE FOURIER

Un caso muy especial de convolucion de transformadas de Fourier, se obtiene considerando
nuevamente que el objeto continta situado a la distancia focal frontal f;,, de la lente
doblete cementada acromatica convergente o transformadora (ver ecuacion B-10), es decir,
se cumple la condicion de que d, = f;,. Ademas, si se considera que la distancia z de la

lente doblete cementada al plano uv donde se distribuye el espectro, es igual a la distancia
focal posterior f;,, de la lente doblete antes referida (ver ecuacion B-10), esto es z= f,,, .
Bajo estas circunstancias la ecuacion (3.24) se reduce a la siguiente expresion,

E eik[szDJrnLlALl+nL2AL2]
E (u,v)z 0 )
v

1 3 3 °
N S, (x, )} @ 31} (3.25)

'x;‘
du=
)

o \};S{tOy(yO )}® S{l}

_ )
Hip

(Gaskill, 1978) estableci6 que la transformada de Fourier unidimensional de la funcién
igual a uno, es la funcién delta de Dirac, esto es,

S,ox =6l) vy S{hn =6(). (3.26)

Tomando en cuenta la ecuacion (3.26), la ecuacion (3.25) puede ser escrita como:

E eik[szD‘*'”LlALl‘*'”LzALz]
0

oo
.[%S{z()x(xo)}ca 5(,,,)}

Ez(u,v) =
(3.27)

- sh e s)

R IVD o
Hip Hip

El teorema A-8 respecto a la convolucién de una funcion con una delta de Dirac, genera la
misma funcion (Gaskill, 1978), es decir,

Flu)=F(u)®5(u); (3.28)
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entonces, en base a la ecuacion (3.28), la ecuacion (3.27) se reduce a la forma:

EZ u,v)= E eik[szDJr”LlALl+”L2AL2] 1|: 1 :|S t . X °
w)=[E, o |

z

M

(3.29)

) % {@}s{toy(yo )} L

Mo

La ecuacion (3.29) es conocida como el espectro de difraccion de transformada de exacta
de Fourier, de la funcion de transmitancia ¢, (xo, yo) asociada al objeto difractor, que en el

espacio de Fourier o de frecuencias u.v, continua siendo un campo eléctrico, informacion
que se obtiene del factor E; estd distribuido en el plano de frecuencias espaciales uv o de

Fraunhofer, y se ha propagado desde el plano objeto hasta el plano de distribucion, una
distancia 2f,, +n,,A, +n,,A,,. De la ecuacion referida, se observa que, si la forma

funcional de la funcién de transmitancia, es una funcién real, hacia cada uno de los ejes
coordenados xy, vy, el espectro de frecuencias espaciales paraxiales u, v aporta un

) s )
desfasamiento de Z radianes.

[11.4 CONCLUSION

En conclusion: se han deducido los modelos matematicos de difraccion de convolucion de
transformadas ecuacion (3.24), asi como el de transformada exacta de Fourier ecuacion
(3.29), que permiten realizar un tratamiento general del fenomeno de difraccion y su
propagacion paraxial en términos de frecuencias espaciales u, v; haciendo énfasis en el uso
de una lente doblete cementada acromatica como lente transformadora. Uno de los aspectos
a resaltar de cada modelo de difraccion referido, es la forma en que el espectro distribuido
hacia cada eje de frecuencias u y v, aporta al espectro de difraccion total su propio

desfasamiento de " radianes. Tal desfasamiento no es definitivo para el espectro de

convolucién; mientras que para el espectro de transformada exacta de Fourier, es definitivo
si la funcion es real. Otro aspecto a resaltar es que: de acuerdo con el modelo matematico
de la ecuacion (3.11) y las ecuaciones (3.12), (3.13) existen otras posibilidades de asignar
condiciones iniciales a los parametros de distancia dy y z a la lente transformadora, bajo las
cuales se generan otros modelos de difraccion.
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CAPITULO IV

RESUL TADOS TEORICOS GENERADOS CON DOS FUNCIONES DE
TRANSMITANCIASESPECIFICAS

INTRODUCCION

EL siguiente desarrollo se centra en determinar la forma funcional definida para los
diferentes modelos matematicos de difraccion generados en el capitulo III representados
por las ecuaciones (3.24) y (3.29), para lo cual se hace uso entre otras opciones, de manera
especifica de la funciéon cilindro y rectdngulo, asociada a la funcidon de transmitancia
to(xo, yo) que posee la abertura como objeto difractor, contenida en una lamina o pantalla

delgada de aluminio, acero o baquelita, entre otro tipo de materiales, es decir, su espesor
puede tener los valores de .=0.5mm, 1.0mm y 2.0mm, y no ser casi cero, es decir no es muy
delgada, lo que permite tomar en cuenta el espesor /.. Asi, con el fin de propiciar una mejor
comprension de lo realizado, este capitulo se ha dividido en 15 secciones en las que se
tocan los temas siguientes. En la seccion IV.1 se determina el modelo matematico de
difraccion de transformada exacta de Fourier; mientras que el modelo de difraccion de
convolucion de transformadas de Fourier, en zona convergente de la lente transformadora,
se obtiene en la seccion IV.2. Un andlisis del espectro de difraccion propagado hasta la
zona divergente de la lente transformadora, es el tema de la seccion 1V.3. El analisis del
espectro de difraccion por dos aberturas con geometria cilindrica, de didmetros iguales,
cuando ellas estan fuera del origen en el plano objeto XjY), se da referencia en la seccion
IV.4. La seccion IV.5 trata sobre el espectro de difraccion producido por una abertura
cilindrica desplazada del origen de coordenadas; en tanto que en la seccion IV.6 el analisis
se realiza para una abertura cilindrica colocada en el origen de coordenadas. En la seccion
IV.7 se proporciona aspectos importantes del espectro de difraccion de convolucioén de
transformadas de Fourier en la zona convergente de la lente transformadora. Por lo que se
refiere a la seccion IV.8, aqui se realiza el andlisis del espectro de difraccion de
convolucioén de transformadas de Fourier, de una sola abertura cilindrica desplazada del
origen. Mientras que en la seccion IV.9 el andlisis de convolucién de transformadas de
Fourier, se produce para una sola abertura situada en el origen de coordenadas. Respecto al
espectro de convolucion de de dos aberturas cilindricas con didmetros iguales, en la zona
divergente de la lente transformadora, se da referencia en la seccion 1V.10. Por lo que
respecta a la seccion IV.11, se dedica a analizar el espectro de convolucién de una fractura
cilindrica desplazada del origen de coordenadas y en la seccion V.12, se determina el
espectro de convolucion de una abertura cilindrica situada en el origen del sistema de
coordenadas. Por lo que respecta a la seccion [V.13, en ella se da referencia del espectro de
transformada exacta de Fourier de dos fracturas cilindricas desplazadas fuera del origen con
diametros desiguales; también se analiza el caso en que los didmetros sean iguales, y es el
tema de la seccion IV.14. Mientras que la seccion IV.15, es andlisis es dedicado al espectro
de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, en la region convergente de la
lente transformadora, producido por las aberturas cilindricas de diametros desiguales.
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IV.1 ESPECTRO DE DIFRACCION DE TRANSFORMADA EXACTA DE
FOURIER, PRODUCIDO POR UNA ABERTURA RECTANGULAR

Para obtener la forma funcional definida de los diferentes modelos de difraccion; entre
otras opciones, se considera como objeto difractor una abertura delgada de geometria
rectangular, que se denominara también como rendija, misma que se muestra en la figura
4.1a de base [, altura /,, de pequefio espesor /., de tal manera que sea tomado en cuenta.
La abertura referida puede ser producida en ldmina por ejemplo de aluminio, del grupo
1100, pudiendo ser otro tipo de material, que es implementada en plano objeto XYy (4) del
arreglo optico bosquejado en la figura 3.1. Una funcidon rectdngulo representada por la

X0 Mo
a

(Goodman, 2005; Bracewel, 2002; Yu, 1983; Gaskill, 1978), la definieron en la forma
siguiente,

funcién rect( j de espesor /[, como las representadas por las figuras 4.b y ¢

[ st
rect )T 12, si X =a/2,....[y)| =b/2
¢ 0, en otro lado.

(4.1)

A
Rendija Rendija

%

—q—
()

Figura 4.1. (a) Abertura rectangular en lamina de aluminio; (b) esquematizada
en forma tridimensional y (c) en forma frontal
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En base a lo antes documentado y para los fines de este trabajo de Tesis, recordando que
espesor puede ser considerado, ya que la abertura es delgada; entonces, la funcion de
transmitancia #y(xy,)y) asociada a abertura rectangular de la figura 4.1a, es escrita en la

IR O O R

En la ecuacion (4.2), [, es el ancho de la funcion rectangulo rect(xy/l,) definida en el eje Xp;
cuya altura es /,. En tanto que, en el segundo factor /, es la altura de la funcion rectangulo
rect(yy/l,) de ancho [, definida en el eje Yy. Por lo tanto, la transformada de Fourier de la
ecuacion (4.2), y de acuerdo al teorema de escalamiento (A-8) es.

3{ t,(xpo0) Y= L|L L sine(l )|, sine(l v)]. (4.3)

Las expresiones sinc(lu)y sinc(l,v) en la ecuacion (4.3) son conocidas como la funciones
sinc o seno cociente (Goodman, 2005; Gaskill, 1978). Esta misma ecuacion conjuntamente
con la ecuacion (3.29) permiten escribir el espectro de transformada exacta de Fourier, en
la forma siguiente,

E eik[ZfLD+”L1AL1 +nL2AL2]
Ez (M,V)Z ° lz °
Ao

{z ! ( %jsm (i, u)}{l ! ( %)sm o, v)} 9

Luego, de acuerdo a la ecuacion (4.4) el espectro de difraccion de transformada exacta de
Fourier, producido por una abertura rectangular no desplazada del origen de coordenadas
del plano objeto X;Yy, se ha propagado una distancia 2f;p+n;;A;;+n24;1> desde el plano
referido, hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el que se distribuye, situado a la
distancia z que es igual a la distancia focal posterior de la lente doblete cementada o
transformadora, es decir z=f;p; también conocido como plano de la transformada de Fourier
o de Frunhofer; ademas contintia siendo un campo eléctrico en el espacio de Fourier. De
forma particular, el espectro de difraccion de frecuencias espaciales o patrén de difraccion
de Fraunhofer, que se distribuye hacia cada eje coordenado de frecuencias espaciales u y v,
esta desfasado en m/4 radianes; y como un todo el espectro se desfasa en m/2 radianes. Por
lo tanto, la distribucion de intensidad es

E.(u,v)= LE ol J (.2, P sine?(a)](r.0, F sine(t,v)) @5)

Hip
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V.2 ESPECTRO DE CONVOLUCION DE UNA ABERTURA RECTANGULAR,
EN ZONA CONVERGENTE DE LA LENTE TRANSFORMADORA

Para determinar el modelo matematico del espectro de difraccion de transformadas de
Fourier producido por la abertura rectangular antes definida, en la zona convergente de la
lente transformadora, también conocida como regioén de Fresnel, situada a la distancia z de
la lente referida definida dentro del intervalo 0<z<f;p, ver el arreglo optico de la figura
3.1. Para esto, se hace uso de la ecuacion (3.24) determinada en el capitulo anterior;
obteniendo primero la transformada de Fourier de la exponencial en la ecuacion referida,
recurriendo al siguiente resultado integral (Spiegel, 1980),

o0 7/2

e v~
J.e CPAx = | et 4.6)
o a : :

Haciendo que « = —[}(L;Z] y V= 127X, en base a la ecuacion (4.6) se obtiene
LD
ik 2 iﬂﬂfz 2
) 2 _ LD
R eszD (xo{ fLDJ _ ﬂ’fLD e (fLD_Z)(u
- : N %)
- l(fLD o Z)

Ahora, en el caso de que @ = - | /277
’ qu A s

] y V= 127y, , nuevamente de la ecuacion (4.6)

se determina

imAf i

ik 2 z 2
S esz(yo {1_J[LDJ — /IszD e_(fLD_Z)(V )
_i(fLD _Z) - (48

Relacionando las ecuaciones (4.7) y (4.8) con la ecuacion (3.24), se obtiene

Gz (M,V) — [Eoeik[fw tztngAp +nL2AL2]:|.

_ lﬂ/lfLD uz
° f f [Zl s1nclu ]®fe i~z )}o (4.9)

_ ”T/VLD

° 1 [ll smc(l V)]®fe e (vz)]‘

\f (fLD _Z)
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De la ecuacién (4.9) el espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier
G.(u,v) de acuerdo al cociente, se ha propagado una distancia f,, +z+n,A,, +n,,A,,
desde el plano objeto X;Yy, hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el que se
distribuye, situado en la zona convergente o de Fresnel de la lente doblete acromatica
cementada o transformadora, dentro del intervalo 0<z<f;p; de forma aun no definitiva, se
establece que no estd desfasado y continua siendo un campo eléctrico. Ademas, queda
definido en términos de cada espectro de convolucion de transformadas de Fourier, que a su
vez se distribuyen hacia cada eje coordenado u y v, en el plano de frecuencias referido;

cada uno de ellos estd escalado por el factor @. Como se ve nuevamente en la
—Zz
LD

ecuacion (4.9), cada termino de Fourier de la funcion de transmitancia, aporta un

i
que la transformada de Fourier de cada término exponencial aporta un desfasamiento
equivalente a un adelanto en las ondas propagadas desde el objeto difractor, en la cantidad

: T : . .
desfasamiento en forma de retraso de . radianes definidos por el factor ; mientras

de " radianes definida a través del término /i ; de manera que no hay desfasamiento total

en cada espectro de convolucion de la ecuacion (4.9), es decir, las ondas difractadas por el
objeto y propagadas hasta la zona convergente de la lente transformadora estan en fase.
Esta condicion permite establecer que: el espectro de difraccion de convolucion G, (u,v)
definido por la ecuacion (4.9), permanece con orientacion derecha o hacia el eje +u y +v
de frecuencias espaciales paraxiales, durante su distribucion en el plano uv antes referido.

A continuacién, se determina la convolucion del primer factor de la ecuacion (4.9), para
esto, se hace uso del teorema de convolucion (A-10) y de la propiedad conmutativa de la
convolucion (A-11) (Gaskill, 1978), pudiendo escribir

. -2 . 2
_ iT2fip u? _ iTMip (p2

e o) @sinc(lu)=[" e Vo) Tsinc(l (u- B)Mp . (4.10)

—00

La integracion por partes establece que
[ gah = gh—{hdg . 4.11)

Haciendo que

g =sinc(l (u-p))= Sen;( 7?; (_u;)ﬂ)) , (4.12)

entonces,

de=dlsincli - pll-d O]
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Mientras que

_ lﬂ-/lszD ﬂZ

h=["e Uw?" ap= 2I cos (}Zf éDZ) (,Bz)jdﬂ -

_ 21: sen (}Z’fépz) (,82 )jdﬂ (4.14)

Spiegel, (1980) propuso los siguientes resultados integrales

Icos(x)dx = d ,para 0<p<l1 (4.15)
x? pr ’ ‘
0 2F(p)cos()
2
 sen(x) V3
J dx = ,para 0<p<l1 (4.16)
x? pr

0 2F(p)sen(2j

En las ecuaciones (4.15) y (4.16) la expresion F(p) es la funcion Gamma de p. Ahora,
2
haciendo en la integral de la ecuacion (4.15) que tz(ﬂ;tfw)(ﬂz), esto implica que
 ~Z
dp = (fw_zz) itl ; ademas, en el caso en que [ — wo,implica que t— ©, de
ﬂﬂ’fLD 2t5

manera similar f — 0,implica que t— 0. Por lo tanto la ecuacion referida es escrita
como:

(fLD_Z) wcos(t) _ (fLD_Z) r 1
{ ”ﬂ“fL2D I 1 = ﬂﬂfiD 21—(1)(:08(7[) ’ 0= 2 <L (4.17)
2 4

sz

Mientras que, la integral de la ecuacion (4.16), puede ser escrita bajo las condiciones
anteriores en la forma siguiente

(fLD_Z) OOSen(t) _ 4 (fLD_Z) l
( 7[/1sz£> '([ t% = 2r(leen(”j ”/1sz/3 ’ OS2<1. (4.18)
2
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Como F(;j:\/;, ademds de que cos(ijsen(ijf (Spiegel, 1980), las

ecuaciones (4.17) y (4.18), se reducen a las siguientes expresiones

fip—2) |fcoslt A2 Jin—z Jip—z
( it ]j : )dt:( 2 J[ i J:@( 32 ) a1

Jin—2z wsen(f) _ 2 Jip—2)|_ (ﬂ'j M
ot 3] o 7)o

ol )0

Con el resultado de la ecuacion (4.22), la ecuacion (4.21) queda reducida a la expresion

_indfp

= o) o 2 [ (fip—2)
— (fLD Z) — LD
1= dﬂ_ﬁ[ y; J

(4.23)
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Luego, la integral (4.11) puede ser escrita de acuerdo con las ecuaciones (4.10), (4.13) y
(4.23) como

[ j ( ( f% Z)J{Sen;fé(_uﬂ—)ﬁ))i .

2 U2 ! (u—ﬁ)COS(ﬂlx(u—ﬂ))(—ﬂlxdﬁ)]
Jilyoary A, (u—pBY w2
2 w2 ! Sen(ﬂlx(u—ﬂ))(—ﬂlxdﬂ)j'
S\ A ) (u=p)

El primer término del miembro derecho de la ecuacion (4.24) es cero, ya que
lim Sen(jdx (u B ﬁ))
el (u-p)

(5] 527
j 1 (COS(ﬂlx(u—ﬂ))(—ﬂlxdﬂ)jJr

=0 (Spiegel, 1980), quedando solo

0 7, (u _IB) (4.25)
2 (fLD_Z) (1 Sen(ﬂix(u_ﬂ))(_dﬁ)
+2 | ) .
\ﬁ A LD (u - p )
Realizando la primera integral de la ecuacion (4.25) por partes usando la representacion,
[ edn = nkc — [ ek (4.26)
Haciendo que
1 1
k= m , entonces dk = |:(u B ,3)2 :|dﬁ . (4.27)

En tanto que

= Jdn Jcos 7rl ﬂ))(— ﬂlxdﬂ): sen(ﬂlx (u —,6’)) . (4.28)
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Luego, la integral (4.26), de acuerdo a las ecuaciones (4.27) y (4.28) es

senlt )] _fsent fu=),
e i

B sen(ﬂlxu) B K Sen(ﬂ'lx (M - ﬂ)) :
(u) ‘([ (u—pB) i -

Sustituyendo la ecuacion (4.29) en la ecuacion (4.24) se obtiene

[ gan = 2)( (i —Z)Jsen(ﬂixu)

SN AL ) A
2 (U —2) |psenld (u-p))
(%j M )j  (u—p) @

(M

(4.30)

La ecuacion ( 4.30) se reduce a la expresion

S (e o L

Finalmente, la ecuacion de convolucion (4.10) puede ser escrita de acuerdo a la ecuacion
(4.30) en la forma

a2
_l”ﬁfw w2

e (fip—2) ®sin C(qu): (\25]( (f;D Z—Z)jsin c(lxu). (4.32)

LD

A través de un analisis similar al anterior, se determina la convolucion del segundo factor
de la ecuacion (4.10), resultando,

_imdfp (Vz) ~
e V=) " ®sinc(lv)= ( 2. j Jip 5 ) lsin c(lv).
\ﬁ ﬂ“fLD (4.33)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.32) y (4.33) en la ecuacién (4.9) se obtiene

ik[fLD +z4npAp +nL2ALZ]]f
) [EOe LD

C:luv)= (fip—2) )
) _21 L fLD ) sinc(l u
( [ (¢, )]} (4.34)

| 2 Vel )]

zLd

La ecuacion (4.34) establece que, el espectro de difraccion de convolucién de
transformadas de Fourier G.(u,v) se ha propagado la distancia fip+z+np; A7+ noAr, desde
el plano objeto X;Y, hasta el plano de frecuencias espaciales uv situado en el intervalo
0<z<frp de la zona convergente de la lente doblete acromatica cementada o
transformadora, también conocida como regién de Fresnel. En la ecuacion referida se
observa que, el espectro que se distribuye hacia cada uno de los ejes de frecuencia espacial
u'y v posee su propio desfasamiento en m/4 radianes informacion que se obtiene del factor
IAi. Por lo tanto, la ecuacion (4.34) queda reducida a la expresion

G (I/l V): [E eik[fLD+Z+nL1AL1+nL2AL2]:|.
z b 0

_ | _ l _

ol | — (2] |—=—|sincll u

] \/; ] yox ifLD_ (x )

_ | _ l _

ol | —— |21/ = Isincll/ v])|. (4.35)
\/; ] x"y ﬂ'fLD_ (y )

Como se documento en el parrafo anterior, el espectro de difraccion G.(u,v) propagado la
distancia fiptz+npA;;+ npodr, desde el plano objeto XpY, hasta el plano de frecuencias
espaciales uv situado en el intervalo 0<z<f;p de la zona convergente de la lente
transformadora, también conocida como region de Fresnel. Recibe un desfasamiento de
/4 por cada espectro de convolucion que se distribuye hacia cada eje frecuencias

L
Zm

espaciales u y v de acuerdo a la ecuacion (4.35). Ademas, cada factor como 2/ /,

L
20,

difraccion G.(u,v) esta desfasado en /2 radianes y su fase total estd distribuida en el plano
de frecuencias espaciales uv.

y
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V.3 ESPECTRO DE DIFRACCION EN ZONA DIVERGENTE DE LA LENTE
TRANSFORMADORA, DE UNA ABERTURA RECTANGULAR

Puesto que la zona divergente de la lente doblete acromatica cementada o transformadora,
conocida también como region de Fresnel, existe para la distancia z definida dentro del
intervalo f;p<z<oo, medida desde la lente referida al plano de frecuencias uv, en el que se
distribuye el espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier. Entonces,
el modelo matematico que define el espectro de difraccion, producido por la abertura
rectangular con las caracteristicas ya establecidas en la seccion IV.1; se realiza el analisis
siguiente:

Tomando en cuenta que la distancia z de la lente transformadora al plano uv, en el que se
distribuye el espectro de convolucidon, cumple la condicion de estar definida en el intervalo
f1p<z<oo; asi como la propiedad conmutativa de la convolucioén (A-11), la ecuacion (4.9)
puede ser escrita en la forma

Q — ’k[/LD+Z+”L|AL1+”L2AL2]].
l”/‘ifLD u
. 2=fin) sinc(lu)||e (4.36)
Lo e el
I”Afw vZ
. fLD \1[ =fw) \f[smc(l v)]

La ecuacion (4.36) establece que, en la zona divergente de la lente doblete acromatica
cementada o transformadora, también conocida como region de Fresnel, situada a la
distancia z de la lente referida al plano de frecuencias uv, dentro del intervalo f;p<z<oo. El
espectro de difraccion Q. (u,v) se ha propagado la distancia Lfip+z4n,8 4n,00,,), €Sta
formado por cada uno de los espectros de convolucion de transformadas de Fourier, que se
distribuyen hacia cada eje de frecuencias espaciales u y v; en este caso se observa que cada

espectro de convolucion estan escalados por los factores /[, Lt y LI, S
z=fip z= fip

respectivamente; puesto transformada de Fourier que interviene en cada factor de
convolucion, aporta el mismo desfasamiento de m/4 radianes, esto implica que el
desfasamiento total de cada espectro de convolucion en la zona divergente de la lente
transformadora de acuerdo con la ecuacién (4.36), sera de m/2 radianes. De manera que el
desfasamiento total del espectro de difraccion Qz(u,v) definido por la ecuacion referida,
posee un desfasamiento no definitivo de m radianes. Esto permite asegurar que la
orientacion del espectro de difraccion, es izquierda o invertida, es decir el espectro ahora
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esta orientado hacia el eje de frecuencias —u y —v; informacion que se obtiene del factor e”
como se establece simplificando la ecuacion (4.36) obteniendo la siguiente expresion

— k[ fip +Z+nLlALl+nL2AL2]ki”
0.(u.v)=|Ee .

iﬂﬂszD u?
LI, (le_f}[;))e(z_h")( )®[Sinc(lxu)] ) (4.37)

i”/lszD V2
M /(Zfz_f}l)eu—fm( ' fsincliv]|

La condiciéon impuesta para z definida en el intervalo f;p<z<oo; implica que ahora se
pueden determinar las operaciones de convolucion en la ecuacion (4.37), para esto, basta
con simplificar las ecuaciones (4.32) y (4.33), obteniéndose las expresiones siguientes,

infip (.2 —
e )" ®sin c(lxu) = (2% z/lsz‘w sin C(qu)’ (4.38)
LD
iy (2 -
) " ®sin c(lxv) = (2ﬁ (ffzz) sinc (va)' (4.39)
LD

Sustituyendo ahora, las ecuaciones (4.38) y (4.39) en la ecuacion (4.36) el espectro de
difraccion de convoluciéon de transformadas en el intervalo f,, <z<o o en la zona
divergente de la lente transformadora es,

QZ (M,V) — (_ 1)[Eoeik[fw znp A tng,Ag, ]].

211, ;gl; (1 )sin c(lxu)} . (4.40)

LD

211, \/Z(xﬁlsinc(lyv)]}

La forma funcional de la ecuacion (4.40) contiene informacién del espectro de difraccion
en general y particular. De forma general, es un campo eléctrico en el espacio de Fourier, se
ha propagado desde el plano objeto XY, hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el
que se distribuye, una distancia fip+z+n;;A.,+ niodrs; su extension hacia cada eje de
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frecuencias espaciales depende de los factores 2/ /, b y 201, b respectivamente.
ﬂ’f LD //i’f}‘D

De manera particular, cada espectro de difraccion de convolucidén de transformadas de
Fourier, aporta de manera definitiva un desfasamiento en m/4 radianes, cuando se
distribuyen hacia cada uno de los ejes de frecuencias espaciales u# y v; mientras en forma
total el espectro de difraccion Q. (u,v) estd desfasado en m/2 radianes:

IV.3.1 CONCLUSIONESA LASSECCIONESIV.1,2Y 3

Como conclusion a esta seccidon se puede establecer lo siguiente: se realizd lo mas
rigurosamente posible, el tratamiento matematico para establecer de manera definida la
convolucion de la transformada de Fourier de la funcion rectdngulo con la transformada de
Fourier de la funcién exponencial, lo que da la pauta para el caso de otro tipo de funciones
involucradas. Un aspecto importante que resulta del tratamiento hasta aqui realizado, es la
forma de apreciar el desfasamiento del espectro de difraccion como un todo. Como se
puede apreciar en las ecuaciones (4.4), (4.9) y (4.37) que dan referencia del espectro de
transformada exacta, y de convolucion de transformadas de Fourier, en la zona convergente
y divergente de la lente transformadora.
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V.4 ESPECTRO DE DIFRACCION DE TRANSFORMADA EXACTA, CON
ABERTURAS CCILINDRICASDEL MISMO DIAMETRO

Ahora, como segundo problema de funciones especificas, se tratard el caso de usar como
objetos difractores, dos aberturas circulares poseen el mismo didmetro en magnitud, cuyo
valor es d;=d,= 0.25mm como las mostradas en la figura 4.2a. En este caso, las aberturas
estan fabricadas en ldmina de baquelita delgada, es decir de espesor I.=2.0mm, pero pueden
ser producidas en ldminas de otro tipo de material. Las aberturas circulares son
implementadas en el arreglo dptico coherente ilustrado en la figura 3.1 del capitulo anterior.
Gaskill, (1978) propuso que para cada abertura de la geometria referida, se les puede

. . . .y o . r
asociar a su transmitancia #y(xy,yg) la funcion cilindro definida como to(xo, yo): cyl(;j

cuya grafica se ilustra en la figura 4.2b, donde 7, =-/x; + y; en coordenadas polares, d es

el diametro de la abertura referida; la transmitancia es definida en la forma siguiente,

(4.41)

b d, =0.25mm O X

espesor

d,=025mm tt 'L, = 2.0mm

(2) (b)

Figura 4.2. a) Aberturas circulares en lamina de baquelita y b) representacion grafica

47



Tomando en cuenta lo estipulado en el parrafo anterior, el siguiente desarrollo se realizara
considerando que la circunferencia de cada abertura circular de la figura 4.2a, como se
establecid antes, poseen radios iguales, implica que sus diametros d; y d> sean de igual
magnitud; es decir d;=d>, ademas estan desplazadas del origen del sistema de coordenadas
en el plano objeto XY, como se ilustra en la figura 4.3, recordando que estan construidas en
lamina de baquelita de espesor casi cero, es decir .=0. Nuevamente, para este trabajo de
Tesis, y en base a la ecuacion (4.41) la funcion de transmitancia de ambas aberturas, queda
definida como

_ o=k | nEh
to(xo,yo)—cwc( s j+czrc£ ¢ j (4.42)

Haciendo uso del teorema de linealidad (A-5), el de escalamiento y desplazamiento (A-8),
se tiene que la transformada de Fourier de la ecuacion (4.42) es

—i2 7 C'Jl (272'00))

S{to(xm)%)}:[ € o

(4.43)

o2 cJ, (27zca)) ]
0,

Figura 4.3. Aberturas cilindricas desplazadas del origen
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De acuerdo a la ecuacion (3.30) el espectro de difraccion de transformada exacta de
Fourier, de dos fracturas cilindricas, se determina sustituyendo en ésta la ecuacion (4.43) y
tomando en cuenta la condicion de igualdad de diametros, se obtiene

E eik [2fip+npiA L +n,00 5]
0

Ez (Z/l, V) = . ¢
iMip
y , T o)) - (4.44)
'lzd12 [e 2 i2u 1( | )
0
La identidad trigonométrica establece que 2cos(27u)=e”™" +e>™", entonces la

ecuacion (4.44) queda reducida a la expresion

E eik[szD+nLlALl+nL2AL2]
0
iAf1p

: (4.45)
ol d’ [2 cos(27d1u)[‘]1(27m’1a)))]

E. (u,v) =

()

En tanto que la intensidad es,

2\? 2
fz(u,V)=(Ezjfdl j (Jl (226110))] 4cos* )] (446
LD

De la ecuacion (4.46) se establece que, en el plano de Fraunhofer o de la transformada
exacta, el espectro de difraccion debido al par de aberturas cilindricas, es un conjunto de
anillos concéntricos de maxima y minima intensidad producidos por la funciéon Bessinc
cuadrada, modulando a un patréon de franjas de interferencia de Young, también de méxima
y minima intensidad, definidas por la funcion del tercer factor de la ecuacion referida. Pero
a falta de un criterio matematico, también se puede establecer que la funcion Bessinc
cuadrada es modulada por las franjas de Young definidas por el coseno cuadrado.
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V.5 ESPECTRO DE DIFRACCION DE TRANSFORMADA EXACTA, DE UNA
ABERTURA CILINDRICA DESPLAZADA DEL ORIGEN DE COORDENADAS

Para el caso de que solo se tenga una fractura cilindrica de altura o espesor /. con aberturas
circulares en los extremos de diametros d;, y desplazada fuera del origen de coordenadas en
el plano XYy, en el arreglo 6ptico de la figura 3.1; digamos hacia la derecha como se ilustra
en la figura 4.4. Al aplicar esta condicion a la ecuacion (4.44) el espectro de transformada
exacta queda definido de acuerdo a la siguiente ecuacion,

lz d12
v

[ffef2222)

De la ecuacion (4.47) se establece que el espectro de difraccion de transformada exacta,
producido por una abertura cilindrica, se ha propagado la distancia 2f,, +n, A, +n,,A,,

desde el plano objeto X;Y), hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el que se
distribuye, situado a la distancia z=f;p de la lente transformadora, estd escalado por el
L.d} . . : e
factor { = } ademas esta desfasado en /2 radianes y su fase esta distribuida en el plano
LD

EZ (M,V): I:Eoeik[szD+nL1ALl+nL2AL2] °

de frecuencias referido. La caracteristica importante es que el espectro de difraccion de
transformada exacta E_ (u, v) definida por la ecuacion (4.47), es una funcion compleja.

Figura 4.4. Abertura cilindrica fuera del origen
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En este caso, la amplitud del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de
Fourier, definida por la ecuacion (4.47) también puede ser escrita como una funcion
compleja, en la forma siguiente

T 2
E (u.v) = [E e rwmsumnn] ], 2| LA
z( ) [ 0 k ZfLD

o (‘11(27[0’1(0))[003(2721@) — isen(27zllu)1
@

(4.48)

Para obtener informacion fisica real, se toma la parte imaginaria de la ecuacion (4,48), ya
que la parte real de la misma es cero (Hecht y Zajac, 1998), obteniéndose

lz d12
Mip

49)
o sen(”j{‘]l(zmllw))[senﬂﬂllu)]. o
2 @

La intensidad del espectro de difraccion, se obtiene involucrando la ecuacion (4.49), esto es

Im(Ez (u,v)) = Eosen[k(2fLD +n, AL +n,A )]

E‘Olzdl2 i 2
Iz(u’v): A sen [k(sz +n, AL +nAL )]'
LD

. (Jl(z’fdlw)jz [sen (27u)]

(4.50)
w

Es decir, el espectro de difraccion en el plano de Fraunhofer o de la transformada exacta de
Fourier, para una abertura cilindrica desplazada del origen, estd compuesto por anillos
concéntricos de maxima y minima intensidad definidos por la funcién Bessinc cuadrada, tal
funcion modula a una funcién seno cuadrado. Nuevamente a falta de un criterio
matematico, también se puede establecer que la funcion seno cuadrada, modula a la funcion
Bessinc cuadrada; para tener mejor certeza de cudl criterio usar, se debe hacer una
verificacion de tipo experimental o de simulacion en computadora.
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V.6 ESPECTRO DE DIFRACCION DE TRANSFORMADA EXACTA, DE UNA
ABERTURA CILINDRICA SITUADA EN EL ORIGEN DE COORDENADAS

En el caso en que la abertura cilindrica se implementa en el origen de coordenadas del
plano objeto X;Y,, del arreglo Optico bosquejado en la figura 3.1, esto implica que el
desplazamiento es /;=0, como se ilustra la figura 4.5; ademas de que posee un o espesor . y
un diametro d; en las circunferencias de sus aberturas circulares de sus extremos;

Figura 4.5. Abertura cilindrica en el origen O

Bajo las condiciones establecidas en el parrafo anterior, se tiene que la ecuacion (4.46)
queda reducida a la expresion,

Zz d12
Mo

. [1}("1(2’“116'))) (4.51)

Se observa que el espectro de difraccion E_(u,v) de transformada exacta de Fourier

definido por la ecuacion (4.51) y producido por una sola abertura cilindrica, se ha

propagado la distancia 2f,, +n,A,, +n,,A,, desde el plano objeto X;Yy, hasta el plano de

frecuencias espaciales uv en el que se distribuye, esta desfasado en n/2 radianes, ademas de
2

que el factor {21} escala a la funcion Bessinc. Asi, la intensidad del espectro referido es,
LD

Ez (M,V): [Eoeik[zfiD*‘”LlALl+”L2AL2] Py

22 2
Iz(u,v)=£EOlZa’1 ) (Jl(zﬂdlw)j . (4.52)

Mip @
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De acuerdo a la ecuacion (4.52), bajo la condicion de que la abertura cilindrica esta situada
en el origen del plano XY, la intensidad del espectro de difraccion de transformada exacta,
queda definida por anillos concéntricos de maxima y minima intensidad, descritos por la
funciéon Bessinc cuadrada. La extension del espectro de difraccion, es directamente

) 2\ : . s
proporcional al factor (Eolzd 1 ) en el que interviene el espesor de la abertura cilindrica
estudiada, asi como el didmetro de sus partes circulares: a la vez, es inversamente

2
proporcional de acuerdo al factor (Zf D ) del denominador en la ecuacion referida.

IV.6.1 CONCLUSIONESA LASSECCIONESIV.4,5y 6

El analisis documentado a través de estas secciones, ha permitido obtener informacion
sobre el problema de modulaciéon de funciones, ya que por no existir un criterio
matematico, a priori no se puede establecer qué funcion modula a qué funcidén, como
ejemplo se tiene la ecuacion (4.50). Se recuerda que este problema de modulacion de
funciones afecta la geometria de las franjas de interferencia que definen el espectro de
difraccion, de aqui su importancia para definirla pronto. Se observa que este problema de
modulacion, desaparece si se trata con una sola abertura cilindrica pero no desplazada del
origen.
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V.7 ESPECTRO DE CONVOLUCION EN ZONA CONVERGENTE DE LA
LENTE TRANSFORMADORA, DE DOS ABERTURAS CILINDRICAS
DESPLAZADASDEL ORIGEN DE COORDENADAS

Ahora, se determinara el modelo matematico de difraccion de convolucion de
transformadas de Fourier, producido por dos aberturas cilindricas que poseen las
propiedades descritas en la seccion IV.4 y que se bosquejan en la figura 4.3. se debe
recordar que el par de aberturas cilindricas estdn implementadas en el arreglo dptico
coherente bosquejado en la figura 3.1. Para esto, se hard uso de ecuacion (4.9) en la que se
sustituye la ecuacion (3.44); ademas de considerar el caso en que la distancia z de la lente
doblete acromatica cementada o transformadora, estd definida en el intervalo 0<z<f;p; es
decir en la zona convergente de la lente referida, también conocida como region de Fresnel.
Aplicando nuevamente la propiedad conmutativa de la convoluciéon A-10 (Gaskil, 1978);
se obtiene,
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Considerando las definiciones siguientes: (co =-Ju® +v° ), ademas de que (a)2 =u’ +v’ ) y
u=wmcosp (Bracewel, 2002; Gaskil, 1978; Papoulis, 1968) se escribe la ecuacion (4.53)
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Del teorema de convolucion (A-6), (Gaskil, 1978) se tiene
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Realizando la primera integral por partes, haciendo uso de la ecuacion (4.11) vy
considerando que,
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mientras que, si se usa resultado integral de la ecuacion (4.6) (Spiegel, 1980), es decir,
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ecuacion (4.55) se obtiene
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Luego, la primera integral de la ecuacion (4.55) es
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Papoulis, (1968) establecié que la funcidén real de Bessel de n-ésimo orden, se puede
determinar a través de la ecuacion siguiente:

v

J, (x)z 1 Icos(n@—xsen@)d@ , (4.59)
2r

Considerando que B =x, n=1 en la ecuacion (4.59), y si ademas se divide entre [
ambos miembro de ella, se obtiene,
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Tomando el limite de la ecuacion (4.60) cuando ff — o, es decir,
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Lo
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Aplicando el resultado de la ecuacion (4.62) a la ecuacidén (4.58), ademds de usar la
ecuacion de recurrencia J,(-x)= (-1)"J,(x) (Papoulis, 1968), e integrar, se determina que
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Al aplicar nuevamente el resultado de la ecuacion (4.62) y la ecuacidon de recurrencia J,(-
x)= (-1)"J,(x) ala ecuacion (4.63), ésta se reduce a la expresion siguiente,
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Mediante un proceso similar al antes desarrollado, se obtiene la segunda integral de la
ecuacion (4.55), resultando,
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Sustituyendo las ecuaciones (4.64) y (4.65) en la ecuacion (4.55) el espectro de difraccion
de convolucion de transformadas de Fourier para un par de aberturas cilindricas con
didmetros de igual magnitud en las circunferencias de sus partes extremas, ademds de
considerar que (u/w)*=cos’@, se obtiene
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Como se ve en la ecuacion (4.66) el espectro de difraccion estd desfasado en n/4 radianes;
pero de acuerdo a la identidad trigonométrica ya especificada en la seccion 1V.4, tal
ecuacion puede ser escrita en la forma
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La funcion definida por la ecuacion (4.67) es compleja y puede ser escrita como
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Tomando la parte real de la ecuacidon (4.68) para obtener informacion fisica palpable, se

tiene
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En tanto que la intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.69), es
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Asi, la intensidad del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier
definida por la ecuacion (4.70), se ha propagado la distancia f,,+z+n, A, +n,,A,,

desde el plano objeto XyYy hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el que se
distribuye, mismo que se encuentra situado a la distancia z de la lente transformadora
definida dentro del intervalo de convergencia 0<z<f;p, que a su vez, define la zona de
convergencia de la lente referida, también conocida como region de Fresnel. El espectro en
intensidad, estd desfasado en w/4 radianes; es un conjunto de anillos concéntricos de
maxima y minima intensidad, definidos por la funciéon Bessinc cuadrada, que modula
franjas de interferencia de Young definidas por la funciéon cos’(22u). Mas existe la

posibilidad de que la funcién Bessinc cuadrada, module también a la  funcion
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interferencia de méxima y minima intensidad. Pero a falta de un criterio matematico se
visualiza otras posibles formas de modulacion, por ejemplo que, esta ultima funcion
module tanto a la funcidén Bessinc cuadrada como a las franjas de Young. Este problema de
modulacion tal vez se puede resolver a través de una etapa experimental, o mediante un
proceso de simulacidon con computadora, y establecer qué aseveracion es correcta.
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También se puede trabajar con la parte imaginaria de la ecuacion (4.68), quedando definida
en la forma siguiente

Im[Gz (u, V)] = Sen(k[fLD tz4+n A +n,AL ])
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Mientras que la distribucion de intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.71) se determina a
través de la ecuacion siguiente
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El comentario respecto a la ecuacion (4.72), es que, la distribucion de amplitud compleja
del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, se ha propagado la
distancia f,,+z+n,A,, +n,,A,,, estd desfasado en /4 radianes, es un conjunto de
anillos concéntricos de méxima y de minima intensidad, definidos por la funcion Bessinc
cuadrada, que modula a la funcién cos’ (272i,u) que representa franjas de interferencia de
Young. Como en el caso anterior, a falta de un criterio desde el punto de vista matematico,
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existe la posibilidad de que la funcion Bessinc cuadrada, también module a funcién a la
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funcién sen , cuyo argumento representa curvas de interferencia de

maxima y de minima intensidad. Entre otras posibilidades, también se puede afirmar lo
siguiente: que la ultima funcion referida, module tanto a la Bessinc cuadrada, asi como a
las franjas de interferencia de Young. Nuevamente se sugiere hacer una verificacion de tipo
experimental, o bien por simulacién en computadora, para obtener una respuesta apropiada
del problema de modulacion.
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V.8 ESPECTRO DE CONVOLUCION EN ZONA CONVERGENTE DE LA
LENTE TRANSFORMADORA, DE UNA ABERTURA CILINDRICA
DESPLAZADA DEL ORIGEN DE COORDENADAS

Se analiza el caso, en el que objeto difractor implementado el plano objeto XY, del arreglo
optico coherente bosquejado en la figura 3.1, es una sola abertura cilindrica, que en este
caso esta desplazada del origen en el plano de coordenadas referido, en la cantidad /; y
hacia la derecha, como se ilustra en la figura 4.4. Bajo esta condicion la distribucion de
amplitud compleja del espectro de difraccion, se obtiene haciendo uso de la ecuacion (4.66)
escrita como
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Otra posible representacion de la ecuacion (4.73) es,
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Tanto la ecuacion (4.73) como la (4.74) son funciones complejas; y para obtener
informacion fisica veridica de ellas, se recurre se recurre a describir el espectro de
difraccion, tomando la parte real o imaginaria de ellas como se documenta a continuacion:
La parte real de la ecuacion (4.73) adquiere la forma matematica siguiente

2
RelG, (u,v)] == Eo

\ ﬂ“(fLD - Z)

2 _\u ’ 4.75

2 A Z)(wj J,(2md,0) “

ecos| — | cos 5 (cos(27,u ) =
4 Mip @

COS(k[fLD tz+n AL+ anALZ]).

62



La distribucion de intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.75) queda definida como
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Lo que se puede argumentar de la ecuacion (4.76) es que, el espectro de convoluciéon de
transformadas de Fourier, producido por una abertura cilindrica fuera del origen en el plano
objeto XYy, se ha propagado la distancia [f,, +z+n,,A,, +n,,A,,| hasta distribuirse en el
plano de frecuencias espaciales wuv, situado en la zona convergente de la lente
transformadora o region de Fresnel, a la distancia z de la lente definida dentro del intervalo
0<z<frp, ademas de continuar siendo un campo eléctrico, su fase estd distribuida en el
plano referido; ademas esta desfasado en m/4 radianes. Se tiene la posibilidad entre otras
aseveraciones, las siguientes: la primera es que, la funcién Bessinc cuadrada que representa
anillos concéntricos de méxima y de minima intensidad, module a las funciones cuadradas

77112 (fLD - Z{uj
2 w

cos Y y (cos2(27zllu)). La segunda posibilidad es que, la funcion
LD

coseno cuadrado definida entre corchetes, cuyo argumento representa franjas curvas de
interferencia de maxima y de minima intensidad, module tanto a la funcion (0052(27rllu))

como a la funcién Bessinc cuadrada. La tercera posibilidad, es que la funciéon coseno
cuadrada entre paréntesis curvos en la ecuacion referida, module tanto a la funcién coseno
cuadrado entre corchetes y a la funcion Bessinc cuadrada; todo esto sucede por causa de un
criterio matematico al respecto.

Nota: no se debe confundir que la funcion (cos2(27dlu)) en la ecuacion (4.76) representa
franjas de interferencia tipo Young, ya que tiene la misma estructura matematica que la
funcion obtenida en la ecuacion (4.70). Basta recordar que, la funcion (cos2(27rllu)) que se

obtiene en la ecuacion (4.70) es como consecuencia de una identidad trigonométrica la cual
se deriva en base a que se consider6 dos aberturas cilindricas como objetos difractores
desplazadas del origen. Mientras que la misma ecuacion definida en la ecuacion (4.76) se
obtiene disociando la funcidon exponencial en su parte real e imaginaria, usando en este caso
una abertura cilindrica como objeto difractor.
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Una manera de evitar el problema documentado en el parrafo anterior es mediante el
siguiente tratamiento: para esto, se toma la parte real de la ecuacion (4.74) es decir,
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Ahora, la distribucion de intensidad queda definida en términos de la ecuacion (4.77) es,
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La ecuacion (4.78) se puede interpretar en la forma siguiente: el espectro de difraccion de
convolucion de transformadas de Fourier, se ha propagado una distancia
fipt+z+n, A, +n,A,, desde el plano objeto X;Y, hasta el plano de frecuencias
espaciales uv en el que se distribuye situado dentro del intervalo 0<z<f;p, estd desfasado en

. . . v . .
n/4 radianes, es directamente proporcional al factor (4lza’12E0) en el que interviene el

espesor de la abertura y el didametro de ella, e inversamente proporcional al factor
A(f,, —z) contenido en el denominador de la ecuacion referida. Es un conjunto de anillos

concéntricos definidos por la funcion Bessinc cuadrada, modulando a las franjas de
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interferencia definidas por la funciéon cos

causa de no existir un criterio matematico, también es valida la siguiente interpretacion, las
franjas de interferencia definidas por esta ultima funcién, module a los anillos concéntricos
de méaxima y minima intensidad definidos por la Bessinc cuadrada.
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Ahora, obteniendo la parte imaginaria de la ecuacion (4.73), se puede obtener informacion
fisica real o palpable, esto es,
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Mientras que la intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.79) es,

u V /5 )2 Sen [fLD tz+n AL+ anALz])°

o sen

A (fr = )(Zj (son (27[1114){ WT (4.80)

ﬁ,fL b w

La informacion que se obtiene de la ecuacion (4.80) es que, el espectro de difraccion de
convolucion de transformadas de Fourier, se ha propagado una distancia
fipt+z+n, A, +n,A,, desde el plano objeto X;Y, hasta el plano de frecuencias

espaciales uv en el que se distribuye situado dentro del intervalo 0<z<f;p, esta desfasado en

n/4 radianes, es directamente proporcional al factor (lzdleO)Z en el que interviene el
espesor de la abertura y el didmetro de ella, e inversamente proporcional al factor
A(f,, —z) contenido en el denominador de la ecuacion referida. Es un conjunto de anillos
concéntricos definidos por la funcion Bessinc cuadrada, modulando a la funcidén
(sen2 (Zﬂilu)) y a las franjas de interferencia curvas, definidas por la funcién

7d12 (fLD - Z{uj
2 @

COS 2
Mip

. Nuevamente a falta de un criterio matematico, implica también la

siguiente interpretacion, las franjas de interferencia definidas por esta ultima funcion,
module a los anillos concéntricos de maxima y minima intensidad definidos por la Bessinc

cuadrada y a la funcion (senz(Zﬂllu)). Entre otras posibilidades, se puede interpretar en la

forma siguiente, esto es, que esta ultima funcion module tanto a la funcién Bessinc
cuadrada y coseno cuadrado.
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Tal parece que la funcion (sen2(27rllu)) representa franjas de interferencia de Young; pero

es importante recordar que en este caso se ha hecho el desarrollo considerando como objeto
difractor una abertura cilindrica desplazada del origen de coordenadas en el plano objeto
XoYo; pero hasta el momento se ha observado que el fendmeno de interferencia de Young,
se produce a partir de dos aberturas, sin importar su forma geométrica. Por lo tanto, la
funcion referida en este parrafo sélo debe de interpretarse como el seno cuadrado. Esta
problematica se puede evitar a través del desarrollo siguiente:

Obteniendo ahora, la parte imaginaria de la ecuacion (4.74), esto es

2
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En tanto que, la intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.81) es,
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La ecuacion (4.82) se puede interpretar en la forma siguiente: el espectro de difraccion de
convolucion de transformadas de Fourier, se ha propagado una distancia
fip+z+n, A, +n,A,, desde el plano objeto X;Y, hasta el plano de frecuencias
espaciales uv en el que se distribuye, situado dentro del intervalo 0<z<f;p, esta desfasado

. . . v . .
en /4 radianes, es directamente proporcional al factor (4lzd12E0) en el que interviene el

espesor de la abertura y el didmetro de ella, e inversamente proporcional al factor
A(f,, —z) contenido en el denominador de la ecuacion referida. Se puede interpretar como

un conjunto de anillos concéntricos definidos por la funcién Bessinc cuadrada, modulados

2
72'112 (fLD - Z{Z))
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Mo

. . . . s 7 2
por franjas de interferencia definidas por la funcidén cos

U

Nuevamente, a falta de un criterio matematico, también se puede realizar la interpretacion
siguiente: las franjas de interferencia definidas por la funcion antes definida, son moduladas
por anillos concéntricos de maxima y minima intensidad definidos por la funcion Bessinc
cuadrada
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V.9 ESPECTRO DE DIFRACCION EN ZONA CONVERGENTE DE LA LENTE
TRANAFORMADORA, USANDO UNA ABERTURA CILINDRICA EN EL
ORIGEN DE COORDENADAS

Para este caso, la abertura cilindrica como objeto difractor, se encuentra situada en el plano
XoYo, del arreglo Optico coherente de la figura 3.1; mientras que en la figura 4.5, se ilustra
la forma de colocarla en el origen referido. Ahora, como el desplazamiento es /,=0, bajo
esta condicion la ecuacion (4.73) queda reducida a la siguiente expresion

G (l/t V): [Eoeik[.fLD"'Z"'nLlALl+nL2AL2]]
\Us

L ey o

De acuerdo a la ecuacion (4.83), el espectro de difraccion de convolucion de transformadas
de Fourier producido por una abertura cilindrica situada en el origen de coordenadas en el

plano objeto XoY), al propagarse la distancia f,,+z+n, A, +n,,A,,, esta desfasado en
/4 radianes, ademas, es proporcional al producto E,/d; en el que interviene el espesor y
el diametro de la abertura, e inversamente proporcional de acuerdo a la expresion siguiente
A fip—z ), contenida en el denominador de la ecuacion referida. Como se ve, la
ecuacion (4.83) es una funcion real, lo que implica que la distribucion de intensidad es

(4.84)

L) (E,Ld?) (J1(27rdla))) |

_ﬂ’(]FLD_Z) w

Asi, la distribucion de intensidad del espectro de difraccion de convolucion de
transformadas de Fourier, definido por la ecuacion (4.84), es un conjunto de anillos
concéntricos de maxima y de minima intensidad, que se distribuyen el el plano de

frecuencias espaciales uv, que cumplen la condicion @ =-/u® +v* , el cual estd definido en
la zona convergente de la lente transformadora o region de Fresnel, situada a la distancia z
de lente referida definida, dentro del intervalo 0<z<f;p, estd escalado por el factor

(lzolzdlz)Z
l(fw _Z)
IV.9.1 CONCLUSIONESA LASSECCIONESIV.7,8y9

Se ha dado un panorama de cémo visualizar tanto la distribucion de amplitud compleja y de
intensidad, considerando los casos de dos aberturas cilindricas, y solo una desplazada del
origen de coordenadas, asi como el caso en que la abertura cilindrica estd en el origen
referido, informacion que es sustentada por los modelos matematicos respectivos. En dos
de ellos se obtiene un producto de funciones y como consecuencia se presento el dilema de
modulacion de funciones, para lo cual no hay un criterio matematico; pero que tal vez
pueda ser resuelto a través de un trabajo experimental o de simulacion en una PC.
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V.10 ESPECTRO DE CONVOLUCION DE DOS ABERTURAS CILINDRICAS
CON DIAMETROS IGUALES, EN LA ZONA DIVERGETE DE LA LENTE
TRANSFORMADORA

Ahora se tratard el caso, en que las aberturas cilindricas usadas como objetos difractores,
continuan situadas en el plano objeto XyY, del arreglo 6ptico coherente bosquejado en la
figura 3.1. Es importante recordar que las aberturas referidas estan a la distancia dyp=f1p de
la lente transformadora, ademas las circunferencias de sus aberturas extremas poseen el
mismo didmetro y permanecen situadas como documentd en la figura 4.3. El analisis del
espectro de convolucion de transformadas de Fourier, se realiza cuando se ha propagado
hasta la zona divergente de la lente doblete acromatica cementada o region de Fresnel,
situada a la distancia z de la lente transformadora y cumple la condicion de estar definida en
el intervalo f;p<z<co. Bajo esta condicidn la ecuacion (4.66) queda se escribe en la forma
siguiente

2
Gz (M,V) = (_ 1)[E0€ik[fLD+Z+"L'ALI +”L2AL2]:1:lzdl:| °

JAMz= 1)

it -o[ ) (4.85)

o[ (2\5)6_ Mo [e—i27zllu +ei27zllu]M 1

[0

En la ecuacion (4.85) el signo menos indica que el espectro de difraccion de convolucion de
transformada de Fourier G._(u,v), se invierte en la zona divergente de la lente
transformadora, definida dentro del intervalo f;p<z<oo; mientras que su distribucion en el
plano de frecuencias espaciales uv; ademas esta desfasado, es decir, esta adelantado en w/4
radianes definida por el factor /i . De acuerdo a la identidad trigonométrica en al que se
establece que 2cos(27du)= (e’iz’d‘” + eiz”i“‘); la ecuacion referida también puede ser escrita
en la forma siguiente

2
Gz u,v)= -1 Eeik[./LD+Z+”LIALI+”L2AL2]1:lzdl:|.
)=l ..

il (f1p *Z)(%jz (486)

of (4% )ei Hiv [cos(27rllu)]M ]

w
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La ecuacion (4.85), asi como por la ecuacion (4.86), son funciones complejas y pueden ser
escritas en la forma siguiente:

2 N
Gz(uyv): (_ 1)[E()eik[fLD+Z+nLlALl+nL2AL2]:1: 7126{1 ):|(4€l4 J[COS(Zﬂ'llu)]

ﬂ“(z_fw
A2 (f,, - 2 “T 2 LD—z)(”jz (4.86)
o[ | cos i {a) — sen i @ (Jl(Zﬂdla))j ]
Mo M @

Por lo tanto, tomando la parte real por ejemplo de la ecuacién (4.86), para obtener
informacion fisica mas palpable, esto es,

Re(G.(1,9)= (- Eycosl i + =+, + A]{ﬁ}

2
it (£, - Z)(“] (4.87)
of (4cos(ﬁ)] cos 5 @ [cos(27zllu)]Jl(277[dla)) ]
4 ﬂfw @
En tanto que su intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.87) es,
EJl.d’
I (u,v) = [COSZ[fLD tz+n,AL+ anALZ]{/g(ZOiJlfL):J )
2
iz (fLD - Z{uJ 5 (4.88)
of (160082(7[)) cos’ ;e [COSZ(Zﬁllu)(Wj 1
4 ﬂ“fLD w

La intensidad del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier,
definido por la ecuacion (4.88), se ha propagado la distancia [fw +z4+n,A, +nL2AL2],

2
estd escalado de acuerdo al factor l:(Eolzdl)z}, ademas, existe la posibilidad que la

Z_fLD)
iﬂif(fw _Z{uj
[40]

Mo

.y 2 . . .
funcién cos que representa franjas curvas de interferencia, module a

las franjas de Young definidas por la funcion [cos2 (27zllu)] y también module a los anillos
concéntricos de maxima y de minima intensidad definidos por la funciéon Bessinc cuadrada
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J,2md )Y L . . .
B2 1L Entre otras posibilidades, existe que, la funcidn que definen franjas de
@

Young, module a las restantes. También puede suceder que la funcion Bessinc module a las
restantes. Estas conjeturas surgen a falta de un criterio matematico; esto, se puede resolver
a través de una etapa experimental o tal vez mediante un proceso de simulacion, para tener
la respuesta mas apropiada.

También se puede obtener la parte imaginaria de la ecuacion (4.86), lo que da otra
posibilidad de obtener informacion fisica palpable, esto es:

Ld}
(G ()= [Esenlf +2 4 1,0, 4 ”{W}
LD

it fw_z)(“)z [ o) | (4.89)

of 4sen(ﬂ-j sen 5 @ cos(27du
4 Mip 1)

La intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.89) es,

I, (u,v) - [Senz[fw +z4n, AL+ ”LzALz]{W] )

(4.90)

11607 { 2 () o o A2

M )

Asi, intensidad del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier,
definido por la ecuacion (4.90), se ha propagado la distancia [fLD +z+n,AL, +nL2AL2],

(£,.d2)
l(z i )

estd escalada por el [

i7d12(fLD - Z{uj
2 w

Miv

}. Como se ha documentado antes, la funcion

sen representa franjas curvas de interferencia de maxima intensidad,

y es posible que module a las franjas de Young definidas por la funcién [cosz(2zrl1u)] yasu
vez también modula a los anillos concéntricos de maxima y de minima intensidad definidos

J, (27zdla))

@
que definen franjas de Young, module a las restantes. La tercera conjetura es que, la

2
por la funcion Bessinc cuadrada ( j . La segunda posibilidad, es que la funcién
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funcion Bessinc module a las restantes. Estas posibilidades, surgen a falta de un criterio
matematico; pero el problema se puede resolver quizas a través de una etapa experimental o
tal vez mediante un proceso de simulacion, para tener la respuesta mas apropiada. Se debe
recordar que el andlisis se realiza en la zona divergente de la lente transformadora, situada
dentro del intervalo f;p<z<oo.

V.11 ESPECTRO DE CONVOLUCION EN ZONA DIVERGENTE DE LA LENTE
TRANSFORMADORA, PRODUCIDO POR UNA ABERTURA CILINDRICA
FUERA DEL ORIGEN DE COORDENADAS

Se determina el modelo matematico de difraccion de convolucion de transformadas en la
zona divergente de la lente transformadora. Para esto, es importante recordar que, la
abertura cilindrica permanece en el plano XY, situado a la distancia dy=f;p, como se
ilustra en el arreglo Optico de la figura 3.1; ademas las circunferencias de sus aberturas
extremas tienen el mismo didmetro d; y estd desplazada del origen en la cantidad /;, ver
figura 4.5. El espectro de difraccion se ha propagado hasta la distancia z de la lente referida
y cumple la condicion de estar definida en el intervalo f;p<z<oo. Bajo las condiciones
anteriores y haciendo uso de la ecuacion (4.85), la cual puede ser escrita en la forma

2
G'Z(u,v)z (_ 1)[E06ik[fLD+z+nL1AL1+nL2ALZ]:1:lzdl:|.

JA(z —fip )
| ,,,lz(fw_z)(ijz (4.91)

(i)

Min

J, (272’611(0) 1

En este caso el espectro de difraccion definido por G, (u,v) en la ecuacion (4.91) continua
siendo una funciéon compleja que puede ser escrita como

2 T
GZ (M,V) = (_ 1)[Eoeik[fm +z+nL1AL1+nL2AL2]:1:IZdIj|(2614J .
Az - 1)
2
dlz(fw - Z{uj
w

2
u
71'112 (fLD - Z{a)j
+2du ||e (4.92)
Mo Mo 1

o[ |cos

+27du | —isen

. J,(270d, ) ]
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La parte real de la ecuacion (4.92) es,

El.d}
Re(Gz (”’V)) = (_ 1)[COS[fLD tzn A +npA ]:{\/ﬂzoz_—lfj}
b

(ZCOS(ZD[ N ;df(fw—z)(z‘oJ o { o) } | (4.93)

/1f LZD w

De acuerdo con la ecuacion (4.93) la distribucion de intensidad es

1. (”’V) = [C052 [fLD tz+n A+ ”LzALz]{W]
Z=Jw

(4.94)

G R

El analisis también se puede realizar tomando la parten imaginaria de la ecuacion (4.92),
esto es,

(G (v)) = el + = 5 1+ A]{ME%}
Af,, - z)[”jz (4.95)

el oo [

Luego, la distribucion de intensidad de en base a la ecuacion (4.95) queda definida en la
forma siguiente

E|ld}
I (”’V) = [Senz[fLD +z+n A+ anALz]:{/g(zoi})z)}
LD

QOES W e IO % P

/ﬁtf L2D w
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De acuerdo a la ecuacion (4.96), la distribucion de intensidad del espectro de difraccion de
convoluciéon de transformadas de Fourier, producido por una sola abertura cilindrica,
desplazada del origen de coordenadas XYy que se ha propagado una distancia
[fLD+z+nL1AL1+nL2AL2], hasta la zona divergente de la lente transformadora, esta

escalado de acuerdo al factor ( Ld, )2 , ademas se puede visualizar como la
(Z f LD

modulacién de anillos concéntricos de interferencia definidos por la funcién Bessinc

cuadrada, sobre las franjas de interferencia de tipo curvo definidas por la funcién seno

cuadrada. Como se ha estipulado en casos anteriores, a falta de un criterio matematico,

también se puede interpretar que, la funcion seno cuadrada modula a la funcion Bessinc

cuadrada.

Otra forma de tratar el fenomeno de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier,
cuando la abertura cilindrica como objeto difractor implementada en el arreglo dptico de la
figura 3.1, permanece fuera del origen del plano XjY; como lo ilustra la figura 4.5,
desplazada en la cantidad /;. El espectro de difraccion se ha propagado hasta la zona
divergente de la lente transformadora o region de Fresnel, situada a la distancia z de la lente
referida dentro del intervalo f;p<z<co. Bajo las condiciones anteriores la ecuacion (4.85)
también puede ser escrita en la forma

2
Gz (u, V) = (_ 1)[E0€ik[f”)+z+"“ALl +”L2AL2]:1:ld:|
Jip

it -2 2 (4.97)

(2\f)e Mib [e—i27zllu:|=]1(27ﬂ'dla)) 1

(0]

Se observa que el espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier
G, (u,v) definido por la ecuacion (4.97), es una funcion compleja, que puede ser escrita
como

Al Ld} i
G.(u,v)=(~1 Eelk[./LD+Z+”L|AL1+”L2AL2] -2t SR [2 4].
-1l el

iﬂ'llz(fw - Z{uj im’lz(fw - Z{u}
o[ | cos 7 @) |- isen 7 @) |le (4.98)

o [cos(27du)—- isen(iZﬂilu)]Jl(z;mlla)) ]
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La parte real de la ecuacion (4.98) queda definida por la ecuacion siguiente,

Re(Gz (u,v)) = (_ 1)[COS[fLD +z+n A+ ”LzALz]{EOlZdIZ)} °

ﬂ,(z —Jip
i (f,, - Z{”T (4.99)
of [2 COS(ZD cos T @ [cos(27rllu)]Jl(2a)ﬂdlw) ]

Mientras que la distribucion de intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.99) es,

R [ )

/1(2 - fLD) 4
izl (fLD - Z{uj 2 (4.99)
o[ cos’ 73 @ [cos2 (27rllu)(‘]1(2wﬂd'w)j ]

Los primeros tres factores de la ecuacion (4.99) indican la distancia de propagacion, el
escalamiento y el desfase del espectro de convolucion de transformadas de Fourier,
propagado hasta la zona divergente de la lente transformadora o region de Fresnel, mismo
que se distribuye en el plano de frecuencias espaciales uv situado dentro del intervalo
fip<z<oo. Mientras que los tres factores restantes de la ecuacion (4.99) pueden ser
interpretados como la modulacion de funciones en formas diferentes, en base a no existir un

milz (fLD - Z{u]
w

criterio matematico. Por ejemplo, se establece que, la funciéon cos’ Py
LD

2
module a las funciones [cos2(27d1u)] y a la funcion [Jl(27rd1a))j . También existe el caso

en que la misma funcion antes referida, module a las funciones moduladas

2
[cosz(27rllu)IJ1(27ﬂlw)j , en este ultimo caso puede ocurrir que la funciéon [cosz(2ﬁllu)]
@
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2
: 2 : - .
module a la funcion (Jl(ﬂd‘a))j o viceversa. Entre otras posibilidades de modulacion,

(0]

J,(2md 0)Y
existe la posibilidad de que la funcién (11) module a la funcion modulada
1)
u 2
iz (fLD - Z{)
cos’ @ [cosz(Zﬂilu)]. Para saber cudl es la modulacion de funciones

Miv

apropiada en la ecuacion (4.99), se debe recurrir a una etapa experimental o a una de
simulacion por computadora.

Si ahora se toma la parte imaginaria de la ecuacion (4.98) se obtiene

Im(G. (u,v))= [Sen(ik[fw +z+n,A;, + nLZALz]){;(ZOIZ_a}i)} o

sen 27 u
M et ®

2
o U (4.100)
R s N TR
o| 2sen 2 [ sen [ )]7 ]
En tanto que la distribucion de intensidad de acuerdo con la ecuacién (4.100) es,

Iz(u’v) - [Senz(k[fw +z+n A+ anALZ]){;?OIid;)Z):I )

'(45‘3’72(2]}[ sen’ ﬁlf(fw_Z)(Z)j [senz(z;zllu)(‘jl(zwla’)jz ] 10D

Ml @

Se observa que, los primeros tres factores de la ecuacion (4.101) indican la distancia de
propagacion, el escalamiento y el desfase del espectro de convolucion de transformadas de
Fourier, propagado hasta la zona divergente de la lente transformadora o region de Fresnel,
mismo que se distribuye en el plano de frecuencias espaciales uv situado dentro del
intervalo f;p<z<oco. Mientras que el producto de las funciones siguientes
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2

7d12(fLD _Z{uj

sen’ g & [sen2(27dlu)IWj; propician la interpretacion de diferentes
LD w

casos de modulacion de funciones, entre otros ejemplos tenemos el siguiente: sea que la

ﬂilz(fw - Z{uj
2 w

funcion sen 5 module al producto de funciones
Mip

[sen2(27zllu)f]1(2”dla))j; que a su vez se puede interpretar como una modulacion de
@

funciones, en este caso, se tiene la posibilidad de de establecer que la funcion [sen2(27rllu)]
J,(2md, o)

)0 bien que esta ultima funcion module a la anterior. Para
@

modula a la funcién (

establecer cual es la modulacion apropiada, se debe recurrir a una etapa experimental o a
una de simulacion por computadora, ya que no existe un criterio matematico al respecto.

V.12 ESPECTRO DE CONVOLUCION EN ZONA DIVERGENTE DE LA LENTE
TRANSFORMADORA, DE UNA ABERTURA CILINDRICA EN EL ORIGEN DE
COORDENADAS

Para el caso de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, producido por una
abertura cilindrica, cuyas circunferencias en sus partes extremas, tienen didmetro d; y estd
situada en el origen del sistema de coordenadas o en el plano objeto XyY, al ser
implementada en el arreglo Optico de la figura 3.1, lo que implica que la cantidad /;=0.
Puesto que, el analisis se centra en la region divergente de la lente doblete acromatica o
transformadora, también conocida como region de Fresnel, ubicada en el intervalo
fip<z<oo. Bajo las condiciones especificadas, se hace uso de la ecuacion (4.97), la que
queda reducida a la forma

2E].d}

G (u,v)=1(-1 k[ fiptztnpdptnpd | 2Bk 4
)= 1)e Lﬂ_fﬂ .

@

De acuerdo a la ecuacion (4.102), la distribucion de amplitud compleja del espectro de
difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, se ha propagado desde el plano
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objeto X;Yy una distancia f,, +z+n,a, +n,,A,,, estd desfasado en m/4 radianes, ademas

2
esta escalada por el factor L/%%} Mientras que su distribucién de intensidad
Z2=Jw

queda definida de acuerdo con la ecuacién (4.102) a través de la siguiente expresion,

o T

Luego, en base a la ecuacion (4.103), la distribucion de intensidad del espectro de
difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, propagado hasta la zona divergente
definida dentro del intervalo f;p<z<oo, consiste de una distribucién de anillos concéntricos
de méaxima y de minima intensidad definidos por la funciéon Bessinc cuadrada, tal

(2E,L.d>}
z—f, LD )

diferente y cuando z—oo, el cociente en el factor referido tiende a ser cero y la distribucion
del espectro de convolucion o de el conjunto de anillos tienden hacerse pequetios.

distribucion, esta escalada por el factor { }, en el cual, solo z adquiere valores

IV.12.1 CONCLUSION A LAS SECCIONESIV.10,11Y 12

La conclucién respecto a estas secciones es que: los modelos de difraccion de convolucion
de transformadas de Fourier, producidos en la zona divergente de la lente transformadora,
también conocida como region de Fresnel, aportan gran versatilidad para el analisis del
fenémeno de difraccion, ya que esta region es mas extensa y es mas apropiada para el caso
de una etapa de analisis tedrico, experimental o de simulacion en computadora.
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V.13 ESPECTRO DE TRANSFORMADA EXACTA DE FORIER DE DOS
ABERTURAS  CILINDRICAS DESPLAZADAS DEL ORIGEN DE
COORDENADAS CON DIAMETROSDIFERENTES

Un caso que resulta muy importante de resolver, consiste en determinar el espectro de
difraccion de transformada exacta, asi como los de convolucion de transformadas de
Fourier, tanto en la zona convergente como en la divergente de la lente doblete cementada,
usada como transformadora. Por lo que, en el desarrollo que se documenta a continuacion,
se determinara el modelo matematico del espectro de difraccion de transformada exacta,
para lo cual se hace uso como objeto difractor, dos aberturas cilindricas de igual altura /. o
espesor, con didmetros d; y d, de diferente magnitud en las circunferencias de sus
aberturas en los extremos, como se ilustra en la figura 4.6. Se recuerda que tales aberturas
pueden ser fabricadas en baquelita o cualquier otro tipo de material; mismas que son
implementadas en el plano XY, e iluminadas con ondas planas, como se ilustra en el
arreglo optico coherente ilustrado en la figura 3.1.

25

d; d

>

X

I b 4

Figura 4.6 Aberturas cilindricas de didmetros desiguales

Para este caso, la funcién de transmitancia queda definida de acuerdo a la ecuacion (4.41)
en la forma

r.—1 r+1
% (xo ) yo) = lzcyl(odlj * lzcyl(odlj : (4.104)

1 2

La transformada de Fourier de la ecuacion (4.104), se obtiene haciendo uso del teorema de
linealidad (A-1), el de escalamiento y desplazamiento (A-7), esto es,

1
Sty (030 )} = L[ d?e"”‘“(‘]‘(z’wll”)] +de (‘](Z”d”)] ] (4.105)
w w
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Haciendo uso de la ecuacion (3.29) el espectro de transformada exacta de Fourier, de
difraccion de dos aberturas cilindricas de didmetros desiguales, en sus aberturas circulares,
se determina relacionando también la ecuacion (4.105), quedando,

E eik[ZfLD i ApitngAr, ]
0

E.(u,v)= i *
. l(%j[ ) (Wj ’ (4.106)

J11(27m’2a)) ]

+ d22€i2ﬂllu

De la ecuacion (4.106) se observa que la distribucion de amplitud compleja, del espectro de
difraccion de transformada exacta de FourierEZ(u,v), se ha propagado desde el plano
objeto X;Yy una distancia [2f,,+n,4,,+n,,4,,] hasta distribuirse en el plano de frecuencias

: . 1 , . .
espaciales uv; de acuerdo al término [\[j estd desfasado en m/4 radianes. Estd compuesto
l

por anillos concéntricos de mdxima y de minima intensidad, pero su forma geométrica no
se define apropiadamente de acuerdo a la ecuacion (4.106), por lo que se recurre a
determinar la distribucion de intensidad, y ver si se puede definir de forma méas apropiada.
La distribucion de intensidad determinada en base a la ecuacion (106) es,

I(u,v)=| Eo: 2 of (d{f(ww)) N

Mip @

+ (d12d22 )[em;z/,u + e—i47d1u1‘]1 (Zﬁdlw)j Jll (Zﬁdza))
@ @ (4.107)

2
+d; Jll(zﬂdza)) ]
4]
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l47lflll —idnu

De acuerdo con la siguiente identidad 2cos(47du)= +e

distribucion de intensidad, en la forma siguiente

)= B of o[ Aot

, se puede escribir la

Mo @
1
+ (a’lza’z2 12 cos(i4ﬂilu)( /i (Zﬂdlw)j( /) (27[@’2&))] +
@ @ (4.108)
(27zd o) ’
cai 7RO) )
@

La dificultad que presentan las ecuaciones (107) y (4.108), es que debe conocerse de

J| (27zdla))j( J| (27“12”)} , para

manera especifica el producto de funciones Bessinc (
@ 1)

obtener una mejor idea de la distribucion de intensidad, en el espectro de difraccion de
transformada exacta.

Lo anterior, se logra determinando primero el siguiente producto de funciones Bessel
J,(27d,w)J!(2md,w), haciendo uso de la ecuacion D.10, la cual puede ser escrita
considerando que x =27d @, mientras que y =2d,w, y ademas después de despejar el
producto  de funciones Bessel J,(27d,0)J(27d,w), adquiere la siguiente estructura
matematica

J,(2md,w)J, (2ﬂd2w){ (27, 0)2md ) }

2(270d, 0+ 27ed )
o[2J,(27d,0)J,(2md, )+ 2J,(270d, )] ,(27d )]
- (2, 0)2md,0) |

— . 2 J\27d 27md,)|—
_2 27ﬂla)+27m’2a))_[ l( o 260)] (4.109)

(
] 2((2222{2;202) S0 [, Cat oy, at)s

Jy.(2md @) (2md 2w) |

En la ecuacion (D.10) también se tomd en cuenta que las funciones Bessel quedaran
definidas en la forma siguiente, J,(x)=J,2mw) y J,(y)=J(2md,®); como se
documenta en la ecuacion (4.109).

>
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Considerando de manera drastica, que los productos de las funciones Bessel
2J,(2md,0)J,(27d,0)+2J,(2d,w)J,(27d,0); asi como la sumatoria de productos

S V[ I, o), (2ad0)+ J,.,Qud o), (22d,0) | de funciones Bessel, no aportan

s=2
nada a la distribucién de intensidad, estos términos pueden no tomarse en cuenta. Asi en
base a estas consideraciones, la ecuacion (4.109) queda reducida a la expresion siguiente:

J 2l o) (27zd2a)):{ (2t 0)2mt;0) }

2(27d, 0+ 270, 0) 4.110)

o[J, 2,0+ 27wd,0)).

Sustituyendo la ecuacion (4.110) en la (4.108) se obtiene que la distribucion de intensidad,
queda definida de acuerdo a la siguiente ecuacion,

lz(u,v){EOlz Jz of (a7 (Jl(zﬂdlw)jz .

Mip @

—(dfdf 12‘505("4”11”)](ljtlj{zcwlwxzwzaﬂ } (4.111)

o\ o) 202w ,o+2md,0)

2
J 7 '(2md,0)
o[J, 2 0+ 2md,0)|+di| | ]
De acuerdo a la ecuacion (4.111) el espectro de difraccion de transformada exacta de
Fourier, producido por dos aberturas cilindricas de circunferencias en sus extremos de
diametros diferentes, ya puede ser interpretado, en base a la suma de argumentos de la
funcion [, (27zdla)+27zdza))]. Para esto, se realiza el siguiente analisis de los argumentos,

para esto, basta recordar que la frecuencia espacial esta definida como @ =-/u’ +v* esto

implica que cada sumando del argumento de la funcién referida, puede ser definido en la
forma siguiente,

p, = 2md = | 2du )} + 2mdv) (4.112)

p, =27y = | 2aduf + (27 ) | (4.113)

Luego la suma de las ecuaciones (4.112) y (4.113) es,

P+ py =) + v} +-|2mdu) +(2md,vf =2b . (4.114)
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En la ecuacion (4.114) la cantidad 2b es una constante, y de acuerdo a la geometria
analitica, la ecuacion referida representa la geometria de una elipse. En base a esta
ecuacion, escribimos a la ecuaciéon (4.111) en la forma

]Z(u’v): El. 2.[(61114(']1(,01))2—(770’126{22 M .

% w (dl+d2)

1 2 (4.115)
. [2 cos(idzdu )][Jl(plajpzq +d; JIEO'DZ) ]

La forma de interpretar la ecuacion (4.115) es, la distribucion del espectro de difraccion de
transformada exacta, distribuido en el plano de frecuencias espaciales uv, es un conjunto de
anillos concéntricos de méxima y de minima intensidad, cuya geometria es en forma de
elipses definidas por la funcion Bessinc de suma de argumentos cuya expresion es

[LW+@)

}, modulados por un patron de interferencia de franjas de Young definidas a
@

través de la funcion cos(i4u), también de maxima y de minima intensidad. Como

consecuencia de no existir un criterio matematico, también existe la posibilidad de que Las
franjas de interferencia de Young, modulen a la funcién Bessinc de suma de argumentos.

Abhora, si se considera que solo los productos de las funciones Bessel definidos por la suma

Z(— Y[ 7,2 w)],,,2rd,0)+ J,, (272d,0)] (22d,0) |, no aportan nada a la
s=2

distribucion de intensidad, esto implica que no se tomen en cuenta; de manera que la
ecuacion (4.109) bajo estas condiciones y de acuerdo con las ecuaciones (4.112) y (4.113),
el miembro derecho queda reducido de manera simplificada a la expresion siguiente:

J,(2md, )], (27d,0) = {‘W} .

'[JO(P1)J1(102)+J1(/01)Jo(pz)]

(d,+d,)
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Sustituyendo la ecuacion (4.116) en la ecuacion (4.108), se obtiene que la distribucion de
intensidad queda definida como

L)< B ) o] (d{f(/’)j ;

Ao @
+(d2d? N2 cos(idmu)] “m
'[ 0( p2)+J(pl)J0(p2)]— (4.117)
CE’TZ (plc()+p2):| ]+d24 Jlli)pz) ]

Se observa que la distribucion de intensidad 7_(u,v) del espectro de difraccion de
transformada exacta de Fourier, producido por dos aberturas cilindricas, de diferentes
diametros en sus partes circulares de sus extremos, bajo las consideraciones hechas en el
pentltimo parrafo, tiene diferentes aseveraciones respecto a la modulacion de las funciones;
algunas de ellas pueden ser que: Las franjas de interferencia de Young, de maxima y de
minima intensidad definidas por la funcién cos(i4zu), modulen a las franjas de
interferencia en forma de anillos concéntricos definidos por la suma de productos de
funciones de Bessel dadas por la expresion J,(p,)J,(0,)+J, (0, (0,); v a la vez, que las
franjas de Young modules a las franjas de interferencia elipticas definidas por la funcion
J| (pl + pz)
@
otras opciones y como consecuencia de no existir un criterio matematico.

Bessinc de suma de argumentos, o sea [ } Lo opuesto también es valido, entre
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V.14 ESPECTRO DE TRANSFORMADA EXACTA DE FOURIER, DE DOS
ABERTURAS  CILINDRICAS DESPLAZADAS DEL ORIGEN DE
COORDENADAS CON DIAMETROSIGUALES

Otro caso que resulta muy importante de resolver con los modelos matematicos de la
seccion IV.13, consiste en determinar el espectro de difraccion de transformada exacta, y
los de convolucion de transformadas de Fourier, tanto en la zona convergente como en la
divergente de la lente doblete cementada, usada como transformadora. Considerando que
las aberturas cilindricas de las cuales se da referencia en la seccion anterior, ahora poseen el
mismo didmetro d; y d» en magnitudes, es decir d;=d, en sus partes circulares en sus
extremos, recordando que las dos aberturas cilindricas tienen igual altura /, o espesor, como
se ilustra en la figura 4.3, y que pueden ser fabricadas en baquelita o cualquier otro tipo de
material; mismas que son implementadas en el plano XY, e iluminadas con ondas planas.
En base a lo antes propuesto, se tiene que J1(27zd1a)): J| (27zdla)), por lo tanto el espectro

de difraccion de transformada exacta de Fourier, queda definido de acuerdo a la ecuacion
(4.108) en la forma

I.(u,v)= /Iffolzjz(df)z[4cos2(47rllu)]o

LD

of (Jl (27751160))( J, (Zﬂdla))j I (4.118)

@ (40

Para definir el producto de funciones de Bessel J,(272d,0)J,(27d,®), se recurre a a utilizar
el teorema de adicion (D.1) y la ecuacion (D.15), en la que se ha considerado lo siguiente,
que x =y, asi como n =1, ademas y la igualdad x =y =27d,®w, entonces, la expansion en
términos de productos de funciones Bessel sera de acuerdo a (D.15) definida como

8
27d,@

s=oo (4.119)
+23 (-1)'J,2md,0)],,, (2, 0).

s=2

J1(2[27zdla)]):4J0(27zdla))J1(27zd1w)—( ij(27zdla))+

1+s

Despejando de esta ecuacion J; (2zzdla)) se tiene

32

J} (2md, ) = [27:4’%0
1

J[Jo (27[d10))‘]1 (2770’160)]_

(4.120)

_(zﬂjz a)]J (Lt @)+ 23 (1) 1, 0l o).

1
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Sustituyendo la ecuacion (4.120) en la ecuacion (4.118) se obtiene

2

1. (u, v) = % (dlz )2 [4 cos’ (47rllu)]o

Mo
o 2 |y (2md,w)J,(2md,w)]-
27711’16() < 0 1 1 1
o8 J, 227, w])+ (4.121)
27w, @
£23° (1) 0, Qo). (2mi0) |
s=2

Ahora, imponiendo la condicién de que los productos de funciones de Bessel que provienen
de la sumatoria, no aportan informacioén significativa a la distribucion de intensidad, la
ecuacion (4.121) queda reducida a la expresion

ELY
1. (u,v)= T (@; )[— o

.[40052(4;;1114)111(2[224lco]]+

(4.122)

. [4 cos’ (4ﬂilu)IJ0 (2md,w)J,(2md,w)] |

1

De acuerdo a la ecuacion (4.122), se observa que la distribucion de intensidad 7, (u,v) del

espectro de difraccion de transformada exacta de Fourier, producido por dos aberturas
cilindricas, con diametros de la misma magnitud de las partes circulares de sus extremos.
Ahora, estd compuesto por un término que contiene franjas de Young definidas por la

funcion cos’(4,u), que modulas a las franjas de interferencia de anillos concéntricos de
2[2”511”])
a) b

ademas, existe otro término compuesto por el producto de funciones de Bessel dados por la
siguiente expresion [J,(27d,@)J,(272d,w)], que también es modulada por las franjas de

geometria circular, definidos por la funcién Bessinc definida por la funcion Jl(

interferencia de Young. Se recuerda que no existe un criterio matematico para establecer
qué funciéon en la ecuacion (4.122) modula a las otras, esto propicia diferentes
interpretaciones.
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V.15 ESPECTRO DE CONVOLUCION DE DOS ABERTURAS CILINDRICAS
CON DIAMETROS DIFERENTES DESPLAZADAS DEL ORIGEN DE
COORDENADAS

Para determinar el espectro de convolucién de transformadas de Fourier, producido usando
como objetos difractores dos aberturas cilindricas fabricadas en la misma lamina digamos
de baquelita, al ser implementadas en el arreglo optico de la figura 3.1. En este caso las
aberturas cilindricas, estan desplazadas del origen de coordenadas en el plano XY, cada
una en la cantidad /; como se ilustra en la figura 4.6, ademas, los diametros de las
circunferencias en sus aberturas circulares son de diferente magnitud, es decir d;#d..
Entonces, de acuerdo a las ecuaciones (4.52), (4.105) y al propiedad conmutativa de la
convolucion, se puede describir el espectro de difraccion para este caso a través de la
ecuacion siguiente

G (M v [E elk[fu)‘*'z*'”LlAu+”L2AL2]:1: lfLD :|.
fLD

B i’yﬂffp (u2+v2)
o[ de Vi) ®(e’2’d‘”( el D+ (4.123)

—%(uz-f-vz) )
+d22€ (fip-2) ®[6127z{|u 27Zd 0) J

La primera operacion de convolucion de la ecuacion (4.123), se determina usando el
resultado mostrado en la ecuacion (4.64) en el que se considero la ecuacion de recurrencia
Ju(-x)= (-1)"J,(x) y la frecuencia espacial definida como u = wcos¢; en la forma siguiente,

i (2,
d2e7(f”)72)(u +v )®ei2”llu(.]1(27fd1(0)j 2d2 /:LD
1 @ llfLD

i”llz (fLD *Z)(u a)>2

Mip J1(2”dla))'
(4]

(4.124)
L X4

Mientras que la segunda operacion de convolucion en la ecuacion (4.109), queda definida
usando también la ecuacion (4.64), como

ity (2. 2
dzze_(.fw—z)(u ” )®ei2dlu(~]11(27ﬂza’)j 2d° fL;f
[0 1 D

il (fin -2\ )
Mip Jll (27sz(0) )

]

(4.125)

ec

86



Substituyendo las ecuaciones (4.124) y (4.125) en la ecuacion (4.123) se obtiene la
expresion

Gz u,v)= eik[fLD”*”LlALl+”L2AL2]:1: EOlszD j|(1}o
( ) [ i(fw _Z) i

”dl /LD ( a))

N e Jl(zﬂ’-dla))_,’_dfe‘*'ﬂfﬂl” J,(2md,o) ]
[0] w

(4.126)

e

Como lo demuestra la ecuacion (4.126), el espectro de difraccion G.(u,v) de convolucién
de transformadas de Fourier, producido por dos aberturas cilindricas con aberturas
circulares de diferente didmetro, es una funcidén compleja. Dicho espectro se ha propagado
la distancia fipt+z+npdp+ npdr; desde el plano objeto XyYy hasta el plano de
frecuencias espaciales uv en el que se distribuye, situado en el intervalo 0<z<f;p de la zona
convengente de la lente doblete acromatica cementada o transformadora, también conocida
como region de Fresnel. En la ecuacion referida se observa que, el espectro total posee un
desfasamiento de 7/4 radianes informacion que se obtiene del factor //\i. La ecuacion
(4.112) también puede ser escrita como

fLD % ] 72'[2 fLD )(4))2

o[ cos —isen

M Mo ) (4.127)

o[ d(cos(2tus)+ isen(2au) 1 127h@) |
w

1
+ d(cos(2ta) - isen(2ru)) 122:2) |
w

La parte real de la ecuacion (4.127) es,

Re(Gz (u,v)) = [Cos(ik[fw +z+n A+ anALz]){\/ﬂE%} .

°[C°S(4D[ cos o= W, [cos(2tu))e . (4128)

M
.[ dlz J1(27Z'dla))+df J11(27rdza)) ]
w (1
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En tanto, que la distribucion de intensidad de acuerdo con la ecuacidon (4.128) queda
descrita por la siguiente ecuacion

I (u’v) - [C052 (ik[fLD +z4n, A+ anALZ]){ng(‘OfIZfL—D)ZJ )

.(COSZK”DCOS i - (w)z cos? (2 (a2 )2{‘]1(27“11“’)}: (4.129)

4 ﬂfw w

" 2d12d22[‘] ! (2”‘11”)}{ % (Q”dzwq " (dj)z[Jll(z”dzw)T ]

[0 [0 [0

Ahora, si se considera que solo los productos de las funciones Bessel definidos por la suma
Z(— I)S[ J 2md ), 2md,0)+ J,, 2 o)), 2d,0) ], no aportan informacion
s=2

relevante a la distribucion de intensidad, esto implica que la ecuacion (4.116), se puede
sustituir en la ecuacién (4.129), ademas de considerar que p, =2mddw y p,=2md,w,
obteniéndose:

e |

wcost] Ui~ % cos® (2 (df)z{Jl(pl)}:

lf LD @

(4.130)

+<d§)2[”(f’2)T+zdfd§_“’”(‘*)(dz)}m<pl V(o) + (o ()]

® | 2(d, +d,)

_ {a’”wl)(dz)}[ﬁ (o + ) |

(d,+d,)

La distribucion de intensidad 7_(u,v) del espectro de difraccion de convolucién de
transformadas de Fourier, definida por la ecuacion (4.130), se observa que, cuando el
objeto difractor es un par de aberturas cilindricas de diferentes diametros de sus partes
circulares extremas, se ha propagado una distancia [fw +z4+n,A, +n,,A Lz] desde el
plano objeto XjY,, hasta el plano de frecuencias espaciales uv en el que se distribuye,
ubicado en la zona convergente de la lente transformadora o zona de Fresnel, dentro del
intervalo f;p<z<oo, esta desfasada en m/4 radianes. Pero, a falta de un criterio matematico,
estre otras posibilidades se puede dar las interpretaciones siguientes: La intensidad del
espectro de difraccion referido, es una modulacion de funciones, por ejemplo, puede ocurrir
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7[112( D~ Z)(%)Z

2
Aip
funcién cos2(27zllu), asi como a la funcién compuesta por la suma de funciones Bessel y

J(p)T J(py)| wr(d,)d,)
Bessinc, siguientes [1‘} +(d22)2{‘2} , asi como—[lz}[Jl(pﬁpz)] que
12

que la funcién cos’ module a las franjas de Young definidas por la

@ (d,+d,)
representa franjas de interferencia de geometria elipticas, de maxima y de minima
intensidad, y también modula a la funcion

2d2d{6m}[Jo(pl)Jl(pz)—i-Jl(pl)JO(pz)]. Esta situacion de modulacién de

funciones, tal vez, se pueda resolver a través de un proceso experimenta o de simulacion en
computadora.

Abhora, si se toma la parte imaginaria de la ecuacion (4. 127), se obtiene

(G )= [sen(bl o + = mh 5 nMALz])]b%f—Lfﬂ :

o(cos( j[ sen 170 % (sen(27du))e . (4.131)

M

4
.[ _d12 J1(27[d1w)+d2 J11(277d2a)) ]

0] ’ 0]

En tanto que la distribucion de intensidad de acuerdo a la ecuacion (4.128) es,

1, (“’V) = [Senz(ik[fw +z+n, A+ anALz]){gf;foL_D)z)} o

o(senz[znsen Ui %’)2 [sen 27zlu](d12)2{‘]1(2a)m11w)}2+ (4.132)

Mip

_Zdlzdj{a(zwlwq{fswzw)}+(df)z{ff<zw2w>}z !

0 [0 [0

Imponiendo ahora que, solo los productos de las funciones Bessel definidos por la suma
2(— Y[ J,emd 0, ,2md,0)+ J,, (2xd,0)],(2d,0) |, no aportan informacion
s=2

relevante a la distribucion de intensidad, esto implica que la ecuacion (4.116), se puede
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sustituir en la ecuacion (4.132) y ademas de considerar que p, =2md,®w y p, =2md,w, se
obtiene:

Iz(u,v): [SenZ(ik[fLD +z4+n,A,, + anALz]){W}enz(zj .

e L W 0))2 [sen® (2,)] (df)z[‘ll(pl)}:

Mo @ (4.133)
+ (df)zﬂllli)pz)} - 2d12d22 m} ® [Jo(pl )Jl(p2)+ Jl(pl )Jo(pz)]+
a)ﬂ-(dl )(dz)
+ |:(d1+d2):|[‘]1 (o + )] ]

La distribucion de intensidad /. (u,v) definida por la ecuacion (4.133), se establece que,

espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, producido por un par de
aberturas cilindricas de diferentes didmetros en sus partes circulares extremas, se ha
propagado una distancia f,, +z+n,A,, +n,,A,, desde el plano objeto XY, hasta el

plano de frecuencias espaciales uv en el que se distribuye, ubicado en la zona convergente
de la lente transformadora o zona de Fresnel, dentro del intervalo f;p<z<co, esta desfasada
en m/4 radianes. La intensidad del espectro de difraccion referido, es una modulacion de

ﬂilz(fLD - Z)(u a))z
Mo

franjas de Young definidas por la funcién sen2(27zilu), asi como a la funcién compuesta por

funciones, por ejemplo, puede ocurrir que la funcién cos’ module a las

: : . J(o)T [ p] 7)) ’
la suma de funciones Bessel y Bessinc, siguientes |1~ +(a’2)2 SLMIZ T asi
®

1)
como {W}M (p,+p,)] que representa franjas de interferencia de geometria

elipticas, de maxima y de minima intensidad, y también modula a la funcion
-2d}d [(d(d)(d))} o[J,(p ), (py)+J,(p ), (p,)]. Esta situacion de modulacion de
funciones, tal vez, se pueda resolver a través de un proceso experimenta o de simulacion en

computadora, a falta de un criterio matematico. Lo relevante en este desarrollo, es el de
poder interpretar la distribucion de franjas de interferencia de Young con la funcion

sen*(2du).
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IV.15.1 CONCLUSION A LASSECCIONESI1V.13.14 15

Para estas secciones se puede concluir lo siguiente: En base a introducir la funcion de
adicion de productos de funciones Bessel, para el caso de difraccion de transformada
exacta, como el de convolucion de transformadas de Fourier en zona convergente de la
lente transformadora, producido por dos aberturas cilindricas de didmetros diferentes; ha
surgido bajo las restricciones impuestas otros puntos de vista durante el proceso de
solucion, como se demuestra en el caso de la seccion IV.14, en el que se considerd que los
diametros de las partes circulares en las aberturas cilindricas sean de igual magnitud como
lo demuestra la ecuacion (4.122), que posee términos adicionales respecto a la ecuacion
(4.45) determinada para aberturas cilindricas también de didmetros iguales.

V.16 CONCLUSION AL CAPITULO

Se pueden tener diferentes conclusiones, respecto de todo lo documentado a través de este
capitulo, algunas de las mas relevantes son: a) Se ha propiciado una forma de resolver el
problema de convolucion de transformadas de dos funciones especificas, pudiéndose
generalizar a otros tipos de funciones. b) En algunos casos, en base a que la distribucion de
amplitud del espectro de difraccién es una funcion compleja, fue necesario realizar un
tratamiento con la parte real de la funcion o bien con su parte imaginaria, bajo este ultimo
concepto, se obtuvo la interpretacion de las franjas de interferencia de Young, en términos

de la funcién seno cuadrada, es decir sen”(27d,u). c) Surgié en los modelos matematicos de

difraccion, el producto de funciones lo que lleva al problema de modulacion de funciones,
que no se puede solucionar analiticamente de inmediato por falta de un criterio matematico;
por lo que se propuso una etapa experimental o por simulacion en computadora con
métodos numéricos aproximados, que tal vez propicie una solucion del problema referido.

d) Cuando se realizo el tratamiento de difraccion usando aberturas cilindricas de didmetros
diferentes, permitié incluir la funcién Bessel de suma de argumentos y con ella surge
informacion adicional. ¢) Como conclusion final, se establece que, para realizar un analisis
respecto a la propagacion del espectro de convolucion de transformadas de Fourier, en la
zona divergente de la lente transformadora, producido por dos aberturas cilindricas
fabricadas en la misma lamina digamos de aluminio del grupo 1100, entre otro tipo de
material, al ser implementadas en el arreglo Optico de la figura 3.1. Se debe tomar en cuenta
que el plano de frecuencias espaciales uv en el que se distribuye el espectro referido, se
localiza a la distancia z de la lente transformadora definida dentro del intervalo f;p<z<oo.
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CAPITULOV

LA FUNCION DE TRANSMITANCIA Y SU RELACION CON EL ESFUERZO
MECANICO O TERMICO, FORMA ANLITICA

INTRODUCCION

La transformacién de materiales en dispositivos, componentes o estructuras utiles,
requiere del disefio de un método de fabricacién, en el que se haya seleccionado
previamente el material, asi como el tamafno del componente o estructura; ademas de
conocer la magnitud del esfuerzo aplicado; Askeland y Phulé, (2008), propusieron que se
puede calcular el tamafio maximo de la imperfeccion o abertura, que se puede tolerar en la
estructura mecénica, a través de una técnica de ensayo no destructivo. En base a esto, en
este trabajo de Tesis, se propuso desde la introduccion capitulo I, como objetivos
especificos catalogar el método Optico de espectros de difraccion de transformada exacta y
de convolucién de transformadas de Fourier, con dos variantes, la primera es como técnica
de evaluacion no destructiva, cuando la estructura mecénica estd sujeta a fuerza de tension,
mediante la cual se detecta cualquier abertura catalogada como imperfeccion en el
material, de mayor o menor a un tamafio critico predeterminado, informacién que puede ser
de gran ayuda y a la vez permite establecer que la parte o componente funcionard con
seguridad y auxiliara a seleccionar el proceso correcto de manufactura, para producir
imperfecciones menores al tamafio critico. La segunda variante del método de espectros de
difraccion, consiste en usarlo como una técnica de evaluacion destructiva, en un ensayo de
tenacidad a la fractura; en la que aplica a la estructura, una fuerza de magnitud conocida.

De manera general Askeland y Phulé, (2008) establecieron que, la ciencia e ingenieria de
los materiales es un campo interdisciplinario, que se ocupa de investigar nuevos materiales
y mejorar los ya conocidos, mediante el desarrollo de un conocimiento mas profundo de las
relaciones entre estructura que da referencia respecto de la descripcion del arreglo atomico,
misma que se puede examinar y describir en cinco niveles diferentes, clasificados como:
macroestructura, microestructura, nanoestructura, arreglos atomicos de corto y largo
alcance, estructura atomica, desde diferentes grados de detalle; la composicion o
constitucion quimica del material, incluye a todos los atomos y sus arreglos que constituyen
bloques estructurales de la materia y a partir de estos bloques estructurales emergen todos
los nano, micro y macro niveles de estructura. Un examen detenido del arreglo atomico
permite distinguir entre materiales que son cristalinos o amorfos, es decir materiales cuyos
atomos y iones carecen de un orden de largo alcance, este tipo de materiales tienen arreglos
atomicos de corto alcance; en tanto que en los materiales cristalinos, poseen atomos o iones
que mantienen arreglos geométricos periddicos, y tienen arreglos de corto y largo alcance.
Otro aspecto importante de considerar, es la sintesis, término que indica la manera de
fabricar los materiales a partir de elementos naturales o hechos por el hombre y por ultimo
el procesamiento, que indica el modo en que se conforman los materiales en componentes
utiles para causar cambios en las propiedades de otros materiales distintos. Otro aspecto de
relevancia de este campo, se enfoca en el estudio entre las propiedades y el funcionamiento
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para convertir o transformar los materiales en dispositivos con geometrias especificas o
estructuras mecdnicas utiles. Para lograr lo antes documentado la ciencia e ingenieria,
propiciaron entre otras la siguiente clasificacion de los materiales en los  grupos
principales: metales y aleaciones, ceramicos, vidrios y vitrocerdmicos, polimeros
(plasticos), semiconductores y materiales compuestos; cada uno de los grupos poseen
distintas estructuras y propiedades.

En referencia al grupo de los metales y aleaciones que incluyen aceros, aluminio, magnesio,
zinc, hierro colado, titanio, cobre y niquel; en general este grupo de materiales, poseen
buena conductividad eléctrica y térmica; ademas tienen resistencia relativamente alta, gran
rigidez, ductilidad y buena resistencia a los choques térmicos. El uso de metales puros y
mezclas de metales o aleaciones, tienen gran utilidad en la aplicacion de estructuras
mecanicas o bajo fuerzas (cargas) dinamicas; sobresaliendo el uso de las aleaciones, ya que
permiten mejorar las propiedades o mejores combinaciones de propiedades (Askeland y
Phulé,2008).

En base a lo estipulado en los parrafos anteriores, este capitulo estd dedicado a demostrar
de forma analitica, el uso del método de espectros de difraccion de transformada exacta y
de convolucién de transformadas de Fourier, como una técnica de evaluacion destructiva y
no destructiva de aberturas (fracturas), vistas como aberturas difractoras sujetas a
deformaciones producidas por esfuerzo mecanico y térmico; centrando la atencion en las de
tipo rectangular y cilindricas definidas en el capitulo I'V. Para lograr lo antes expuesto, y
producir una mejor comprension de los desarrollos hechos, el capitulo se dividido en siete
secciones, de las que se documenta lo siguiente. En la seccion V.1 se describe a través de
modelos matematicos los efectos de fuerzas mecanicas que actiian sobre un objeto. El
analisis de un objeto sujeto a una fuerza de tension sin contraccion lateral, se realiza en la
seccion V.2. En tanto que en la secciéon V.3 se determina los modelos matematicos de los
efectos de deformaciones principales y laterales de un objeto sujeto a una fuerza de tension.
Por lo que respecta al esfuerzo térmico y sus efectos sobre un objeto, cuando éste esta
sujeto a transferencia de calor, es el tema de la seccion V.4. Mientras que en la seccion V.5,
se presenta un andlisis de la relacion entre los modelos de esfuerzo mecéanico y los de
difraccion cuando el objeto bajo estudio se sujeta a la accion de una fuerza mecanica sin
deformaciones laterales. El andlisis andlisis de un objeto sujeto a una fuerza con que le
produce deformaciones laterales, y la relacion entre modelos de esfuerzo mecanico y los de
difraccion, se realiza en la seccion V.6. Por tltimo, en la seccion V.7 se presenta la relacion
entre los modelos matematicos de difraccion y los de esfuerzo térmico.
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V.1FUERZASMECANICASDE TENSION Y SU EFECTO SOBRE UN OBJETO

El campo de la mecéanica abarca fundamentalmente las relaciones entre las fuerzas que
actian sobre un cuerpo so6lido hecho de cierto tipo de material, idealmente deformable. En
contraste con esta, la resistencia de materiales, estudia y establece la relacion entre la fuerza
exterior aplicada a la superficie del objeto bajo estudio y el esfuerzo mecanico, asi, como
sus efectos en el interior del material, lo que lleva a la necesidad de estudiar los cambios de
forma o deformacioén, que acompafian a un estado de fuerzas, que pueden producir
esfuerzos mecanicos de tension, compresion, de corte y flexion.

(Askeland y Phulé, 2008); asi como Feynman ef al, (1997) propusieron que, un bloque
por ejemplo de aluminio, cuya forma geométrica es la de un paralelepipedo rectangular,
sometido a fuerzas mecénica tension F., F, y F., de magnitud F,, F,, F. diferentes.
Actuan en los ejes principales de un sistema de coordenadas rectangulares X, YV, Z; de

manera uniforme y de forma perpendicular a cada seccion transversal de area 4,, 4, y 4.,

como se ilustra en la figura 5.1. Los esfuerzos mecanicos principales de tension denotados
como o O yprin Y O.pun> Producen deformaciones unitarias principales e inducidas que

xprin
propician que el bloque se contraiga en las direcciones transversales, que se determinan
usando las ecuaciones siguientes,

o._ . o .
_ Y xprin _ _ _ xprin
€,= Q y eyxind =€ = NE="T 0 s (5 1)
o . o .
_ Y yprin _ _ _ yprin
ey_ Q y Exyind _ezyind =-n Ey_ -n O ’ (52)
02 . O._ .
_ prin _ _ _ zprin
ez_ 0 y Exzina’_eyzimi_ 77 ez_ 77 O . (53)

El bloque referido posee las longitudes originales /, de ancho, /, de altura'y /. de espesor

ver figura 5.1, ademas el aluminio del que esta hecho se considera un material isotropico.
En las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5,3) las deformaciones unitarias principales también se

Al
All" ) €,= 7 Yoe. = Al ; la constante €2 es el moédulo de Young y 77 es
X y z

la constante de Poisson. Ahora, al relacionar las ecuaciones referidas se determina que la

definen como € =
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deformaciones unitarias totales €, , € o € N las direcciones de los ejes coordenados

X, Y, Z, quedan especificadas en la forma,

o._ .. — 77(6 - t+Oo, . )
_ _ Y xprin yprin zprin
E):T_E)c _(Exyind + Exzimil )_ Q , (54)

Grrin =1 i + i)
_ _ yprin xprin zprin
EyT_ey _(exyind + Eyzind )_ Q . (559

O-zprin - 77(O-xprin + O-yprin)

. (5.6)

ezT:€z _(szind + Ezyind ):

Tl
“

Figura 5.1. Objeto bajo fuerzas de tension

V.2 OBJETO SUJETO A UNA FUERZA DE TENSION, SIN CONTRACCION
LATERAL

Feynman er al, (1997) también establecieron el siguiente problema: si los esfuerzos
generados sobre el bloque por fuerzas de tension, son uniformes en todo el material y se
considera que, mientras que por ejemplo el bloque de la figura 5.1 se estira en una direccion
seleccionada; al mismo tiempo se le impide de algin modo que no se produzca ninguna
contraccion lateral; es decir, deben existir fuerzas laterales que impidan cambiar de
espesor, mismas que no se conocen de antemano pero que se pueden calcular tanto en

direccion como en magnitud. De acuerdo a esta tltima condicion, se supone ahora que las
- - -
fuerzas de tension F', , F. transversales a la fuerza de tension F'., en magnitud hacen

que el ancho y la altura del bloque antes referido, permanezcan constantes, es decir
Al, =Al_ =0 esto implica que las deformaciones unitarias totales sean € ,=€_,=0. Bajo
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estas condiciones y de acuerdo con las ecuaciones (5.1) solo existe una deformacion
principal definida por la primera de ellas, y las deformaciones inducidas definidas por la
segunda ecuacion. Ademads, las condiciones antes impuestas aplicadas a las ecuaciones
(5.5) y (5.6) permite determinar la relacion entre las magnitudes de esfuerzos inducidos y el
principal en la forma siguiente,

innd = 77(6)6177’1‘}'1 + Uzind) ) (57)
Uzind = 77(O-xprin + Gyind) . (58)
Ahora, relacionando cada una de las ecuaciones (5.7) y (5.8), se obtiene,

no-xprin

(1-7)

O-zind -

o (5.9)

vind =

La ecuacion (5.9) muestra de manera clara la dependencia de los esfuerzos mecanicos
inducidos, respecto del esfuerzo principal o . ; ademas se ve que, son proporcionales a la

xprin 2

contante de Poisson 7] e inversamente proporcionales con el factor (1—7)"'. Puesto que,

. . . F, _
cada esfuerzo inducido se define en la forma siguiente o, =—2"* y o_ = Fona , yde
yind A zind A
y z
acuerdo con la primera igualdad de la ecuacion (4.9) se tiene,
F, F.
Zmd = ;md , (5.10)
y z

La igualdad en la ecuacion (5.10) se cumple si y sélo si las magnitudes de las fuerzas

inducidas son iguales, esto es F,, = F,,, y ademas las secciones transversales en las que

se aplican, deben poseer areas iguales, es decir 4, = 4, . Entonces, cuando se aplica una

fuerza de tension en la direccion del eje X al bloque de aluminio de la figura 5.1 que se esta
estudiando, para evitar contracciones laterales de éste en las direcciones de los ejes Y, Z,
agentes externos deben de aplicar fuerzas de tension de la misma magnitud es decir F),,, y

F, .. que cumplen la condicion F, ,=F vy F,.,=F ademas de actuar sobre el

Z By Ve z zaext ?
objeto en direccion opuesta a las de compresion inducidas. Esto hace que el problema de

aplicar fuerza tension para evitar la contraccion lateral, no sea nada sencillo de realizar. En
-
base a esto, es mejor aplicar una fuerza de compresion — F. y de magnitud F_, ya que
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serd mas facil evitar la expansion lateral inducida, cuando esto se realice en una etapa
experimental, pues resulta mejor comprimir que expandir el objeto.

L, ) ) F, F.

Ahora, de acuerdo a la definicion de esfuerzos inducidos ¢, =="" y o, =", yal
y AZ

relacionar a estos con la ecuacion (5.9) se obtienen las ecuaciones para determinar la

fuerzas inducidas en término del esfuerzo principal o la razén de Poisson 77 y las areas

xind

A,y A, descritas a continuacion

N0,

F =" ; 5.11

yind (1+77) y 0 ( )
N0

F, =74 . 5.12

zind (1+77) 4 ( )

Ahora, como la deformacion unitaria total hacia el eje X | en magnitud estd definida como

A . . .
€ = Al esto implica que la ecuacion (5.4) de acuerdo con la ecuacion (5.9) pueda ser

X

escrita como

O-xprin(1+77)(1_277)1 . (513)

(-2 7

La deformacion untaria total A/, definida por la ecuacion (5.13), se identificard como

Ale =

elastica, si se desarrolla en forma instantanea; es decir, si se presenta tan pronto como se

5
aplica la fuerza mecanica de tension F ., permanece mientras se aplica el esfuerzo o, y

desaparece tan pronto como se quita la fuerza. Por lo tanto, un material sujeto a
deformacion eléstica, no muestra deformacidon permanente, es decir regresa a su forma
original cuando se retira la fuerza o el esfuerzo. En muchos materiales, el esfuerzo y la
deformacion elasticos siguen una ley lineal; la pendiente en la porcion lineal de la curva
esfuerzo contra deformacion unitaria de tension, define el médulo de Young o de
elasticidad Q del material bajo estudio (Askeland y Phulé, 2008). Pero como se ve en la
ecuacion (5.13) y bajo las condiciones impuestas el mdodulo de elasticidad Q para este caso
en especial, no sigue la relacion lineal que se hace mencion anteriormente.

xprin

o , . F
Recordando ahora, que el esfuerzo principal estd definido como o =A—", entonces al

X
sustituir esta expresion en la ecuacion (5.13) se determina la ecuacion para la magnitud de
la fuerza de tension

_ All-p)o Al 5.14
Co(ep)t-2g), G
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Definiendo a £ como una constante, en base a considerar que todos los parametros del
cociente en la ecuacion (5.14) son constante; tal constante puede ser escrita como

_ A(l-n)
(I (T G

La ecuacion (4.15) permite escribir a la ecuacion (5.14) para la fuerza eléstica de tension
antes referida, una expresion denominada ley de Hooke, escrita en la forma siguiente:

F.=kA, . (5.16)

Entonces, el bloque referido cuando est4 sujeto a la accion de la fuerza eléstica de tension
tipo Hooke definida por la ecuacion (5.16), sufre una deformacion A ;. la cual es elastica o

restaurable, si se presenta tan pronto como se aplica la fuerza en magnitud F_, permanece
mientras ésta dure y desaparece tan pronto cuando la magnitud de la fuerza F, de tension

se quita; ademas de que las fuerzas transversales a ésta, deben de evitar que el objeto se
contraiga. En esta situacion se dice que el material se sujeté a deformacion eldstica y no
muestra deformaciéon A , permanente, es decir, regresa a su forma original cuando la

fuerza F, en magnitud se retire o que el agente externo deje de ejercer la fuerza de tension
referida.

De la misma ecuacion (5.16) se observa que, si la magnitud de la fuerza contintia
aumentando implica que la deformacion A , aumente y el material comienza a mostrar

deformacion tanto eldstica como plastica; al final, la deformacion es tal, que el material
“cede” esto es, se rompe o fractura debido al esfuerzo aplicado o queda deforme
permanentemente. De manera que, el valor critico del esfuerzo necesario para iniciar la
deformacion plastica se reconoce como limite elastico. En el material metalico,
normalmente este es el esfuerzo necesario para iniciar el movimiento de las dislocaciones o
deslizamientos (Askeland y Phul¢, 2002).

Otro aspecto relevante de comentar, es el concepto de limite de proporcionalidad, que se
define como el valor del esfuerzo arriba del cual la relacion entre esfuerzo y deformacion
ingenieriles no es lineal. En la mayoria de los materiales, el limite eldstico y el de
proporcionalidad estdn bastante cercanos; sin embargo no se pueden determinar con
precision. Los valores medidos dependen de la sensibilidad del equipo que se usa. En
consecuencia se define un valor convencional de deformacion plastica, normalmente entre
0.002 o el 0.2%, pero no siempre. A continuacidn se traza una recta comenzando en este
valor desplazado, paralela a la parte lineal de la curva esfuerzo-deformacion ingenieril. El
valor que corresponde al cruce de esta recta y la curva esfuerzo deformacién ingenieril, se
define como la resistencia a la cedencia y el procedimiento descrito para determinarlo se
conoce como criterio de deformacion plastica convencional (Askeland y Phulé, 2008).
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V.3 OBJETO SUJETO A UNA FUERZA DE TENSION, CON DEFORMACIONES
LATERALESINDUCIDAS

Ahora, se considera el caso en el que, sobre el bloque en forma de paralelepipedo como el
ilustrado en la figura 5.1, y actua en la direccion del eje principal X solo la fuerza

N
mecéanica de tension F. cuya magnitud en el sistema SI es diferente de cero o sea

- -
F_# 0N . Mientras que las fuerzas F,, F. de tension que actian en los ejes transversales
Y,Z , tienen magnitud igual a cero, es decir F, =0N, F, = ON . Bajo estas condiciones, se
tiene que las deformaciones unitarias principales son € =0, € =0, y también implican

que o, . =0, o_ . =0. Por lo tanto de las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.3) se obtiene la

yprin
deformacion unitaria principal e inducidas definidas por las siguiente ecuaciones,

zprin

O-xprin (5 17)
e =—22 .
Q
- 770-x rin -,
eyind: QP 9 (518)
- no-xprin
€. = 5.19
zind 0 ( )

Estas ecuaciones pueden ser escritas en la forma siguiente,

O-x rin B 770'x rin B 770} rin
Alx :ﬁlx ) Alyind :Tply ) Alzind :Tplz . (520)
En base a que, el esfuerzo mecénico de tension principal esta definido como o, = Z" ,la

primera expresion de las ecuaciones (5.20) determina la fuerza de tensidon principal tipo
Hooke, es decir,

AQ

F ="

X

Al =k(AL) . (5.21)

X

Mientras que las deformaciones inducidas 4/, y AL, hacia los ejes Y, Z, en términos
de la fuerza principal o de Hooke definida en la ecuacion (5.21) pueden ser escritas como

/N
My =" (5.22)
—-nF
Al = [ . 5.23
zind Q [ z ( )
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En la ecuacion (5.21), &, se identifica como la constante elastica; en vista que en la
ecuacion referida, no existe restriccion para la magnitud de la fuerza mecanica de tension
aplicada; se observa que, si la magnitud de la fuerza contintia aumentando implica que la
deformacion Al, aumente, asi como las deformaciones inducidas definidas en las
ecuaciones (5.22) y (5.23), esto implica que el material comienza a mostrar deformacion
tanto elastica como plastica; al final el material se rompe o fractura ya que “cede” a la
magnitud de la fuerza misma que produce el esfuerzo mecénico aplicado. Nuevamente se
tiene que, el valor critico del esfuerzo necesario para iniciar la deformacién pléstica se
reconoce como limite eléastico (Askeland y Phulé, 2008).

V.4 ESFUERZO TERMICO

Los cambios de temperatura provocan deformaciones en los cuerpos solidos elésticos e
isotropicos. Asi, por ejemplo si se considera nuevamente un bloque o una barra de aluminio
6061 que es isotropico, cuya geometria es la forma de un paralelepipedo rectangular que
posee las dimensiones siguientes: /, de ancho, [, de altura y /_de espesor, y ademas esta

sujeto a transferencia de calor como se ilustra en la figura 5.3. En este caso se tiene que las

deformaciones térmicas lineales A/ Xz Al yr Y Al , causadas en el bloque referido por

el aumentar de su temperatura 7 en la cantidad A7 se establece que, no se genera ningin
esfuerzo térmico cuando el cuerpo tiene libertad para deformarse (Beer et al, 2004;
Askeland y Poulé, 2008). De manera que, las deformaciones antes referidas se determinan a
través de las siguientes ecuaciones:

Al =1oAt, Al =1l aAt, Al =l oAt. (5.24)

En las ecuaciones (5.24), a es el coeficiente de dilatacion térmica lineal, /_, [ , I, definen

x2 “yo Yz
la longitud inicial que posee el objeto; mientras que la variacion de la temperatura es
definida por la expresion Az =7, —7,;, es decir en términos de la temperatura final e

inicial. Pero, existen una gran variedad de casos, en los que no es posible que las
deformaciones térmicas estén total o parcialmente impedidas. Como resultado de ello, se

produce fuerzas internas que contrarrestan también total o parcialmente las deformaciones
referidas. Asi, los esfuerzos originados por estas fuerzas se les identifica como esfuerzos de
origen térmico o esfuerzos térmicos (Beer et al, 2004; Askeland y Poulé 2008).

Ahora, en el siguiente desarrollo, se obtienen las ecuaciones que permiten determinar el
esfuerzo térmico al que esta sujeta, por ejemplo la barra 1 de aluminio a la que se le hace
transferencia de calor, como se ilustra 5.2a. Las partes sombreadas en la barra 1 de la figura
referida juegan el papel de ser soportes o placas no conductoras, que impiden la
deformacion por dilatacion de sus dimensiones lineales, en las direcciones de los ejes X, 7,
Z. Ahora, como los lados A y B de la barra 1 estan fijos; en estas condiciones solo la fuerza
de gravedad ejerce diferentes esfuerzos sobre cada superficie del bloque, pero se consideran
tan pequefios que se puede asegurar que no existe esfuerzo y deformacion como
condiciones iniciales. Luego, considerando que a la barra 1 se le ha hecho transferencia de
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calor, que propicia se eleve su temperatura en una cantidad A7 , esto implica, que la barra

se deforme o dilate en las siguientes cantidades Al I Al yr ¥ AIU hacia cada uno de los

ejes X, Y, Z. Puesto que no puede alargarse en ninguna direccion, por las restricciones
impuestas por las placas no conductoras sobre cada superficie, esto implica que la
deformacion total sea cero.

Considerando que la barra 1 es homogénea y de secciones transversales uniformes; al

elevarse su temperatura, existen fuerzas de tipo térmico, de manera que todos los extremos

de la barra 1, empujan a los soportes o placas no conductoras con fuerzas térmicas en las
- -

direcciones de los ejes X, ¥, Z, representadas por los vectores siguiente F xr1, £ ye1 y

- - - -

F 221, a su vez los soportes ejerceran fuerzas F'x1, £ y1 y Fz1 de la misma magnitud

pero de direccion opuesta a las térmicas; por lo tanto, se crea un estado de Fuerzas y
esfuerzos sin deformaciones correspondientes en el bloque. Ahora, con el fin de determinar

los esfuerzos creados por el cambio de temperatura A 7 | el analisis se realiza considerando
el diagrama de fuerzas de la figura 5.2b, en el que se representa la forma de actuar las
fuerzas referidas que act@ian sobre la barra 1. En este caso se supone que las fuerzas
- - -
térmicas F xc1, F yr1 y F 201, estan dirigidas hacia las partes positivas de los ejes X, ¥,
- - -
Z. Mientras que el soporte ejerce las fuerzas mecanicas F'x1, F'y1 y F:1, son de la
misma magnitud, cuyas componentes actilan en direcciones opuestas a las componentes

térmicas, de acuerdo con la tercera ley de Newton hay una accién y reaccion (Resnick et al,
2004).

Lado B
Z
Fuente
térmi<7\ \ Y/
— =zl . /
arl J'E:yl
Nz
Barra 2 7 E:v‘fl = =
| ’ Fxrl
Y
| X
X
(a) (b)

Figura 5.2. (a) Barra 1 sujeta a transferencia de calor, (b) Diagrama de fuerzas
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Puesto que, el sistema barra 1 y soportes mas barra 2 estan en reposo; se cumple también la
primera ley de Newton, lo que implica que la suma de fuerzas que actian sobre el bloque
debe ser cero (Resnick ef al, 2004), es decir,

- -

Fi+F.=0. (5.25)

- -

En la ecuacion (5.25) las fuerzas vectores F1 y F: estdn definidas en la forma siguiente

—

Fi=iF,+jF, +kF, F:=iF, +]F, +kF, (5.26)

Las ecuaciones (5.26) permiten escribir a la ecuaciéon (5.25) en términos de componentes
vectoriales, esto es

;(_Fxl+Ecrl)_j(_F;l+F )_l‘;(_le'i'Fzrl)za- (5-27)

yrl

En base a que, dos vectores son iguales si y solo si sus componentes escalares son iguales;
bajo este concepto, de la ecuacion (5.27), se obtiene

(_Fvl+Fxrl)=O’ (_Fy1+Fyrl):O’ (_EI+F;TI):O' (528)
De las ecuaciones (5.28), se generan las igualdades siguientes,
Fxl = F:wl ; F}l = F;)Tl ) F;l = sz‘rl : (529)

La magnitud de cada fuerza se puede escribir en términos del esfuerzo Oy, O, O y
el area Axl , Ayl, Azl de la seccion transversal sobre la que actuan; asi como los

esfuerzos térmicos O, O 1, O, que también actiian de forma transversal sobre las

mismas areas antes especificadas. Bajo estas especificaciones se obtiene,

(5.30)

xl = Oxr1o yl = yrl» zrl ®
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Como cada esfuerzo mecdnico O, O, , O, , es definido en términos de la

deformacion Alxl , Alyl y Alzl, las longitudes iniciales lx , [ ys lz, y el modulo de
Young G. Pero como las deformaciones son consecuencia del aumento de la temperatura
AT | tales deformaciones pueden ser escritas como Al”, Alyf y AIZT ; luego, de la

ecuacion (5.30) se determina que los esfuerzos térmicos en términos de las deformaciones
son descritos por las siguientes ecuaciones

(5.31)

Pero la deformacion, es consecuencia del aumento de temperatura en el cuerpo y pueden
ser escritas de acuerdo con las ecuaciones (5.24) y (5.31) en la forma,

QAT =0

x7l >

QAT =0

el QAT =0_,. (5.32)
Las ecuaciones (5.32) son de gran importancia, lo mismo que el proceso de deducirlas, ya
que en base a estos conceptos, para producir esfuerzos térmicos en una etapa experimental,
solo basta impedir que el objeto se deforme térmicamente en sus extremos, con un
dispositivo o estructura mecanica que aplique una fuerza mecanica en la direccion opuesta
a la que ejerce el bloque referido como consecuencia de la deformacién causada en €1, al
haber variado su temperatura en la cantidad Az bajo transferencia de calor.

103



V.5 RELAC}ION ENTRE ESFUERZO MECANICO Y EL ESPECTRO DE
DIFRACCION

Askeland y Phulé, (2008) propusieron, que se puede calcular el tamafio maximo de una
imperfeccion o abertura, que puede tolerar una estructura mecanica bajo estudio, a través de
una técnica de ensayo no destructivo. En base a esto, en este trabajo de Tesis, se realiza una
segunda propuesta de uso del método Optico de espectros de difraccion de transformada
exacta y de convolucion de transformadas de Fourier, como una técnica de ensayo
destructivo de tenacidad a la fractura. En el que se aplica a la estructura o componente, una
fuerza de tension cuya magnitud produce un esfuerzo mecanico conocido sobre la
estructura, misma que contiene una abertura o imperfeccion de tamafio y geometria
conocidos. Por lo que, en el siguiente desarrollo se obtiene la nueva representacion de la
funcién de transmitancia #y(xy,1g), que surge al relacionar la funcion referida asociada a una
abertura de geometria especifica, usada como objeto difractor, con el esfuerzo mecanico o
producido por la magnitud de la fuerza de tension a la que esté sujete.

Suponiendo entre otras opciones que, se considera para el estudio una abertura de
geometria rectangular, cuyas especificaciones fueron proporcionadas en la seccion 4.1,
cuya imagen se ilustra en la figura 4.1a. En este caso se considerara que la abertura delgada
referida se le asocia un ancho I, un largo /,y y un espesor L, el cual debe tomarse en
cuenta; y fue construida en ldmina de aluminio. Tal abertura se implementa en el plano
XoYy del arreglo optico coherente ilustrado en la figura 5.3, que es una extension del arreglo
optico de la figura 3.1.

o
Dinamémetro Hr

\L\ ‘/V4 : Eje dptico
1 £ \
2 Fsk ‘

3 Fuerza que sujeta

6 7

I* fzc—| I I"z‘tl } z I

Figura 5.3. Arreglo tedrico para producir modelos matematicos de
Difraccién con fuerza de tension: (1) laser de He-Ne, (2) filtro
espacial, (3) colimador, (4) objeto bajo estudio sujeto a fuerza de
tension, (5) extensdmetro con dinamoémetro medidor de magnitud
de fuerza de tension (6) lente doblete cementada, (7) plano de
distribucion del campo o del espectro de difraccion.
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En este caso, se le asocia a la transmitancia la funcion de rectangulo descrita por la
ecuacion (4.5), misma que puede ser escrita en la forma

()= z{(zyo)rec{zzﬂ (P, )rec{lyo] | (5:33)

y0

Se debe recordar que /. es el espesor de la abertura rectangular, mientras que /,, es la

altura de la funcion rectangulo de ancho /

x0°

vista desde el eje de las Xj. Mientras que si se
ve a la funcion rectangulo desde el eje Yy, el ancho de la funcién es /, en tanto que su

altura es /  no unitaria. Ahora, considerando que la lamina que contiene a la abertura
-

rectangular o rendija antes referida, estd sujeta a una fuerza de tension F'x, que actua en la

direccion del eje Xy, de magnitud F, y como consecuencia la abertura definida en ella, de

alguna manera se evita que se deforme en las secciones laterales a la fuerza aplicada;
también se debe considerar, que la magnitud de la fuerza aplicada se aumenta gradual y
lentamente, de tal manera que la abertura como un sistema permanezca siempre en reposo.

Entonces, el problema se resolverd, haciendo uso de lo documentado en la seccién V.2.
Para esto, basta recordar que el esfuerzo de tension generado sobre la abertura es uniforme
en todo el material y se considera que, mientras que la ldmina que contiene la abertura se
estira en la direccion del eje Xy, al mismo tiempo se le impide de algin modo que no se
produzca ninguna contraccion lateral, es decir hacia los ejes Yy, Zy, es decir, deben existir
fuerzas laterales que impidan cambiar de espesor. Esto implica que, las fuerzas de tension

- - -
F o, F.otransversales a la fuerza de tension F'.o, producidas por agentes externos, en

magnitud hacen que el ancho y la altura permanezcan constantes, es decir las
deformaciones principales son cero, esto es +Al,=+Al,=0 esto implica que las
deformaciones totales sean € ;,=€.,,=0. Bajo las condiciones expuestas en el parrafo

anterior, y de acuerdo con las ecuaciones (5.1) solo existe una deformacion principal
definida por la primera, de tales ecuaciones, mientras que las deformaciones inducidas
definidas por las segundas ecuaciones, se pueden especificar en términos del esfuerzo
principal y la constante de Poisson 77, en la forma,

O-xOprin (1 + 77)(1 - 277)1

Al = 03 5.34
x0 (1 _ 77)(2 x0 ( )
- 770-;: rin
Aljing :m Vo (5.35)
AL g,y = gy I . (5.36)

(1-7)
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Por lo tanto, la deformacion A/, principal e inducida A/, , por la magnitud de la fuerza
de tension F, que actua sobre la fractura referida, hace que la funcion de transmitancia
t,(x,,¥,) quede definida ahora como

to(xg2 )= (1. Azz){(zy0 - Alyo)rec{xoﬂ .

[, +AL,
(5.37)
Yo
[+ Al —— |
. |:( w0 TAL, )rect[ lyo ~ Alyo J:|
Sustituyendo las ecuaciones (5.34) y (5.35) en la ecuacioén (5.37), se obtiene
(1-n)2-70,,, D( ((1—77)9—770 »
t(x ’y — lz|: x0prin l x0 prin °
R U e | (A R
(1 - 77)Q‘xo
rect| 5.38
Ele((l_77)(2+O-x0prin(l+77)(1_277)) ( )

K lxo( (1-n)+ Zo—p ,7 )(;2 +n)1- 277)Drec { lyo((1 _(177— )g)?i‘; — )H

El espectro de difraccion definido por la ecuacion (2.30), requiere se determine la
transformada de Fourier de la funcion de transmitancia ecuacion (5.38); ademas de hacer
uso del teorema de escalamiento, se obtiene,

St lern )l l{(l ~)Q-70 g, } .

(1-n)

[ L [ (1-n2-no,,, )((2(1— 177)75)2 g:)zaxoprm (1+ 7)1~ 277))}]2 .

(5.39)

(1—7)Qu ))j .

esinc
[lxo (1-n)+0,,,0+7)1-27

. {Sin C{lyo((l —(:7;7)—%7‘)%”" )H
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Ahora, el espectro de difraccion de transformada exacta, cuando la fractura rectangular se

somete a la accion de la fuerza de tension F.o de magnitud F,, en términos del esfuerzo
principal, de acuerdo con la ecuaciones (5.36) y (2.30), queda definido como:

Ez(u,v):

ik[2 f1p+z4n AL 400, ] — —
e : A A EOIZ|:(1 U)Q 770,\:0prin :| °
i1 (=m0

(lyolx{ ((-m-rno,, M0-n)Q+o,,,0+7)1- 277))D2 .

(1-n))

(5.40)

(1=7)Qu ))] .

esinc
(ZXO((I - U)Q + O-XOprin (1 + 77)(1 - 277

Jool 5]

Mientras que el espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, puede
ser determinado, usando las ecuaciones (5.36) y (2.24) esto es,

ik[2f1p+z+np AL +npsA ] — _
EZ (U,V) — € . ; Z|:(1 U)Q no-xﬂprin :| °
iAfip (1 - 77)Q
[l l (((l - 77)9 - no-xprin X(l - U)Q + O-xOprin (1 + 77)(1 - 277))]J2 °
y0“x0 2
’ (1-n))

541
(1= 17)u 4D

e sin c{ T (I ST () (i 277))} .

it PR
o sinc( (l _U)Qv J e (f“fz)( )
lyO ((1 - 77)(2 - UGXOprin)

Para la validar la ecuacion (5.41) en una etapa experimental, ha necesidad de definir la
distribucion de intensidad en términos de esta ecuacion, es importante tener en cuenta que
el esfuerzo principal de tensién generado sobre la abertura por la magnitud de la fuerza de
tension, asi como los inducidos sean uniformes en todo el material en el que estd construida
la abertura referida. Ademas, se debe considerar que, mientras que la fractura se estira en la
direccion del eje Xj; al mismo tiempo se le debe de impedir de algin modo que no se
produzca ninguna contraccion lateral. Esto hace que el problema experimental, no sea tan
sencillo de realizar.
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V.6 OBJETO BAJO UNA FUERZA DE TENSION

Continuando con la propuesta de uso del método O&ptico de espectros de difraccion de
transformada exacta y de convolucion de transformadas de Fourier, como una técnica de
ensayo destructivo de tenacidad a la fractura. Por lo que, el objetivo de esta seccion,
consiste en determinar la funcidon de transmitancia #y(xy)g) asociada a una fractura o
abertura, nuevamente en términos del esfuerzo mecanico bien sea de tension o, o de
compresion — o, bajo las condiciones que se documentan en el desarrollo siguiente:

Suponiendo que ahora la fractura o abertura de geometria rectangular de ancho /,, altura
lyp, y de espesor [, construida en ldmina de aluminio de ancho L;, altura L, y [ de
espesor, que se muestra en la figura 4.3; y se implementa en el arreglo experimental de la
figura 6.22 del capitulo VI, y cuando no existe fuerza aplicada sobre ¢l, se le asocia la
funcién de transmitancia definida por la ecuacion (4.31). Ahora, considerando que la

N
fractura referida se sujeta a una fuerza mecdanica de tension F, ejercida por un agente

externo, que actlia hacia el eje principal Xj, cuya magnitud F, se aumente gradual y
lentamente, de tal manera que la fractura permanezca siempre en reposo. Mientras que las

- - -
fuerzas F,, y F,, transversales a F,,, que actuan hacia los ejes Y, Z,, tienen magnitud

-

F

y

N

igual a cero, es decir =0, |[F|=0. Bajo estas consideraciones solo existe la

deformacion principal, mientras que las otras son inducidas definidas por las ecuaciones
(5.19) (Askeland y Phulé, 2008; Beer ef al, 2004; Feyman et al, 1997). Ademas la funcion
de transmitancia bajo estas deformaciones, queda escrita como se muestra en la ecuacion
(5.37) y al sustituir en esta ecuacion, las ecuaciones (5.20), se obtiene

Q - 770-x rin Q - 770-x rin
TR )

QX Q + O_XO rin QX
® rect 7—)0 Lol —" | |rect 0 .
le Q + O-x0prin Q lyO (Q - 770_x0prin)

(5.42)

La transformada de Fourier de la funcion de la ecuacion (5.36); ademas de hacer uso del
teorema de escalamiento, se obtiene,

2
S{to (xo > Yo )} = (lz (Q_UQO-XOWMJJ(IWIW ( (Q G s XQ T Cxoprin )JJ .

Q2

(5.43)

esinc

Ly (Q + O 0 prin )” {sin c( Lo (Q N0 pin )Vﬂ

Q Q
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5
Luego, cuando la fractura rectangular se somete a la accion de la fuerza de tension F.o de
magnitud £, mientras que las magnitudes de las fuerzas transversales a la referida son

-

F,

-

cero, o sea =0N, |F.|=0N, el espectro de difraccion de transformada exacta dado

por la ecuacion (2.30), de acuerdo con la ecuacion (5.41) queda definido en la forma

ik[2f1p+z+np AL 400, ] QO —no )
Ez(ujv): © l'lf EO(Iz( UQ x0prin J].
LD

2
. (lyolxo( L L )n . (5.44)

Q2

esinc

Qo [ C(zxo(g—naxp,,i,,)v]}_

Q Q

Luego, la intensidad es,

2 2
Iz(u,v):[Eolzj (Q_na"o””’"J .

Hin Q
° ((lyolxo )2 ( (Q - ﬂaxprizzng + O-xopi‘in )J] ° (545)

e sin ¢’

Q Q

Ly (Q + O 0 prin )“ {sin Cz(lxo (Q 10 prin )V]}

Para comprender qué tanto se deforma el espectro, hace falta graficar la ecuacion (5.45),
usando un paquete adecuado; la otra forma, es realizar una etapa experimental, como se
demuestra en la seccion VI.18 del siguiente capitulo.
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La misma ecuacion (5.44), el teorema de convolucion (A-9) y la propiedad conmutativa de
ésta (A-11), permite escribir el espectro de difraccion de convolucion de transformadas de
Fourier como

eik[szD+Z+nLlAL1+nL2AL2] Q_VG)C in Q+Gx in :
G.(u,v)= iaf, Eo(lyolxo[( . éz = )D °

0 —M(ﬂz) Lo (Q + O 0 prin Xu - ﬂ)

° j e V=" Tgine ) dp e
s (5.46)
w __i7Mip (2 _ _
° j e (fLD_Z)(y )Sinc Zyo(Q vo_gx)()prin XV 7/) d]/

—0

Realizando una secuencia de integracion similar a la desarrollada en la seccion IV.2,
permite determinar las operaciones integrales en la ecuacion (5.46), esto es,

o T () Lo(Q+0.,. u—p)

I e /v “sine o df =
(5.47)
(2] M Sin c le (Q + O-xOprin)U
S\ A O ’
también
© iTifip ( 2 _
J. e (fLD*Z)(y )SinC IXO(Q+O-}02prin XV 7/) d]/ _
(5.48)

2 [(Fi0=2) )il 50l @ =0
(%j(mjsmc O .
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Sustituyendo las ecuaciones (5.47)y (5.48) en la ecuacion (5.46) se obtiene

eik[sz +zhnp A AL ]

Gz(u,v)= i EO(lyOIxO
LD

QZ

((Q - Vprrin XQ + JxOprin )jJZ °

.(2j{ f:/‘D_Z JSil’lC le(Q+O-x0pri;1)u ®

Miv Q

(5.49)

i Mip Q

(2 Gz 0

Luego, para obtener evidencia experimental de las ecuaciones (5.46) y (5.49), es importante
recordar que, cuando la abertura rectangular se somete a la accion de la fuerza mecénica de

N
tension F.o de magnitud F,, y las fuerzas transversales a ésta son de magnitud cero, esto

N

F,

N

es =0N, |[F,|=0N. La abertura referida sufre deformacion principal e inducida:

estos aspectos deben de vigilarse en la etapa experimental; ademas de que se requiere un
extensometro y la sensibilidad del medidor de fuerza. Todo lo propuesto en esta seccion,
asegura que el método de espectros de difraccion de transformada exacta y de convolucion
de transformadas de Fourier, sea mas viable de implementar en una etapa experimental, y
cumplir como una técnica de evaluacion destructiva.
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V.7 ESPECTRO DE DIFRACCION Y EL ESFUERZO TERMICO

Como se establecio en la seccion (IV.4), los cambios de temperatura A7 en un cuerpo
solido, elastico e isotropico, produce deformaciones de expansion o de contraccion.
Suponiendo ahora que, se implementa una abertura de geometria rectangular, como la
ilustrada en la figura 4.1a, de una manera similar como se describe el arreglo experimental
de la figura 6.22, ver capitulo VI. A la abertura se le hace transferencia de calor, y para
evitar deformaciones térmicas Al <0z » S€ sujetan ambos lados de su ancho orientados en el
eje Xy, colocandolos entre soportes mecanicos. De manera similar se sujeta en ambos lados
de su altura, orientada hacia el eje Y), colocandolos en otro soporte mecanico, para evitar la
deformacion térmica Al yor en esa direccion. La fractura rectangular en condiciones
iniciales de deformacidén mecanica y sin transferencia de calor, esto ultimo implica que su
’ _ (o) .
temperatura no vario, entonces AT =0°C . La abertura (fractura) referida posee las

dimensiones iniciales siguientes: ancho I, altura /), y espesor /., estd construida en
lamina de aluminio de ancho L;, altura L, y . de espesor. En este caso, se le asocia a la

. . ., , X .
transmitancia la funcioén de rectangulo #,(x,,y,) = rect(o,?j , cuya grafica se muestra
a

en la figura 4.6. La representacion matemadtica de esta funcion de transmitancia para este
caso, quedo definida en la ecuacién (5.31), cuando no estd sujeta a transferencia de calor
(Papuolis, 1968; Gaskill, 1978; Yu, 1983; Bracewel, 2002; Goodman, 2005).

La abertura rectangular referida, bajo transferencia de calor aumenta su temperatura en la
cantidad A7 ; y como estdn sujetos entre soportes su ancho y su altura en las direcciones

de los ejes Xy, Y, respectivamente, entonces existen deformaciones térmicas Alx(), y

Al 0z 5 que permite escribir la funcion de transmitancia como

x07

t,(x,v,) = (l o AL, )rec{lx()—i-onlJ (L, +AlL,, )rec{lyo-l-yoAlyOJ . (5.50)

En término del esfuerzo térmico, la funcion de transmitancia de la ecuacion (5.50), de
acuerdo a las ecuaciones (5.29) es,

— Q+ 0202' Q+ G)’OT on
to (XO,yO) - (ZZ|: Q }leo( Q jreCt( le (Q + GxOr) )

lxo(Q * Oxor Jrec{ Y, ]
Q Lo Q+ao,,)

(5.51)
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La transformada de Fourier de la ecuacién (5.51) se determina haciendo uso del teorema de
escalamiento (A-8), obteniendo,

Sl 1= 2500 g, [ @2l

QZ
Sin C{ IYO(Qg—; GxOr ) u} Sin C[ lyO (Q + O-yOz' )VJ .

Q (5.52)

Ahora el espectro de difraccion de transformada de Fourier exacta, cuando la fractura

rectangular estd sujeta a variacién de su temperatura AT, como consecuencia de
transferencia de calor hacia ella, queda definido de acuerdo a las ecuaciones (3.29) y (5.52)
como

’-k[zfu)+z+”uAL1 +nL2AL2]
Ele=* 20l

Z 210 .
Q Q 0 .
(11[< o) wn(zmgwj(MQMJ

Para el caso del espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, se
define en base a las ecuaciones (5.40) y (5.53) en la forma

ik[zfu) +Z+nLIALI+nL2AL2]
G, (u,v) =£ EO[IZ[Q +QUZ°’ D .

M1
Q Q
. (lxolyo(( + ayo,g)z(z +0,, )D osin c( lxo(QQJFJxOr) uj . (5.54)

Los modelos de espectros de difraccion definidos por las ecuaciones (5.52) y (5.54), pueden
ser verificados en una etapa experimental; para esto, es importante recalcar que los
extremos que componen el ancho y la altura de la fractura, deben colocarse entre soportes
que eviten se deformen térmicamente.
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V.8 OBJETO SOMETIDO SIMULTANEAMENTE A ESFUERZO TERMICO Y
MECANICO

Para este caso, se supone que la lamina que contiene la abertura rectangular, descrita en la
seccion V.5, a la cual se le asocid la funcidon de transmitancia, cuando no esta el objeto
sometido tanto a fuerza de tension ni a transferencia de calor, definida por la ecuacion
(5.33). Ahora, bajo la propuesta de que la lamina que contiene la abertura rectangular
referida, se somete de manera simultanea a la accion de una fuerza de tension que actia
como se describe en la seccion VI; ademas al mismo tiempo se le hace transferencia de
calor, que le propicia un aumento de temperatura y dilatacion en sus dimensiones, como se
documenta en la seccion V.7. Bajo estas condiciones y al ser implementada en un arreglo
optico experimental como el descrito en la figura (6.22), al cual se le agregue la fuente
térmica, el andlisis tedrico de su transmitancia y la distribucion del espectro de difraccion,
se establece como sigue: La funcidon de transmitancia asociada a la abertura rectangular,
bajo la accion simultanea de la fuerza mecanica de tension y el esfuerzo térmico puede se
escrita en términos de las ecuaciones (5.20) y (5.31) en la forma siguiente,

Q+on-zr —N0 in
to(xoa%):(l{ 1 . }J.

Q

Q+Q%c,,., —1n0.,,.
o1, 0r1 110 <0 prin rect 5 (x, . (5.55)
Q lxo(Q +Q Oron T+ naxoprin)

l Q + QzO_xOTI + 770-x0prin V@Ct QyO
| *0 Q lyO (Q + QZO_yOrl - no-xOprin)

La transformada de Fourier de la ecuacion (5.54) de acuerdo al teorema de escalamiento
(A-8), se obtiene
j.

[Q + QzO_yOrl - 770-x0pl‘in KQ + on-x()rl + no-xOprin)
hd leZyO *

2 —
S{to (xo’yo )} _ [Zz|:Q + Q O-z;zl no-xprin

QZ

[ (Q+Q + .
esin c{ XO( xor1 T 119 x0pri )u J ) (5.56)

Q

(Q + QZO_XOTI + 770-x0prin XQ + QzO_yOTl - 770-x0prin)
[ ] lyolxo Qz °

{lyo(Q + QZO-yOTl - 770-x0pril1)v].

esinc o
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Entonces la distribucion de amplitud compleja en el plano de transformada exacta o de
Fraunhofer queda descrito mediante la ecuacion

eik[ZfLDJrz+nLlALl+nL2AL2] Q 4 on-zrl _Vo-xprin
Ez (U,V): EO Zz s
] Q

iAo
(lrolyo( o+, - on”""g]z(? + Q%6 10 )N .
sin c( Lol Qzaxg G copr »] . (5.57)
. (lyolxo[(g +Q%0,, + naxoprmnXZQ + Qzayoﬂ /L )D .
osin c( lyo(Q + Q%0 0. — 1100 i )VJ
Q

Mientras que la intensidad del espectro de transformada exacta sera

2 2
Q+0° — 4
I (u,v)= (15[0 ] {l{ O-g 719 sprin D o
LD

2
[ ([Q + £)2()'y0T1 =110 0 prin KQ + QZO-XOTI 770 0 prin )J] o
x0%y0

QZ

.Sil'lC (Z Q+Q O-xOﬂ +770-r0prin)uJ. (558)

2
[ OZ 0( Q+ Q O-v011 + 770-x0prin XQ + QZO-}’OTI - no-xopriﬂ )JJ °
y0%x G?

.Sincz(l Q+Q J}0‘[1 no-xOprin)vJ'
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En tanto que el espectro de convolucion de transformadas de Fourier, se determina con la
ecuacion siguiente

ik[2fyp+z+np AL +nA ] Q-+ QZG —no.__ .
GZ (H,V) — e : EO lz 21 7] Xprin
iMip Q
o+, -no,,. Q@+ 0, +10y,,.)
° l OI 0 y0rl x0 prin x071 x0 prin
xU7y GZ
[,Q+Q° + _
° Sinc xO( 6,\:011 UGXOprm)l ° (559)
Q
(Q+Q%,, + Q0. JQ+ Q0 ~116.,m)
l, Z . x071 x0prin 071 x0prin
y0¥x QZ
2 iTifip (2, 2
i 10l @ Q0 10, ) o )

Q

De acuerdo a lo desarrollado en esta seccidn, se sugiere una etapa experimental,
considerando que la abertura difractora esté sujeta a las condiciones aqui estipuladas para
corroborar la informacion tedrica descrita.

V.9 CONCLUSIONES

Los diferentes planteamientos presentados a través del desarrollo de este capitulo, han
permitido lograr los objetivos, uno de los cuales fue, determinar la funcién transmitancia
asociada al objeto difractor, en término del esfuerzo mecanico, asi como en términos del
esfuerzo térmico, las cuales se consideraran como nuevas funciones de transmitancia.
Ademas de generar otra nueva funcidon de transmitancia considerando que la abertura esta
sometida simultaneamente tanto al esfuerzo mecanico como al térmico; lo cual se logré de
acuerdo a las ecuaciones (5.38) y (5.42) y (5.50) respectivamente. Conjuntamente con estos
resultados, también se generan los nuevos modelos de difraccion de transformada exacta y
de convolucion de transformadas de Fourier; aunque, el tratamiento fue realizado
considerando solo la funcidon rectdngulo como funcién de transmitancia asociada a una
abertura rectangular, se puede generalizar el tratamiento a otro tipo de aberturas con
geometrias diferentes a la descrita. Un aspecto que resalta en este desarrollo, es de la
propuesta para una etapa experimental, referente a los casos de aplicar una fuerza de
tension con las siguientes variantes; que al objeto se le impida que se contraiga en forma
lateral o perpendicular a la fuerza aplicada; asi como el caso en el que no se impida la
contraccion lateral o perpendicular a la fuerza aplicada. Otra de las propuestas, consiste en
aplicar una fuerza de compresion, en una sola direccion y realizar los aspectos antes
comentados, para evitar la expansion perpendicular a la fuerza de compresion aplicada.
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CAPITULO VI
DESARROLLO EXPERIMENTAL
INTRODUCCION

Se utilizan espectros de frecuencia espacial o patrones de difraccion de transformada exacta
y de convolucién de transformadas de Fourier, para estudiar a través de las franjas de
interferencia que los definen, forma, deformacion y variaciones en tamafio y espesor, de
aberturas no sujetas a fuerza de tension, e implementadas en el plano objeto XY, (6), en el
arreglo experimental de la figura 6.1a como objetos difractores. Las aberturas estan
producidas en material laminado de acero, aluminio y baquelita, con diferentes dimensiones
lineales y espesor. También se presentan aspectos sobresalientes de la deformacion de
franjas de interferencia que definen cada espectro de difraccién, como consecuencia de
someter la lamina que contiene la abertura bajo estudio, a la accion de una fuerza mecénica
>

Fxo

de magnitud , que le produce el esfuerzo mecéanico oy. La fuerza aplicada acttia solo

en la direccion del eje Xj.
VI.1 ARREGLO EXPERIMENTAL

En el arreglo experimental de la figura 6.1a, se usa una fuente de luz laser, que emite un
haz de 20mw de potencia y longitud de onda (A =632.8nm) proveniente de la cavidad
(1), es propagado través de atenuador de intensidad de densidad variable (2); se cambia su
trayectoria de propagacion, reflejandolo en el espejo plano (3); es ampliado y filtrado de
ruido optico en (4) usando una lente objetivo de microscopio 40X y una abertura circular o
pinhole de /5um de didmetro, generando de esta manera ondas monocromaticas esféricas
divergentes, las cuales son colimadas usando la lente doblete acromatica cementada (4) de
distancia focal f.=30cm. Las ondas monocromaticas planas iluminan el objeto difractor,
abertura (5) bajo estudio. El campo o el espectro de ondas difractadas por el objeto
referido, se propaga hasta incidir en la lente doblete cementada o transformadora (6) de
distancia focal f;p=25cm, dicha lente a su vez, los propaga hasta el plano (7) donde se
distribuyen en intensidad, que es monitoreada con un sistema opto-electronico compuesto
por una camara CCD, software y PC. Una mejor interpretacion de la forma en que estan
implementados los componentes en el arreglo de la figura 6.1a, se ilustra en la figura 6.1b.

V1.2 DESCRIPCION DE ABERTURASESTUDIADAS.

Se sometiod a estudio dieciséis tipos de aberturas con diferentes geometrias, a las que en lo
sucesivo también denominaremos objetos difractores. Seis de ellas poseen geometria
rectangular cuyas dimensiones lineales se detallan en la tabla 6.1; estan construidas en
laminas de aluminio del grupo 1100, cuyas imagenes (A, B, C, D, E, F) se ilustran en la
figura 6.2. Respecto al aluminio del grupo 1100 con pureza de 99.0%, es una aleacion
comunmente usada para fabricacion de ldmina, utensilios, envases entre otros; pertenece a
la familia de las aleaciones no tratables térmicamente, o sea aquellas que requieren un
trabajo mecanico en frio para obtener sus propiedades de dureza y resistencia a la
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corrosion. En tanto que, las imagenes 6.2 G y H, son las de dos y diez aberturas cilindricas,
producidas en ldmina de baquelita.

) -
Figura 6.1a Arreglo experimental para estudiar aberturas sin fuerza de tension aplicada:

(1) laser de He-Ne, (2) atenuador de intensidad, (3) espejo plano, (4) filtro espacial, (5)
colimador, (6) objeto bajo estudio, (7) lente transformadora, (8) camara CCD conectada

auna PC.

Espejo Plano |
)

Atenuador de
intensidad

Figura 6.1b Esquema en que estan dispuestos los componentes en la imagen de la figura 6.1a
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Un grupo mas de aberturas cilindricas estudiadas son mostradas en las iméagenes I, J, K, L
de la figura 6.3, fueron construidas de manera comercial (en taller de torno) y en laminas
de aluminio 6061 de diferente espesor cuyas magnitudes de acuerdo a las imagenes antes
refridas, son /,=22.0mm, 13.0mm, 6.0mm y 2.0mm, cuyas partes circulares poseen un
diametro de 1/16”, tales magnitudes se ratifican en la tabla 6.1. Cabe recordar que la
abertura que cumple con el concepto de ser delgada es la que posee el espesor .=2.0mm;
mientras que las restantes son gruesas, y como consecuencia los espectros de difraccion que
ellas producen, no pueden ser explicados con los aspectos tedricos desarrollados en los
capitulos II, III, y IV. Ahora, respecto al aluminio 6061, se considera como un material
ligero, catalogado como una aleacion no ferrosa, que contiene 1% de manganeso, 0.6% de
silicio. Tiene propiedades a la tension con una resistencia a ésta de 45,000psi, relativamente
baja comparada con la del acero. El aluminio 6061 suele presentar un limite de resistencia a
la fatiga bien definido, es decir, un esfuerzo de fluencia de 40,000psi, pero la falla puede
ocurrir aun a esfuerzos mas bajos. Las aleaciones de aluminio 6061 debido a su bajo punto
de fusion, no se comportan bien a temperaturas elevadas, tiene escasa dureza, lo que origina
poca resistencia al desgaste abrasivo en muchas condiciones de uso (Askeland y Phulé,
2008).

Otras aberturas estudiadas como la que se muestra en la figura 6.4M, la cual da referencia
de su geometria hexagonal, producida en lamina de acero con recubrimiento de pelicula de
pintura mate. Mientras que las imagenes 6.4N, N, O muestran las aberturas bajo estudio,
producidas por corrosion y oxidacion, en ldmina de acero con recubrimiento de zinc o
galvanizada. Para la fabricacion de este tipo de ldmina, se utiliza acero SAE1010 obtenido
por el proceso de laminacion en frio; de altura maxima 1.83m y de 10.50m de ancho. El
recubrimiento de zinc metalico de alta pureza, es aplicado en un proceso continuo por
inmersion en caliente con una capa G-90 equivalente a un minimo de 0.0275 kg/m2 por
ambas caras de la lamina. Mediante este proceso de galvanizado se obtiene una solucion
efectiva contra la corrosion debido a que suministra una proteccion catodica, que evita el
ataque al acero por las particulas del medio ambiente (http://www.losacero.com.mx). Cabe
aclarar que las aberturas (fracturas) de las imagenes N y N estan contenidas en el mismo
tramo de ldmina, obviamente en zonas diferentes. Por otro lado, el proceso de corrosion
consiste en el deterioro de un material metalico debido a una reaccién con productos
quimicos presentes en el entorno. La corrosion electroquimica es la forma méas comun de
ataque a los metales, se presenta cuando los atomos del metal pierden electrones y se
convierten en iones; conforme el metal se consume gradualmente mediante este proceso, se
forma normalmente un subproducto del proceso de corrosion (Askeland y Phulé, 2008).

V1.3 ESTUDIO DE ESPECTROS DE DIFRACCION DE TRANSFORMADA
EXACTA DE FOURIER

Cada abertura de la figuras 6.2, 6.3 y 6.4 usadas como objeto difractor, fue implementada
en el plano objeto (6) como se muestra en el arreglo experimental de la figura 6.1a, con su
parte horizontal paralela al eje de coordenadas Xj, mientras su altura quedé orientada hacia
el eje Yy en el plano objeto XjY)y , y a la distancia focal frontal de la lente doblete acromatica
cementada usada como transformadora, es decir, dy=f.p=25cm, como se predice en la
teoria del capitulo III y IV. Es importante recalcar que los objetos fueron iluminados con
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ondas planas, y que en esta primera etapa experimental, no se les aplicd fuerza mecanica
de tension de forma externa, solo fueron sujetadas.

Las imdgenes de la figura 6.5a, b, c, d, e, f, g h, dan referencia de los espectros de
difraccion de transformada exacta de Fourier, producidos usando como objetos difractores,
los que se muestran en la figura 6.2. Mientras que las imagenes de la figura 6.61, j, k. /,
muestran los espectros de transformada exacta de Fourier, usando los objetos descritos en la
figura 6.3. En tanto que, los espectros también de transformada exacta de Fourier que se
muestran en las figuras 6.7m, n, fi, o, fueron obtenidos usando las aberturas de la figura 6.4.
Cada imagen fueron grabadas a la distancia z de la lente transformadora, que es igual a la
distancia focal posterior f;p de la lente referida, es decir fp= z=25¢m como se predice
también en los aspectos teodricos del capitulo III y IV. El grabado de cada imagen, fue
realizado usando el método de fotografia, con camara electronica digital CCD tipo Sony,
software y PC. Las imagenes referidas fueron procesadas digitalmente en una PC y se
obtuvieron en un formato JPG para ser manipuladas en documentos Word.

(A) B) T © (D)

(E) (F) (G) (H)

Figura 6.2. Aberturas construidas en laminas de aluminio del grupo 1100 y baquelita
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VI.4 ANALISIS DE IMAGENES DE PATRONES DE DIFRACCION DE
TRANSFORMADA EXACTA

En base a la imagen de la figura 6.5a en la que el espectro de difraccion de transformada
exacta, esta mejor definido y distribuido hacia el eje de frecuencias espaciales v, y como
consecuencia solo se le puede asociar a la transmitancia una funcion rectangulo
unidimensional definida en la forma #y(xg,yg)= rect(yy/l,). Ademas debido al espesor
[;=0.5mm de la lamina en la que estd construida la abertura referida, el resultado del
espectro de difraccion aqui obtenido, presenta una distribucion de intensidad muy parecida
a los reportados en teoria de difraccion clasica, en la que se hace uso de objetos
rectangulares de espesor casi cero (Goodman, 2005; Hecht y Zajac, 1998; Yu, 1983). Por lo
que respecta al espectro 6.5b, demuestra que, cuando la abertura rectangular poseen anchos
y alturas en las direcciones de las eje X, Yy, de menor magnitud que en el caso anterior, la
distribucion del espectro en intensidad se ensancha y queda mejor definido, en ambas
direcciones del espacio de frecuencias espaciales u y v. La informacion respecto a la forma
de la abertura, usando los maximos o los secundarios centrales, no definen apropiadamente
su forma geométrica en estos casos.

0 K) o (L)

Figura 6.3. Aberturas construidas en laminas de aluminio 6061

(M) (N)
(0)

Figura 6.4. Aberturas construidas en laminas de acero
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Objetos 0 Material Geometria Ancho Altura Espesor Diametro

Fracturas (mm) (mm) (mm) (mm)

y nimero

A Aluminio Rectangular 0.5 15.0 05 |-
grupo 1100

B Aluminio Rectangular 0.25 3.0 05 |-
grupo 1100

C Aluminio Rectangular y | 0.25; 0.25 9.0; 10.0 0.5; 0.5 0.5
grupo 1100 | circular

D Aluminio Triangular 1.0 3.0 05 |-
grupo 1100

E Aluminio Cilindrica | -=====mmmmmmm | 2mmmmmmeee 1.0 2.0
grupo 1100

F Aluminio Cilindrica | -=-===mmmmmm | oo 0.5 2.0
grupo 1100

G, dos Baquelita Cilindrica | =======-mm-mmm | —mmmmmmees 2.0 0.25,

c/una

H, diez Baquelita Cilindrica | =--=-==--=--= | =mommmmeeee- 2.0 0.25 c/una

I Aluminio Cilindrica | -====-mmmmmmm | oo 22.0 2.0
6061

J Aluminio Cilindrica | -====mmmmmmm | oo 13.0 2.0
6061

K Aluminio Cilindrica | -====mmmmmmm | oo 6.0 2.0
6061

L Aluminio Cilindrica | -====mmmmmmm | oo 2.0 2.0
6061

M Acero con | Hexagonal 3.0mm por 5.0 10 |-
pelicula de lado
zinc y negro
mate

N Acero con | De geometria | -------------= | =mm-mmmm-mmee- 05 |-
pelicula de | variable
zinc

N Acero con | De geometria | -------m---mm | mmmmmmoeemee- 05 |-
pelicula de | variable
zinc

0] Acero con | De geometria | ------------= | ==-mmmmmmmem 05 |-
pelicula de | variable
zinc

Tabla 6.1 Caracteristicas y dimensiones lineales de aberturas referidas en las imagenes 6.2,

6.3 6.4.
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Ahora cuando la geometria de la abertura es variable e irregular y ademas existe en forma
separada en la lamina de aluminio que las contiene, como lo ilustra la imagen de la figura
6.3C; el espectro de difraccion de transformada exacta total, es superpuesto en el plano de
Fraunhofer, a causa de que cada parte geométrica de la abertura, produce su propio espectro
de frecuencia espacial, esto implica que al superponerse, produzcan una distribucion de
intensidad, que no puede ser interpretada por una funcion correctamente definida; ademas
tampoco permite investigar la forma geométrica de las aberturas, como lo demuestra la
imagen del espectro de transformada exacta referido, ver iméagenes en la figura 6.5¢, que
corroboran lo expuesto

(h)

Figura 6.5. Espectros de transformada exacta de Fourier, de aberturas 6.2
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En lo que respecta a la imagen del espectro de frecuencias espaciales o patron de difraccion
de transformada exacta de la figura 6.5d, se ve que su distribucion de intensidad, es propia
de este tipo de aberturas como lo documentaron (Hecht y Zajac, 1998, Malacara, 2004).
Pero en el plano de Fraunhofer, la distribucion del espectro referido, no propicia una
identificacion clara de la geométrica de la abertura que se estudia; ya que la distribucion de
intensidad del espectro, parece indicar la existencia de aberturas rectangulares, y no en
forma triangular como lo demuestra la figura 6.3D. También se observa que en la imagen
del espectro de difraccion que se documenta, no existen maximos y minimos de
interferencia bien definidos, debido posiblemente a que las partes geométricas que definen
la abertura tienden a estar separadas entre si, o existe la posibilidad de que las partes
referidas no posean una geometria lineal perfecta de acuerdo a la geometria analitica; a
pesar de que la abertura esta construida en placa de lamina de /;=0.5mm de espesor.

(k) ()

Figura 6.6. Espectros de transformada exacta de Fourier, de aberturas 6.3

(n) (i)

Figura 6.7. Espectros de transformada exacta de Fourier, de aberturas 6.4
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En referencia a los patrones de difracciéon de las figuras 6.5e, f, mismos que fueron
producidos por aberturas cilindricas con circunferencias en su parte posterior y anterior de
1/16°° de diametro, construidas en taller de torno con taladro eléctrico vertical, en laminas
de aluminio del grupo 1100, de espesores L.=1.0mm, 0.5mm. El espectro de difraccion que
se propaga hasta la lente transformadora, proviene de la abertura circular anterior que fue
colocada en el plano objeto XY, como se ilustra en la figura 6.1a. Se observa una forma
circular bien definida, en los anillos concéntricos de méaxima y de minima intensidad
producidos por la abertura de .= 0.5mm de espesor; es decir conforme la fractura
cilindrica tiende a tener un espesor casi pero no cero, el espectro de difraccion sera igual a
los que se reportan en teoria de difraccion clasica o por simulacion perfectamente
circulares. Otro aspecto que influye en la deformacion de los anillos concéntricos, es que la
lamina en las que estdn construidas las aberturas cilindricas no se consideran
perfectamente planas. Esta afirmacion lleva a considerar que el método de transformada
exacta de Fourier, a la vez como una técnica en el estudio en el analisis de superficies
respecto a su planaridad, que se puede extender a objetos de diferente tipo de material, al
aqui referido.

En lo que respecta a los espectros de las figuras 6.5g, h, producidos por aberturas
cilindricas y las circunferencias en su parte posterior y anterior de cada abertura es de
0.25mm de didmetro, ademas estdn construidas en laminas de baquelita, de espesores
[.=2.0mm. El espectro de difraccion que se propaga hasta la lente transformadora, proviene
de la abertura circular anterior que fue colocada en el plano objeto X;Yy como se ilustra en
el arreglo experimental de la figura 6.1.

Un aspecto importante que se debe hacer notar respecto a la imagen del espectro de
difraccion de la figura 6.5g, es que propicia la solucion en lo que respecta al problema de
modulacion de funciones. En la figura referida, se ve que las franjas de interferencia de
Young de méaxima y de minima intensidad, con distribucion definida por la funcion
cos’(27du), y de acuerdo al argumento (277u) de la ecuacion referida, las franjas son
lineas rectas perfectas justificadas por la geometria analitica, ver ecuacion (4.46). Como en
la imagen referida, se observa que las franjas de Young son lineas rectas completas o no
discontinuas, que ademas estan sobre la distribucion de franjas de interferencia circulares
de méxima y de minima intensidad, definidas por el argumento de la funcion Bessinc

J,(2md, 0

2
cuadrada siguiente ( )j ; de aqui se concluye categoricamente que la funcion

[0

cos’(2,u) modula a la funcion Bessinc cuadrada antes descrita. Esta afirmacion y la

evidencia experimental aqui presentada aporta la solucion al caso de modulacion de
funciones, presentado en la parte teorica del capitulo IV ecuacion (4.46), y debe ser este
criterio experimental el sustituto de un criterio matemadtico que no existe al respecto.

Para el caso del espectro de difraccion de transformada exactas producido con 10 aberturas
cilindricas del mismo espesor y posiblemente de didmetros iguales en la circunferencia de
sus aberturas posterior y anterior: De acuerdo a la imagen de la figura 6.5h se observa que
los anillos concéntricos no son tan circulares, sino elipticos debido a que todas las aberturas
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posteriores y anteriores no son verdaderamente circunferencias perfectas, sino elipticas y es
la forma geométrica que domina en la superposicion en el plano de Fraunhofer. Ademas en
la parte central de la distribucion de intensidad en la imagen referida, existe informacién
del conjunto de franjas de Young que producen cada par de aberturas, pero por la alta
intensidad si se presenta la imagen de ellas, se pierde la informacion de los anillos Bessinc,
por lo que se incluiran las dos imagenes.

Referente a los espectros de difraccion de frecuencias espaciales de transformada exacta de
Fourier mostrados en las figura 6.6i, j, k y [ que fueron producidos por aberturas cilindricas
construidas en laminas de aluminio 6061 de diferente espesor como se detalla en la tabla
6.1, cabe recordar que las partes circulares de tales aberturas poseen un didmetro de 1/16""
y fueron fabricadas de manera comercial, en taller de torno. De acuerdo a las imagenes de
los patrones de difraccion de la figura 6.6, la forma geométrica de la abertura se define solo
considerando el maximo y el minimo central de interferencia. En vista de que cada espectro
de difraccion referido, fue producido por aberturas cilindricas gruesas, no existe soporte
tedrico para poderle asociar una funcion especifica a su distribucion de intensidad. Pero de
acuerdo a las imagenes de la figura 6.6, tal parece que la lente transformadora “ve” solo una
abertura circular, de la cual provienen ondas difractadas y que en principio bajo esta
condicion la lente referida produce un patrén de difraccion de transformada de Fourier
exacta, cuyos anillos de maxima y de minima intensidad centrales, pueden ser definidos por
la ecuacion (4.52) y deben ser anillos circulares y concéntricos perfectos, definidos por el

argumento de la funcion Bessinc cuadrada, esto es (27d,0)= \/ (2adu) +(27d,v) . Ahora,

en base a que en las imdgenes de los espectros de las figura 6.6 se observa muy poca
perfeccion circular en cada anillo; esta situacion permite establecer que: Posiblemente el
método o técnica de perforado para construir la aberturas no fue el apropiado, ademas de
que influye el espesor de la lamina, en lo que respecta a la distribucion de los méximos y
minimos restantes.

Para el caso del espectro de difraccion de transformada exactas producido con 10 aberturas
cilindricas de espesor .= 2.0mm y posiblemente con los mismos didmetros en la
circunferencias de sus aberturas posterior y anterior, de acuerdo a la imagen de la figura
6.5h se observa que los anillos concéntricos no son circulares, sino elipticos. En principio,
la forma eliptica de los anillos, de acuerdo a la seccion V.13 y la ecuacion (4.115), se debe
a que existen partes circulares de las aberturas referidas, con didmetros diferentes a las
restantes, que en este caso, su variacion es tan pequefia, que propician que la elipticidad de
las franjas también sea pequefia. Cabe recordar que cada par de aberturas cilindricas,
generan un patrén de franjas de interferencia de Young y que en principio se debe tener
cinco patrones de este tipo de franjas; esto hace que entre ellas interaccionan y forman una
distribucion nada sencilla de interpretar, cuya definicion se pierde a causa de existir mucha
intensidad, la cual fue atenuada para obtener informacién de las franjas concéntricas
elipticas modulada por el grupo de franjas de Young.
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Respecto a los patrones de difraccion de transformada exacta de las figuras 6.7m, n, i y o,
que fueron obtenidos usando aberturas de geometria variable hechas en ldminas de acero
con recubrimiento de pintura mate negra y de zinc. La abertura del objeto de cuya imagen
es la figura 6.4M; fue producida mediante una técnica de perforado especial que no se
conoce. En tanto que, por corrosion y oxidacion se produjeron las aberturas mostradas en
las imagenes 6.4N, N y O.

Ahora, se tiene que, si la geometria de las partes que dan forma a la abertura, es variable y
bien definidas en base nuevamente a la geometria analitica, ver figura 6.4M; el espectro de
transformada exacta, también se produce bien definido y se puede interpretar
apropiadamente la forma de la abertura, en base a la distribucion de los maximos y
minimos centrales en intensidad de las franjas de interferencia, que definen los espectros
de frecuencias espaciales referidos, como se observa en la imagen 6.7m. Se debe aclarar,
que esta imagen se obtuvo intercalando cuatro atenuadores de intensidad en el arreglo
optico mostrado en la figura 6.1; de no haberse realizado de esta manera, existe exceso de
intensidad que indefine la informacidn, o que hace que no esté contrastada.

En lo que respecta a los espectros de frecuencias espaciales de transformada exacta,
mostrados en las figuras 6.7n, fi y o, en ellos se ve que la distribucién de intensidad en cada
espectro no propicia identificar la forma geométrica de la abertura. En estos casos, se
propone que la abertura se analice por partes, lo que implicaria entender coémo difractan las
ondas monocromaticas y el espectro que producen.
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V1.5 ESTUDIO DE PATRONES DE DIFRACCION DE CONVOLUCION DE
TRANSFORMADASDE FOURIER

Se generaron y grabaron una variedad de espectros de difraccion de frecuencias espaciales,
de convolucion de transformadas de Fourier, de cada abertura u objeto difractor cuyas
imagenes se muestran en las figuras 6.2, 6.3 y 6.4. Para esto, se aprovecho6 la posicion fija
que mantuvo cada objeto en el plano objeto X;Y) (6), en la etapa experimental anterior, a la
distancia fip=dy=25cm de la lente transformadora, como se hace ver en el arreglo
experimental de la figura 6.1a; ademads contintio siendo iluminado con ondas planas, y no se
le aplic6 fuerza mecénica de tension.

Las imagenes de los espectros de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier
que se reportan a continuacion, fueron grabadas tanto en la zona convergente como en la
divergente de la lente doblete acromatica cementada usada como transformadora. La
distancia z de la lente referida al plano de frecuencias espaciales uv en el que se distribuye
cada espectro, cae dentro del intervalo 0<z<f;p, y sera conocida como zona convergente de
la lente referida; o bien se distribuye en el plano uv frecuencias espaciales situado ahora en
la zona divergente de la misma lente, situado en el intervalo f;p<z<co; ambas zonas son
conocidas como regiones de Fresnel. Para el grabado de las imagenes de los espectros de
difraccion en intensidad, se us6 nuevamente el método de fotografia con cdmara
electronica digital CCD tipo Sony, software y PC; ademas, fueron procesadas digitalmente
obteniéndose en formato JPG para ser manipuladas en documentos Word.

V1.5.1 PATRONES DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LAS ABERTURAS
DE LASFIGURASG6.2A,B,CyD

Las imagenes 6.8.1 y 2, corresponden al espectro de difraccion de convolucion de
transformadas de Fourier, su registro se realizd en zona de Fresnel o regién convergente de
la lente transformadora, a la distancia z=20cm. En tanto que la imagen 6.8.3 se grab¢ la
distancia z=31cm de la lente antes referida, pero en la zona divergente que corresponde a la
otra region de Fresnel, de acuerdo a los aspectos teoricos del capitulo IV. Otro espectro que
fue grabado en ésta ultima regién, pero a la distancia z=35cm, cuya imagen se muestra en
la figura 6.8.4. Se recuerda que los objetos difractores, fueron los A, B, C y D, de la figura
5.2, ya referida.

<
*
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(2) (3) (4)

Figura 6.8. Espectros de convolucion, de aberturas 6.2

128



V1.5.2 ANALISISY OBSERVACIONES

La imagen del espectro de difraccion de convolucién de transformadas de Fourier de la
figura 6.8.1, propicia una mejor interpretacion de la forma geométrica de la abertura; que
de acuerdo a la ecuacion (4.34) la distribucion de intensidad de las franjas de interferencia
que definen el espectro referido, en la zona convergente de la lente transformadora, esta

2
sen(ﬂiyv)} ; mientras que su
,(v)

argumento nos dice que deben se lineas rectas perfectas, de méaxima y de minima
intensidad, de acuerdo a la geometria analitica. Asi, si se usa para nuestro andlisis solo los
maximos y minimos de interferencia centrales; en la imagen referida, se ve que tales lineas
no son rectas perfectas, ya que poseen deformaciones. Esto permite establecer que los lados
de la abertura paralelos al eje Yj en el plano objeto, son casi rectos y que las deformaciones
que poseen, posiblemente se deben a la técnica de fabricado de la abertura, o que ha sido
sometida a algun tipo de esfuerzo, que le ha producido una deformacién permanente en las
zonas que se demuestran en la imagen del espectro ya referido. Otra informacion que
proporciona, es que la abertura que en la imagen 6.2A se ve como rectangular, posee dos
lados que no tienen geometria de una recta, esto confirma la razén, del por qué no se le
puede asociar una funcidn rectangulo a la transmitancia del objeto estudiado en el eje X en
el plano objeto, sino otra funcion; ademas la altura hacia el eje Yy, hace que el espectro de
difraccion no se defina apropiadamente.

definida a través de la siguiente ecuacion sincz(lyv):{

El espectro de difraccion de transformadas de Fourier, cuya imagen es mostrada en la
figura 6.8.2, grabada en la zona convergente de la lente transformadora, no define
apropiadamente la forma del objeto, que como se demuestra en la figura 6.2B, posee una
forma externa rectangular. Aunque el espesor de la ldmina en que esta construida es
[.=0.5mm, es suficiente para establecer que, en la parte interna de tal abertura existen
deformaciones debido al proceso y la técnica de fabricacion. Esto hace que la imagen del
espectro se vea poco definida.

En referencia a la imagen del patron de difraccion de convolucion de transformadas de
Fourier, definido por la imagen de la figura 6.8.3, grabado en la zona divergente o de
Fresnel de la lente transformadora. Una parte de la distribucion del espectro en intensidad
no permite identificar la forma geométrica de las aberturas rectangulares mostradas en la
figura 6.2C, ya que existe deformidad en las franjas de interferencia de méxima y minima
intensidad. Esto se debe a que la geometria de las aberturas que se consideran como rectas
no son perfectas de acuerdo a la geometria analitica, es decir poseen deformidades. Lo
anterior, asegura que la técnica para producir la abertura no es correcta, o también se puede
establecer que las deformaciones son a causa de los esfuerzos de algin tipo que
intervinieron en el fracturado del material produciéndole la forma de la abertura estudiada.
En este caso, se obtiene mejor idea de la forma geométrica de la abertura mediante el
espectro de difraccion de transformada exacta de Fourier, que del patron de difraccion
convolutivo.

Un resultado no esperado es el mostrado en la figura 6.8.3, dicha imagen muestra tanto el
espectro de convolucion de transformadas de Fourier, debido a las aberturas rectangulares y
perpendiculares una respecto de la otra que fue documentado en el parrafo anterior. Asi

129



como el registro del espectro de difraccion de convolucidon, de una abertura cilindrica. Lo
que sorprende de este espectro, es la perfeccion en la geometria circular, respecto a la
distribucion del méximo y minimo central de interferencia. Basta recordar que la abertura
circular qued6 desplazada del origen de coordenadas del plano objeto XYy, ya que durante
la etapa experimental, se consider6 que las aberturas perpendiculares antes referidas, se
localizaban en el origen del sistema de coordenadas en el plano objeto. De acuerdo con la
seccion 1V.11, el andlisis de la distribucion de intensidad se puede realizar a través de las
siguientes ecuaciones (4.94), (4.96), (4.99) y (4.101). Ahora, si selecciona la ecuacién
(4.96), cuya estructura matematica es:

2
IZ(u’v) - [Senz[fw +z+n,AL+ anALZ]:1:(E()ZZdl)2]

AMz- fin)
(4senz(zn[ W ﬁl(f@fZ)(Z)j o { ‘](2;“1“’)} ]. (4.96)

Entonces, el espectro de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, en la zona
divergente, de acuerdo a la ecuacion (4.96), producido por la abertura cilindrica desplazada
del origen de coordenadas en el plano objeto XYy, son anillos circulares de maxima y de

2
minima intensidad definidos por la funcién (J‘(m"w)} Bessinc cuadrada, modulados por
@
u 2
7”112 (fLD - Z{a))
la funcién sen’ +2mu |. Esta afirmacion se corrobora a través del

Miv

siguiente desarrollo experimental. Debe recordarse que, después del plano de la
transformada exacta, existen diferentes distancias z a las que se puede grabar el espectro de
convolucion referido, pero el espectro grabado a la distancia z=35cm de la lente
transformadora, se considerd el mas representativo para ilustrar el fendémeno.
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V1.5.3 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
CILINDRICA DE LA FIGURA 6.2C

El resultado comentado en el parrafo anterior, propicié que se investigara solo el espectro
de difraccion producido por la fractura circular contenida en el objeto de la figura 6.2C.
Esto se logré evitando que el haz de ondas planas iluminara las aberturas rectangulares, el
objeto difractor permanecio en el mismo plano desde la etapa experimental anterior. Ahora,
para este caso y en esta parte de la etapa experimental, se produjeron los espectros de
difraccion y fueron grabadas seis imagenes con el método opto-electronico descrito
anteriormente, mismas que se muestran en la figura 6.9. En lo que respecta a la imagen de
la figura 6.9.1 fue graba registrada a z=25cm; la 6.9.2 en z=34cm; mientras que la imagen
6.9.3 se registr6 a la distancia z=56cm; por lo que respecta a la imagen de la figura 6.9.4 se
registro a z=64cm; la imagen 6.9.5 se registr6 a z=84cm. Finalmente la imagen 6.9.6 se
grabd a la distancia z=7/45cm. Lo que sorprende de todo este proceso de grabado, es que a
la ultima distancia referida, se obtiene un minimo de intensidad en la zona central de la
distribucion Bessinc cuadrada; ademads siguiendo la historia de las imagenes referidas, se
observa como la distribucidon de intensidad se va haciendo mas pequeiia, desde el plano de
la transformada exacta, hasta que se produce el minimo de intensidad, a este fenomeno en
este trabajo de Tesis, se definirda con nombre de AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO, y es
un resultado no esperado que proviene del trabajo experimental, por lo que se buscara
alguna publicacion en la que esté reportado y si existe un nombre especifico. Dicho
fenémeno Optico, se presenta en la zona divergente de la lente transformadora; ademas se
debe considerar que las partes circulares de la abertura cilindrica en este caso tiene un
diametro d;=0.5mm y esta fabricada en lamina de aluminio del grupo 1100, con espesor de

L=0.5mm.

(4) ) (6)

Figura 6.9. Espectros de convolucion, de abertura cilindrica 6.2C
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V1.54 EL AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO Y SU POSIBLE EXPLICACION

Como se establecid en la seccion VI1.5.3 existen las siguientes ecuaciones tedricas (4.94),
(4.96), (4.99) y (4.101) desarrolladas en el capitulo IV, con las que se puede explicar
posiblemente el fendmeno de AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO. Pero también se
considerd en la seccion referida, que seria mas apropiado explicarlo con la ecuacion (4.96),
considerando como se propuso que la funcion seno cuadrada modula a la funcién Bessinc
cuadrada. Bajo esta afirmacion se tendrd que el méaximo de interferencia central, va
variando su tamafio en base a la modulacion que la funcion seno cuadrado ejerce, pero lo
hace lentamente y esto propicia que la distribucion de intensidad sea cero a la distancia
antes referida.

Hasta ahora, se ha observado que el fendémeno de AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO,
solo se produce para una abertura (fractura) cilindrica de espesor a .=0.5mm, pero que
posea aberturas circulares en sus extremos cuyos sean iguales en magnitud, es decir de
valor igual a d=0.5mm. Luego entonces, surge la propuesta de que los didmetros de las
partes circulares en las aberturas cilindricas deben cumplir con la condicién establecida en
la desigualdad siguiente d<0.5mm. Entonces se propone que, para producir un resultado
similar con otra fractura cilindrica, en principio debe de estar fabricada en ldmina de
cualquier otro tipo de material disponible del mismo espesor, pero también se debe
investigar para un espesor un poco mayor y menor al referido y se debe de imponer como
condicion que las aberturas circulares, sean de diametro antes especificado. Ademads se
recomienda que la abertura referida como objeto difractor esté fuera del origen de
coordenadas en el plano objeto XjY,. Definitivamente, para estudiar mas ampliamente el
fenémeno de AUTOENFOQUE DE CONVOLUCION, se sugiere realizarlo en la zona
divergente o region de Fresnel de la lente transformadora, ya que es mas amplia; ademas
también se propone investigarlo con lentes sencillas y dobletes acromaticas cementadas y
separadas. Otro aspecto importante, es realizar un proceso de simulacion en computadora,
que permita discernir cual de los modelos matematicos definidos por las ecuaciones
referidas, o determinar el modelo matematico apropiado para poder explicar correctamente
el fenomeno de AUTOENFOQUE. Para evitar confusion las imagenes de la figura 6.9, solo
fueron cortadas de la imagen total que proporciona el sistema opto-electronico compuesto
por camara CCD, software y PC.

En lo que se refiere a la imagen del espectro de difraccion de convolucion de transformadas
de Fourier de la figura 6.9.4, se observa que propicia una identificacion de la forma
geométrica de la abertura bajo estudio, que en este caso es triangular. En esta parte del
proceso, se plantea la siguiente observacion: solo se ha encontrado documentada la
distribucion de intensidad del espectro de transformada de Fourier una abertura triangular,
en libros de optica de (Hech y Zajac, 1998; Malacara, 2004), pero no se ha localizado
reportes de la convolucion de transformadas de Fourier como se documenta en este trabajo
de Tesis, sobretodo grabarlo en la region divergente de la lente transformadora.
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V1.6. ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA DE
LA FIGURA 6.2E, Y COMENTARIOS

El grupo de iméagenes de espectros de difraccion de convolucion de transformadas de
Fourier que se documentan en las figuras 5.10.1, 2, 3 y 4, fueron producidos usando como
objeto difractor, la abertura cilindrica cuya imagen es la 6.2E, de espesor [=Imm,
producida en lamina de aluminio del grupo 1100. Las aberturas circulares en sus extremos
poseen un diametro de 1/16°"; en tanto que las distancias z de la lente transformadora al
plano de frecuencias espaciales uv en el que se distribuye cada espectro y a la que fueron
grabados son: z=25cm, z=28cm,z=33cmy z=37cm,y lasimagenes de la figura 6.10 dan
referencia de cada espectro referido. En ellas, se observa que el AUTOENFOQUE DE
CONVOULUCION, se produce desde el plano de la transformada exacta de Fourier
situado a z=25cm de la lente referida, hasta los 37cm distancia a la que se produce el
minimo de interferencia en la zona central. En este caso se observa que el espesor de Imm,
aun sigue afectando la distribucion del espectro de difraccion, pero va haciéndose mejor
definido. Por lo que se propone asociarle la distribucion de intensidad definida por la
ecuacion (4.96) documentada en la seccion anterior, lo que permite establecer que, la
funcion Bessinc cuadrada de la funcion referida, sea modulada por la funcidén seno
cuadrado.

Una observaciéon que se hace respecto a este problema, es la siguiente: en esta etapa
experimental, se considerd que la abertura cilindrica difractora permanecio en el origen del
sistema de coordenadas en el plano XjY). Bajo este concepto de acuerdo a la teoria
desarrollada en la seccion IV.12 y la ecuacion (4.103), solo se deberia tener anillos
concéntricos de maxima y de minima intensidad definidos por la funcion Bessinc cuadrada,
como lo muestra la siguiente estructura matemadtica de la funcion referida

o) BT | (et} ) (4103

Se observa en la ecuacion (4.103) que no existe otra funciéon que permita asegurar la
modulacion de la funciéon Bessinc cuadrada y como consecuencia justificar el
AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO. Ahora, si se piensa que no se tuvo control para
colocar la abertura en el origen verdadero del plano de coordenadas en el plano objeto ya
referida, entonces, la abertura cilindrica esta fuera del origen y, debido a este hecho se
presenta la distribucion de intensidad documentada en la figura 6.10, que puede ser mejor
explicada a través de la ecuacion (4.96). Luego entonces, existe el problema de control del
origen de coordenadas.
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V1.7 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
CILINDRICA FIGURA 6.2F

Una nueva serie de espectros de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, se
presentan a continuacion. La produccion de los espectros se ha hecho mediante el uso de la
abertura cilindrica cuya imagen se muestra en la figura 6.2F, que posee un espesor de
[,=0.5mm, de la lamina de aluminio del grupo 1100 en que fue construida. La imagen del
espectro de convolucion mostrada en la figura 6.11.1, fue grabada a z=35cm de la lente
transformadora. Mientras que las imagenes 6.11.2, 6.12.3 y 6.12.4, fueron grabadas a las
distancias z=37cm, z=44cm y z=47cm respectivamente de la lente referida.

(1) (2) 3) 4)

Figura 6.10. Espectros de convolucion, de abertura 6.2E

(D (2) 4)

Figura 6.11. Espectros de convolucion, de abertura 6.2F
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VI.7.1 ANALISISY OBSERVACIONES

Como se observa en las iméagenes de los espectros de convolucion de transformadas de
Fourier de la figura 6.11, grabados en la zona divergente de la lente transformadora, solo
pueden ser explicados mediante una modulacion de funciones, como se ha documentado en
la seccion anterior VI.6. Es decir, de acuerdo a la ecuacion (4.96) la funcion seno cuadrado
modula a la funcidon Bessinc cuadrada. Ya que, de acuerdo a la ecuacion (4.103) que define
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la distribucion de intensidad cuando la abertura estd en el origen de coordenadas en el
espacio objeto, no permite explicar el fenomeno descrito por las imagenes de la figura 6.11.
Esto indica que no se tiene el control del origen de coordenadas del espacio objeto.

Los espectros de convolucion de transformadas de Fourier descritos por las figuras 6.10 y
6.11, como se documento, fueron producidos por aberturas cilindricas de diferente espesor,
es decir [,=1.0mm y 0.5mm, por las partes circulares de ellas con el mismo diametro
d=1/16". Como se ve en las imagenes ya referidas, el espesor si afecta la distribucion del
espectro de difraccion.

Ahora, si en verdad la abertura cilindrica se coloc6 en el origen del plano objeto, entonces
el fenomeno de AUTOENFOQUE DE CONVOLUCION debe tratarse en forma alternativa
explorando alguna otra propuesta de analisis quizds como lo sugiere la seccion IV.14 o
considerar una funcién de transmitancia alternativa.

V1.8 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
FIGURA 6.2G

En la region de convergente de Fresnel, y a la distancia z=/6cm y z=20cm a la lente
transformadora respectivamente, fueron grabados los espectros de convolucion de
transformadas de Fourier, los cuales son exhibidos en las imagenes 6.12.1 y 2. En tanto,
que la imagen 6.12.3 corresponde al espectro de convolucion grabado a la distancia
z=28cm de la lente referida; mientras que las imdgenes 6.12.4 y 6.12.5 corresponden a los
espectros de convolucion, registrados a las distancia respectivas de z=30cm y z=79cm.
Estas ultimas tres imdgenes, fueron grabados en la zona divergente de la lente
transformadora o de region de Fresnel.
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Figura 6.12. Espectros de convolucion, de abertura 6.2G
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VI1.8.1ANALISISY OBSERVACIONES

Un detalle que se observa tanto en la zona convergente como la divergente de la lente
transformadora, es que existen imagenes de espectros Bessinc cuadrada separados, cuando
las aberturas en el objeto estan separadas, y tales imagenes solo se retnen en el plano de
Fraunhofer o de la transformada exacta de Fourier, en el que se comparan entre si cada
distribucion de intensidad, definiendo solo una sola funciéon Bessinc cuadrada. Pero en la
zona convergente de la lente los espectros existen separados como funciones Bessinc
cuadradas individuales moduladas por las franjas de Young. Algo similar a lo anterior
existe se presenta en la zona divergente de la lente, en la que se intercambian de lugar los
espectros en intensidad. Los espectros definidos por la funciéon Bessinc cuadrada, en la
zona convergente cerca de la lente transformadora, existen en forma separada, modulados
por las franjas de Young; conforme se propagan y se acercan al plano de Fraunhofer, hay
una interaccion entre ambos y las franjas de Young, que algunas veces éstas son las que
prevalecen como lo ilustra la figuras 6.12.1, 2 y 3. Después del plano de la transformada
exacta de Fourier, se presenta distribuciones similares a la antes comentada, solo que en la
region divergente de la lente transformadora, hasta que cada espectro producido por cada
abertura cilindrica se va separando y divergiendo, ver figuras 6.12.4 y 5.

De acuerdo a las imagenes 6.12.4 y 5, se esta presentando el fendmeno de
AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO, ya que se observan que la distribucion de los
maximos centrales, van disminuyendo en tamafio, hasta que se presente el minimo de
intensidad central. Es importante comentar que los didmetros de las partes circulares de las
aberturas cilindricas, tenian la magnitud d =0.25mm.

Como se ha documentado, después del plano de Fraunhofer, los espectros se van separando
continllan las Bessinc moduladas por las franjas de Young; pero como va variando el
tamafio del maximo central, implica que debe de existir otra funcién que también modula a
las Bessinc. Ahora, bajo el supuesto de que los diametros de las aberturas circulares son
iguales, de acuerdo a la seccion 1V.10, existe la ecuacion (4.90) entre otras, para explicar
lo documentado en el parrafo anterior, lo cual se considera que no es suficiente para tal
efecto, ya que en la ecuacion referida, solo existe una funcidon Bessinc cuadrada modulada
por franjas de Young y por la funcidén seno cuadrada, que tal vez es la responsable de que
ocurran maximos y minimos en la zona central de la distribuciéon de intensidad de los
espectros, pero no justifica la presencia de los dos espectros separados modulados por
franjas de Young. Se propone visualizar el problema desde otra perspectiva.
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V1.9. ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
FIGURA 6.2H

Nuevamente, en referencia a las regiones convergente y de divergencia o de Fresnel de
lalente transformadora, también conocidas como zonas de convolucion de transformadas
de Fourier. Se produjeron espectros de difraccion de convolucion, usando como objeto
difractor el que se ilustra en la figura 6.2H. Las imagenes de los espectros referidos se
presentan en la figura 6.13. A las distancias z;=16cm; z;=21cm 'y z3=23cm, fueron grabadas
la iméagenes de los espectros mostrados en las figuras 6.13.1, 2 y 3. Mientras que las
imagenes de los espectros de convolucion, representados por las figuras 6.13.4, 5y 6 fueron
grabadas a las distancias z,=27cm; zs=28cm y zs=37cm, respectivamente de la lente
transformadora.

Es de importancia recalcar que los espectros documentados en la figura 6.13, se produjeron
con cada abertura circular de diez aberturas cilindricas cada una con un espesor de ,=2mm
de la lamina de baquelita en las que estan construidas, ver figura 6.2M. Ademas el didmetro
D de cada abertura circular, en principio es de D=0.25mm.

En base a los aspectos tedricos desarrollados en el capitulo 1V, la luz difractada por cada
par de aberturas circulares que forman parte de dos fracturas cilindricas, produce franjas de
interferencia de tipo Young, que son lineas rectas. Ahora, debido a la forma en que estan
distribuidas en la lamina ver figura 6.2M el total de las diez aberturas cilindricas, esto
implica que las franjas de Young también sufren un cambio de orientacion, esto se pone de
manifiesto en cada una de las imagenes de la figura 6.13.

V1.9.1 OBSERVACIONESY COMENTARIOS

Como se observa en las imagenes 6.13.2, 3, 4 y 5, la atencién en el grabado de ellas, se
centrd en la zona central y mediante la atenuacion de intensidad, se grabaron los espectros
de difraccion referidos. Debido al diametro D=0.25mm de las partes circulares de cada una
de las diez aberturas cilindricas, el espectro de difraccion de convolucion de transformadas
de Fourier, a la distancia z=37cm a la lente transformadora; en cada espectro de difraccion
referido se estd manifestando lo que se ha denominado en este trabajo de Tesis, el
fenomeno de AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO, y a la distancia referida, aun no ha
ocurrido el minimo de interferencia, como se demuestra en la imagen de la figura 6.13.6.
Otro aspecto relevante de esta imagen, es la forma en que se ven distribuidas las franjas de
Young, que contintan modulando a los anillos de maxima y de minima intensidad
definidos por la Bessinc cuadrada.

Ahora, en base a que las aberturas, poseen diametros semejantes y estan en el rango
D<0.5mm propuesto en la seccion VI.5.3. Cada espectro separado tiende a producir
AUTOENFOQUE DE CONVOLUCION; la imagen de la figura 6.13.6 muestra que el
diametro de cada zona central del espectro anular de difraccion, se ha reducido, respecto al
diametro que poseia en el plano de la transformada exacta de Fourier, ver imagen 6.5h;
entonces, por un lado en forma individual los maximos de interferencia van disminuyendo
su didmetro, mientras que el conjunto de espectros van separandose conforme se propaguen
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en la zona divergente de la lente transformadora. Otro aspecto es que, cada espectro de
difraccion es modulado por franjas de interferencia de Young, con orientacion diferente por
lo que, es importante en este caso, se propone que, se realice una etapa experimental con
cada par de fractura para entender como se orientan las franjas de Young; asi como con un
numero impar de las aberturas referidas.

4) ®) (6)

Figura 6.13. Espectros de convolucion, de abertura 6.2H

VI.10 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR EL OBJETO DE
LA FIGURA 6.3l

Otros objetos estudiados a través de sus espectros de frecuencias espaciales o patrones de
difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, fueron aberturas cilindricas
producidas de manera comercial (en taller de torno), en ldminas de aluminio 6061. Como
ya se establecio, solo la abertura cilindrica de /,.=2.0mm espesor, se consideré como
delgada; mientras que las aberturas restantes de espesores .=22.0mm, 13.mm y 6.0mm
fueron catalogadas como gruesas; recordando también, que las partes circulares de cada
abertura cilindrica fueron fabricadas con broca de 1/16°’ usando taladro eléctrico vertical,
de cuales se da referencia en las figuras 6.31, J, K, L. Es importante recordar que el
objetivo de esta etapa experimental: es el de establecer la forma de cémo se afecta la
distribucion del espectro de difraccion en base al espesor de las laminas en las que se
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fabricaron las aberturas cilindricas. Nuevamente se tiene que recordar que se esta tratando
con tres objetos gruesos y no de espesor casi cero, donde la teoria de difraccion clasica
funciona adecuadamente en la prediccion tanto matematica como experimental, inclusive
mediante programacion por computadora, para explicar la distribucion de intensidad que
producen objetos con estas ultimas caracteristicas.

Las imagenes de los espectros de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier
que se muestran en la figura 6.14.1, 2, 3, fueron grabadas tanto en la zona divergente de la
lente transformadora o regién de Fresnel, a las distancias z=29cm, z=36cm y z=42cm
respectivamente de la lente transformadora, en la region convergente y divergente de
Fresnel. Mientras que la imagen del espectro de transformada exacta que se muestra en la
figura 6.1441, solo se usa como una referencia, respecto a lo que se documente.

(D 2) 3)

Figura 6.14. Espectros de convolucion, de abertura 6.31

Como se ve en la imagen de la figura 6.141, el espectro de difraccion de transformada
exacta, queda definido en su maximo y minimo central, que en principio deben ser
definidos por la funcion Bessinc cuadrada; pero no los maximos y minimos secundarios
que deberian ser anillo también concéntricos, estdn deformados y no cumplen con lo
predice la geometria analitica, respecto a que deeben ser perfectamente circulares; es decir
el espesor afecta la distribucion del espectro de difraccion. Como en este caso se considero
que la abertura no es delgada, ya que tiene un espesor [,.=22mm, la distribucion de
intensidad no puede ser descrita por la ecuacion (4.52) de la cual se establece que, en el
plano de Frunhofer o de la transformada exacta los anillos deben de ser circulos perfectos.

2)\? 2
1(uv)=| Bt (Jl(zﬁdlw)j (4.52)

Moo @

Observando las imagenes de los espectros de difraccion mostrados en las figuras 6.14.1,2 y
3 grabadas en la zona divergente de la lente transformadora. Solo se puede argumentar que
se debe producir el modelo matematico que permita interpretar su distribucion de
intensidad, lo que sale de las expectativas de este trabajo de Tesis; y no se debe de usar la
ecuacion (4.103) para definirlas. Tampoco es valido argumentar que, si la abertura referida
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se situd en el origen de coordenadas en el plano objeto XYy, entonces la distribucion de
intensidad deberia ser descrita por la ecuacion (4.52) referida. Pero, en base a las imagenes
comentadas, tampoco se debe hacer el analisis siguiente, suponiendo que lo anterior no es
verdad.

L(u,v)= (fé(’ffj[))z) [(‘]l(zgdlw)jz ]. (4.103)

No se debe creer que las imagenes 6.14.1, 2 y 3 de los espectros de convolucion también se
pueden explicar con la ecuacion (4.103). Menos se debe recurrir a explicarlas a través de la
ecuacion (4.78), que fue determinada para una abertura cilindrica usada como objeto
difractor desplazada del origen de coordenadas en el plano objeto. Se recuerda que el objeto
es grueso y como consecuencia no se ha determinado el modelo matematico de difraccion
que defina los espectros presentados en las imagenes referidas.

De acuerdo a las imagenes comentadas, solo la imagen del espectro de difraccion de
transformada exacta de la figura 6.141, permite realizar algunas observacviones: Los anillos
no poseen geometria circular perfecta y no son anillos concéntricos. Esto se debe
principalmente al espesor de la ldmina en la que esta construida la abertura cilindrica, que
propicia el deterioro en la distribucion del espectro. En la etapa experimental, siempre se
pensé que el objeto estaba en el origen de coordenadas, de acuerdo a los resultados tal
parece que no es asi; aunque considerando el espesor de la ldmina de /.=22.0mm, propicia
que no se visualice la respuesta correcta, aunque nuevamente se presenta el fenémeno de
AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO. La informacion vertida, permite establecer que, para
objetos difractores gruesos, se sugiere no utilizar los espectros de convolucidén para
determinar la forma de la abertura. También existe la posibilidad que el espectro se
deteriore por no haber sido fabricada la abertura cilindrica con la técnica correcta, en la
lamina de aluminio referida. Al considerar que el espesor influye en la produccion del
espectro de difraccion, entonces el objeto es grueso y no son aplicables la teoria y
ecuaciones documentadas a través de los capitulos II, Il y I'V.
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V1.11 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
DE LA FIGURA 6.3J

La imagenes de los espectros de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier
figuras 6.15.1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 y 12, fueron grabados en la zona divergente de la
lente transformadora o de Fresnel, a la distancias z=31cm, z=33cm, z=39cm, z=42cm,
z=47cm, z=50cm, z=53cm, z=59cm, z=63cm, z=67cm, z=74 y 80cm respectivamente.
Como se observa en las imagenes referidas, el espectro de difraccion pasa por facetas
diferentes de maxima intensidad en la zona central, hasta zonas de minimos de intensidad
en la parte central. A mayores distancias dentro de la zona divergente de la lente el espectro
adquiere una distribucion de intensidad, que no es posible identificar la funcién que lo
define.

) (10) (11) (12)

Figura 6.15. Espectros de convolucion, de abertura 6.3]
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Cabe aclarar que los espectros de difraccion presentados en la figura 6.15, la atencion se
centrd en la zona central de ellos, para lo cual se tuvo que atenuar la intensidad. Si lo
anterior no se hubiera obtenido las imagenes que se documentan, ya que la informacién se
pierde por la alta intensidad. En este caso el espesor de la lamina de aluminio 6061 en la
que esta producida la abertura cilindrica fue de /,=13.0mm, que también influye en la
distribucion de intensidad del espectro, lo que implica no poderle asociar una funcion
Bessinc cuadrada. Nuevamente, puesto que la abertura esta contenida en una pantalla
gruesa no se le puede aplicar la teoria desarrollada para aberturas delgadas en los capitulos
II, TIT y 1V; por lo que se tiene que desarrollar los modelos apropiados para describir el
fenomeno de difraccion de aberturas gruesas. Aunque las imagenes documentadas muestran
un adelanto de tipo experimental. Los aspectos tedricos, de momento salen de las
expectativas de este trabajo de Tesis. Es recomendable usar la informacion experimental,
tal vez para definir la geometria de la abertura que se analiza. También, es posible que el
espectro se deteriore por no haber sido fabricada la abertura cilindrica con la técnica
correcta, en la lamina de aluminio referida.
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V1.12 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
CILINDRICA FIGURA 6.3K

Otra abertura definida por la figura 6.3K estudiada y de la cual se obtuvieron los espectros
de difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, cuyas imagenes son mostradas
en las figuras 6.16.1, 2, 3,4, 5, 6 y 7, mismas que fueron grabados en la zona divergente de
la lente transformadora o de Fresnel, a la distancias z=28cm, z=35cm, z=40cm, z=46cm,
z=62cm, z= 69cm y z=86¢m. Basta recordar que la abertura (fractura) cilindrica de la figura
6.3K posee un espesor de I.=6mm y esta construida en ldmina de aluminio 6061, ademas
sus partes circulares tienen un diametro de 1/16"". El total de espectros no se le puede
asociar funcion por ejemplo Bessinc cuadrada para describir la distribucion de intensidad;
ya que en este caso la abertura se considera como gruesa, y como se ha documentado, aun
no existe soporte téorico que permita describir la distribucion de intensidad de los espectros
de la figura 6.16.

(5) (6) (7)

Figura 6.16. Espectros de convolucion, de abertura 6.3K
VI1.12.1 ANALISISY OBSERVACIONES

De acuerdo a las imagenes de la figura 6.16, el espectro de difraccion de difraccion de
convolucién de transformadas de Fourier, se propagan hasta producir el efecto de
AUTOENFOQUE CONVOLUTIVO, el ocurre en una distancia que estd en el intervalo
espacial entre z=46¢cm y z=62cm, como lo justifican las imdgenes 6.16.4 y 5; en esta Gltima
imagen el minimo de interferencia es poco perceptible.
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A partir de la distancia z=62cm a la lente transformadora, el espectro de convolucion de
transformadas de Fourier, presenta una distribucién de intensidad, que a priori no se le
puede asociar una funcidon matematica que lo identifique; esto implica que se debe trabajar
con el aspecto tedrico para poder establecer el modelo matematico de difraccion que
justifique la distribucion de intensidad del espectro referido, en base a que la abertura es
gruesa.

VI1.13 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
CILINDRICA FIGURA 6.3L

Los espectros de convolucion de transformadas de Fourier se muestran en las imdgenes de
la figura 6.17.1, 2, 3 y 4, también fueron grabadas en la zona divergente de la lente
transformadora o region de Fresnel, a la distancias z=3/cm, z=36cm, z=38cm'y z=52cm
respectivamente de la lente transformadora. Para este caso, es importante recordar que la
abertura cilindrica de la figura 6.3L posee un espesor de I.=2mm y estd construida en
lamina de aluminio 6061, ademas sus partes circulares tienen un didmetro de 1/16"".

(M 2 €) (4)

Figura 6.17. Espectros de convolucion, de abertura 6.3

Se observa que el espectro de convolucion exhibe el efecto de AUTOENFOCAMIENTO
CONVOLUTIVO, de tal manera que las ondas que la forman producen un minimo de
interferencia en intensidad en su zona central. Esto, hace suponer que el espectro de
convolucion después del plano de la transformada exacta estd compuesto por tipos de ondas
cuya forma funcional no estd definida a priori, se tratard de explicar tedricamente. Para
este caso, tal parece que el espesor ,=2mm en esta parte de la [amina no es suficiente para
que el la abertura cilindrica se comporte como un objeto difractor delgado, y produzca una
mejor distribucion del espectro de difraccion. Otra razon, posiblemente sea que la parte
circular anterior de la cual provienen las ondas difractadas, estd construida dentro de la
grieta semicircular, ver imagen 6.3L.

144



V1.14 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
HEXAGONAL FIGURA 6.4M

Las imagenes de la figura 6.18.1, 2, 3 y 4, fueron grabadas en la zona convergente de
Fresnel a la distancia z=2/cm de la lente transformadora. La primera y la segunda de ellas,
muestran que existe informacion en el espectro de difraccion de convolucion de las
transformadas de Fourier, en lo que denominaremos la region interna del espectro;
informacion que se va perdiendo conforme se aumenta la intensidad de los haces
difractados, lo que se demuestra con las imagenes de los espectros 6.18.3 y 4. La imagen
del espectro de difraccion convolutivo 6.18.4, revela que conforme se pierde informacion
en la parte central del espectro debido a la intensidad, existe informacion que se considera
externa y se hace mas relevante a mayor intensidad. Toda la informacion y distribucion a
base de las franjas de interferencia de los espectros de convolucidén, que forman las
imagenes de la figura 6.18, difieren mucho de la distribucion respecto de la que produce
del mismo objeto 6.4M en el plano de la transformada exacta o de Fraunhofer, ver imagen
6.7m.

Un aspecto importante de resaltar es que: Los espectros de difraccion, figura 6.18,
producidos par la abertura 6.4M, de geometria variable, da origen al nacimiento de nuevos
problemas tanto en el plano de la transformada exacta, como en la zona convergente y
divergente de Fresnel o de convolucion de las transformadas de Fourier. Ademas se debe
tener en cuenta que el objeto referido posee un espesor /,=2.0mm, y no es infinitamente
delgado, o de espesor cero, como lo supone la teoria de difraccion tradicional (Ersoy, 2007;
Goodman, 2005; Bracewel, 2002; Yu, 1989, Gaskil 1978).

2) 3)
Figura 6.18. Espectros de convolucion, de abertura 6.4M

Ademas, los espectros de difraccion referidos, tanto de transformada exacta, como de
convolucion de transformadas de Fourier, figuras 6.7m y 6.18, permiten afirmar que, en
aberturas de geometria variable, con lados que lados bien definidos geométricamente, los
espectro como los antes documentados también presentan distribucion de franjas de
interferencia de geometria bien definida; aunque el experimentador no pueda de momento
dar una explicacion matematica a priori, de éstas Gltimas.
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V1.15 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA
FIGURA 6.4N

En esta etapa experimental, el grabado de los espectros de difraccion de de convolucion de
transformadas de Fourier, se realizd tanto en las regiones de convergente y divergente de
Fresnel, Las imagenes de los espectros, son mostradas en las figuras 6.19; en este caso se
usd como objeto difractor la abertura de geometria variable, producida por corrosion y
oxidacién en lamina de acero con pelicula de zinc mostrada en la figura 6.4N. El espectro
de difraccion de la figura 6.19.1, se grabo a la distancia de z;=20cm dentro de la zona
convergente de la lente transformadora o region de Fresnel; mientras que el de la figura
6.19.2, fue grabado a z;=29cm, en la zona de divergencia de la lente referida, que
corresponde a la otra region de Fresnel.

(1) 2)

Figura 6.19. Espectros de convolucion, de abertura 6.4N

Como se document6 en el capitulo IV, la caracteristica principal de los espectros de
difraccion de convolucion, es que en la region convergente de la lente transformadora, la
distribucion de intensidad del espectro referido y la orientaciéon de las franjas de
interferencia que lo forman, se producen en la que se denomin6 zona horizontal y vertical
derecha. Mientras que en el espectro de difraccion que se produce en la zona de divergencia
de la lente referida, la distribuciéon de intensidad y la orientacion de las franjas de
interferencia que definen al espectro de difraccidn, se producen en la zona horizontal y
vertical izquierda; las imagenes 6.19.1 y 2, dan evidencia de lo que se afirma.

Otro aspecto que se resalta de esta etapa experimental, es que: Cuando la abertura bajo
estudio con espectros de difraccion de transformada exacta o de convolucion de
transformadas de Fourier, posee una forma geométrica de segmentos bien sea de linea o
curvas definidas, se le puede asociar una funcién matematica también definida. Esto

146



implica que, la transformada exacta o convolucidn de las transformadas de Fourier, pueden
ser obtenidas a priori y ser correctamente interpretada su forma funcional. Sin embargo,
cuando la abertura estd compuesta de una geometria variable con segmentos no bien
definidos, esto implica que la forma funcional no es tan evidente de inmediato, se observa
que los espectros de transformada exacta poseen una distribucion de intensidad, cuyas
franjas de interferencia poseen una distribucion en el plano de frecuencias espaciales uv
muy complicada matematicamente (ver imagenes 6.7n, fi y 0) y su forma funcional a priori
no es tan evidente. Por lo que es mas recomendable hacer un analisis en las zonas
convergente y divergente de la lente transformadora. Luego entonces, las aberturas
definidas en la imagen 6.4N, que actian como objetos difractores, dan nacimiento a
nuevos problemas, tanto desde el punto de vista de la dptica fisica, como de la matematica
aplicada y posiblemente de la simulacion en computadora.

V1.16 ESPECTROS DE CONVOL UCION PRODUCIDOS POR LA ABERTURA DE
LA FIGURA 6.4N

En referencia a las imagenes de las figuras 6.20.1 y 2, ellas fueron grabadas a las distancias
z;=19cm y z= 31cm respectivamente de la lente transformadora; en la region convergente
y divergente de Fresnel, ambas imagenes representan el espectro de convolucion de
transformadas de Fourier, y propician mas informacion respecto a la forma de la abertura
estudiada; ademads, como se ve en las imagenes referidas, existen zonas de maximos y
minimos de interferencia, cuya interpretacion matematica no es tan evidente de forma
inmediata; nuevamente esta informacion, da surgimiento a nuevos problemas para la
matematica y la optica fisica, asi como simulacion en computadora.

(1) (2)

Figura 6.20. Espectros de convolucion, de abertura 6.4N

147



Las imagenes de la figura 6.20, justifican que para investigar aberturas de geometria
variable, a la cual no se le puede asociar facilmente una funcion especifica, que ademas
posee un espectro de transformada exacta poco definido y complicado al cual tampoco se le
puede asignar una funcién matematica; se sugiere analizar la forma de la abertura bajo
estudio con las caracteristicas antes impuestas, con espectros de convolucion de
transformadas de Fourier. Cabe recalcar que esto da origen a nuevos problemas, tanto
matematicos, asi como desde el punto de vista de la dptica fisica y de la simulacion por
computadora.

V1.17 ESPECTROS DE CONVOLUCION PRODUCIDOS POR EL OBJETO DE LA
FIGURA 6.40

Otro objeto que se estudio a través de espectros de difraccion de transformada exacta y de
convolucion de transformadas de Fourier, fue el de aberturas multiples producidas por
corrosion y oxidacion en lamina de acero con pelicula de zinc o galvanizada, el cual se
ilustra en la imagen de la figura 6.40. Su espectro de transformada exacta de Fourier, fue
documentado en la figura 6.70. La imagen de dicho espectro se ve poco definida a tal grado
de no poder asignarle una funcion definida; por lo que se requiere de los espectros de
convolucién de transformada de Fourier. Como se observa en las imagenes de la figura
6.21.1 y 2, los espectros de convolucion antes referidos, fueron grabadas a las distancias
z;=20cm 'y z;=29cm respectivamente de la lente transformadora, y en la zona convergente
y divergente o regiones de Fresnel. Aunque dichos espectros propician la forma de la
abertura, su forma funcional no es tan evidente y continua siendo un problema nuevo, a la
vez constituye un reto para la matematica y la Optica fisica, asi como para la simulacion
por computadora, para definir la forma funcional que clarifique mas apropiadamente el
problema.

(D Q)

Figura 6.21. Espectros de convolucion, de abertura 6.40
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VI1.18 ESPECTROS DE DIFRACCION DE ABERTURAS SUJETAS A FUERZA
MECANICA DE TENSION

A partir de esta seccion se dara evidencia experimental a través de espectros de difraccion
de transformada exacta y de convolucion de transformadas de Foutrier, de la variacion que
sufren las franjas de interferencia que los definen, cuando la pantalla que contiene a la

N

abertura difractora, estd sujeta a una fuerza F.o de tension, cuya magnitud F.o| produce

lo que se denominara el esfuerzo principal o Aclarando que la fuerza actia solo en la

x0prin *

direccion del eje X)) del plano objeto XyY) , y sera ejercida por el extensometro que contiene
un dinamoémetro (7) para medir la magnitud de la fuerza aplicada al objeto (6) en
Kilogramos fuerza o kilopondios (Kg) (Sears y Zemansky, 1976), como se ilustra en el
arreglo experimental de la figura 6.22a, que es un arreglo similar al descrito en la figura
6.1a, al que se le implement6 el extensémetro referido en el que queda sujeta la abertura
bajo estudio; ademas propicia siempre u estado de equilibrio mecénico.

Figura 6.22a Arreglo experimental para estudiar aberturas sometidas a fuerza mecanica de
tension: (1) laser de He-Ne, (2) atenuador de intensidad, (3) espejo plano, (4) filtro espacial,
(5) colimador, (6) objeto bajo fuerza de tension, (7) extensometro y sensor de fuerza
(dinamoémetro), (8) lente transformadora, (9) cdmara CCD, software y computadora.
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La figura 6.22b es el esquema del arreglo experimental de la figura 6.22a, en el que se da
referencia de la forma en quedé implementado el material y equipo.

E=pejo Plano ﬂ
i U Laser
Atenuador de
Filtro intensidad

Lente colimadora

Fuenza de tension

Fuerza sujetadora apli_c}ada
%
FJ:EI
Fa extensimetro mas

dinamdmetro

Lente transformadora

ceh

Figura 6.22b Bosquejo del arreglo experimental de la figura 6.22a

Para corroborar parte de los resultados teéricos de la seccion V.5. En este caso, se
considerd como objeto difractor la abertura producida en ldmina de aluminio del grupo
1100, de espesor .=0.5mm que, bajo condiciones iniciales de fuerza aplicada con
-

Fy

magnitud de cero kilogramos-fuerza(kgf), es decir = 0kgf , en el sistema Técnico

(Sears y Zemansky, 1976 ), mantiene la geometria que se muestra en la imagen de la figura
6.23.1, en la que a su vez, se proporcionan medidas de longitud de algunas zonas
seleccionadas de la abertura referida. Cuando la magnitud de la fuerza aplicada aumentd a
F,

la cantidad =(0.6+0.05)kgf , la deformacién de la abertura antes referida, se hizo

evidente y de ello da referencia la figura 6.23.2. Bajo los aumentos en magnitud de la
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fuerza aplicada, dados por los valores siguientes |F,, :(I.OJ_rO.OS)kgf y

;’ 5| = (2.0 + 0.05)kgf ; la abertura bajo estudio sufrio deformaciones como se ilustra en la

figuras 6.23.3 y 4; en las que también se da referencia del valor aproximado que tienen las
dimensiones lineales en las mismas zonas seleccionadas, bajo las magnitudes de las fuerzas
ejercidas.

3mim

2

1

(1) 2)

10.0mm

5.0mm

4. 0mm

2.0mm
1.¥mm

3) 4)
Figura 6.23. Aberturas bajo la accion de una fuerza de diferente magnitud

De acuerdo a las imagenes de las figuras 6.23.2, 3, existe deformaciones en la ldmina que
contiene a la abertura, asi como un avance en la fractura (abertura), ocasionada por los
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esfuerzos inducidos actuando en forma perpendicular a como se ejerce el esfuerzo
principal; es decir hacia los ejes Yy y Z.

VI.19 ESPECTROS DE TRANSFORMADA EXACTA Y DE CONVOLUCION DE
ABERTURA SUJETA A FUERZA MECANICA DE TENSION

En la figura 6.24 se muestran las imagenes de los espectros de transformada exacta de
Fourier, grabados a la distancia z=25cm de la lente transformadora, mediante el sistema
opto-electronico compuesto por la cdmara CCD, un software y la PC referido
anteriormente. Cada imagen de la figura 6.24, fue grabada cuando la abertura estuvo sujeta

a fuerza de tension con las magnitudes antes comentadas; que en el Sistema Internacional
(SI) (Resnik et al, 1980) quedan definidas en la forma siguiente: |F', =(0i0.49)N ,

F. =(588+049)N, |F, ~(19.6£0.49)N ; ademds fueron

—(9.8£0.49)N, |F,

deformadas como se ilustra en las imagenes de la figura 6.23.

(1 2)

) (4)

Figura 6.24. Espectros de transformada exacta, objeto bajo fuerza de tension
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Como se observa en las imagenes de los espectros de la figura 6.24, aunque se observan
variaciones en la distribucion de intensidad, la franjas de interferencia que define cada
espectro de difraccion, no proporcionan informacion respecto a la forma geométrica de la
abertura bajo estudio, en base a que la distribucion de intensidad; tampoco se le puede
asociar una funcion matematica especifica, esto es consecuencia de la geométrica variable
en la abertura que se estudia. Por lo que se recurre al método de espectros de convolucion,
como se documenta a continuacion.

Los espectros de difraccion de convolucion de las transformadas de Fourier, como los que
se muestran en las imagenes de la figura 6.25.1, 2, 3 y 4. Respecto a la imagen 6.25.1, fue
grabada a la distancia de z=34cm, cuando el objeto estaba en condiciones de fuerza
F.,

mecénica aplicada de magnitud =(0+0.49)N, de acuerdo al sistema SI; mientras que

las iméagenes 6.25.2, 3 y 4 fueron grabadas a las distancias de z=34cm, 29cm y 29cm; y

=(9.8+0.49)N,

con fuerza aplicada de magnitud F,,

~(5.88£049)N, F.,

F|=(19.6+0.49)N respectivamente.

(M 2 3) “4)

Figura 6.25. Espectros de convolucion, objeto bajo fuerza de tension

Este tipo de espectros de convolucion de transformadas de Fourier, proporcionan mas idea
de la forma de la abertura, que en este caso es de geometria variable ver figuras 6.25.3 y 4
dan maés idea de la abertura a través de la distribucion de las franjas de interferencia que los
definen; ademas la variacion en la distribucion de intensidad en ellos, indican que el objeto
abertura, amplidé sus dimensiones lineales, en la direcciéon de la fuerza aplicada, esto
propicia que el espectro se haga mas angosto hacia el eje de frecuencias u y mejor definido,
como se ve en los espectros referidos. Ademas, en los espectros de convolucion referido, se
observa que, en la zona en que hay un avance en la abertura, es decir continla
fracturandose por causa de la fuerza en magnitud, la distribucion de franjas de interferencia
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ha cambiado quedando mejor definidas. Luego entonces, el método de espectros de
difraccion de convolucion de transformadas de Fourier, se propone como el més apropiado
para estudiar el avance de fracturas en las aberturas.

VI.20 ESPECTROS DE ABERTURA RECTANGULAR SUJETA A FUERZA
MECANICA DE TENSION

Se someti6 una abertura de geometria rectangular, construida en ldmina de aluminio del
grupo 1100 de espesor .=0.5mm, a la accion de una fuerza de tension de magnitud
variable, con lo que se corrobora nuevamente parte de los resultados teéricos de la seccion
V.5. En este caso, la abertura referida posee las siguientes dimensiones lineales /,y=0.5mm
de ancho, /,y=20mm de altura y Ly=0.5mm de espesor. La imagen de la abertura para cada

etapa de fuerza aplicada en magnitud se muestra en la figura 6.26.1, 2, 3 y 4. Para la
condicién inicial de fuerza con magnitud cero kgf, es decir |F,, =(Oi0.05)kgf , se

muestra en la imagen 6.26.1, en tanto que las imagenes de la abertura sujeta a la accion de

fuerza aplicada con magnitud variable de valores |F.|=(1.5%0.05)kgf,
Fl= (2.5 + 0.0S)kgf y |Fyl= (3.5 i0.0S)kgf , se da referencia de ellas en las figuras
6.26.2,3 y 4.

) 3) 4)
Figura 6.26. Abertura rectangular en ldmina de aluminio del grupo 1100, bajo
fuerza de tension

Los espectros de difraccion de transformada exacta de Fourier que se muestran en las
imagenes 6.27.1, 2, 3 y 4 fueron grabados en el plano de Fraunhofer situado a la distancia
z=25cm de la lente transformadora. En cada caso la abertura rectangular, estuvo sujeta a la
accion de una fuerza de tensidon en la direccion del eje de coordenadas X, , cuyas
magnitudes medidas, ahora definidas en el Sistema Internacional (SI) (Resnik et al, 1980),
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fueron  |F, —(245+£049)N vy

—(0+049)N, |F,

~(14474049)N,  |F,,

F., =(63.4+0.49)N. Como se observa en cada imagen de la figura 6.27, la distribucion

de intensidad en cada espectro de difraccion fue variando en lo ancho y en su altura, como
consecuencia del efecto de deformacion que produjo sobre la abertura rectangular la fuerza
en magnitud.

Como se observa en cada imagen de la figura 6.27 la distribucion de intensidad de cada

espectro de transformada exacta, va variando conforme aumenta la magnitud de la fuerza
aplicada a la abertura rectangular, propiciando que ella se deforme

- =
(1) (2)
3) C))

Figura 6.27. Espectros de transformada exacta, objeto bajo fuerza de tension

Nuevamente, de los espectros de difraccion de transformada exacta de Fourier como los
mostrados en la figura 6.27, no se obtiene informacidn respecto a la forma de la abertura
que los produce. En este caso, se ve que las imagenes de los espectros de esta figura 6.27,
se ven muy indefinidos; ya que al observar detalladamente la abertura cuya imagen es la
6.26.1, se observo que en el interior de la abertura, existian bordes producidos el método de
fracturado, esto propicid que el espectro no se definiera apropiadamente. En base a este
comentario, se puede proponer que el método de difraccion de transformada de Fourier
exacta, permita establecer que la técnica de fracturado, no fue la apropiada.

A continuacion, en la figura 6.28 se presentan las imagenes de los espectros de difraccion
de convolucién de transformadas de Fourier. Es bueno comentar que las imagenes de tales
espectros fueron grabados a la distancia z= 2/cm y z=29cm respectivamente de la lente
transformadora, con esto se impide deformaciones por amplificacion, cuando el grabado se
hace a diferentes distancias a las referidas. Ademds cada espectro fue grabado cuando la
abertura rectangular estuvo sujeta a una fuerza de tension con las magnitudes antes
referidas. En las figuras 6.28.1, 2, 3 y 4, las imagenes corresponden a los espectros de
difraccion grabados a la distancia z= 2/cm en la zona convergente de la lente
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transformadora o region de Fresnel; mientras que las imagenes de los espectros de las
figuras 6.28.5, 6, 7 y 8 fueron grabados a la distancia z=29cm en la zona divergente de la
lente referida y en la otra region de Fresnel, por supuesto cuando la abertura rectangular
estuvo sujeta a las magnitudes de la fuerza mecdnica de tension antes referidas. Las
imagenes de los espectros de difraccion mostrados en la figura 6.28, son una evidencia o
demostracion experimental de la ecuacion (5.49), asi una confirmacion de lo documentado
en la seccion V.6 del capitulo anterior.

3) “)

3) “4)

Figura 6.28. Espectros de convolucion, objeto bajo fuerza de tension
Se observa en las imagenes de los espectros de convolucion de transformadas de Fourier,
que existe una variacion en la distribucion de franjas de interferencia que define a cada

espectro y que es producido por la magnitud de la fuerza aplicada al objeto, lo que implica
que el método de espectros de frecuencias espaciales o patrones de difraccion de
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convoluciéon de transformadas de Fourier, si permite estudiar en forma cualitativa y
cuantitativa variaciones que posea el objeto bajo estudio.

Se hace notar que, en este caso se hizo referencia a una abertura rectangular, en base a esto,
se le puede asociar una funcion rectangulo para definir la transmitancia como se especifica
en la ecuacion (5.33). Pero una abertura rectangular bajo la accion de una fuerza de
magnitud cero, debe producir una distribucion del espectro en intensidad que ella difracta,
muy parecido al espectro de difraccion de transformada exacta mostrado en la figura 6.5b o
el de la figura 6.5a, que produjeron las aberturas rectangulares mostradas en las imagenes
de las figuras 6.2B y A. Més no producir espectros de transformada exacta como los
exhibidos en las imagenes de la figura 6.27; esto implica que la abertura que los produjo no
se defina su transmitancia mediante una funcion rectangulo. También se hace notar que, al
aumentar la magnitud de la fuerza de tension sobre la abertura referida, después del valor

-
=(3.5£0.05)kgf , o bien de magnitud |F.,

de Fi =(63.4+0.49)N tal abertura fue

fracturada o se rompid de forma total que se separ6d en dos partes, perdiendo su calidad de
abertura rectangular.

V1.21 CONCLUSIONESAL CAPITULO

La informacion de tipo experimental cualitativa a base de patrones de difraccion, y la
parcialmente cuantitativa, que se ha obtenido en base del andlisis de los diferentes espectros
de difraccion, producidos por las aberturas difractoras sujetas a estudio. Por un lado,
permite afirmar que el método de analisis de espectros de difraccion de transformada exacta
y de convolucion de transformadas de Fourier, cumple el objetivo de ser clasificada como
una técnica de evaluacion cualitativa no destructiva, ya que permite determinar forma,
tamafio y posibles deformaciones producidas por esfuerzos inducidos, que posea la abertura
en estudio. Ademas, el método referido, también puede ser usado para estudiar zonas
geométricamente planas circundantes a una abertura cilindrica contenida en una ldmina, si
asi se requiere; otro aspecto de uso de este método consiste en que, a través de la perfeccion
geométrica de las franjas de interferencia que definen cada espectro de difraccion, obtener
conclusiones respecto a la calidad del método o técnica de fractura para producir la abertura
en la ldmina bajo estudio.

En referencia a clasificar el método referido, también como una técnica de evaluacion
destructiva, como se demostrd en la seccion VI.18, cumple el cometido, para este caso, se
requiere que el extensometro o galga extensiométrica sea de mejor calidad y automatizar
gran parte del arreglo dptico.

Otras conclusiones que se aportan de la informacion obtenida, son las dificultades que se
han tenido para interpretar sobre todo los espectros producidos por las partes circulares de
aberturas cilindricas. En especial en las zonas convergente y divergente de la lente
transformadora, en ellas se presenta una confusion en su interpretacion, ya que tal parece
que los resultados de tipo experimental, no concuerdan con el analisis tedrico documentado
en el capitulo I'V.
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Desde el punto de vista de la optica fisica y de la matematica, existen espectros de
difraccion en distribucion de intensidad, tanto de transformada exacta como los de
convolucién de transformadas de Fourier, a los cuales no es tan sencillo interpretarlos por
una funcidn especifica bien definida, ya que fueron producidos por aberturas difractoras
con geometria variable; lo que da nacimiento a nuevos problemas y a la vez implica trabajo
a futuro, complementando su solucién con un proceso de simulacién en computadora.
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CAPITULO VII

CONCLUSIONES GENERALES

Los resultados teoricos y experimentales generados en este trabajo de Tesis, permiten
establecer las siguientes conclusiones:

a) Desde un punto de vista muy particular, sin el uso de lentes, se realiz6 una

b)

descripcion de forma escalar, de la propagacion del espectro angular en término de
una superposicion de ondas planas, lo que permitié determinar una funciéon en
términos del espectro no propagado y una funcion de transferencia. Adicionalmente
se obtuvo a través de un proceso de transformada de Fourier inversa, el modelo de
difraccion cuya estructura matematica es la convolucion del campo no propagado
con un término de propagacion (ecuacion (2.48)); misma que fue fundamental
durante el desarrollo de este trabajo de Tesis.

Se produjeron los modelos tedricos de difraccion de convolucion de transformadas
de Fourier; y como un caso especial de convolucion, se determind el de
transformada exacta de Fourier; a través de un arreglo 6ptico coherente, haciendo
énfasis en el uso de una lente doblete acromdtica cementada como lente
transformadora, e iluminacidon del objeto bajo estudio con ondas planas de luz de
laser de Helio-Neon.

¢) Los modelos de difraccion determinados, dan preambulo para un analisis de

funciones definidas especificamente, como fueron la funcion rectingulo y la
funcion cilindro, las cuales se asociaron a la transmitancias de las aberturas de los
objetos difractores bajo estudio. [El amplio tratamiento realizado en la zonas
convergente y divergente de la lente transformadora, ha generado modelos
matematicos de convolucion de transformadas de Fourier, asi como la interpretacion
de franjas de interferencia de Young con distribucion senoidal, resultados que se
consideran poco documentados en la literatura (Ersoy, 2007; Goodman, 2005; Yu,
1983, Gaskill,1978; Papoulis, 1968) y se consideran Unicos de este trabajo de
Tesis.]
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d) Relacionando conceptos de la teoria de difraccion de ondas electromagnéticas, con
los de mecénica y transferencia de calor; se determinaron nuevas funciones de
transmitancia asociada al objeto difractor, en términos del esfuerzo mecéanico de
tensioén o del esfuerzo térmico; asi como una funcion de transmitancia cuando la
abertura estd sujeta simultdnecamente a los dos tipos de esfuerzos referidos. El
tratamiento se realizd6 considerando solo a la abertura rectangular, pudiéndose
generalizar a otras aberturas con geometrias diferentes. Los modelos de difraccion
de transformada exacta y de convolucion de transformadas de Fourier, generados en
base a las nuevas funciones de transmitancia antes referidas, también se consideran
como resultados unicos de este trabajo de Tesis.

e) Se confirm¢ a través de resultados de tipo experimental, que el método de espectros
de difraccion de transformada exacta y de convolucion de transformadas de Fourier,
cumplen las expectativas de considerarse como técnicas de evaluacion no
destructiva, y destructiva; por lo que se recomienda su uso en una etapa de seleccion
de material con defectos, ya que permite una inspeccion y cuantificacion de
pequenas fracturas, catalogadas como aberturas. También se recomienda al método
de espectros de difraccion ya referido, como una técnica de analisis en un ensayo de
tenacidad a la fractura, en la que existe una fractura o abertura de tamafio y forma
definida, practicada en el material que se selecciona y que se sujeta a una fuerza de
tension cuya magnitud produce un esfuerzo conocido.

f) Otra conclusion que se deriva de la informacion experimental, es que, en base a la
distribucion de intensidad de los espectros de transformada de Fourier y los de
convolucion de transformadas de Fourier, existen zonas de mdxima y de minima
intensidad, en lo que se denominard la parte interna del espectro y la externa a ¢€l,
algunos producidos en el plano de Frunhofer y otros en las planos de Fresnel; a
causa de geometrias multiples que definen a cada abertura. Esto da lugar a nuevos
problemas y su explicacion constituye un reto tanto para la optica fisica como para
la matemadtica y la simulacion en computadora.

VII.1 TRABAJO FUTURO

g) Con aberturas cilindricas cuyas partes circulares cumplen la condicion de poseer un
diametro D, con la condicidon de que su magnitud sea D<0.5mm, se tiene el efecto o
fenémeno que se ha denominado AUTOENFOQUE DE CONVOLUCION, en el
que, a partir del plano de la transformada exacta de Fourier o de Fraunhofer, la
distribucion del maximo central, que en ese plano posee un didmetro, conforme el
espectro se propaga del plano referido, hasta la region divergente de la lente
transformadora el maximo referido va disminuyendo su didmetro hasta distribuirse
en un plano de Fresnel, en el que en lugar de méximo existe un minimo de
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intensidad en la zona central. Explicar este fenomeno se considerard como trabajo a
futuro.

h) Los desarrollos teoricos y los resultados de tipo experimental documentados a
través de este trabajo de Tesis abren pauta a nuevas lineas de investigacion como las
siguientes: realizar un trabajo de tipo experimental realizando transferencia de calor
a la abertura difractante; generar un programa de simulacién en computadora
usando algin software apropiado. Solucionar matematicamente los problemas de los
cuales se obtuvo evidencia experimental. Trabajar tedrica y experimentalmente con
otro tipo de materiales y aberturas, sujetas a fuerza de tensidbn o compresion.
Realizar una etapa experimental en la que la abertura como objeto difractor esté
sujeta simultdneamente a esfuerzo mecanico de tensidn o compresion y a esfuerzo
térmico. Realizar otra etapa experimental, en la que el objeto difractor esté sujeto
solo a transferencia de calor.

1) Abrir una linea de investigacion para tratar los problemas de difraccion de aberturas
gruesas contenidas en pantallas de lamina de aluminio 6061, mostradas en la figura
6.3. Como se documentd en la seccion en la seccion V1.2, VI.3, VL.6, 7, 8 y 9 se
obtuvo evidencia experimental respecto a espectros de difraccion de transformada
exacta y de convolucién de transformadas de Fourier, sin un soporte tedrico.
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ANEXO A

DEFINICIONESY TEOREMAS DE TRANSFORMADAS DE FOURIER

Se presentan algunas definiciones y teoremas de transformadas de Fourier, mismos que se
utilizan a través de la redaccion de este Trabajo de Tesis. En los teoremas que se
documentan a continuacion, no se proporciona la forma de deducirlos, ya que sale de las
expectativas del trabajo referido.

Alhunos conceptos: La transformada de Fourier unidimensional de una funcién F(x), se
define a través de la integral

SR} = glu)= [F(c 2, (A1)

y puede ser interpretada como una transformacion lineal, que mapea al conjunto de valores
en general complejos, dados por F (x) en otro conjunto de numeros, también complejos en
general, dados por g(u) Las variables x y u que aparecen en la definicion de la ecuacion
a-1, reciben el nombre de variables conjugadas. Si la integral A-1 existe para todo valor

~

real de u, esto define a la funcion F(x)=3"{g(u)}= J‘ g(u)e "™ du que se conoce como

la transformada Fourier inversa. La condicion para que g(u) exista, generalmente se da si
F (x) es absolutamente integrable en el sentido de que (Spiegel, 1980; Gaskill, 1978):

TF(x}dx <o, (A-2)

Se observa que la funcion (A-2) es una condicion suficiente, pero no necesaria para la
existencia de g(u), puesto que hay funciones que no son absolutamente integrables y
pueden tener transformada de Fourier, como ejemplo se tiene la funcion de onda plana
definida como e”™*, que no es de cuadrado integrable, pero su transformada de Fourier es
la funcion delta de Dirac &(u, —u).

La extension de la transformada de Fourier definida en la ecuacién A-1, al caso de una

funcién de valores complejos de dos variables, digamos F (x, y), se representa como
3{F(x,)}, y se define en la forma

gluv)=3{F(x)}= TF(x,y)e"‘“““””dxdy : (A-3)

—00
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Similarmente la transformada de Fourier inversa de la funcion g(u,v) se representa por la

expresion I {g(u,v)} y se define como

F(x, y) =3 {g(u,v)} = Ig(u,v)eiz”(x“”’v)dudv ) (A-4)

Es posible que se pueda obtener un conjunto de condiciones suficientes para la existencia
de la ecuacion (A-3), pero el conjunto mas comun es el siguiente:

F (x) tiene que ser absolutamente integrable sobre todo el plano infinito XY .
2. F(x) debe tener solo un nimero finito de discontinuidades, y un namero finito de

maximos y minimos en cualquier rectangulo finito.
3. F(x) No debe tener alguna discontinuidad infinita-

Bajo las condiciones antes impuestas, se enuncian los siguientes teoremas y definiciones,
considerando solo una dimensién espacial x y una de frecuencia espacial u, como se
documenta a continuacion:

1.- TEOREMA DE LINEALIDAD

El teorema de linealidad establece que, si F(x) y H(x) tienen como transformada de
Fourier a g(u) y h(u) respectivamente, y si a,,a,...a,, entonces la transformada de
Fourier de la suma [a,F|(x)+ a,F,(x)+...+a,F,(x)] queda definida a través de la siguiente
expresion.

S{af;(x)ﬁ- aze(x)+ et anFn(x)}: algl(u)+ azgz(”)+ et angn(‘x) . (A-5)

2- TEOREMAS FUNDAMENTALES DE FOURIER O FORMULAS DE
INVERSION

La siguiente formula de inversion establece que, la transformada de Fourier inversa de una
transformada de Fourier, produce la funcién original, esto es,

SHSLFR) J h=F). (A-6)

Otra formula de inversion establece que, la transformada de Fourier de una transformada
de Fourier inversa, también reproduce la funcién original, es decir,

35 gl) Jf=g) (A7)
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3.- TEOREMA DE DESPLAZAMIENTO Y ESCALAMIENTO

Si la funcién F(x) tiene como transformada de Fourier a g(u), y si a,b son constantes
reales y no cero, entonces, el teorema de desplazamiento y escalamiento establece que:

S{F(ax—b)} = S{F(o{x - zD} - ;e””i” g(Zj (A-8)

4- TEOREMA DE LA TRANSFORMADA DE UNA CONVOLUCION DE
FUNCIONES

Sea F(x)y H(x) dos funciones definidas y que existen, cuyas transformada de Fourier son
S{F(x)}=g(u) y 3{H(x)}=h(x), entonces se tiene, que la transformada de Fourier de la
convoluciodn de las funciones referidas, es

3{F(x)® H(x)j= 3{F (x)iS{H (x)) = g(u)hlu), (A-9)

donde el simbolo ® significa la operacion matematica de convolucion.

5.- DEFINICION Y PROPIEDADES DE LA CONVOL UCION DE FUNCIONES

Sea F(x) y H(x) dos funciones definidas, entonces la convolucién de tales funciones se
define en la forma

C(x)= F(x)® H(x) = [ F(B)H(x- B)p (A-10)

Algunas de las propiedades que posee la convolucion de funciones, son: la propiedad
conmutativa

Ce)= F()® H{)=H(x)® F(x)= [H(B)(x- p)ap. (A1)

Otra propiedad de la convolucion de funciones, es la distributiva que se describe de la
forma siguiente: Con a y b constantes arbitrarias, se establece que,

[V (x)+bH(x)|® F(x)=alV (x)® F(x)]+ b[H(x)® F(x)] . (A-12)

La propiedad de convolucion de una funcion delta de Dirac o funcidon impulso, establece lo
siguiente

Flx)= F()® 8(x)= [ Flap(x—a)da. (A-13)
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Como la funcién delta de Dirac es una funcién par, también se puede escribir

Flx)= F(x)® 6(x)= [ Fle)(a - xMa (A-14)

La convolucion de varias funciones, para esto, supoéngase por ejemplo que la funcion F (x)
es la convolucion de funciones definida como

F(x)=P(x)® H(x)= TP(a)H(x —a)da; (A-15)

entonces, la convolucion de G(x)= F(x)®V(k), queda definida en la forma siguiente

G(x)=[P(x)® H(x)|®V(h)= { TP(a)H(x - a)da} ®V(x)=
- (A-16)

= I { TP(ﬂ)H(ﬁ - a)da}v(x Y

—00 [ —00

La propiedad asociativa de la convolucion, haciendo uso de la propiedad conmutativa, se
visualizar a través de la siguiente expresion

[P(x)® H(x)|©V (1) = P(x)® H(x)® ¥ (h)=
= P(x)®V (x)® H (1) = H(x)® P(x)® V (1).etc

6.- TEOREMA DE LA TRANSFORMADA DE UN PRODUTO DE FUNCIONES

(A.17)

El teorema de la transformada de un producto de funciones, es igual a la convolucion de sus
transformadas de Fourier individuales, o sea,

SUF()H () = S (x)} © St (x)) = g () ® hlu), (A-18)

donde J{F(x)}=g(u) es la transformada de de Fourier de la funcion F(x) y
3{H(x)} = h(x) seré la transformada de Fourier de la funcion H(x).

7.- TEOREMA DE LA TRANSFORMADA INVERSA DE UN PRODUTO DE
FUNCIONES

El teorema de la transformada de Fourier inversa de un producto de funciones, es igual a la
convolucion de sus transformadas de Fourier inversas individuales, o sea,

I Hglh(u)i= 5" {gw)j® 3™ h(x);= F(x)® H(x), (A-19)

en este caso 3 '{g(u)}= F(x) es la transformada de de Fourier inversa de la funcion g(u) y

~

3{h(u)} = H(x) sera la transformada de Fourier inversa de la funcion /(u).
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8.- DEFINICION DE LA FUNCION DELTA DE DIRAC EN EL ESPACIO DE
COORDENADAS

En el espacio de coordenadas x, se define a la funcion delta de Dirac, también conocida
como la funcién impulso, en la forma siguiente:

S(x—p)= j“’ e Py (A-20)

o0

9.- PROPIEDADES DE LA FUNCION DELTA DE DIRAC O IMPULSO EN EL
ESPACIO DE COORDENADAS

Una propiedad de la delta de Dirac, es la de cernimiento y queda definida mediante la
siguiente expresion

F(x)=[" F(B)5(x-p)dp . (A-21)
Otras propiedad de la delta de Dirac es la de desplazamiento definida como

Flx,)= sz Fla)d(a—x,)da, x <x,<x,; (A-22)

X

también
Sa—x,)=0, x#x, . (A-23)

Las propiedades de escalamiento de la funcion delta de Dirac son las que se enuncian a
continuacion,

5(x_bx°j=b5(x—xo) y 5(ax—x0):(1}5[x—)2j, (A-24)

d
S(-x+x,)=06(x-x) y &(x)=5(x). (A.25)

10.- DEFINICION DE LA FRUNCION DELTA DE DIRAC EN EL ESPACIO DE
FRECUENICIAS ESPACIALES

Es posible definir una funcién impulso o delta de Dirac en el espacio de frecuencias
espaciales u, de acuerdo con la siguiente expresion

Sla—u)=[ > dx. (A-26)

—00
Mientras que la propiedad de cernimiento de la funcién delta de Dirac en el espacio de
frecuencias espaciales es,

gl)= | Fla)ola-u)da . (A-27)
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ANEXO B

LENTE DOBLETE CEMENTADA

B.1.- GENERALIDADESY ASPECTOSTEORICOS

La redaccion del cuerpo principal de este trabajo de Tesis, en su capitulo II, fue
desarrollado tomando en cuenta una lente doblete acromdtica cementada como
transformadora. En la propagacion del espectro de difraccion desde el plano objeto y a
través de la lente referida, existen diferentes condiciones para los parametros distancia
objeto d,, distancia z al plano de distribucion del espectro referido y distancia focal f,,

medidas respecto de la lente transformadora, involucrados en la ecuacion paraxial que la
rige. Por lo que el objetivo del siguiente desarrollo, consiste en presentar diferentes
aspectos y las otras condiciones que deben cumplir los parametros antes descritos, como se
documenta a continuacion.

B.2.- ECUACION PARAXIAL DE UNA LENTE DOBLETE CEMENTADA

La configuracion de una lente doblete cementada, depende de los tipos de vidrio escogidos;
entre otros tipos, la lente doblete acromatico cementado tipo Fraunhofer es el sistema
optico mas cominmente usado, estd formada por una lente biconvexa de vidrio Crown, en
contacto con lente concava casi plana de vidrio Flint. La forma global de este tipo de lente,
es muy parecida a una lente plano convexa ( Newport, 1993; Hecht y Zajac, 1998).

Un proceso para determinar la ecuacion paraxial de la lente doblete cementada se
determina, se realiza haciendo uso de conceptos de Optica geométrica y del bosquejo de la
figura B.1, que es un sistema compuesto de dos lentes delgadas L; y L, sumergido en
aire. Cada lente estd formada de vidrios Opticos de indices de refraccion n, 'y

n, diferentes, que conjuntamente con el aire poseen las propiedades de ser isotropicos,

lineales, transparentes, no absorbentes, dieléctricos y no conductores.

Hech y Zajac, (1998) establecieron que cada lente delgada del sistema de la figura B.1,
los parametros de distancia focal, objeto e imagen, se pueden relacionar a través de las
ecuaciones paraxiales siguientes:

1 1 1 1

R 1) ———1, RX0; B.1
SO] ' Sil (nll {Rl RZ j 2< ( )
1 1 1 1
S =, -1 = |, RO ,
S02 SiZ ( . {R?a R4 J 4< (B 2)
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Sumando las ecuaciones (B.1) y (B.2), se obtiene

1+1+1+1:(nll_l(l_1}(,1,2_1)(1_1]. ®3)
So Sa Su S R, R, R, R,
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Figura B.1. Esquema de una lente doblete separada

De la figura B.1 se tiene que S, =d — 3, , lo que permite escribir a la ecuacion (B.3) como

L P o ) O o P s R L
SO] Si2 Rl R2 R3 R4 m

Para el caso en que la distancia de separacion entre las lentes L; y L, es d=0, la
ecuacion (B.4) se reduce a la siguiente expresion

! +L:(”zl _l{l_lj"'(”lz _l(l_lj : (B.5)
SOLD SiLD Rl R2 R3 R4

La ecuacion (B.5) sera identificada como la ecuacion paraxial de la lente doblete cementada
“delgada” que relaciona el reciproco de los parametros distancia objeto y distancia
imagen designadas como S, y S, con los parametros de los indices de refraccion n, 'y

n, asociados al material del que estan fabricadas las lentes involucradas, asi como con los
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reciprocos de los radios de curvatura R,, R,, R, y R, de las superficies esféricas que las

forman, siempre y cuando la lente doblete actie o esté sumergida en aire de indice de
refraccion n_, =1. La forma de la lente doblete cementada queda ilustrada en la figura 2.2.

aire

i\
Lente delgada L, | | Lente delgada L,
T Rayo 1 ' ——
— T Eje dptico
Cibjeto real Ky e | Fo e
= ,.:-\""--\_\___ | -\---\-""\-\.
ayo 2 sl |
"-\.\_\__\_
A Ea I Jin , Imagen real invertida T
|
| | Lente doblete cementada
|
. WL .
F =Mz | L i 4

Figura B.2. Configuracion de una lente doblete cementada y sus pardmetros

B.3.- DEFINICION DE DISTANCIA FOCAL Y SU RELACION CON LA
ECUACION PARAXIAL

Existen otros parametros que se le debe asociar a la lente doblete cementada, los cuales se
obtendran mediante un proceso de limite como se documenta a continuacion. Primeramente
se obtiene la distancia focal posterior, que serd designada como d.f.p; para esto, se

determina el limite de la ecuacion (B.5) cuando S, — o« y si ademas se considera que

limS.. =4d.f.p,estoes,

Sop =

)=liml (4 —1{;—;}(% —1&—;] ] (B.6)

; 1 = 1 = (}’lll —1{1—1]4‘(”112 —l{l_lj . (B7)
limS. d.fr R R R R

Sop >
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De una manera similar se obtiene ahora el limite de la ecuacion (B.5) cuando S,, > o y

considerando que |ymS, =d.f.f, es decir se determina la distancia focal frontal

N

designada como d.f.f , esto es,

lim( 5 +5 )=liml (s 1)@2]( —1)[;—1” . @9

Sy SOl i2 Sy o
Al operar y simplificar, se obtiene

LS =(n,—1{1—1J+(n, —1{1—1) (B.9)
llmSm d.f.f ] R R, ’ R, R,

NP

Como se observa que las ecuaciones (B.7) y (B.9) son iguales, lo que permite escribir que

df.p=d.f.f=f,. (B.10)

En la ecuacion (B.10) destaca que una lente doblete cementada posee la misma distancia
focal posterior como la frontal, bajo este concepto es indistinto sobre qué superficie se le
hace incidir luz, cuando la lente referida sea usada en una etapa experimental. Luego
entonces, en base a la ecuacion (B.10) se puede escribir la ecuacion paraxial de la lente
delgada, que asocia la distancia focal f;, asociada a la lente referida con la distancia

objeto e imagen, es decir,

- —1{1—1}(@2 —1{1—1J . (B.11)
fLD Rl RZ R3 R4

1 1 1 11 11
_ LI (n,l _1{_}(,7,2 4{-} . (B.12)
fLD SOLD S[LD Rl RZ R3 R4

Una ecuacion similar a la ecuacion (B.11) fue deducida por otro método por Hecht y Zajac,
(1998). Ademas, los casos limite discutidos, llevan a tratar de predecir la forma de como
produce la lente doblete cementada la imagen de un objeto, como se ilustra en la figura B.2.
Como se ve la optica geométrica limita la informacion respecto a la imagen que produce la
lente doblete cementada, ya que no existe informacion respecto a la distribucion de la fase
de las ondas que producen la imagen del objeto bajo estudio.
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B.4.- LA AMPLIFICACION TRANSVERSAL

Otro parametro de importancia que se le asocia a una lente doblete cementada es la
amplificacion transversal M. Para esto, basta recordar que Hecht y Zajac, ( 1998)

establecieron que la amplificacion transversal para una lente doblete, es igual al producto
de las amplificaciones individuales de cada lente que la componen, esto es:

S. S,
MT = MTLIMTLZ = (_ Sll }(_ SlzJ . (B.13)
01 02

Nuevamente de la figura B.1, se tiene que S, =d —S, , entonces la ecuacion (B.13) se

M, = (— ‘1_502}(— S2j : (B.14)
SO] S02

Ahora, para el caso de que una lente doblete cementada, implica que d — 0 y entonces la
expresion para la amplificacion sera

escribe como

M, = (— Swj . (B.15)
SOLD

Es decir, la amplificacion transversal M, asociada a la lente doblete cementada, esta en
términos de la razon, entre la distancia a la imagen S, ,, medida desde la Gltima superficie
de la lente, a la distancia al objeto §,,,, medida desde éste hasta la primera superficie de la
lente doblete cementada.

B.5.- VARIACION DE LA FASE DE UNA ONDA MONOCROMATICA Y LA
FUNCION DE TRANSMITANCIA

Se determinara el modelo matematico de la variacion de fase que sufre las ondas
difractadas propagandose a través de una lente doblete cementada, se retoman las
afirmaciones hechas por Goodman, (2005) y Yu (1983) quienes propusieron en su libros,
que la variacion de fase que sufre una onda monocromatica, al propagarse por la lente
esférica delgada hecha de vidrio de indice refraccion n,, y que forma la lente doblete

cementada como la esquematizada en la figura B.2, sufre una variaciéon que puede ser
expresada a través de la siguiente ecuacion:

AD (xay): npAo _[X Y J{l_l}(nu _1) . (B.16)
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En la ecuacion (B-16) el término  A,, es el espesor de la lente delgada L, en su parte
central, en tanto que R, y R, son los radios de curvatura asociados a las superficies que
la forman, mientras que n,, es el indice de refraccion del tipo de vidrio que la forma.

Ahora, la variacién de fase de la onda monocromatica que se propaga a través de la
segunda lente esférica delgada designada por L,, ver figura B.2, que est4 hecha con vidrio

de indice de refraccion n,,, recordando que los indices de refraccion de las dos lentes
delgadas que forman el doblete cementado deben de cumplir la condicionn,, # n,, ; tiene
la siguiente forma funcional,

2 2

+ 1 1
A(DLz(x,y)z N8 _[X 2y J{R_R:|(nu _1) . (B.17)
3 4

Por lo tanto, la variacion total en la fase A®(x,y) de las ondas monocromaticas que se

propaga a través de la lente doblete cementada, la propuesta en este trabajo de Tesis, es que
sea igual a la suma de las variaciones en la fase que sufren las ondas referidas al propagarse
en cada lente, es decir

AD(x,y)=AD, (x,y)+AD,,(x,y) . (B.18)

La ecuacion (B.18) puede ser escrita en base a las ecuaciones (B.16) y (B.17) en la forma
siguiente.

vy )11
Aq)(x7y):(nLlA0Ll+nL2A0L2 )_(nu_l{x < j|:_}+
2, 2
—(an—I{x ty j{l_l}_
2 R R

Ahora, la forma funcional de la transmitancia asociada a lente doblete cementada, se define
como

t,(x,y) = P(x.y)Jexp{ikAD(x, y)} . (B.20)

En la ecuacion (B.20) la funcién P(x.y) es conocida como la funcion de pupila, cuya
forma funcional es,

P(x. y) = cir[‘xza-i_sz eXp{— ikW(x, y)} . (B.21)
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Es decir, la funcién de pupila queda definida como el producto de la funcion circulo

C,-{W

} misma que es definida en la siguiente forma (Goodman, 2005)
a

. 2 2 <
_ L...si +/x -2|-y 2_a . (B.22)
0,....81 +/x"+y )a

Mientras que la funcién W(x.y) en la exponencial de la ecuaciéon (B.21), se conoce como la

funcion de aberracion del frente de onda que le produce la lente al propagarse en ella
(Welford, 1991). Esta funcion depende del tipo de aberracion mas sobresaliente que esté
presente en la lente doblete cementada. En base a (B.21) y (B.22), la funcién de
transmitancia asociada a la lente doblete cementada es:

a

of )

2

t, (x.y) = cir[ﬁ
a

Y Jexp{— ikW(x,y)}exp{ikACD(x,y)} . (B.23)

Ahora, sustituyendo la ecuacion (B.19) en la ecuaciéon (B.23), se tiene la funcién de
transmitancia es expresada como

2

12
L (x,y) = cil{xayjexp{— ikW(x,y)}exp{ik[ (”Lleu +n,00, )_
+y )11 x+y )11
- -1 — |- -1 —_——— )
(nLl { 2 J|: Rl R2:| (an { 2 J|: R3 R4j| ] }

De acuerdo a la ecuacion (B.12), la ecuacion (B.24) queda reducida a la siguiente
expresion,

(B.24)

2

x:yz] exp{— ik (x, y)} o

t, (x,y) = cir[

(B.25)

2, 2
'exp[ik(nLleu +n,0, ) ]exp{— ik(x ty J }
2fip
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ANEXO C
VINETEADO Y FRECUENCIASESPACIALES

C.1.- FRECUENCIA ESPACIAL MAXIMA

Cuando un objeto difractor extendido se sitlia a una distancia d, de una lente convergente
doblete cementada, como se ilustra en la figura 3.1, uno de los principales problemas que
surge en la propagacion del campo de difraccion producido por el objeto extendido y que
incide sobre la lente referida es el efecto de vifieteado y la captacion de una frecuencia
espacial méxima asociada al espectro de difraccion Goodman, (2005) y Hecht y Zajac,
(1998). Esto se debe tanto a las dimensiones lineales del objeto extendido, como a las
limitaciones que impone la abertura finita de la pupila asociada a la lente transformadora.

El objetivo de este anexo, es el de presentar los matematicos deducidos respecto al efecto
de la abertura finita de una lente convergente usada como transformadora, en la evolucion
del espectro angular interpretado como un campo de difraccion convolutivo de ondas
monocromaticas, asi como los resultados respecto a la disminucion significativa del efecto
de vifieteado y de la propagacion de una maxima frecuencia espacial.

El anélisis se centra en las ondas difractadas por una transparencia rectangular de ancho /; y
de altura /,, a la que se le asocia la funcion de transmitancia #(x,y), situada en el plano
X0V, ademas suponemos que dicho objeto se encuentra a la distancia focal frontal de la
lente transformadora, es decir, cumple la condicion dy=f;r y es iluminado con ondas planas
monocromaticas de amplitud constante £,. La distribucion del campo difractado por el
objeto serd E;(xp,y9) que fue definido mediante la ecuacion (3.1); Mientras que el campo
propagado del plano x4y hasta el plano xy, que incide sobre la lente, posee la distribucion
de amplitud compleja siguiente definida a través de la ecuacion (3.3). El cuales interpretado
como el espectro de difraccion (3.5), a través de las frecuencias espaciales definidas por la
ecuaciones (3.4).

Como ya se comento, tanto Goodman, (2005) y Hecht y Zajac, (1998), argumentaron que
el vifieteado y la aceptacion de una maxima frecuencia espacial es el efecto que produce la
limitacion de la seccion eficaz impuesta por la abertura finita de una lente esférica. Esto
lleva a realizar un analisis de la relacién que existe entre la frecuencia espacial maxima, el
ancho /;, el largo /; del objeto difractor y el radio a de la pupila asociada a la lente
transformadora. Para investigar esta relacion, las frecuencias espaciales u, y v, de las

ecuaciones (3.4), se redefinen considerando los triangulos AOQ y AOE de las figuras C.1 y
C.2 respectivamente, obteniéndose las férmulas

6 0
=" y w=r (C-1)

174



cuyas unidades son /in/mm. Pero ademas si los parametros x;, y;, /; y [; son de pequeia
magnitud con respecto a la distancia dy del objeto a la lente, entonces

! /

X+ y+/

tan 6, zelzdlz‘Tz y tan@zz@:; :sz (C-2)
0 0 0 0

siempre que los parametros x;, y;, I, [, sean de pequefia magnitud, con respecto a la
distancia dj del objeto a la lente referida.

Ahora, si definimos las frecuencias espaciales maximas o no paraxiales, en términos de los
cosenos directores Goodman, (2005), esto es:

cosd, cosd 0
u — X v = . C‘3
max i y max 2{ ( )

Donde 6, y 6, en las ecuaciones (C-3) son los angulos que forman los rayos

provenientes del objeto e inciden en el limite de la pupila, respecto a cada uno de los ejes
coordenados Xo, yo, respectivamente. Los angulos mencionados, sin embargo, se pueden
relacionar con los dngulos ¢ y o a través de una identidad trigonométrica; por lo tanto, de
las figuras C.3 y C.4, considerando los tridngulos AOR y AOF, respectivamente, las
frecuencias espaciales maximas dadas por las ecuaciones (C.3) pueden ser escritas como:

o coS(z_goJ _seng X+X, _ a _ (C-4)
o A A2 (x+x,) +d> Aa’+d; ’

y _008(2_0j _senoc Y+, 3 a (C-5)
o A A /1\/()/+y2 Vd2  Aa+d}

En la ecuaciéon (C-4) y (C-5) se supone que los angulos ¢ y o no son pequefios, esto

implica que las frecuencias espaciales maximas u_, y v,, son no paraxiales,

max
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| Lente convargente
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Figura C.1. Geometria y pardmetros para determinar la frecuencia espacial u,
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Figura C.2. Geometria y pardmetros para determinar la frecuencia espacial v,

C.2. Algunos Resultados
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Como ya se document¢ al inicio, en el libro de Goodman, (2005) se menciona el efecto de
vifieteo, sin una demostracion cuantitativa de las relaciones entre la abertura difractora, la
pupila y la lente. En los siguientes incisos se hace un analisis cuantitativo, del problema del

viieteo y de las frecuencias espaciales paraxiales y maximas permitidas en la lente doblete
cementada.

Lente convergente

0 e,
\
N
NG ) -
) |2\ Lente convergente

Objeto difract

Figura C.4. Geometria y parametros para determinar la frecuencia espacial v ___
C.2.1 Frecuencias paraxiales
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Un resultado de este trabajo radica en poder calcular las frecuencias espaciales paraxiales,
u, y v, definidas por la ecuacion (C-1), empleando las ecuaciones (C-2) y (C-3), de la

forma siguiente

H ,2
u1:72+i:u2+u3 ; Vlzé—‘,—yl:vz-l—v:; (C6)
Ad, d, Ad,  Ad,

donde los parametros x;, y;, I; y [, son de magnitud pequeiia respecto de la distancia dj del
objeto a la lente, lo cual implica que las frecuencias u;, u,, u3 v;, v, v; son necesariamente
de pequenia magnitud. Luego, las frecuencias espaciales

Y s (C-7)

:Tdo y Vz—TdO

U,

se determinan usando los tridngulos AOP y AOE de las Figs. C.1 y C.2. Mientras que para
determinar las frecuencias espaciales,

n ¢ S (C.8)
ad, 2

Us; = = y V3

i, A

Surge la necesidad de ponerlas en funcion de los angulos « y £ definidos en los tridngulos

BPQ y CDE de las figuras C.1 y C.2 respectivamente. Como ejemplo numérico, si
consideramos al objeto difractor con lados /; = 2mm y /; = Imm, respectivamente, la
distancia al objeto cumple que djy = f;p =250 mm. Considerando un laser de Helio-Neo6n
(A=632 nm), al sustituir estos valores en las ecuaciones (C-7) se obtienen los valores de las
frecuencias espaciales: ©,=6.3 lin/mm 'y v,=3.2 lin/mm. Mientras que las magnitudes de las
frecuencias espaciales u;=0,4/4 y v;=0,¢// fueron determinadas, proponiendo que el angulo
que las definen cumpla la condicion de ser a<4” y f<4'; se obtiene que u3=110.62 lin/mm y
v3=110.62 lin/mm. Luego, la suma de las frecuencias espaciales uy, v, u3 v; de acuerdo con
las ecuaciones (C-6) permiten determinar el valor numérico de las frecuencias espaciales
paraxiales, es decir ;= 116.92 lin/mm y v;=113.82 lin/mm.

C.2.2 Espectro no paraxial
Despejando x,y de las ecuacion (C-4) y de la ecuacion (C-5), de acuerdo con las frecuencias

maximas definidas por estas mismas ecuaciones, permiten reescribir la ecuacion (3.3)
propiciando que el campo de difraccion se interprete en la forma siguiente:

2 1=ty ) ' 1= (A

2 2
ik[[/l“maxdo —X lf(l“max )2} |:j'vmaxd0 —J2q lf(ﬂvmux )2} J[ 1 ]

ik(dy)
E, (ny)=5C " .
dy,max \"*? ZMO (B_9)
0 © L(vhﬁ) i2”[ x+x22 7 Yot y+y22 2 yo]
* J. J.tO(x()ayo )€2d0 e s edd © alen P i dx,dy,
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Puesto que de la forma funcional de la (C-9) no es evidente la interpretacion del campo
eléctrico asociado a las ondas difractadas y propagadas, se recurre a definirla como el
espectro de difraccion, con solo sustituir en ella las frecuencias maximas espaciales ., y
vmax dadas por las acuaciones (C-4) y (C-5) obteniéndose la siguiente expresion,

+

E eik(dﬂ ) 2 l_(j’”max )2 ‘ 1_(lvmax )2
Gz(“lv‘ﬁ):O.Te i
iAd, . (C-10)

%(xm)

2 2
| [ sy =2 1=Chtas P | [ 2y =321 | [1]

3 to(xoayo)e

u v,

max > max

De acuerdo al teorema de la transformada de Fourier A-16 de un producto de funciones, la
ecuacion (C-10) es la convolucion de las transformadas de Fourier de la funcién de
transmitancia #y(xy,)y) asociada al objeto difractor con la funcion exp{i(kxlafo/Z)(u()2 +vi)),
es decir,

2 2

ik [Z’umﬂxdﬂ =3 1= (At )2 ] ‘:Z’vmaxdo =72 1= (A )2 ] [ 1 ]
E o) 2 =t | (A ) do
0

Gmax (umax 2 Vmax ) = o, e b
iAd, . (C-11)

* S{to(xwyo )}® Jie*®

La ecuacion (B-11) permite establecer que el espectro de difraccion incidente en la lente
convergente es una funcioén de las frecuencias espaciales maximas t,,y , Vmax NO paraxiales.
Es la convolucion de las transformadas de Fourier de la funcion de transmitancia #y(x, 1)
asociada al objeto difractor, con la exponencial exp{i (k/2dy) (us° + vi’)}. El espectro se ha
propagado desde el objeto a una distancia dy y estd desfasado en m/2, informacion que se
obtiene de los factores exp{i (kdy)} e i, respectivamente. Del segundo factor exponencial
se deduce que la fase del espectro se distribuye en una curva cuya forma funcional no es de
facil interpretacion, mas no se distribuye en el plano u,4Viax.

Se debe de hacer énfasis que el espectro de difraccion dado por la ecuacion (C-11) existe,
siempre que el diametro de la pupila asociada a lente sea de mayor tamafio a los lados /; y />
del objeto difractor, es decir 2a>/; y 2a>[,. Para esto, basta recordar que el radio a de la
pupila satisface la igualdad siguiente a=x+x,=x;+[;/2+x; y por simetria se ve que
a=y+y,=y;+1/2+y,, lo que confirma nuestra aseveracion. Bajo esta condicién la lente
convergente aceptard y propagara las ondas difractadas con frecuencias espaciales maximas
Umax Y Vmax T€SpPECtivamente, y solo parte de la informacién proveniente de los puntos de la
periferia del objeto incide en la lente, con esto se asevera la reduccion del efecto de
vifieteado. Respecto a las frecuencias maximas Hecht y Zajac [2], en la pagina 496, solo
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hacen mencién de ellas sin demostracidon alguna respecto a la relacion entre el diametro de
la pupila 2a y /;, I, como aqui se ha demostrado; en tanto que, Goodman [1] en las paginas
106-107 solo menciond aspectos cualitativos respecto a la propagacion del espectro angular
de frecuencias paraxiales a través de una lente delgada, mas no hace alusion al espectro de
frecuencias maximas y tampoco hace referencia al efecto de vifieteo analiticamente.

C.2.3 Frecuencias espaciales maximas

Otro resultado, se obtiene de las ecuaciones (C-4) y (C-5), de donde se puede determinar
que las frecuencias maximas Umax Y Vmax poseen la misma magnitud, como consecuencia del
radio a de la pupila y la simetria de lente transformadora, para confirmar esta aseveracion,
basta considerar las siguientes igualdades.

a _ a

= v ="
max > max
Aja* +d] Aja’ +d;

u

(C-12)

El célculo numérico de las frecuencias maximas uma Y Vmar, respectivamente, se
determinan al considerar una lente con radio de pupila a= 25 mm que posee una distancia
focal que cumple la condicion de ser igual a la distancia al objeto de la lente referida, esto
es frr=dp= 250 mm. Si consideramos un laser de Helio-Neo6n (A=632 nm), al sustituir estos
valores en las ecuaciones (C-12) se obtienen que u,,=157.5 lin/mm y v,,,,=157.5 lin/mm.

C.2.4 Relacion entre la frecuencia angular mdxima y paraxial.

Un resultado mas se puede derivar considerando que el diametro L de la lente convergente
también sea mas grande en magnitud a las dimensiones /; y /, del objeto difractor. Con esta
condicién, es posible aseverar que el efecto de vifieteado se puede reducir de forma mas
significativa. Para corroborar esta afirmacion, las ecuaciones (C-4) y (C-5) las escribimos
ahora como

x X,
U = + , (C-13)
l\/(x+x2)2+d02 ﬂx/(x+x2)2+d02
Vi = 4 + 2 . (C-14)

Wy +dz |y, ) +d
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Si suponemos que (x+x)<<dy y (v+y;)<<d, las ecuaciones (C-13) y (C-14), pueden ser
escritas de acuerdo con las ecuaciones (C-1) en la forma siguiente,

i)
=u, +— C-15
umax ul ldo ( )
Y2
=y +22 C-16
Vmax vl ldo ( )

Es decir, las ecuaciones (B-15) y (B-16) proporcionan un resultado de gran importancia, ya
que permiten establecer que las frecuencias espaciales maximas wUmge Y Vmar, €Stan
compuestas por las frecuencias espaciales paraxiales u; y v;, mas las frecuencias espaciales
no paraxiales, que dependen de los parametros x», y2, 4, y djy antes descritos. Ademas, los
limites cuando x,—0 y de igual manera cuando y,—(0, se obtienen las frecuencias
espaciales paraxiales u; y v;, como era de esperarse.

C.2.5 Calculo alternativo de las frecuencias espaciales mdximas

Un resultado mas general y alternativo consiste en incluir como parametro la pupila de
entrada de la lente y determinar las frecuencias espaciales maximas u,_, y v,, . Esta

analisis se basa en la forma de como se difracta “angularmente el espectro dentro y en los
limites del objeto difractor.” Para esto, se considera la simetria que posee la lente y que las
frecuencias paraxiales en los tridngulos AOM y LMN de la figura C.5 son conocidas; asi
como las contenidas en los tridngulos AOH y GHI ver figura C.6. De acuerdo a los
pardmetros de los triangulos LMN y GHJ de las mismas figuras, se determina que las
ecuaciones para las frecuencias maximas son,

max *

[, cos(”—é?ﬁj [,
" :/{+ 2 :/{+ X : (C-17)

" Ad, A Ady 2 (x1+x2)2+d02

vmax = +
Ad, A o A +y,) +d;

I cos(ﬂ—ﬁnj [
7, =2§+ A T (C-18)

En las ecuaciones (C-17) y (C-18), 6,y 6, que forman los rayos con los ejes de

coordenadas x,, y, se pueden relacionar con los angulos y y yx a través del coseno
director y una identidad trigonométrica, como se hizo en la seccion 2.
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Existen tres problemas a ser resueltos, uno de ellos es el de determinar los resultados aqui
presentados, usando los modelo matematico dados por las ecuaciones (C-17) y (B-18). Los
otros dos problemas restantes consisten en realizar la propagacion del espectro difractado
tanto en frecuencias espaciales maximas asi como de frecuencias espaciales paraxiales a
través de una lente delgada o doblete cementada y de aqui hasta las diferentes regiones y
planos de distribucion.

Eje dptico

. i Lente convergente
Objeto difractor

Figura C.5. Geometria y pardmetros para determinar la frecuencia espacial u,_
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Fa
x

Ay}

b

!% 1@\

Objeto difractor \/ Lente corvergente

Figura C.6. Geometria y pardmetros para determinar la frecuencia espacial v
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ANEXO D
TRANSFORMADA DE FOURIER BESSEL Y FORMULASDE RECURRENCIA

La recopilacion de los conceptos y temas que se realiza a través de este documento,
resultard esencial para el desarrollo del trabajo de Tesis que se realiza. De manera que, lo
que se presenta a través de este anexo, consistira en proporcionar algunas definiciones,
formulas de recurrencia, asi como la forma de determinar la expresion matematica de la
transformada de Fourier- Bessel, de una manera no rigurosa, se recuerda que gran parte de
este material ya existe en la bibliografia como la que se enuncia a continuacion (Watson,
1996; Gaskill, 1978; Papoulis, 1968). Pero esta manera de reunir la informacion, propicia
una fluidez en la redaccion de trabajo referido.

D.1.- DEFINICION DE LA FUNCION DE BESSEL

Dentro de la literatura citada, la definicion de la funcion de Bessel de 71 é-simo orden, esta
definida a través de la siguiente ecuacion

J (Z) _ (_ i)n T pi?leos(0-0)-n(0-0)] 79

2 T ) (D-1)
Para el caso en que # = 0 se obtiene la funcién de Beesel de orden cero, esto es
LT eleosto-o)
_ iz|cos|0—¢
Joz)=—"| e do
27 ) (D-2)

En la ecuacion (D-2) la variable de integracion es € y el término ¢ es una constante de

desfasamiento. Papoulis, (1968) estableci6 que la funcion real de Bessel de n-ésimo orden,
se puede determinar a través de la ecuacion siguiente:

J, (x) = b Icos(n 6 — xsen 49)d0 (D-3)
2 <

D.2.- TRANSFORMADA DE FOURIER-BESSEL.

En el anexo A, se planteo la definicion de la transformada de Fourier bidimensional, en el
sistema de coordenadas rectangulares, que de acuerdo a la definicion (A-3) tiene la
siguiente representacion,

eluv) = SIF() = [Pyl dxdy (A-3)

La transformada de Fourier en el espacio de coordenadas rectangulares, es muy
complicada de tratar cuando se aplica a problemas de dos variables, con simetria circular,
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por esto, las funciones de Bessel son mas apropiadas para la solucion de este tipo de
problemas, ya que son funciones separables en coordenadas polares.

Asi, una funcion de dos variables independientes, se llama “separable” con respecto a un
sistema de coordenadas especifico, si se puede escribir como el producto de dos funciones,
solo que cada funcién dependerd de una sola variable (Vazquez, 2000). Como ejemplos se
tiene los siguientes:

D.2.1 En coordenadas rectangulares, la separacion de variables de la funcioén P(x, y) es,
P(x’ y) = Px (x)Py (y) (D_4)
D.2.2 En coordenadas polares, la separacién de variables de la funcion G(r,8) es,

g(r.0)=P.(r)P,(6) (D-5)

Ahora, se determina la transformada de Fourier-Bessel, para lo cual se considera un sistema
optico, que esta siendo iluminado por ondas monocromaticas, de manera que en la pupila
de la lente situada en el plano X7, se consideran los siguientes cambios de variables.

2 2 a1y
r=4lx"+ ~@=tan" — =rsenf . y=rcosd
y : . y y (D-6)

2 5

Mientras que en el plano focal de la lente referida y en el espacio de frecuencias espaciales
uv, se tiene los siguientes cambios

2 2 Y
o=-u’+v* ,(p=tan1—
’ u

U=wmcosQp . V=awsenp (D-7)

3

Sustituyendo las ecuaciones (D-6) en la ecuacion (A-3), la integra de Fourier, queda
definida como

o 2z

G(a), (pv) = S{g(r, 6’)} = J‘ Jg(r, e)e"'z”““‘)s(“"‘f”)rdrde (D-8)

0 0

En la ecuacion (D-8) el término I' sera el Jacobiano de transformacion, que se define en la
forma

o o
e or 00| _ cos@ —rsend _, (D-9)
Qz Qz sen@ rcosf
or 00
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Para simetria circular, se tiene que
g(r,0)=gl(r) (D-10)

Entonces,

Glo,p)=Siglr.0)i=

S 8

g(l"{ J. g(]", 9%-i2ﬁwyc05(9—¢)rdrd9 (D-11)

De acuerdo a la ecuacion (D-3), la ecuacion (D-10) se reduce a la expresion

o]

G, (@)= Blg, (r)}=27[g, (), 2mer)rdr (D-12)

0

La ecuacion (D-12) es conocida como transformada de Fourier-Bessel o de Hankel de
orden cero. Mientras que la transformada de Fourier-Bessel inversa se define en la forma
siguiente,

0

6,()=B"(G, (@) =27[G, (0}, Crorkado o)

0
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D.3.- FORMULAS DE RECURRENCIA

Algunas formulas de recurrencia de las funciones de Bessel, son como las que se describen
a continuacion

J,(x)=(=1)7,(x) (D-14)
2= 5,0 (D-15)
1= 210 (D-16)
Sy (%)= [Z]J (x)-J,(x) (D-17)
J,(x)=(1)"7,(x) (D-18)

x"J, (x)= J‘x"Jn_1 (x)dx (D-16)

;li x"J, (x)]z x"J, (x) (D-17)

D.4.- SUMATORIA'Y PRODUCTOS DE FUNCIONES BESSEL

Arken y Weber, (2001); Hayek, (2001); Papoulis, (1968); determinaron que el problema
de adicion de productos de funciones Bessel establece que:

(x+y)= ZJ )=§4uw_

(D-18)
S, 00+, (61,0
Considerando el cas_(l) enque 1=1 se tiene que,
x + y Z J,
(D-19)

+SZ:1:(—1)S [Js(x)Jns(y)"'Jm( )Js(J’)] |

Desarrollando las sumatorias para § = 0,1 se obtiene
S+ p)= Tl () + (e (v) -
']1 ) ( ) ( )‘]1 (y)+ . (D-20)

0

+ 4 ( )[Js( ) 1+s(y)+J1+s( )Js(y)]

©
Il

©
[\
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Otras formulas de recurrencia establecen que

T+ 7, = 2 (D-21)
X
2n

Jn—l (y)+ Jn+1(y) = (y)‘]n (y) (D_22)

560~ 2 -0 (D-23)
T, ()= (i}f ()=70(») (D.24)

b (D-25)
+ 3 WL ()4, (0, ()]
s=2
Simplificando la ecuacion (D-24) se tiene
Jl(x+y): 2J0(X)J1(y)+2J1(X)J0(y)_
2 2
(2 b0 2o e
+ > (_ l)s [JS (x)"]l+s (y)+ J1+s ('x)‘]s (y)]
s=2
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La ecuacion (D-26) también puede ser escrita en la forma

Jl(x+y)=ZJO(x)Jl(y)+2J1(x)J0(y)—

) L |

Xy

(D-27)

8

S=

+ 2 U @ )+ (6, )]

§=

[\S)

Un caso especial de la forma del teorema de adicién dado por la ecuacion (D-18) puede ser
utilizada para el caso en que x =y, entonces, la expansion en términos de productos de

funciones Bessel sera

o . (D-28)

- . (D-29)

Desarrollando las sumatorias de la ecuacion (D.29), considerando los casos en que
s =0,1, se determina

J1(2x): Jo(x)Jl x)—l—Jl(x)JO(x)—

20, W, () + 23 (1) T (1 () (D-30)

N

8

Il
S}
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Sustituyendo en la ecuacion (D-30), la ecuacion (D-23), se obtiene

Jl(zx): Jo(x)Jl(x)+J1(x)Jo(x)—

—za({(ija(ﬂ—&@)}+z§<—1>vs<x>fl+s<x>- 31

Simplificando, la ecuacion (D-31) queda reducida a la forma

J,(2x) = 4J,(x)J,(x) - 4@)@2 (x)+

- . (D-32)

D.5.- PROBLEMA:

. .y . r
Demostrar que la transformada de Fourier- Bessel de la funcion czrc(j, puede ser
a

escrita en la forma B{circ(rj} = ng Qmo).
a 1)

SOL UCION:

Haciendo uso de la definicion de transformada de Fourier-Bessel (D-12), esto es

G, (0)= Blg () =27 g (-, Crarar

Entonces, la transformada de Fourier-Bessel circ(rj queda definida en la forma
a
r T r
G, (w)=Blcirc| - |} =2z J circl ~ U,(27eor )rdr (D-33)
a 0 a
De acuerdo al teorema de escalamiento, se tiene
}/' o0
. ) .
B cire 2= a 272"[ circ(rJ,(27weor )rdr (D34)
0
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Como la funcién circ(r) esta definida como

L,....si....r <1
0,....50....n >1 (D-35)

Bajo la definicion (D-35), la ecuacion (D-34) se reescribe de acuerdo a la expresion

circ(r) =

siguiente

1
Blcird " |} =d 2ﬂj(ly0(2ﬂay)rdr
0

a
(D-36)
Considerando los siguientes cambios de variable
X dx
x=2rwr,.r=_——,.dr,=——,con.ry > 1=
2rw 2rw
= x> 27w....y..con.ry, >0=>x—>0 (D-37)

De acuerdo con las expresiones (D-37), la ecuacion (D-36) queda reducida, es decir

1
Blcird = |} = 1 2J-Jo(x)xa’x
a 2nar”
(D-38)

Ahora, haciendo uso de la siguiente relacion de recurrencia, esto es:

¢ b @)=, ()

(D-39)
Para el caso en que n=1 la expresion (D-39) es escrita como
d
d[XJI ()] = 27y (x)
* (D-40)
Después de integrar, la ecuacion anterior se reduce a la siguiente expresion
xJ,(x)= j xJ, (x )dx
(D-41)
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En base a esta ecuacion la ecuacion (D-38) queda reducida a la forma

B-< circ T I
a 27w

xJ, (x) ]27ma)

2 0

De manera que al evaluar la ecuacion (D-42) finalmente se obtiene que

Blcird - :aJl(Zma))
a @

Lo que se queria demostrar y da solucion al problema

(D-42)

(D-43)
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