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Abstrakt

V této bakalarské praci se vénujeme zejména Riemannové zeta funkci, Prvociselné
vété a Riemannové hypotéze. Formulujeme si dva odlisné tvary Prvociselné véty, poté
postupné budujeme Riemannovu zeta funkci a ukazujeme si jeji zakladni vlastnosti a
také jeji souvislost s prvocisly. Jako dalsi formulujeme znéni Riemannovy hypotézy a
jeji zobecnéni a poté pojednavame o nékterych pokusech o jeji dikaz. V zavéru prace
se zaméfujeme na to, jakym zptisobem Riemannova hypotéza zasahuje do dalsich
védeckych oborii.

Abstrakt

V tejto bakalérskej préaci sa venujeme najmé Riemannovej zeta funkcii, Prvodi-
selnej vete a Riemannovej hypotéze. Formulujeme si dva odlisné tvary Prvociselne;
vety, potom postupne budujeme Riemannovu zeta funkciu a ukazujeme si jej za-
kladné vlastnosti a taktiez jej suvislost s prvocislami. Ako d'alsie formulujeme znenie
Riemannovej hypotézy a jej zovSeobecnenie a pojednavame o niektorych pokusoch
o jej dokaz. V zavere prace sa zameriavame na to, akym sposobom Riemannova
hypotéza zasahuje do dalsich vedeckych oborov.

Abstract

In this thesis, we mainly focus on the Riemann zeta function, the Prime number
theorem and the Riemann hypothesis. We formulate two different forms of the Prime
number theorem, then we build the Riemann zeta function step by step and show
its main properties as well as its connection to prime numbers. We then state the
Riemann hypothesis and its generalization and further discuss various attempts at
delivering its proof. At the end of this thesis, we focus on how does the Riemann
hypothesis affect other scientific disciplines.



£S5 %% MASARYKOVA UNIVERZITA
35 & Prirodovédeckd fakulta
2, I ﬂ‘\'@é:’

qsfffmj’m N'ﬁo

ZADANI BAKALARSKE PRACE

Akademicky rok: 2018/2019

Ustav: Ustav matematiky a statistiky
Studentka: Michaela Kecskésova

Program: Matematika

Obor: Finantni a pojistna matematika

Reditel Ustavu matematiky a statistiky PFF MU Vam ve smyslu Studijniho a zkusebniho fadu MU urcuje bakalafskou préci
s nazvem:

Nazev prace: Zeta funkce a Riemannova hypotéza

Nazev prace anglicky: ~ Zeta function and Riemann hypothesis

Oficidlni zadani:

Cilem prace je popsat Riemannovu zeta funkci a jeji zdkladnf vlastnosti. Poté se zaméfit na Riemannovu hypotézu, popsat
jeji vyznam a pojednat o pokusech o jeji diikaz, popf. popsat i jeji zobecnéni. Je mozné, pokud to rozsah prace umozni,

vénovat se i jinym nevyfeSenym matematickym problémiim.

Literatura: ;
MAZUR, Barry a William A. STEIN. Prime numbers and the Riemann hypothesis. First published. New York, NY, USA:
Cambridge University Press, 2016. xi, 142, ISBN 9781107499430.

P. Borwein, S. Choi, B. Rooney a A Weirathmueller. The Riemann Hypothesis: A Resource for the Afficionado and Virtuoso
Alike. Springer-Verlag New York, 2008, ISBN 978-0-387-72125-5.

lazyk zavéreéné price:  slovenitina

Vedouci prace: doc. Mgr. Petr Hasil, Ph.D.

Datum zadani prace:  22. 5. 2018

V Bmé dne: 31.10. 2018
Souhlasim se zadanim (podpis, datum): U3 /1 2t 1
Michaela Kecskésovd doc. Mgr. Pett Hasil, Ph.D. prof. RNDT. Jan Slovak, DrSc.
studentka vedouci prace feditel Ustavu matematiky a

statistiky



Pod’ akovanie

Na tomto mieste by som chcela podakovat doc. Mgr. Petrovi Hasilovi, Ph.D., za
konzultacie a cenné rady poskytnuté pri pisani tejto bakalarskej prace.

Prohlaseni

Prehlasujem, ze som svoju bakalarsku pracu vypracovala samostatne s vyuzitim
informac¢nych zdrojov, ktoré si v praci citované.

Brno 1. kvétna 2019
Michaela Kecskésova



Obsah

Lo ' 1
Kapitola 1. Pouzité pojmy a definicie .............coiiiiiiiiiin.. 3
Kapitola 2. Prvociselnd veta .........c.ciiiiiiiiiiiiiiiinnnnennnns 6
2.1 Logaritmicky integral . . ... ... ... . ... 9
Kapitola 3. Zeta funkcie .........coiiiiiiiiiiii i 11
3.1 Riemannova zeta funkcia .. ... ... ... .. . . o o . 12
3.2 Rozsirovanie definiéného oboru .. ... .. ... L o L. 14
3.2.1 Gamma funkcia . . .. ... . L 16

3.3 Eulerov stcin . ... ... .. .. .. 18
3.4 Vlastnosti funkcie (s) .. ... . 19
3.4.1 Nulové body ... ... 19
Kapitola 4. Mobiova funkcia ji(n) ..oovveiiiiiiiniiiiiiiiniiinnnnn 22
Kapitola 5. Riemannova hypotéza ..............ccoiiiiiiiiiiiinn.. 25
5.1 Vizualizadcia. . . .. ..o 26
5.2 Suvislosti s prvoéislami. . ... ... .. L L 28
0.3 Vyznam . ... ... 29
5.4 ZovSeobecnend Riemannova hypotéza . .......... ... ... ....... 33
Kapitola 6. Pokusy o dOkaz ..........cciiiiiiiiiiiiiiiiiiniinnnnnn. 35
6.1 Thomas Stieltjes ... ... ... . . 35
6.2 Pal Turdn . ... ... ... 36
6.3 Alan Turing . ... ... . 36
6.4 Michael Atiyah . ... ... . .. .. 36
6.5 Existencia dokazu . .......... ... .. ... 38
Kapitola 7. Vyznam Riemannovej hypotézy ........................ 39
7.1 RozlozZenie prvocisel . . . ... ... . . 39
7.2 Sifrovanie . . ... ... 39
7.3 Fyzika. . oo 40
= < P 41
Zoznam pouzitej literattiry ...... ..ot i e 42



Uvod

Prvodisla st pojem, o ktorom sa ucia uz deti na zékladnej skole. Tie zvlastne cisla,
ktoré nie je mozné delit ziadnym inym ¢&islom, nez 1, alebo sebou samym. Zoznam
zacina ¢islom 2 ako jedinym parnym prvocislom a pokracuje

3,5,7,11,13,17,19, 23,29, . ..

Otézka znie: Aké je dalSie prvocislo? Vieme ho nejakym spoésobom predpovedat?

Cloveku, ktorému by sa podarilo néajst cestu, akou presne predpovedat alebo
popisat spravanie prvocisel, by sa s urcitostou dostalo velkej slavy a celosvetového
uznania a bezpochyby by sa vyznamne zapisal do histérie matematiky medzi mena
ako Isaac Newton, Leonhard Euler, Albert Einstein a pod. O nieco takéto sa v roku
1859 pokisil v relativne mladom veku 32 rokov nemecky matematik Bernhard Rie-
mann.

Nesmierne nadany Georg Friedrich Bernhard Riemann mal uz v tom c¢ase publi-
kovanych niekolko vyznamnych prac tykajicich sa geometrie, komplexnych funkeif,
Fourierovych radov, Abelovskych funkeii atd. a v tomto roku sa stal ¢lenom Berlin-
skej Akadémie vied. Pri tejto prilezitosti predlozil svoj jediny ¢lanok venujici sa tedrii
¢isel s nazvom ,,0 pocte prvocisel mensich ako dand hodnota”, v ktorom sa pokisil
odvodit v8eobecny vzorec pre pocet prvocisel mensich alebo rovnych ako I'ubovolné
zvolené ¢islo. Zaoberal sa v nom funkciou zeta, oznacenou gréckym pismenom ( a

najma vztahom
=1
—s5\—1
n=1 p

kde za p dosédzal prvocisla. Tento vztah uz nejaky ¢as pred nim objavil Leonhard
Euler, no Riemann sa ako prvy zacal zaoberat zeta funkciou pre komplexnu pre-
menni.

Prave v tomto ¢lanku vyslovil tvrdenie, Ze vSetky netrividlne nulové body funkcie
zeta maju realnu cast rovni % Toto tvrdenie je dnes zname ako slavna Riemannova
hypotéza a uz takmer 160 rokov odolava akymkolvek pokusom o dokézanie alebo
naopak, vyvratenie. Prave z tohto dovodu bola v roku 1900 zaradena medzi 23 Hil-
bertovych problémov, ktoré predlozil nemecky matematik David Hilbert na svojej
prednaske ,, Problémy matematiky” na druhom medzinarodnom kongrese matemati-
kov v Parizi. V tej dobe boli tieto povazované za najvicsie nevyrieSené problémy.
Dnes uz je mnoho z nich dokédzanych, pripadne vyvratenych, no Riemannova hypo-
téza ostava stale otvorenou otézkou.



Uvod 2

V roku 2000 bola taktiez zaraden& medzi 7 tzv. problémov milénia, t.j. nevyrieSe-
nych otazok z roznych oblasti matematiky, za ktorych vyriesenie Clayov matematicky
institut v New Hampshire vypisal odmenu milién dolarov.

V tejto bakalarskej praci sa zaoberame v prvych troch kapitolach kltucovymi
pojmami stuvisiacimi s Riemannovou hypotézou, a to najma Prvociselnou vetou,
funkciou zeta a Eulerovym sucinom. V dalsich kapitolach formulujeme presné znenie
hypotézy a pojednavame o jej vyzname, zovSeobecneni a niektorych historickych
pokusoch o jej dokézanie.

Pre zdoraznenie vyznamnosti Riemannovej hypotézy si mézeme na uvod taktiez
uviest znamy citat od Davida Hilberta:

LAE by som sa mal prebudit po tisicrocnom spdnku, moja prvd otdzka
by bola: Vyriesil uz niekto Riemannovu hypotézu?"

—Dawvid Hilbert



Kapitola 1
Pouzité pojmy a definicie

V tejto bakalarskej praci sa vyskytuje pomerne vela pojmov z oboru komplexne;
analyzy a teodrie Cisel, ktoré si pre zjednoduSenie ¢itania prace objasnime. Niektoré
dalgie pojmy budu definované v nasledujucich kapitolach, u ¢itatela sa vSak napriek
tomu predpokladaji znalosti zakladnych pojmov a savislosti z algebry, aritmetiky a
matematickej analyzy, vratane komplexnych ¢isel. Definicie sme preberali zo zdrojov
11, [21, [4], [8], [17], [21], [27] a [34]

e Aritmeticka funkcia
Aritmeticka funkcia je redlna alebo komplexna funkcia, ktorej defini¢nym oborom
je mnozina prirodzenych ¢&isel, teda ide o zobrazenie f : N — C.

e Laurentov rad
Laurentovym radom alebo Laurentovym rozvojom funkcie f so stredom v bode z
nazyvame stcet funkcionalnych radov tvaru

Zan(z—zo)"—i-Za,n(z—zo)’", (1.1)

kde zp a a,,n € 7Z, st pevne dané komplexné ¢isla, pric¢om a, nazyvame koefi-
. . . -, o0 n s -

cientmi Laurentovho radu. Mocninovy rad > > a,(z — 29)" sa nazyva reguldrna
X ) o0 —-n - I Y

cast arad >~ a_n(z — 29)”" sa nazyva hlavnd cast.

e Holomorfna funkcia
Holomorfna funkcia je komplexné funkcia jednej alebo viacerych komplexnych
premennych definovana na otvorenej podmnozine C, ktora je v kazdom bode jej
definiéného oboru komplexne diferencovatelna. Z komplexnej diferencovatelnosti
taktieZ plynie nekonecné diferencovatelnost a rozvinutelnost do Taylorovho radu.
Funkcia f je holomorfna na otvorenej mnozine €2 C C prave vtedy, ked pre kazdy
bod zy € Q existuje limita

f(z) = f(z0) — lim f(20+h)_f(zo).

zZ—r20 Z — ZO h—0 h
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e Celistva funkcia
Funkcia f, holomorfna na celej komplexnej rovine, sa nazyva celistva.

e Singularita funkcie

Bod 2y, € C sa nazyva izolovanou singularitou funkcie f, ak je f holomorfna na
nejakom prstencovom okoli bodu zy, avSak nie je holomorfna v samotnom bode
2. Potom podl'a Laurentovej vety [17] existuje Laurentov rozvoj funkcie f v okoli
bodu zg. Ak je hlavna ¢ast tohto radu nulova pre kazdé n € N, potom je zy odstrd-
nitelnd singularita. V pripade, ak ma hlavna ¢ast radu kone¢ne vela nenulovych
¢lenov, teda Jdk € N také, 7ze a_, # 0 a a_, = 0 pre kazdé n > k, potom sa
bod zy oznacuje ako pdl rddu k. V poslednom pripade, ak ma hlavna ¢ast Lauren-
tovho radu nekonecne vela nenulovych ¢lenov, nazyvame izolovani singularitu z
podstatnou.

e Reziduum
Reziduum funkcie f v bode zy je Laurentov koeficient a_; z radu (1.1) a oznacuje
sa a_; = res,,[. Pre zp = oo, ¢o bude aj pripad v tejto bakalarskej préci, je

res. f = —aq, kde a; je koeficient v Laurentovom rozvoji
oo
f(z) = Z a_pz".
—00

e Meromorfna funkcia
Meromorfné funkcia na otvorenej podmnozine D komplexnej roviny je komplexna
funkcia komplexnej premennej, ktora je holomorfné na D s vynimkou nejakej mno-
ziny izolovanych bodov, ktoré st pélmi danej funkcie.

e Bernoulliho ¢isla
Bernoulliho ¢isla, oznacované ako B, st ¢leny postupnosti racionélnych ¢isel, ktoré
sa Casto vyskytuju v teorii ¢isel. Najcastejsia je definicia pomocou ¢iselného radu,

a to ako ; i
7= B ltl<om
n>1

Pri¢om plati, Ze pre kazdé n rozne od nuly je B, negativne, ak je n delitelné 4 a
pozitivne inak. Pre kazdé neparne n rozne od 1 je B,, = 0. Ich hodnoty sa daja
vypocitat iterdciami pomocou rekurentného vzorca

n—1
3 (Z)B"”:O’ n>2.

k=0

V tabulke 1.1 st uvedené hodnoty tychto ¢isel az po Bag.

n ‘0 1 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

B ‘1 1 I 1 T 691 _ 3167 43867 174611
n 2

1
6 30 42 30 66 2730 510 798 330

7
6

Tabulka 1.1: Hodnoty Bernoulliho &isel aZz po Bag.
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FEulerova—Mascheroniho konstanta

Eulerova—Mascheroniho konstanta v je definovana ako limitny rozdiel medzi suc¢tom
harmonického radu H,, =Y -, % a prirodzenym logaritmom Inn pre n — co. Vzorec
pre jej vypocet mdzeme napisat ako

1 /1 1
v=lim | —lnn+ - :/ (——+—) dz,

kde |z] vyjadruje dolnt cela ¢ast ¢isla .

Jacobiho theta funkcia

Jacobiho theta funkciu definujeme pomocou predpisu
(e e}
W zx) = Z e > 0.

Apéryho konstanta
Apéryho konstanta je hodnota zeta funkcie v bode 3, teda

=1 . 1 1 1 1
C(S):ZEZJL@O(?Jr?Jr?JF"'JFE)’
n=1

Jej priblizna hodnota je ¢(3) = 1,202 056903159954 ... Casto sa vyskytuje vo fyzi-
kalnych problémoch, tykajucich sa hlavne kvantovej elektrodynamiky. Roger Apéry
v roku 1978 dokézal, Ze je iraciondlna. Tento vysledok je znamy ako Apéryho veta a
je dostupny na [21].

Mobiova inverzia

Moébiova inverzia je proces inverzie pre aritmetické funkcie, ktory hovori, Ze ak mame
funkcie g a f spliujtce

gy =) fld), Vn=1,

dln
potom vieme f vyjadrit ako

fo) =Y g (5). =1,

dln

kde index d|n zna¢i sumu cez vSetky pozitivne delitele d ¢isla n a u(d) oznacuje
Moébiovu funkciu, ktora je podrobne rozobrata v kapitole 4.



Kapitola 2

Prvociselna veta

Téma rozoberana v tejto bakalarskej praci je velmi tzko prepojené s prvocislami
a ich rozlozenim, ¢o si neskor aj podrobnejsie ukazeme. Preto si v tejto kapitole
nacrtneme niektoré ich doélezité vlastnosti a poznatky tykajtce sa ich usporiadania.
Hlavnymi zdrojmi informacii a tabuliek pre tuto kapitolu boli [7], [20], [29] a [34].

Prvocisla samé o sebe st akousi zdhadou, ktora fascinuje matematikov uz celé
starocia. Podl'a definicie su to ¢isla, ktoré nemaju Ziadne vlastné delitele okrem ¢isla
1 — st delitelné iba 1 a samé sebou, narozdiel od zlozenych ¢isel, ktoré maju aj tzv.
netrividlne delitele, teda delitele rozne od 1 a seba samého. Samotné ¢islo 1 sice tejto
definicii vyhovuje, v dne$nej matematike sa vSak medzi prvocisla zvycajne nezara-
duje. Podla Zdkladnej vety aritmetiky [31]| je mozné kazdé prirodzené ¢islo vicsie ako
1 jednoznac¢ne vyjadrit ako sic¢in mocnin prvocisel. Vdaka tomu st prvocisla v istom
zmysle vnimané ako jeden zo zékladov pre budovanie vSetkych cisel. Je vsak velmi
narocné odhadnit ich ,spravanie — vyskyt, rozloZenie, atd.

2 3 5 T 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
47 53 39 61 67 71 73 79 83 &8 97 101 103 107
109 113 127 131 137 139 149 151 157 163 167 173 179 181
191 193 197 199 211 223 227 229 233 239 241 251 257 263
269 271 277 281 283 293 307 311 313 317 331 337 347 349
353 359 367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433
439 443 449 457 461 463 467 479 487 491 499 503 509 521
523 541 547 557 563 569 571 577 587 593 599 601 607 613
617 619 631 641 643 647 653 659 661 673 677 683 691 701
709 719 727 733 739 7743 751 757 761 769 773 787 797 809
811 821 823 827 829 839 853 857 839 863 877 881 883 887
907 911 919 929 937 941 947 953 967 971 977 983 991 997

Tabul'ka 2.1: Prvocisla medzi prvymi 1000 prirodzenymi ¢islami

Ak sa bliz§ie pozrieme na tabulku 2.1 a rozdelime si prvych 1000 prirodzenych
¢isel do blokov po 100, zistime, Ze medzi ¢islami 1 a 100 sa nachédza 25 prvocisel.
Medzi 401 a 500 ich je 17 a medzi 901 a 1000 uz iba 14. Ak zoberieme prvy trilion
prirodzenych ¢isel, v poslednom bloku budi iba 4 prvocisla. Vyzera to teda, ze sa

—6-—
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pocet prvocisel v kazdom bloku postupne znizuje. Z toho si prirodzene moézeme po-
lozit otazku, ¢ to znamend, ze prvocisla nakoniec tplne vymizni, resp. ¢i existuje
nejaké najvacsie prvocislo. Tato otazka bola zodpovedana Euklidom uz okolo roku
300 p.n.l. Odpoved na fu si sformulujeme do nasledujicej vety a dokazeme.

Veta 2.1. Prvocisel je nekonecne vela.

Doékaz. Predpokladajme, Ze prvoéisel je koneény pocet. Spravime si zoznam vsetkych
prvocisel 2,3,5, ..., p. Nech teraz P je ich stcin, teda P = 2-3-5---p. Nech ¢ = P+1.
Cislo ¢ moze byt bud prvocislo, alebo zlozené &islo.

e Ak je g prvocislo, tym sme nasli nové prvocislo, ktoré nie je v zozname.

e Ak je g zloZené ¢islo, potom podla Zakladnej vety aritmetiky musi byt delitelné
nejakym prvocislom, ktoré nie je v zozname.

To znamené, Ze v oboch pripadoch existuje prvocislo, ktoré nie je v zozname. Teda
prvocisel musi byt nekonecny pocet. O

Doteraz sa v8ak nepodarilo presne odhadnut nejaky systém alebo pravidlo, podla
ktorého by prvocisla boli rozlozené. Takisto zatial nemame Ziadny algoritmus, ktory
by rychlo a efektivne vedel rozhodnut, ¢ je nejaké ,velké* ¢&islo prvocislom. Préave
tato otazka je tizko spojena s Riemannovou zeta funkciou a jej nulovymi bodmi.

Najlepsimi algoritmami pre generovanie prvocisel su tzv. sitové algoritmy, z kto-
rych je najznamejsi algoritmus Erastotenovo sito. Jeho princip je nasledovny:

1. Vezmi vSetky prirodzené ¢isla od 2 az po zadané N.

2. Odober prvé ¢islo zo zoznamu a ozna¢ ho ako prvoéislo.
3. Vyskrtni vSetky nasobky odobratého ¢isla.

4. Zopakuj krok 2.

Tymto sposobom algoritmus postupne ziska vSetky prvocisla az do nami zvoleného
¢isla N. Postup sa vSak stava neefektivnym pre vysoké hodnoty N, napriklad N =
= 10°°, ¢o moZe znamenat vysoki ¢asovi naro¢nost aj pre vykonnejsie vypocetné
zariadenia. Aj preto sa prvocislami a ich hladanim zacalo zaoberat stale viac a viac
matematikov. Pre zaciatok nasich Gvah v tejto kapitole sa zamyslime nad otézkou,
ktorou zacinal aj slavny Bernhard Riemann:

Erxistuje nejaké pravidlo, podla ktorého by sme vedeli urcit, kolko existuje prvocisel
mensich ako nami zvolené cislo?“

K zodpovedaniu otézok a problémov tykajacich sa prvocisel je kltic¢ovym bodom
preskiimat niektoré postupnosti, funkcie a rady, ktoré s nimi tzko sivisia.

Ak si vezmeme prvych 1000 prirodzenych ¢isel, zistime, Ze sa medzi nimi na-
chadza 168 prvocisel. V prvom milione prirodzenych ¢isel ich je 78498 atd. Toto
nam vyjadruje prvociselnd funkcia, oznac¢ovana 7(N). Je to druh schodovej funkcie,
ktorej funkéna hodnota sa zvysi o 1 vtedy, ked je N prvocislo a tym vyjadruje pocet
prvocisel mensich alebo rovnych ako N.
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Pre lepsi prehlad si zostavime tabulku 2.2.

N 7w(N)

1000 168

1000000 78498

1000 000 000 50847523

1000000 000000 37607912018

1000 000 000 000 000 29844570422 669
1000000 000000 000000 | 24739954 287 740 860

Tabulka 2.2

Teraz sktsime vydelit prvy stlpec tabulky 2.2 druhym a k tomu pridame novy stlpec
s hodnotami prirodzenych logaritmov ¢isla N. Vysledok je vidno v tabulke 2.3.

N w(N) N/m(N) | In(N)

1000 168 59524 | 6,9078

1000000 78 498 12,7592 | 13,8155
1000 000 000 00847523 19,6665 | 20,7232
1000 000 000 000 37607912018 26,5901 | 27,6310
1000 000 000 000 000 29844 570422 669 33,6247 | 34,5378
1000000 000000000000 | 24739954 287 740860 | 40,4204 | 41,4465

Tabulka 2.3

Z Tabulky 2.3 mozeme taktiez vidiet, Ze hodnota vyrazu N/m(N) je podobna
hodnote ¢isla In(NV) a ak by sme nadalej zvySovali N, percentualna chyba (vzhladom
k N) by bola ¢im dalej, tym mensia, teda moézeme pisat N/m(N) ~ In(N). Inak
povedané, hodnota N/m(NN) sa asymptoticky priblizuje hodnote In(V). Toto tvrdenie
nam dava zéklad pre formulaciu Prvociselnej vety.

Veta 2.2 (Prvociselna veta). Nech w(N) oznacuje pocet prvocisel mensich alebo
rovngch ako N. Potom

N
AN (V)

¢o mozeme pre nase neskorsie ucely zapisat aj v uzitoénejSom tvare ako

N >
W(N)NW, ked N — oc.

Tato vetu sformuloval v roku 1792 Carl Friedrich Gauss a v roku 1896 sa ju
podarilo nezavisle dokazat dvom matematikom — Charlesovi Jeanovi de la Vallée
Poussinovi a Jacquesovi Hadamardovi [13].

Déosledok 1. Z Prvodiselnej vety vyplyvaja dva dolezité dosledky:
e Pravdepodobnost, ze N je prvocislo, je ~ ﬁ

e N-té prvocislo je ~ N - In(V).
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2.1 Logaritmicky integral

Doteraz sme sa nachadzali v obore prirodzenych ¢isel, kedZe sme §irSi obor zatial
nepotrebovali. V tejto casti sa vSak uz presunieme do oboru nezapornych realnych
¢isel RY. Vezmime si teraz funkciu 1/1n(¢). Ako argument sme vzali premennt ¢, kvoli
lepSej prehladnosti. Na obrazku 2.1 mame vykresleny graf tejto funkcie, s vyfarbenou
plochou od 0 az do = (konkrétne v tomto pripade je z = 2.5).

Obr. 2.1: Graf funkcie 1/ In(t).

Ak by sme chceli teraz zistit obsah vyfarbenej plochy, museli by sme vypocitat
Jo (1/In(t)) dt, no integral funkcie 1/1n(t) nevieme vyjadrit pomocou elementar-
nych funkcii. Preto ho zadefinujeme ako novu funkciu, ktora nazveme logaritmickd
integrdlna funkcia' a budeme ju oznacovat Li(x). Teda

Lit) = [ () <

Funkcia 1/ In(¢) nie je definované pre t = 1, pricom z lavej strany graf funkcie pred
tymto bodom klesd do minus nekonec¢na a z pravej strany zase rastie do nekonecna,
ako aj vidno z obrazku 2.1. Pri vypocte plochy pod grafom sa vSak tieto hodnoty
vyru$ia, kedZe plochu pod osou x berieme so zapornym znamienkom a priblizne
v bode x = 1,451369234883... bude integral rovny nule. Za tymto bodom uz
bude jeho hodnota postupne rast. Gradientom tejto funkcie v Tubovolnom bode x
je 1/1In(x), ¢o je podla dosledku 1 Prvoéiselnej vety pravdepodobnost, Ze je nejaké
celé ¢islo v okoli x prvocislom.

'Funkcia Li(z) byva definovana dvomi sposobmi — niekedy ako [;’(1/1n(t)) d¢, prave kvoli bodu
t = 1. Ich hodnoty sa odlisuji o priblizne 1.04516378012. . . Takto definovana funkcia sa nazyva tiez
FEulerov logaritmicky integrdl.
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Préave z tohto dovodu je tato funkcia velmi délezita v teoérii ¢isel — ak budeme
hodnotu x postupne zvySovat, bude sa hodnota Li(x) priblizovat z/In(x). Podla
Prvociselnej vety 2.2 je w(x) ~ z/In(x), teda plati nasledovna veta.

Veta 2.3 (Prvociselna veta s logaritmickym integralom). Nech w(x) je pocet prvocisel
mensich alebo rovnych ako dand hodnota a Li(x) je logaritmickd integrdlna funkcia.

Potom plati
m(x) ~ Li(z).

Tento tvar Prvociselnej vety odvodil Lejeune Dirichlet [9] v roku 1838 a déva nam
eSte o Cosi presnejsiu informaciu o pocte prvocisel mensich alebo rovnych ako nami
zvolené x, nez veta 2.2.

7(z)

Li(x)

i % % i €T

Obr. 2.2: Aproximéacia 7(z) pomocou Li(z) a z/In(z) [34].

Funkcia Li(x) je lepSou aproximaciou 7(z) preto, ze konverguje k 7(z) ovela
rychlejsie ako z/ In(x), na ¢o poukazuje aj obrazok 2.2. Napriek pomalsej konvergencii
je vSak m(z) ~ x/In(z) stale znamejSou formou Prvoéciselnej vety.



Kapitola 3

Zeta funkcie

Nazov tejto kapitoly sa moze na prvy pohlad javit ako velky mySlienkovy skok od
kapitoly 2, kedZe prechadzame z oboru aritmetiky do oboru matematickej analyzy.
Neskor si vSak ukazeme, ako st tieto dve odvetvia matematiky prepojené prave
pojmami vysvetlenymi v tychto dvoch kapitolach. Informacie sme ¢erpali z [2], [6],
[7], [10], [16], [17], [25], [30] a [34].

Skumanie skupiny tzv. zeta funkcii zacalo uz okolo roku 1650 Bazilejskijm prob-
lémom, ktory predniesol taliansky matematik Pietro Mengoli. ISlo o otédzku presného
suctu prevratenych hodnot stvorcov vsetkych prirodzenych ¢isel, v matematickom
zapise ako

=1 1 1 1
Zm_ﬁ—i_?—i_?—i_"'
n=1
V roku 1734 tento problém vyriesil Leonhard Euler, ktory prisiel na to, Ze stcet tohto

radu je presne 72/6, a to pomocou Taylorovho rozvoja funkcie sinus.
Vseobecne je zeta funkcia pre redlne hodnoty r,n € R definovana ako

[e.9]

a oznacuje sa gréckym pismenom zeta, tj. .
Euler v roku 1750 nasiel vzorec pre presny sucet zeta funkcie s kladnym parnym
celo¢iselnym argumentom 2n

Gn) =Y = (1 S

r=1

kde By, st parne Bernoulliho ¢isla (vid kapitola 1). Nepodarilo sa mu v8ak néjst
vzorec pre neparne celoc¢iselné argumenty a doteraz pre ne Ziadny vzorec nemame
— ich hodnoty treba aproximovat. Napriklad ((3) je zndma ako Apéryho konstanta
(taktiez blizsie definovana v kapitole 1) a Apéryho veta [21] hovori, Ze je iracionalna,
konkrétne

1 1 1
(B)=) 5 =l+o5+o5+5+ - ~1,2020569031...

—11-
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Tieto Eulerove poznatky vyuzil o viac ako sto rokov neskor prave Bernhard Riemann
vo svojom Clanku z roku 1859, s nazvom ,, O pocte prvocisel mensich ako dand hod-
nota® [24]. V nasledujicej ¢asti si konkrétne Riemannovu zeta funkciu zadefinujeme
a pozrieme sa na jej zakladné vlastnosti.

3.1 Riemannova zeta funkcia

Ked7Ze presne zadefinovat Riemannovu zeta funkciu nie je trividlna zalezitost, bu-
deme to musiet urobit postupne, v mensich krokoch. Na zaciatok naSich uvéih sa pre
jednoduchost obmedzime na mnozinu realnych ¢isel a postupne prejdeme do mno-
ziny komplexnych ¢isel. KedZe tato funkcia je historicky definovana pre premenni s,
budeme ju odteraz pouzivat. Nech teda s € R.

Ako prvé si vezmime nekoneény rad tvaru

oo

1—1—|—1+1+1+1+ (3.1)
Leps 283 4 5T ‘

Skumanie konvergencie tohto radu nie je ni¢im naro¢né. Vidime, ze ak polozime
s = 1, dostaneme na pravej strane tzv. harmonicky rad

IR S S S
23 4 5 6

o ktorom vieme dokézat, ze je divergentny, a to napriklad pomocou porovnavacieho
kritéria pre konvergenciu ¢iselnych radov. Dokaz si pre uplnost aj uvedieme.

Veta 3.1. Harmonicky rad je divergentny.

Doékaz. 2"ty Ciastoény sucet harmonického radu mozeme napisat ako

IRREY (L N (SRS S S IR L
Son = —_ —_ —_ —_ — — —_ o .. _— .« .. J—
2 2 34 56 78 on—1 4 1 on )

pricom tento stucet bude urcite vicsi ako

an:1+1+ <1+1) -+ (14_14_14_1) 44 (i++i>
2 4 4 8 8 8 8 2n 2n
:1+1+1+1+...+1.
2 2 2 2
Kedze lim,_,o a, = 00 = lim,,_,o, Son = 00, harmonicky rad bude taktiez divergovat.
n
Ak polozime s <0 a k = —s, mdzeme (3.1) prepisat ako

1+28 434k 4584 .. k>0,

pricom v tomto pripade bude rad urcite tiez divergentny.

Pre pripad, kedy s € (0, 1), vieme znovu velmi jednoducho dokazat, ze rad di-
verguje (napriklad porovnanim s harmonickym radom). Zostal nadm teda posledny
pripad, kedy s > 1. Vtedy (3.1) konverguje, a to dokonca absolitne.
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Doékaz. Teraz porovname zeta funkciu s geometrickym radom, ktory je konvergentny.

001—1+ S 1+1+1+1 +
— ns 2 3¢ 4s 55 65 7)) T
T B

25 2 TR

“rege (7)< (7)

1
1— L7

pricom s > 1. KedZe geometricky rad pre dané s absolutne konverguje, mohli sme

vyuzit asociativny zakon. m

2s—1

Pozndmka. Konvergencie predchadzajucich radov je mozné dokazat napriklad aj po-
mocou integralneho kritéria.

Zadefinujeme si teda

ii—u TREIE B (3.2)
s 3 4 5 '

pre s > 1,s € R.

Existuju pripady, kedy nekone¢ny rad definuje funkciu iba na urcitej casti jej de-
fini¢ného oboru, a to konkrétne casti, kde dany rad konverguje. Ako priklad mézeme
uvazit stcet geometrického radu Y oo z", ktory definuje funkciu (1 — z)~*, ale iba
pre x € (—1;1). Na obrazku 3.1 je vykresleny graf nami definovanej funkcie ((s) pre
s>1,s€R.

I
-0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
v

-0.5

Obr. 3.1: Graf funkcie zeta pre s > 1,s € R.
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Zatial sme vSak stdle obmedzeni iba na mnoZinu realnych &isel a aj na tejto
mnozine mame ((s) definovani iba pre s > 1. Ako uz sme spomenuli, skiimaniu tejto
funkcie pre hodnoty z R sa dlho venoval Leonhard Euler. Ten k tejto téme prispel aj
dalsim velmi vyznamnym objavom, ktory si vSak ukdZeme az neskor. Teraz by sme
cheeli (3.2) nejakym sposobom dodefinovat aj na zvysnej Casti redlnej osi, pripadne
jej definiény obor rozsirit na celt komplexnu rovinu. Az o nejaky ¢as po Eulerovi
prisiel prave Riemann, ktory zacal tento rad skiimat podrobnejsie, a to ako funkciu
komplexnej premenne;j.

Nech s = o + it je komplexné ¢islo a o,t € R. Cislo o budeme nazyvat redlnou
zlozkou ¢isla s a budeme oznacovat R(s) a ¢islo ¢ budeme nazyvat jeho imagindrnou
zlozkou a oznacovat I(s). K rozsireniu (3.2) do komplexnej roviny ndm pomoze
nasledujtca definicia.

Definicia 1. Dirichletov rad je funkcia tvaru
Qn,

S N R
f(8>_n>1n5 at oot gt

kde a,, st komplexné ¢isla a s je komplexna premenna.

Moézeme si v8imnut podobnost medzi tymto radom a radom (3.1). Ak vezmeme
konstantnt postupnost, kde a; = ay = .-+ = a, = 1, dostaneme presne (3.1),
tentokrat vSak pre komplexnt premennt s.

Definicia 2. Analyticka funkcia je takd funkcia, ktort je mozné na okoli kazdého
bodu z jej defini¢ného oboru vyjadrit ako sucet mocninného radu. Pre funkciu f(2)
komplexnej premennej z to znamené, ze na okoli bodu zy; m6zeme pisat

F(z) = a(z = =",

kde 2 je lubovolny bod definiéného oboru funkcie f.

Majme teraz Dirichletov rad tvaru
— 1 11
—=1+—+

~ 5 5 +... (3.3)

n=1

Videli sme, ze (3.1) diverguje pre akékolvek ¢islo s € R, s < 1. Tu uz sme vSak
v obore komplexnych ¢isel a v§imame si individualne realne a imaginarne ¢asti danych
premennych. Rad (3.3) v tomto pripade nedefinuje zeta funkciu mimo oblasti R(s) >
> 1, kedze tam bude divergovat. To znamené, ze (3.3) definuje analyticku funkciu
na oblasti R(s) > 1.

3.2 Rozsirovanie defini¢cného oboru

Teraz uz sme sa presunuli z mnoziny realnych ¢isel do mnoziny komplexnych ¢isel,
stale vsak mame ((s) definovanu iba pre relativne mala oblast oproti tomu, ¢o by
sme chceli. Budeme teda pokracovat v jej budovani, a to rozsirenim jej definiéného
oboru analytickym pokracovanim.
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Definicia 3. Majme dve oblasti, S; a Sy, pricom S1NSs # () a nech f1(2) je analyticka
na S;. Ak existuje funkcia fy(z), ktora je analytickd na Sy a fo(z) = fi(2) pre kazdé
z € S1N Sy, nazveme ju analytickym pokracovanim funkcie fi(z) v oblasti Ss.

Riemann vo svojej préaci [24] z roku 1859 dokézal, ze funkciu ((s) mozno roz-
sirit analytickym pokracovanim na analyticka funkciu na celej komplexnej rovine
s vynimkou bodu s = 1, kde mé ((s) pdl s reziduom rovnym 1.

Definicia 4. Riemannova funkcia ((s) je analytickym pokracovanim Dirichletovho
radu do celej komplexnej roviny s vynimkou bodu s = 1.

Nech teda mame

1 1 + 2 2 N 3 3 + 4 4 n 5} 5)
- 15 28 25 35 35 45 43 55 53 65

—111+211+
o \1s 93 25 3s

Nech = = |z| 4+ {z}, kde [z] je cela a {z} zlomkova ¢ast z. KedZe |x| je vidy
rovné konstante n pre akékolvek x € [n,n + 1), mozeme pisat

9 n+1 00
s)=s Z/ |z|z ™ de = s/l |22~ da.
n=1"Y"

Dosadenim za |z | = x — {z} dostavame

((s)—s/ sdx—s/ {z}r™* " dx

(s [ Hapean (35)

Odtialto vidime, 7e kedze 0 < {z} < 1, nevlastny integral v (3.5) konverguje
prave vtedy, ked je R(s) = o > 0, pretoze integral floo 27!t dax konverguje. Tento
nevlastny integral definuje analytickt funkciu premennej s v oblasti (s) > 0. To
znamend, ze funkcia na pravej strane (3.5) zadava analytické pokrac¢ovanie funkcie
zeta v oblasti R(s) > 0 a ¢len —*5 vyjadruje jej singularitu v bode s = 1 s reziduom
rovnym 1.

Toto nam v8ak stéale dava rozsirenie funkcie ¢ iba na o nie¢o viacsiu oblast R(s) >
> (. Pre najdenie jej analytického pokracovania na celej komplexnej rovine budeme
potrebovat dalsiu zndmu funkciu, a to konkrétne funkciu gamma.
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3.2.1 Gamma funkcia

Vieme, ze I'(s) je akymsi zobecnenim faktoridlu na mnozinu komplexnych ¢&isel,
s vynimkou nekladnych celych ¢isel, pricom pre prirodzené c¢isla plati znamy vzo-
rec I'(n) = (n — 1)!. Gamma funkcia je definovana taktiez v mnozine komplexnych
Cisel pre R(s) > 0, s € C, a je analytickd na celej komplexnej rovine s vynimkou
(=1

!

bodov s = 0,—1,—2,... Jej reziduum v s = —n je Tn Téato funkcia neméa Ziadne

nulové body, ako je vidiet aj z obrazku 3.2.

Obr. 3.2: Graf funkcie I'(s) [34].

Najcastejsie byva Gamma funkcia pre komplexné ¢isla definovana pomocou in-
tegralu

['(s) = / e 5l de.
0

Treba v8ak dat pozor na to, Ze tato definicia plati iba pre $(s) > 0. Po dosadeni
s + 1 do argumentu a pouziti metédy per partes dostaneme

I(s+1) = / e "t*dt = [—tse_t}go + s/ e 't = sT(s),
0 0

r 1
P(s) = e+ L),
s
Podla tejto funkcionalnej rovnice vieme néjst aj hodnoty pre R(s) < 0.
Pozndamka. Existuje aj dalsi sposob vyjadrenia Gamma funkcie, ktory savisi s fun-

kciou ((s) a plati pre vietky s € C, a to Weierstrassov vzorec

1 e S s
=¥ 1 _> T
sT'(s) ¢ H( L)

n=1

kde v je Eulerova-Mascheroniho konstanta (vid kapitola 1).

Majme teraz
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pre o > 0. Substiticiou t = n?rz dostavame

S o 2
W’§F<§)n’s = / x2 e (g
0

Dalej obe strany rovnice s¢itame nekonecne vela krat cez n € N a dostavame
o0 o0 )
_s sy 1 5 1 _p2
g T 2F<—>—: g z2 e 4y
2/ ns 0
n=1 n=1

. _n2 . .
Kedze Y07 e ™7™ rovnomerne konverguje, potom vdaka vete o zdmene sumy a
integralu moézeme tento vztah prepisat ako

W’%F<§>C(s) = /000 z37! (i e"2”) dz
n=1
= /Ooars_lz/z(x) dz

0

_ /OOO 231 (%) dz,

pri¢om sme definovali ¢(z) = > e "™V trefom riadku je tato funkcia prepisana
pomocou Jacobtho theta funkcie. Kedze plati

Z efn27rm —142 i efn27rx’
=1

nel n

plati aj vztah ¥J(z) = 1+ 2¢(x), teda ¥ (z) = %. Jacobiho theta funkcia vykazuje
akusi symetriu a splita funkcionalnu rovnicu
1

VT

ktora plati pre x > 0. Pouzitim tejto funkcionélnej rovnice a vztahu s funkciou ¢ (z)

vieme odvodit
){5(51— 3 +/100(:c i) <%) dx}. (3.6)

Tento integral vzhladom k exponencidlnemu rozpadu funkcie ¥(x) (tzn. funkéné hod-
noty exponencialne klesaji) konverguje pre kazdé s € C, a teda definuje celistvi fun-
kciu na obore komplexnych ¢isel a rovnica (3.6) ndm déava analytické pokracovanie
((s) na celej komplexnej rovine s vynimkou bodov s = 0 a s = 1, ¢im sme uspesne
roz3irili jej defini¢ny obor.

I(x) = —=9(=7"),

(NI

L
+
8

I
—~
VA
~—
I
[NSR[V [N

I(
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3.3 FEulerov stéin

Ako sme uz v tejto kapitole naznacili, Leonhard Fuler okrem vzorca na vypocet
presnej hodnoty zeta funkcie pre kladné celo¢iselné parne argumenty prispel k jej
skiimaniu eSte vyznamnej$im objavom, a to vzorcom pre Fulerov siucin. A prave to
je klacom k taktiez spominanému prepojeniu medzi aritmetikou a matematickou
analyzou. V kapitole 2 sme si vysvetlili, ako funguje algoritmus Erastotenovo sito.
Teraz sktisime podobny postup aplikovat na funkciu ((s).

Spomenme si, ze pre s € C, R(s) > 1, mame

1 1 1 1 1 1 1
C(S)Il+§+§+5+§+§+%+§+... (37)

Tymto sposobom mozeme pravi stranu rozpisat pre lubovolny pocet ¢lenov N s tym,
ze sa postupne v menovateloch budii nachadzat prirodzené ¢isla az do nami zvolenej
vysky N, umocnené na komplexnii premenni s.

Teraz obidve strany rovnice vynasobime vyrazom 2% Dostaneme

1 ¢(s) 1 n 1 n 1 L 1 . 1 . 1 n 1 N
—((s) = — - - -
28 25 45 65 8 105 125 145 168

b (3.8)

V dalsom kroku odé¢itame rovnicu (3.8) od rovnice (3.7) a vyjde nam

1 (()—1+1+1+1+1+1+1+1+
ST T T T T T s T3 T 1ms

Tymto sme z pravej strany odstranili vSetky cleny, ktoré maji v menovateli moc-
ninu ¢&isla dva. Podobne ako predtym, vynasobime obe strany rovnice vyrazom == a

38
odc¢itame od predchadzajtcej rovnice

1111§() 1+1+1+1+1+1+1+1+
3s 28 5s 0 7s 115 135 178 198 23s

Teraz sme zase z ¢lenov na pravej strane odstranili vSetky tie, ktoré mali v menovateli
mocniny ¢isla 3. Ak by sme takto pokracovali dalej a postupne nésobili vzniknuté
rovnice vyrazmi 5%, %, ...a vzdy od¢itali posledni rovnicu od predchédzajicej, pre
nejaké ,yvelké* prvocislo, napriklad 997, by sme dostali

(1 B 99178> (1 B 99118) (1 B 5i> (1 B 3i> <1 B %>C(5) -

1 1 1 1
=1 e
* 1009s i 1013 - 1019 - 1021s *

Kedze R(s) > 1, vyraz na pravej strane sa bude postupne blizit k ¢islu 1, ¢o znamena,
7e ak by sme v opisanom procese pokracovali dalej az do nekone¢na, dostali by sme

(R O-HO-B0- 0o
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pri¢om vyrazy v zatvorkach na l'avej strane rovnosti obsahuju v menovateloch kazdé
prvoc¢islo umocnené na exponent s. Ako dalie skisime vydelit obe strany rovnosti
kazdym z vyrazov v zatvorke, z ¢oho nam vznikne

1 1 1 1 1 1

C(s) = T 1 1 T T 1
1-— 1—-— 1—-= 1-—=— 1-— 1—

2 3 5 75 115 135

Zlozené zlomky na pravej strane vieme eSte upravit na ,krajsi“ tvar, ktory vyzera
nasledovne

C(s) = (1 - 2—8> - (1 - 3—3)_1 (1 - 5—S>_1 (1 - 7—S>_1 (1 - 11—8> o

Pravu stranu teraz mozeme skratene zapisat pomocou nekonecného sucinu ako

o =TI(1-») " (3.9)

p

kde za p postupne dosadzame vSetky prvocisla.

Objavenie tohto vzorca bolo prvym prepojenim zeta funkcie a prvocisel a bolo
publikované v roku 1737 v Eulerovom ¢lanku Variae observationes circa series infi-
nitas [11].

3.4 Vlastnosti funkcie ((s)

Veta o Eulerovom sii¢ine sa tiez nazyva analytickou formou zdkladnej vety aritmetiky.
KedZe nekonecny sucéin na pravej strane by mohol byt nulovy iba v pripade, Ze by
bol nulovy nejaky z jeho ¢lenov, ¢o by viedlo k sporu v dokaze o nekone¢nom pocte
prvocisel, vyplyva z toho veta 3.2.

Veta 3.2. Pre kazdé s € C, pre ktoré je R(s) > 1, plati {(s) # 0.

Nés budt zaujimat predovSetkym nulové body funkcie ((s) a vdaka vete 3.2 sa nam
vyznamne zmensila oblast, v ktorej by sa mohli tieto nulové body nachédzat.

3.4.1 Nulové body

K najdeniu prvych korenov funkcie ((s) nam pomdzu formuléacie jej funkcionalne;
rovnice, ktorych odvodenie bolo stic¢astou Riemannovho ¢lanku z roku 1859. [24].

Veta 3.3 (Funkcionélna rovnica). Pre kaZdé s € C plati

W—Sr(g)g(s) :w—isr(l;s)m—s). (3.10)

Odtialto pekne vidno symetriu pre premenné s a 1 — s a tym aj fakt, Ze ((s) je
symetrickd podla priamky R(s) = 3. Dalsim tvarom funkcionélnej rovnice je

¢(s) = 2°7° sin <§) T(1-s)C(1—s). (3.11)
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Zatial ¢o (3.10) nam ukazuje symetriu zeta funkcie, z (3.11) vieme zase lahko
zistit tzv. trividlne nulové body, teda korene funkcie, ktoré vieme relativne jednodu-
cho najst a vysvetlit. Prava strana bude nulova, ked bude nulovy ¢len sin (%), ¢o
znamena, ze 3* = km, teda s = 2k, k € Z, pricom pre zaporné k sa bude hodnota
((s) rovnat nule a pri kladnych k& bude vyraz nedefinovany kvoli singularitdim gamma
funkcie. Tento fakt je lepsie vidno po dosadeni s = 2k do (3.6). Na obrazku 3.3 je

zvyraznenych prvych 7 trividlnych nulovych bodov ((s).

¢(s)

RO7 =*

Obr. 3.3: Trivialne nulové body funkcie zeta [34].

Tymto sme nasli nulové body v polrovine (s) < 0 a ukéazali, ze pre R(s) >
> 1 ziadne nulové body neexistuju. Zostala nam posledné oblast 0 < R(s) < 1.
Tuto oblast budeme nazyvat kritickym pdsom. Hladanie nulovych bodov v tejto
oblasti uz nie je trividlnou zaleZitostou a je jednym z akychsi hlavnych cielov dnesnej
analytickej teorie ¢isel. Nulové body leziace v kritickom pase budeme preto oznacovat
ako netrivdlne nulové body.

Riemann si ako dalsie zadefinoval tzv. xi funkciu s predpisom

§(s) = (s = D730 (5) ()

Tato funkcia nema ziadne singularity, a teda je celistvd na komplexnej rovine,
pricom spliuje jednoduchu funkcionalnu rovnicu

€(s) = £(1— 5). (3.12)
Podla tejto rovnice vidime, Ze funkcia £(s) je, rovnako ako funkcia ((s), symetricka
podla priamky R(s) = % Prave vdaka tejto symetrii a Eulerovmu suéinu vieme

povedat, ze £(s) moze mat nulové body iba v kritickom péase 0 < R(s) < 1. Tieto
nulové body koresponduju s netrivialnymi nulovymi bodmi ((s).
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Na zéaver tejto kapitoly si eSte zhrnieme zékladné vlastnosti funkcie ((s), a to
vo vete 3.4.

Veta 3.4. Funkcia ((s) md nasledujice vlastnosti:

i) ¢(s) nemd Ziadny nulovy bod v oblasti R(s) > 1,
i1) ((s) md pol v bode s = 1 s reziduom rovnym 1,
iii) C(s) ma trividlne nulové body v s = —2,—4, ...,
i) ((3) = ((s),

v) netrivdlne nulové body lezia v oblasti 0 < R(s) < 1 a su symetrické podla

priamky R(s) = 1 a takisto podla osi S(s) =0,

vi) nulové body funkcie £(s) su ekvivalentné netrividlnym nulovgm bodom ((s).

Vlastnost i) uz sme spomenuli na strane 19 a vychadza z (3.9), pretoze nekone¢ny
produkt na pravej strane nikdy nebude nulovy. Takisto i) a #i7) uz boli v tejto
kapitole odvodené, konkrétne na strandch 15 a 20. Vlastnost iv) vychadza z (3.6) a
vlastnosti komplexne konjugovanych c¢isel, ktoré zachovavaji sucin a sucet, najmé
plati ['(s) = m Symetria netrivialnych nulovych bodov zase vychadza zo symetrie
zeta funkcie podla priamky R(s) = 3 a fakt, Ze st symetrické aj podla osi S(s) =
= 0 znamen4, Ze existuji v komplexne zdruzenych dvojiciach. To priamo implikuje

vlastnost iv). Vlastnost vi) odvodil Riemann vo svojej publikacii [24].
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Mobiova funkcia p(n)

Nemecky matematik August Ferdinand Mdbius pocas skiimania Eulerovho sucinu
prisiel na novy vzorec zahriujici zeta funkciu, ktory spolu s prevratenymi hodnotami
prvocisel obsahuje aj kazdé prirodzené ¢islo, ktoré je sac¢inom péarneho a neparneho
poctu prvocisel. él’sla, ktoré sa v sume nenachadzaju, su tie, ktoré sa deliteIné druhou
mocninou nejakého prvocisla. Postup a vztahy v tejto kapitole sme prevzali z [7] a
[34].

Mobius zacal prevratenou hodnotou Eulerovho sucinu

B 0-H0-8) (-4
¢(s) 28 3¢ 53 (&
a pokracoval nasledujicim spésobom.
Sumu si rozdelime na niekolko ¢asti, ktoré budeme postupne znovu séitavat.
1. 7Z kazdej zatvorky na pravej strane vezmeme ¢len (1) a dostaneme
(1) - (1) -(1)-(1)...

2. 7 prvej zatvorky vezmeme €len (—55) a zo zvysnych (1). Dostaneme

<_2i> 1) (1) (1)...

L
38

W (~5) -0

Ak budeme takto postupovat do nekonecna a vysledky z kazdého kroku postupne
sCitavat, prva cast sumy bude vyzerat takto

3. Z druhej zétvorky vezmeme ¢len (—35) a zo zvysnych (1). Dostaneme

— 929
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Dalsim krokom budi nasobky prevratenych hodnét mocnin dvoch prvoéisel.

1. Z prvej a druhej zatvorky vezmeme (—i) a (—3%) a zo zvySku (1). Dostaneme

2. 7 prvej a tretej zatvorky vezmeme (—2%) a (——,) a zo zvysku (1). Dostaneme

Pokracovanim do nekonecna by sme dostali

1+ 1 n 1 n 1
65 105 145  15%

+ ...,

teda v menovateloch méame postupne nésobky dvojic roznych prvocisel.

Princip d'alsiecho postupu uZ je rovnaky — tentokrat budeme vyberat tri ¢leny

tvaru pi z roznych zatvoriek a zo zvysnych ¢len (1). Pokracovanim do nekone¢na

S

takto dostaneme

pri¢om ¢leny tohto suc¢tu su tvorené prevratenymi hodnotami
a) prvocisel,

b) prirodzenych ¢&isel, ktoré s nasobkom nepéarneho po¢tu prvoécisel so znamien-
kom minus,

¢) prirodzenych ¢isel, ktoré s nasobkom parneho poctu prvoéisel so znamienkom
plus,

a naproti tomu neobsahuju prevratené hodnoty ¢&isel, ktoré su delitelné druhou moc-
ninou nejakého prvocisla. Toto vieme skratene zapisat v tvare

1 pn)
¢(s) B> n
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kde p(n) oznacuje Mobiovu funkciu, ktorej definiénym oborom su vietky n € N a
ktora nadobtuda hodnoty

1, ak mé n parny pocet prvocisel v rozklade a nie je
deliteIné druhou mocninou ziadneho prvocisla,
pu(n) =<0, ak ma n v rozklade druht mocninu prvoéisla,

—1, ak ma n neparny pocet prvocisel v rozklade a nie je

deliteIné druhou mocninou Ziadneho prvocisla.

S Mébiovou funkciou a Riemannovou hypotézou tzko sivisi aj Mertensova fun-
kcia, ktora je definovana ako kumulativny stcet Mobiovej funkcie, teda ako

M(k) = p(1) + p(2) + p(3) + - - - + p(k),

pre nejaké k. Pomocou Mertensovej funkcie sa daju naformulovat tvrdenia ekviva-
lentné Riemannovej hypotéze, ktoré niekolko matematikov skusilo pouzit ako cestu
k jej dokdzaniu. To vSsak bude predmetom kapitoly 6.
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Riemannova hypotéza

Tu sa dostdvame k hlavnému bodu tejto bakalarskej préace, a to slavnej Rieman-
novej hypotéze. V tejto kapitole si ju naformulujeme, ukaZeme niekolko obrazkov
uzito¢nych pre vizualizaciu korenov zeta funkcie a na¢rtneme suvislost s prvoc¢islami
a prvociselnou funkciou. Na zaver popiSeme zovseobecnent Riemannovu hypotézu.
Zdrojmi pre tuto kapitolu boli [6], [7], [9], [24], [25], [29] a [34].

Celkovo by sa tato praca doteraz dala rozdelit na dve casti — 1. ¢ast, zaoberajtca
sa aritmetikou a 2. ¢ast, zamerana na matematicka analyzu. Az do roku 1837, kedy
Lejeune Dirichlet publikoval ¢lanok [9], v ktorom dokéazal, Ze v kazdej neohranicene;j
aritmetickej postupnosti, ktorej prvym ¢lenom a diferenciou st celé ¢isla bez spoloc¢-
ného delitel'a, sa nachéddza nekonecne vela prvocisel, boli tieto dve odvetvia matema-
tiky vnimané akosi oddelene. Aritmetika sa zaoberala studiom vlastnosti zékladnych
operacii s ¢islami a analyza Stidiom limit a infinitezimalneho poc¢tu. Dirichlet vsak
svojim ¢lankom polozil zaklady analytickej teorie cisel — spojenia aritmetiky a ma-
tematickej analyzy, ktort o 22 rokov neskor rozvinul prave Bernhard Riemann.

Jednym z hlavnych predmetov skiimania dnesnej analytickej teorie ¢isel je ¢lanok
publikovany Riemannom v roku 1859 s nazvom , O pocte prvocisel mensich ako dand
hodnota“ [24]. Za jeho kariéru to bol napriek velkému mnoZstvu publikacii jediny
¢lanok tykajuci sa teodrie ¢isel, napriek tomu je vSsak do dnesného dna povazovany
za najdolezitejsi v tejto oblasti. Riemann v fiom objavil vztahy a prepojenia medzi
funkciami, ktoré sme si v predchédzajicich kapitolach spominali. Konkrétne to boli

e definicia Riemannovej zeta funkcie ((s) pre komplexni premennt s,

e analytické pokracovanie ((s) do celej komplexnej roviny s vynimkou s = 1,
e definicia Riemannovej xi funkcie £(s) a jej suvislost s nulovymi bodmi ((s),
e dva tvary funkcionélnej rovnice pre ((s),

e definicia Riemannovej prvociselnej funkcie R(x) pomocou funkcii 7(z) a Mobiove;j
funkcie u(z),

e vzorec pre pocet prvocisel mensich ako dana hodnota pomocou funkcie R(z) a jej
prepojenie s netrividlnymi nulovymi bodmi ((s).

— 95—
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Mozeme si teraz slavnu Riemannovu hypotézu naformulovat a d’alej budeme po-
jednavat o tom, ¢o vlastne znamena a ¢o ju ¢ini tak vyznamnou.

Riemannova hypotéza:

Vsetky netrividlne nulové body funkcie ((s) maji redlnu cast

rovni %

Tato hypotéza inymi slovami hovori, ze kazdy netrividlny nulovy bod bude pre

s = o + it vyzerat takto
1
—+it | =0.
C<2+1)

Pévodné znenie od Riemanna bolo, Ze vietky korene funkcie £(s) st realne. On
sam vSak toto zistenie nepovazoval za obzvlast prevratné a jeho dokazovaniu neve-
noval velku pozornost.

»- - - je velmi pravdepodobné, Ze vietky korene tejto funkcie su redlne. Samozrejme si
to vyZaduje rigordzny dékaz. Ja som nateraz jeho hladanie odloZil stranou po
niekolkyjch netuspesnijch pokusoch, kedze nie je klicovy pre moje dalie skiimanie.*

— Bernhard Riemann, 1859.

5.1 Vizualizacia

Grafy komplexnych funkcii st vo v8eobecnosti naroéné na predstavivost — potrebu-
jeme jednu rovinu pre zobrazenie argumentov funkcie a dalsiu rovinu pre zobrazenie
ich funkénych hodnét. To by dohromady davalo Stvorrozmerny priestor, ktory uz je
velmi naro¢ny na vizualizaciu. Riemann bol v§ak znamy tym, Ze mal briliantnta pred-
stavivost a pracovat s grafmi funkcii komplexnych premennych mu nerobilo problémy
(vdaka tomu vynasiel aj tzv. Riemannovské povrchy [26]).

Moézeme si pomodct vizualizovat zeta funkciu pomocou viacerych grafov, pricom
niektoré z nich st velmi zaujimavé.

Obr. 5.1: Rovina argumentov [34].
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Na obréazku 5.1 st vykreslené argumenty funkcie ((s), pre ktoré je funkéna hod-
nota realnym, alebo rydzo imaginarnym c¢islom. Tie argumenty, ktoré zodpovedaju
redlnym funkénym hodnotéam, st vykreslené ¢ervenou farbou a tie, ktoré zodpovedaju
rydzo imaginarnym hodnotéam, si vykreslené modrou farbou. Kedze realne ¢islo sa
moze rovnat imagindrnemu iba v bode 0, priesecniky tychto kriviek st rovné nulovym
bodom funkcie zeta. Tie st na obrazku zvyraznené. Uz na tomto grafe vidno, ze ok-
rem trividlnych nulovych bodov sa zvy$né (netrividlne) objavuju presne na kriticke;
priamke.

Obr. 5.2: Funkéné hodnoty pre kriticka priamku [7].

Dalsim zaujimavym grafom je graf vykresleny na obrazku 5.2, ktory zobrazuje
funkéné hodnoty pre kriticka priamku. Za¢ina v bode ( (%), ktory zodpoveda bodu
—1,460354 508809 ... a dalej pokracuje na prvy pohlad nesystematicky, no potom
sa dostane k prvému nulovému bodu % + 14,134 725 142i a odtial tvori relativne pra-
videlné krivky, pricom sa po nejakej dobe vzdy dostane naspat do dalsieho nulového
bodu.

Jednou z dalsich osobnosti, ktoré vyznamne prispeli k analytickej teorii Cisel,
bol anglicky matematik Godfrey Harold Hardy, ktory v roku 1914 publikoval ¢lanok
s nazvom Sur les zéros de la fonction ((s) de Riemann [14]. V fiom sa Hardymu
podarilo dokazat nasledovné

Veta 5.1 (Hardyho veta). Nekonecne vela netrividlnych nulovijich bodov spliiuje Rie-

mannovu hypotézu — teda maju redlnu cast rovni %

Toto tvrdenie eSte stale neznamené, Ze je hypotéza pravdiva, no je velkym kro-
kom blizsie k jej dokdzaniu. Jeho dokaz v tejto bakalarskej praci uvadzat nebudeme
vzhladom k tomu, Ze vyuziva pomerne zlozité postupy z oboru komplexnej analyzy
a k vysvetleniu dalsich postupov pre nés nie je podstatny. Je v8ak dostupny na [6,
s. 25-217|.
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5.2 Suvislosti s prvocislami

Klucovym vyznamom Riemannovej hypotézy je prave jej prepojenie s Prvoc¢iselnou
vetou 2.2. Pripomenme si, ze Prvociselné veta hovori, Ze prvociselna funkcia m(z) sa
aproximativne priblizuje k logaritmickej integralnej funkcii Li(x). Prepojenie spo-
¢iva prave v rozdiele hodnot tychto dvoch funkcii, teda v chybovom ¢lene. Znovu si
mozeme zostavit tabulku, tentokrat popisujicu absolitnu a relativnu chybu funkcie

Li(z).

x absolutna chyba | relativna chyba
1 000 10 0,059523809524
1 000 000 130 0,001656093149
1 000 000 000 1701 0,000033452950
1 000 000 000 000 38 263 0,000001017419
1 000 000 000 000 000 1 052 619 0,000000035270
1 000 000 000 000 000 000 | 21 949 555 0,000000000887
Tabulka 5.1

Absoltutna chyba v tabulke 5.1 je rozdiel 7(z) — Li(x) a relativna chyba je abso-
latna chyba voéi m(x), teda W Velkost relativnej chyby by podla Prvociselne;
vety mala konvergovat k nule, ¢o nam tabulka 5.1 potvrdzuje. Otazkou je, ¢ by sme
vedeli tiuto konvergenciu opisat pomocou nejakého pravidla alebo funkcie. Az do roku
1914 sa verilo, ze hodnota Li(x) bude vzdy o nieco vacsia ako 7(z). Opak vtedy do-
kédzal John Littlewood, pri¢om jeho tvrdenie bolo este o nieco silnejsie. Tvrdil, ze
znamienko vyrazu Li(x) — m(z) sa zmeni nekonecne vela krat. Dalej sa pokracovalo
hladanim ¢o najmensej hornej hranice pre hodnotu, pri ktorej by vyraz znamienko
zmenil. Tym vzniklo napriklad aj Skewesovo ¢islo, ktoré je doteraz najvacsim ¢islom,

679 ~
ktoré sa prirodzene objavilo ako vysledok dokazu. Jeho hodnota je rovna e® . Ca-
som sa postupne podarilo tiito hranicu zniZit na 1,39822 - 10316, Dal§im vyznamnym
bodom bolo odvodenie a dokdzanie nasledovnej vety [18].

Veta 5.2. Ak je Riemannova hypotéza pravdivd, potom plati

7(z) = Li(z) + O (vVzIn(z)) . (5.1)

Funkcia O(f(x)) vo vete 5.2 sa ¢asto oznacuje ako Landauova notdcia a pou-
ziva sa na porovnavanie asymptotického chovania funkcii, pricom sa zanedbavaju
multiplikativne aj aditivne konstanty, teda

O(f(x)) = O(f(x) + A) = O(A - f(x)),

kde A € R. Inymi slovami, funkcia y je O(f(z)) ak plati, Ze vel'kost' y pre dostato¢ne
velky argument nikdy nepresiahne nejaky pevny nasobok f(x). Veta 5.2 teda hovort,
ze ak plati Riemannova hypotéza, vzdialenost medzi 7w(x) a Li(x) od uréitého x nikdy

Ty vel'kost znamena funkéna hodnota bez ohl'adu na znamienko, teda jej absolttna hodnota.
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nepresiahne hodnotu |C+/z In(z)| pre nejaké pevné C. Vetu 5.2 mozeme vyjadrit aj
alternativnym sposobom (substitticiou ¢ za In(x)), a to ako

m(z) = Li(z) + O(z27*), (5.2)

pre Tubovolne malé €. To je ale o Cosi slabsie tvrdenie a plati, ze (5.1) implikuje

(5.2), ale nie naopak.

Riemann vo svojom ¢lanku [24] z roku 1859 definoval nova funkciu, tzv. Rie-
mannovu prvociselni funkciu, ktora oznadcil ako f. Vzhladom k tomu, Ze sa takto
v dnesnej matematike definuju funkcie vSeobecne, bude jednoduchsie oznacit ju inak,
napriklad pismenom R. Samotna definicia tejto funkcie je

1 1

R(z) = n(2) + 5n(v/&) + 37(¥7) + iw(%) 4. zeR (5.3)

Vsimnime si, Ze tento sucet nie je nekoneény. Vyplyva to z toho, Ze pre akékolvek
velké x bude po ur¢itom ¢ase argument prvociselnej funkcie mensi ako 2 a pre tieto
hodnoty je uz 7(z) rovna nule.

Funkcia R(x) je, rovnako ako m(z), schodové funkcia. Vsimnime si, ze vzdy, ked
je x prvocislo, funkéna hodnota stupne o 1. Ak je x Stvorec nejakého prvocisla,
funkéna hodnota narastie o %, lebo (/7)) narastie o 1. Dalej, ak je & trefou mocninou
nejakého prvodisla, hodnota R(z) narastie o 3, atd.

Aplikaciou Mobiovej inverzie (vid kapitola 1) na funkciu R(x) dostaneme nasle-
dujice vyjadrenie

w(x) = R(z) — S R(VT) ~ sR(VE) — s ROVE) + cROYE) ~ s ROGD) +.. (5.4)

3 5) 6 7
Z (5.4) vidno, Ze niekolko ¢lenov chyba. St to presne tie, kde by sa v menovateli na-
chadzali ¢isla 4, 8,9, ..., teda ¢isla, ktoré vo svojom prvociselnom rozklade obsahuju

druht mocninu nejakého prvocéisla. Z pritomnych ¢lenov maja kladné znamienko tie,
ktorych menovatel je nasobkom parneho poc¢tu prvocisel a zaporné znamienko na-
opak tie, kde m& menovatel vo svojom rozklade neparny pocet prvocisel. Skrateny
zapis by vyzeral nésledovne

N M) L
ww) =3 "R (va),
neN
kde u(n) je Mobiova funkcia, popisané v kapitole 4. Preto sa aj postup aplikovany na
(5.3) nazyva Mobiova inverzia. Tento sucet, podobne ako (5.3), nebude nekoneény,
kedZze funkcia R(x) ma nulova hodnotu pre x < 2.

5.3 Vyznam

Teraz uz vieme, ze vyznam Riemannovej hypotézy spociva vo vyjadreni prvociselnej
funkcie pomocou Riemannovej funkcie R(z). Stéle vSak nemame objasnené prepo-
jenie s korenimi funkcie ((s). Pripomenme si teraz jeden zo spdsobov zapisu zeta
funkcie, a to pomocou Eulerovho su¢inu

1 1 1 1
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Teraz obe strany zlogaritmujeme a dostaneme

wet = (1 L) (- L) m(a- D) w1 6

Sktisme si teraz vyraz In(1 — x) vyjadrit pomocou nekoneéného Maclaurinovho radu.
Ten bude mat nasledovny tvar

Musime v8ak dat pozor na to, ze tento rad bude konvergentny iba pre |z| < 1. Ak
toto aplikujeme na (5.5), dostaneme

1n<(5):l_|_(1i)+<1i)+(li)+(li)+ (5.6)
25 2 22 3 23 4 24s 5 25

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+§+(§'ﬁ)+(§'ﬁ)+(1'@)+(E'ﬁ>+<6'@>+“‘

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
+§+(§'¥)+(5'%)*(1'%)+(S'@>+(6'%>+“'

Tymto sme v podstate vytvorili nekonecny sicet nekonecnych suctov, ¢o sa moze
javit ako skomplikovanie postupu. Ak sa blizsie pozrieme na niektory z jeho ¢lenov,
napriklad 1 - 535, vieme ho prepisat pomocou integralu ako

1 1 1 o
3 3m = 5% /32 x5 da. (5.7)
Na prvy pohlad sa toto moze zdat ako ¢oraz komplikovanejsie vyjadrenie, no tymto
sposobom sa snazime dopracovat naspét k funkcii R(z). K tomu nam pomdze prave
integral na pravej strane (5.7). Sktisme teraz vynasobit R(z) vyrazom x~*"! pri-
¢om predpokladajme, ze R(s) > 1. Tato funkcia bude klesajtca, teda ked budeme
zvacsovat hodnotu z, funkéné hodnota sa bude zmensovat. Otazkou je, akt hodnotu
bude mat integral [;° R(x)z~*"'dz. Vzhladom k zmensujicim sa funkénym hodno-
tam mame ddévod predpokladat, ze bude mat koneéni hodnotu. Vezmime si najprv
prvocislo 2. Pren dostaneme stcet integralov v tvare

/ N da + / —z N da + / —x 5 da + / —z N de 4.
2 22 2 e 3 24 4

Podobne pre ¢islo 3 dostaneme

/ 5 e + / g5 N dr + / x5 Hda + / —r e
3 32 2 33 3 34 4
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A rovnako pre zvysné prvocisla 5, 7, 11, ... Ak toto vSetko napiSseme dohromady,
méame nekonecny sucet nekoneénych siactov integrélov v tvare

00 % q . o] % q . 0 1 .
nz:l/% - 1dx—|—;/ 7 1dx+nz:1/5n 7 Ydz +

37L
- <1 —s—1
+Z/7n Ex der + ...
n=1

Tu vieme kazdy ¢len, analogicky k (5.7), prepisat ako %fpono x5t dz, ¢o je %—nésob—
kom (5.6). Z toho dostavame vysledny tvar

élng(s) - /0 " R(a)a— dr. (5:8)

Tato rovnica je velmi vyznamnym prepojenim medzi matematickou analyzou a te-
oriou ¢isel. Kedze uz vieme vyjadrit 7(z) pomocou funkcie R(x) a inverziou vztahu
(5.8) aj R(xz) pomocou funkcie ((s), znamena to, ze vieme vyjadrit 7(x) pomocou
((s). Teda vlastnosti prvociselnej funkcie musia byt nejakym sposobom ,zakoédované”
vo funkeii ¢(s).

Inverziou vztahu (5.8) a s pomocou funkcie £(s) sa Riemann dopracoval k nasle-
dujicemu vztahu

+In&(0). (5.9)

o dt

R(l‘) = Li(x) — Z Li(xp) +/ m

Posledné dva ¢leny na pravej strane nie si prili§ zaujimavé, kedze ich hodnoty su
relativne malé pre velké x (hodnota posledného ¢lenu je rovna In2). Prvy ¢len,
funkciu Li(z), sme uz definovali v kapitole 2. Preto sa teraz budeme sustredit hlavne
na ¢len ) Li(2”). Prave tu st zakodované netrividlne nulové body funkcie ((s) —
vyjadruje ich grécke pismeno p.

Pri umocneni =z na komplexné ¢islo p = % + ti dostaneme bod v komplexnej
rovine, vzdialeny od stredu suradnicového systému o /x. To znamené, ze x” buda
body v komplexnej rovine, ktoré lezia na kruznici so stredom v pociatku a polomerom
vz. Funkciu Li(x) sme doteraz mali definovani iba pre redlne ¢isla, je vSak mozné
ju definovat aj v obore komplexnych ¢isel, a to ako

Li(z) = Ei(In z),
kde Ei(z) je exponencialny integral, definovany ako

e —1
U

Ei(z) :'y—{—lnz+/ du.
0
Na obrazku 5.3 je zobrazenéa funkcia Li(20%), pre konkrétne zadané x = 20,
pricom z ,bezi“ po kritickej priamke. Doévodom, pre¢o nevykreslujeme iba nulové
body ale celu kriticka priamku je lepsi doraz na konvergenciu. Nulové body ((s) si
na Spirale vyznacené. Zaujimavostou je, ako sa Spirala postupne blizi k hodnote 7i.
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Konvergencia je vSak relativne pomala, konkrétne nepriamo tmerna ,yyske T na
kritickej priamke. Toto bol v podstate prvy zésadny objav Riemanna — zistil, Ze
pocet nulovych bodov p, ktorych imaginarna ¢ast lezi v intervale’ [0; 7] na kritickej
priamke je priblizne rovny

T T T

—In— — —,
2 2w 2w

pricom relativna chyba tejto aproximacie je radovo rovné 1/7. Dokaz tohto tvrdenia
iba nadcrtol, pricom ho povazoval za triviadlne pre Citatela. Riadny doékaz sa vsak
podarilo skonstruovat az von Mangoltovi v roku 1905 [35].

3.25/

040  -0.05 0.05 0.10
Obr. 5.3: Graf funkcie Li(20%) pre kusok kritickej priamky [7].

KedZe netrividlne nulové body ((s) sa objavuju v komplexne zdruzenych dvoj-
iciach, rovnaka Spirala bude vytvorenéd aj na zédpornej Casti imaginarnej osi, pricom
obe Spiraly budu spojené. Cim viac by sme zvicsovali x, tym viac by bola tato krivka
,roztiahnuta”, pricom by sa postupne obe $piraly zacali prekryvat. Konvergencia k 7i
a —mi bude vsak zachované.

K vypoéitaniu hodnoty druhého ¢lena z (5.3) nam zostava este ¢leny Li(z”) neko-
necne vela krat s¢itat cez v8etky netrivialne nulové body. Tym sa vlastne pokiusame
s¢itat vSetky body vyznacené na obrazku 5.3, spolu s ich komplexne zdruzenymi
dvojicami. Ich imaginarne ¢asti sa vyrusia a zostani nam iba reéalne ¢isla, ¢o nam
vyhovuje, kedZze funkéna hodnota R(z) je vzdy redlna. Nemame vsak istotu, ¢ tento
stucet bude konvergovat.

Vo velmi vela pripadoch nekone¢nych radov ich konvergencia zavisi od poradia,
v akom Cleny stitame a inak to nebude ani pre »  Li(z”). KedZe redlne casti x, ako

2Pohybujeme sa smerom nahor a nadol po kritickej priamke.
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aj vidno z obrazka 5.3, nadobudaju aj kladné aj zaporné hodnoty, je velké Sanca, Ze
sa budiu navzajom do istej miery rusit a sicet naozaj bude mat konecnu hodnotu.
Co sa tyka poradia, je potrebné postupne s¢itavat logaritmické integraly argumentov
x umocnenych najprv na nulovy bod ((s) a potom na jeho komplexne zdruzenu
dvojicu. Tymto sposobom bude rad konvergentny, ¢o znamena, ze vieme vypocitat
hodnotu R(x) pre akékolvek velké ¢islo x a tym padom aj hodnotu 7(z) pomocou
funkcie ((s) a jej netrividlnych nulovych bodov.

5.4 ZovSeobecnena Riemannova hypotéza

Riemannova hypotéza sa zaobera konkrétne Riemannovou funkciou ((s). Existuje
vsak aj zovseobecnend Riemannova hypotéza, ktora sa zaoberd zovSeobecnenim sa-
motnej zeta funkcie, ktora patri do kategoérie tzv. Dirichletovych L-funkcii. Tieto
funkcie sa definuji podobnym sposobom, ako sme na zaciatku kapitoly 3 definovali
Riemannovu funkciu ((s).

Definicia 5. Dirichletov L-rad je rad tvaru

L(s, x) ZXk ’

kde xx(n) je Dirichletov charakter modulo k, ktory je definovany vlastnostami

xk(1) =1,
xk(n) = xx(n + k),

xk(m)xe(n) = xxg(mn)  Vm,n € Z,
xx(n) =0 pre (k,n) # 1,

kde znacenie (k,n) znamena najvacsi spolocny delitel k a n.

Pozndmka. Charakter xx(n) sa nazyva primitivny, ak neexistuje ziadny xq(n) taky,
ze xx(n) = xa(n), kde d deli k a d # k. Jediny x(n) taky, ze xx(n) = 1 pre kazdé n
s (k,n) = 1, sa nazyva hlavng.

Definicia 6. Dirichletova L-funkcia L(s, xx) je analytickym pokrac¢ovanim prislus-
ného Dirichletovho L-radu.

Riemannova ((s) do tejto skupiny funkecii patri, kedze

L(s,x1) Z)ﬁ nT =Y n*={(s)
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Riemannovu hypotézu je mozné naformulovat aj vo vSeobecnejSom tvare pre sku-
pinu Dirichletovych L-funkcii ako

Veta 5.3 (Zovseobecnena Riemannova hypotéza). Vsetky netrividlne nulové body

. .. . v » -1
funkcie L(s, x) maji redlnu cast rovni ;.

V tomto pripade ,netrividlny znamena, ze L(s,xx) = 0 pre s € C také, ze 0 <
< R(s) < 1. Funkcia L(s, xx) ma nulové body aj na osi $(s) = 0, no tie sa povazuju
za trivialne. Kedze ((s) patri do skupiny L-funkcii, zovieobecnené Riemannova hypo-
téza implikuje ,klasickt“ Riemannovu hypotézu a tym predstavuje silnejsie tvrdenie.

Existuje niekol'ko d'alsich zovSeobecneni, rozsireni a tvrdeni ekvivalentnych Rie-
mannovej hypotéze z pohladov réznych odvetvi matematiky, mimo matematickej
analyzy napriklad algebry a teérie pravdepodobnosti, tie vSak nie st predmetom
skiimania tejto bakalarskej préce.



Kapitola 6

Pokusy o dbékaz

Numericky boli hodnoty pre netrividlne nulové body overené pre priblizne 10'3 bo-
dov, ¢o je jeden z dovodov, preco sa vo vedach ako fyzika a chémia, niekedy berie
Riemannova hypotéza ako experimentalne overena. To ale ako rigorézny dodkaz ne-
staCi — ten najdeny do dnesného dna nebol.

V tejto praci bolo spominanych niekolko mien velkych matematikov ako Le-
onhard Euler, Carl Friedrich Gauss, Jacques Hadamard, Charles Jean de la Vallée
Poussin, David Hilbert, Lejeune Dirichlet, G. H. Hardy, John E. Littlewood a dalsi.
Vgetci z nich vyznamne prispeli k dnes$nej analytickej teorii ¢isel objavmi tykajicimi
sa Ci uz prvociselnej vety, zeta funkcie, alebo priamo Riemannovej hypotézy. Mnoho
matematikov sa za poslednych 160 rokov pokusalo hypotézu dokazat ¢i vyvratit a
nové napady a pokusy pribudaju kazdy den, zatial vSak netispesne. V tejto kapitole
si ukdZeme niektoré z najznamejsich pokusov, vratane najnovsieho, zatial vSak ne-
potvrdeného dékazu Michaela Atiyaha zo septembra roku 2018. Zdrojmi informécii
pre tuto kapitolu boli [3], [5], [6], [7], [12], [19], [22], [32] a [33].

6.1 Thomas Stieltjes

Prvy znamy pokus o ddkaz Riemannovej hypotézy prisiel od Thomasa Joannesa
Stieltjesa v roku 1885. Vychadzal z Mertensovej domnienky, ktora hovori, ze pre aké-
kolvek n > 1 plati, ze |M(n)| < nz, kde M(n) oznaduje Mertensovu funkciu, ktord
sme si definovali v kapitole 4. Stieltjes publikoval ¢lanok [19] v ¢asopise Comptes ren-
dus de I’Acadmie des sciences, kde tvrdil, ze dokazal rovnost M(n) = O(n2). Toto je
silnejsie tvrdenie ako samotné Riemannova hypotéza, ktora by z neho automaticky
vyplyvala, ked7e té je ekvivalentna tvrdeniu, ze M(n) = O(n2"¢) pre akékolvek
malé . Toto tvrdenie inymi slovami hovori, ze ¢islo, ktoré vo svojom prvociselnom
rozklade neobsahuje Stvorec nejakého prvocisla, bude mat v tomto rozklade parny
pocet prvocisel s pravdepodobnostou 50 % a nepéarny pocet prvocisel taktiez s prav-
depodobnostou 50 %. Stieltjes v8ak zomrel skor, ako stihol oficialny dokaz publikovat
a po jeho smrti sa ani v jeho papieroch ziadny takyto dokaz nenasiel.

Thomas Stieltjes bol zndmym a respektovanym matematikom a takmer nikto
nemal pochybnosti o tom, Ze nejaky dokaz nasiel napriek tomu, Ze ho nikdy nepub-
likoval. V roku 1985 vsak Andrew Odlyzko a Herman te Riele vyvratili Mertensovu

- 35—
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domnienku [23], ¢m vrhli tien pochybnosti na existenciu, pripadne spravnost Stielt-
jesovho dokazu.

6.2 PAl Turan

Madarsky matematik Pal Turan vo svojej publikacii |?] tvrdil, Ze ak pre dostatocne
velké N nebude N-ty parcidlny sucet ((s) pre o > 1 konvergovat k nule, vyplyva
z toho Riemannova hypotéza. Neskor bol vsak tento pristup ukazany ako nespravny,
ked Hugh Montgomery dokézal, Ze pre akékol'vek kladné ¢ < %— 1 méa N-ty parcialny

InIn(N)
In(N) *

stcet ((s) nulové body v polrovine o > 1+ ¢

6.3 Alan Turing

Alan Turing ako jeden z mala matematikov veril, Ze Riemannova hypotéza pravdiva
nie je a jeho ciefom bolo najst nejaky protipriklad, teda netrividlny nulovy bod,
ktory by lezal mimo kriticka priamku. V roku 1939 mal v amysle vyrobit analogovy
pristroj [22, s. 1186-1187|, ktory mu mal pomoct s vypoctami potrebnymi pre ove-
renie pravdivosti hypotézy. Na jeho konstrukciu dokonca ziskal penazny grant od
Kralovskej spolo¢nosti. Podarilo sa mu vSak iba manualne vyrobit niektoré sucias-
tky, kedZe v tom istom roku musel tieto zélezitosti odlozit kvoli povinnostiam v II.
svetovej vojne. K svojej praci sa vratil az v roku 1950, kedy uz vSak bolo mozné na
vypoCty vyuzivat algoritmy bez zasahu ¢loveka.

Turing mal v imysle overit netrivalne nulové body zeta funkcie v rozmedzi 1450 <
< t < 6000, kedZe pre interval 0 < t < 1464 uZ sa ich podarilo overit Edwar-
dovi Titchmarshovi. Zakladnym principom bol vypocet funkcie Z(t), definovanej
ako Z(t) = e?"( (3 + it) [5] pomocou jej aproximécie

Z(t) ~2 Z n2 cos(0(t) — tlnn).

Turing konstrukciu pristroja v8ak nikdy nedokoncil a kedZze sa bal odsudenia
a naslednej vazby, urychlene vydal nedokonéent publikaciu [33], v ktorej popisoval
svoje uvahy a vypoc¢ty. Bohuzial z nej vSak bolo zrejmé iba to, Ze bol so svojimi
vysledkami nespokojny a to, aké boli jeho dalsie timysly, sa uz nikto nedozvedel,
kedZe kratko na to spachal samovrazdu.

6.4 Michael Atiyah

Najnovsi popularny pokus o ddokaz Riemannovej hypotézy bol publikovany v septem-
bri roku 2018 a jeho autorom bol sir Michael Atiyah. Svoje myslienky prezentoval na
6. Heidelberg Laureate Forum v Nemecku. Jeho ¢lanok [3| sa mohol hned na prvy
pohlad zdat velmi jednoduchy, kedZe mal rozsah iba 5 stran a napriek Atiyahove;
povesti jedného z méla matematikov, ktorym sa podarilo ziskat Fieldsovu medailu
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aj Abelovu cenu, sa nan mnoho expertov pozeralo skepticky a vyjadrovali o hom uz
od zaciatku pochybnosti.

Dokazanie Riemannovej hypotézy nebolo spociatku ani jeho hlavnym cielom a
tvrdil, ze k nemu dospel ndhodou pocas odvadzania vlastnosti konstanty jemnej
Struktary « [15], ktora opisuje interakciu medzi svetlom a hmotou. Zéklad dokazu
spo¢ival v uré¢itych vlastnostiach tzv. Toddovej funkcie 3], ktort oznacil T a pouzil
princip dokazu sporom. UkéZme si najprv spomenuté vlastnosti.

Veta 6.1. Toddova funkcia md nasledujice vlastnosti:

. T je redlna, teda T(s) = T(3).

~

2. T(1) = 1.

3. T zobrazuje kriticky pds do kritického pdsu a kriticki priamku na kriticki
priamku.

4. Na kladnej casti kritickej priamky je T monoténna rastica funkcia 3(s), ktorej
limita je rovnd x'.

5. Ak f a g si mocninové rady bez konstantného ¢lena, potom

T{t+ ()] -1+ 9]} =T{L+ f(s) + g(s)}-

6. T(\/s)=+/T(s).
VT (14 s)=T(1+s/2).

Atiyah teda najprv predpokladal existenciu nulového bodu vnutri kritického péasu,
no mimo kritickej priamky. Potom vytvoril nova funkciu s predpisom

<

F(s)=T{1+((s+b)}—1

a nulovym bodom v b, ¢im ziskal dalsi nulovy bod ¥/, blizsie ku kritickej priamke.
Opakovanim tohto procesu dostal postupnost nulovych bodov, konvergujticu k bodu
na kritickej priamke. Tvrdil, ze funkcia F'(s) musi byt tym padom identicky rovna
nule, ¢o by vsak viedlo k sporu s nim definovanymi vlastnostami funkcie 7T'.

Skepticizmus okolo tohto dékazu sa tyka prave funkcie T', kedZe ju Atiyah zade-
finoval sam a dokazy jej vlastnosti presne neuviedol. Velkym pozitivom jeho pokusu
vSak bolo to, Ze napriek tomu, Zze sa mu hypotézu dokazat pravdepodobne nepoda-
rilo, vyvolal okolo tejto témy relativne velky rozruch a ¢oraz viac matematikov, ale
aj laikov, sa o nu zacalo opét zaujimat.

Kongtanta > stvisi so spominanou konstantou jemnej dtruktiry « a jej hodnota je podla
Atiyaha presne rovna 1/a.
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6.5 Existencia dékazu

Prave z dévodu netspesnosti doposial vsetkych pokusov o dékaz tejto slavnej hy-
potézy sa objavuju stale nové tedrie pojednavajice o samotnej existencii nejakého
dokazu. Riemannova hypotéza totiz moze byt pripadom, pre ktory plati tzv. 1. Gade-
lova veta o neiplnosti.

Veta 6.2 (1. Godelova veta o netplnosti). KazZdy formdlny systém zahriiujici aspot
aritmetiku prirodzenych cisel bud nie je bezsporny, alebo nie je uplny.

Inymi slovami by sa dalo povedat, ze ak mame zadany bezsporny systém pomo-
cou axiom, tak v nom existuju tvrdenia, ktoré nie je mozné vnitri daného systému
dokézat ani vyvratit. Toto by sa mohlo tiez vztahovat na Riemannovu hypotézu, ¢o
by znamenalo, Ze v stiCasnej matematickej teérii nemame potrebné nastroje na jej
dokazanie alebo vyvratenie. Tym, Ze hypotéza stale odolava akymkolvek pokusom
o dokaz Ci vyvratenie, sa tento nazor stava coraz pravdepodobnejsim, takisto je vsak
mozné, ze eSte nebol pouzity ten spravny pristup, ¢i metdda.

Ako sme spomenuli na zaciatku tejto kapitoly, doteraz boli redlne Casti overené
pre 10** nulovych bodov zeta funkcie, pricom vietky boli rovné % Naznacuje to jej
moznu pravdivost, zatial vSak stale nevieme, na ¢o by sme prigli, ak by sa nam
podarilo vypoéitat napriklad 10'°° netrividlnych korefiov, pripadne viac. Spomeifime
si na kapitolu 5, kde sme okrajovo spomenuli vznik Skewesovho ¢isla. Toto je ¢islo,
pre ktoré Stanley Skewes dokazal, Ze poruSuje nerovnost Li(z) > 7(zx), pricom sa
dovtedy verilo, Ze tato nerovnost bude vzdy platit. Riemannova hypotéza by taktiez
mohla byt podobnym pripadom.
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Vyznam Riemannovej hypotézy

Poslednou otézkou, ktorou sa budeme zaoberat v tejto bakalarskej praci je to, ¢o
vlastne ¢ini Riemannovu hypotézu tak dolezitou (a stucCasne aj nebezpeénou). Uz
sme si ukéazali, Ze existuje prepojenie zeta funkcie s rozlozenim prvocisel, a ze ak je
Riemannova hypotéza naozaj pravdiva, da sa toto rozlozenie aj velmi presne uréit.
Informacie pre tuto kapitolu sme ¢erpali z [6], [7], [20], [25] a [28].

7.1 RozloZenie prvocisel

Vzorec pre prvociselnt funkciu podla Riemanna vlastne hovori, Ze vzdialenost pr-
voéisel od ich ocakavanej hodnoty je kontrolovana realnymi ¢astami netrividlnych
nulovych bodov zeta funkcie. Konkrétne chybovy ¢len v Prvociselnej Vete je tzko
prepojeny s jej nulovymi bodmi. Jednym z vysledkov Riemannovho ¢lanku z roku
1859 je totiz vzorec, ktory hovori, Ze pocet prvocisel mensich ako nami zvolen& hod-
nota x je presne rovny Riemannovej prvociselnej funkcii v bode z plus chybovy ¢len,
rovny nekoneénému suétu R(z”), za predpokladu, ze plati Riemannova hypotéza.
Matematicky zapis vyzera takto

n(z) = R(z) + > _ R(z’),

kde p oznacCuje netrividlne nulové body ((s). Toto v8ak plati iba za spomenutého
predpokladu, Ze je Riemannova hypotéza pravdiva. VSeobecne existuje velké mnoz-
stvo ¢lankov a publikacii, za¢inajucich vetou ,,Ak plati Riemannova hypotéza, potom
...“ za ¢im nasleduje niekol'ko stran teorie. Prakticky sa v matematike v§ak nemozno
spoliehat na pravdivost teodrie, ktora je podlozena predpokladom, ku ktorému nebol
predlozeny ziadny rigor6zny dokaz.

7.2  Sifrovanie

Dalsim dolezitym prikladom je Sifrovanie, v modernom svete najmi v bankovnic-
tve. To vyuziva tzv. RSA kryptosystém, pomenovany podla trojice Rivest—Shamir—
Adleman. Je to asymetricky Sifrovaci algoritmus, zaloZeny na principe verejného

— 39—
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klaca, kde je sifrovaci kI'a¢ verejny a odliny od toho desifrovacieho. Priblizny postup
vyzera nasledovne

1. Vyber dve velké prvocisla p a q.

2. Vynésob ich medzi sebou a vytvor N =p - q.

3. Spocitaj hodnotu Eulerovej funkcie p(n) = (p — 1)(¢ — 1).

4. Zvol celé ¢islo k mensie ako p(n), ktoré je s p(n) nesudelitelné.
5. Najdi ¢islo d tak, aby platilo dk =1 mod(¢(n)).

6. Ak je k prvocislo, potom d = HT'T“’("), kde r = (k — 1)p(n)*=2,

Verejnym kli¢om je potom dvojica (n, k) a suikromnym kli¢om dvojica (n, d). Tento
algoritmus sa povazuje za bezpe¢ny, pokial je dvojica p,q dostatocne velka (na Sif-
rovanie transakcii sa pouzivaji prvocisla so 150 a viac ¢éislicami). Na nasledné desif-
rovanie by bolo treba poznat prvociselny rozklad ¢isla N, ktory je nesmierne tazké
vypocitat aj modernou vypocetnou technikou. Napriek velkej ¢asovej naro¢nosti to
nie je nemozné, ¢o je aj dovod, preco banky vymienaji kreditné karty vzdy po uply-
nuti urcitej doby.

Casto sa vynara otézka, aky by malo dokazanie Riemannovej hypotézy vplyv
prave na bezpecnost Sifrovacich algoritmov zalozenych na prvocislach. Nasledkom
jej dokazania by zrejme nebol okamzity vznik rychleho desifrovacieho algoritmu, na
ktorom by sa zrutila bezpe¢nost internetového bankovnictva. Problém by mohla pred-
stavovat skor metoda dokazu, kedZe je velmi pravdepodobné, Ze sa na jej dokézanie
bude musiet vymysliet tiplne novy pristup a mozno aj nové odvetvie matematiky.
Toto by mohlo taktiez viest k novym metédam a operaciam s prvocislami, ¢o by uz
v dosledku mohlo ohrozit prave kryptosystémy zalozené na vlastnostiach prvocisel.

7.3 Fyzika

Poslednou zaujimavou oblastou, ktort iba okrajovo spomenieme v tejto praci a do
ktorej hypotéza zasahuje, je fyzika. Ukazuje sa, Ze zeta funkcia zohrava svoju rolu aj
v kvantovej fyzike, a to prave rozlozenim jej netrivialnych nulovych bodov. Plati totiz,
7e Statistické rozdelenie znamych korenov leziacich na kritickej priamke je rovnakeé,
ako Statistické rozlozenie vlastnych ¢isel Hermitovskych matic. Prave tato technika
sa vo fyzike pouziva k popisu energetickych hladin atémovych jadier a tzko suvisi
s niektorymi javmi kvantovej fyziky. Z tohto vyplyva aj mozna metoda dokazu —
ak by sa niekomu podarilo najst kvantovy dynamicky systém, ktorého vlastné ¢isla
presne zodpovedaji netrividlnym korenom zeta funkcie, tak by tieto korene nutne
museli lezat na kritickej priamke. Tym by mohla byt hypotéza dokazana.



Zaver

V tejto bakalarskej praci sme sa venovali najméa Prvociselnej vete, Riemannovej zeta
funkcii a slavnej Riemannovej hypotéze. Jej hlavnym cielom bolo oboznamit ¢itatela
s tym, o ¢om vlastne dana hypotéza hovori a ¢o ju ¢ini tak vyznamnou.

Pracu sme rozdelili do 7 kapitol, pricom v Gvodnej kapitole sme si pre zjednodu-
Senie Citania pripomenuli niektoré pojmy z komplexnej analyzy a tedrie ¢isel. f)alej
sme si predstavili dve formulacie Prvociselnej vety, s ktorou je Riemannova hypo-
téza klucovo prepojené. V 3. kapitole sme si postupne zadefinovali Riemannovu zeta
funkciu, najprv pre obor realnych ¢isel, a potom aj pre celd komplexni rovinu, pomo-
cou jej analytického pokracovania. Ako d'alsie sme odvodili vzorec pre Eulerov stéin,
ktory predstavuje hlavné prepojenie medzi zeta funkciou a prvocislami. Taktiez sme
si ukazali zakladné vlastnosti funkcie zeta, ako napriklad symetriu podla priamok
R(s) = 5 a I(s) = 0, alebo existenciu tzv. trividlnych a netrividlnych nulovych
bodov. Stvrtt kapitolu sme venovali odvodeniu Mobiovej funkcie pu, ktora je tiez so
zeta funkciou a slavnou hypotézou tzko spojené. V kapitolach 5 a 6 uz sme sa zaobe-
rali priamo Riemannovou hypotézou, o ¢om vlastne hovori, ako suvisi s rozlozenim
prvocisel a taktiez najvyznamnejSimi pokusmi o jej dokazanie, vratane najnovsieho
dokazu z roku 2018, ktorého autorom je sir Michael Atiyah. Poslednu, 7. kapitolu,
sme potom venovali vyznamu Riemannovej hypotézy a jej dopadu aj na iné vedecké
obory, najmaé Sifrovanie a fyziku.
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