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Johann Sebastian Bach war nach einem seiner Biographen, Johann Nikolaus Forkel, in der Lage,
sein Clavichord innerhalb einer viertel Stunde temperiert zu stimmen. Welches der in seiner Zeit
vorgeschlagenen Konzepte er verwandte oder ob er der eigenen Intuition folgte, ist umstritten.

engene Guinten = 3 Cruinten rein - noch ... L T L Cruinten
(bewirkt reinere Terzen)

Girlande auf dem Titelblatt des Wohltemperierten Klaviers (1722) — die darin mitgeteilte Vorschrift zum Stim-
men des Quintenzirkels wird bis heute kontrovers interpretiert.

Musik als eine Kunstgattung, die durch das Gehérorgan wahrgenommen wird, deren Aufnahme und
Verarbeitung aber zugleich vor allem durch das subjektive dsthetische Empfinden bestimmt ist, wie es
sich in einem bestimmten Kulturkreis im Verlauf einer langen Tradition herausgebildet hat, kann, ob-
wohl physikalisch verursacht, in ihrem Wesen kaum adédquat beschrieben werden, wenn man sie auf
eine Mannigfaltigkeit von organisierten Schallereignissen reduziert. Sie wirkt auf den Menschen je
nach Art und Stimmungslage motivierend oder auch ausgleichend, 16st auch Ergriffenheit aus und
kann identitdtsstiftend sein. Musik verkérpert damit eine Ebene der Kommunikation, die aufgrund der
ihr innewohnenden Harmonik geeignet ist, das Miteinander von Menschen zu férdern und Konfronta-
tionen zu mindern. Aufgrund der betont subjektiven Bestimmung des Wesens von Musik kann der
Versuch einer Ergriindung durch Aufzeigen des physikalisch-mathematischen Hintergrunds von vorn-
herein nur eine kaum zufrieden stellende Anndherung vermitteln. Es ergibt sich die Frage nach der
objektiven Existenz einer solchen Ebene der Realitdt und deren Erkennbarkeit.

I. Anmerkungen zur Physiologie und Physik des Horens

Der Horbereich des menschlichen Ohres dB - : -
140 | Schmerzgrenze

umfasst bekanntlich ca. 20 - 20.000 Hz. Am ‘ '
empfindlichsten ist unser Ohr im Bereich 120/ . \
1000 bis 3500 Hz. Beim Sprechen werden

Frequenzen von 200 bis 8000 Hz erzeugt und ‘ | : | ' ‘
empfangen (Fledermduse 50.000 bis 80.000 80 Musikwahrnehmbarkeit
Hz). Der tiefste Ton, den das menschliche Ohr
noch als Ton (nicht als Brummen) empfindet,
ist das Subkontra-c mit v = 16 Hz entspre-
chend einer Wellenlange von X = c¢/v = 20
343,2/16 = 21,45 m. Der hdchste Ton, den das

Ohr junger Menschen noch wahrnimmt, liegt

ca. bei v =20.000 Hz (A = 1,72 cm). 002 00501 02 051 2 5 10 %
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Die Horgrenze sinkt beim Altern bald ab (Grillenzirpen 4000 Hz ist dann nicht mehr hérbar). Der mu-
sikalische Bereich umfasst Tone (Klange) zwischen 16 und ca. 4000 Hz.

Die Horschwelle, jene Frequenz, bei der das menschliche Ohr Téne oder Gerdusche gerade noch
wahrnimmt, ist frequenzabhangig. Das ist im nebenstehenden Diagramm verdeutlicht, es enthélt
zugleich den Lautstarkepegel der Schmerzgrenze in Abhangigkeit von der Frequenz.

Die von uns als Musik empfundenen Schwingungsfrequenzen kdnnen insbesondere in Kombinati-
on mit einer rhythmischen Abfolge Melodien ausbilden, und sie stehen zueinander im Verhaltnis
kleiner ganzer Zahlen, sogenannten Intervallen.

Durch die Art der Erzeugung derartiger Schwingungsfrequenzen mit der menschlichen Stimme,
mit Musikinstrumenten, elektrischen Tongeneratoren oder anderen Schallquellen bei gleichzeitiger
Variation der Schwingungsamplitude (Lautstarke) ldsst sich ein breites Spektrum von Empfindungen
vermitteln. Die Ubertragung auf das menschliche Ohr kommt durch Schallwellen, longitudinale Wel-
len, zustande, periodische Verdichtungen und Druckminderungen der Luft in Ausbreitungsrichtung,
wobei der Zusammenhang zwischen Frequenz v und der Wellenldnge A durch die Ausbreitungsge-
schwindigkeit ¢ = 343,2m/s (bei 20°C in trockener Luft) vermittelt wird:

C = v*)
Schwingungsrichtung Ausbreitungsrichtung
y
pe— Wttt s |

Die Ohrmuschel biindelt den Schall aufs Trommelfell, dessen Schwingungen Gber Hammer, Amboss,
Steigbligel auf die AuRenhaut der Schnecke (ca. 30 m Lange) und von dort lber die Flissigkeit im
Inneren auf ca. 30000 Haarzellen (ibertragen werden, die mit Nerven verbunden sind und die me-
chanische Schwingungen in elektrische Signale wandeln. Erst im Gehirn wird das Gehorte durch Ver-
gleich mit erlernten Mustern verstanden. Im Hauptsprachbereich 1 bis 3 kHz wird die Intensitat, der
Schalldruck, im Ohr auf den 22-fachen Wert verstarkt.

Die Tonhohe ist durch die Frequenz v = ¢/A bestimmt. Die Lautstdrke bzw. Schallintensitét | kann
physikalisch anschaulich als Produkt aus Geschwindigkeit und Schalldruck interpretiert werden, und
letzterer ist gleich dem halben Quadrat der maximalen Amplitude y der Luftverdichtung/Verdiinnung
einer sinusformigen longitudinalen Schwingung:

—  bzwW — L, =10|g[v¥jd8

0

Das Ergebnis ist Leistung W pro Flache, mit der Musik an unser Trommelfell , pocht”. Ein solcher
Sachverhalt kann mit Hilfe der Definition einer BezugsgroRe, etwa der unteren Horschwelle W, =10
Watt, auch durch die Angabe in Dezibel L,, mit der Einheit dB beschrieben werden: Sinfonieorchester
138 dB (66,5 W), Hiisteln 10 db, Klatschen 25 dB.

Die Erzeugung eines Tones gegebener Frequenz v, basiert bekanntlich auf der periodischen me-
chanischen Bewegung eines elastischen Korpers, fiir den der lineare Kraftansatz einer harmonischen
Schwingung P = - k # L mit P als der zur Auslenkung L entgegengesetzt gerichteten Spannkraft (k =
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Kraftkonstante) sehr weitgehend erfiillt ist. Die Losung der Differentialgleichung fiihrt zu der bekann-
ten Formel fiir den harmonischen Oszillator

Fir eine eingespannte Saite 1 P
1 ]k ergibt sich eine einfachere 2
Uy =—.|— g L*m m*ﬁ*rL T2\ LZxpq
2z \m Losung — ohne  im Nenner T oAl

Durch Umformen erhélt man einen Zusammenhang zwischen Frequenz vy und der Lange L der Saite
sowie ihrer Materialdichte p und dem Querschnitt g, und da 2L = A, folgt

1 [P 1P 2 P
LVpxq A\p*xq D*A\7z*p

Die Tonfrequenz vy nimmt mit zunehmender Saitenlange L und zunehmendem Durchmesser D der
Saite ab, bei zunehmender Spannung mit VP zu und ebenso bei zunehmender Materialdichte mit \/p
ab.

Man erhalt so eine Vorstellung, wie man zur Zeit des Pythagoras bei konstanter Spannung P einer
Saite der Dicke D und aus einem Material bestimmter Dichte p durch Variation der Saitenlange mit-
tels Verschieben des Stegs am Monochord experimentierte. So fand man heraus, dass Ldngen L, die
im Verhaltnis kleiner ganzer Zahlen stehen, in der Abfolge bzw. im Akkord als harmonisch empfun-
den werden und zwar umso mehr, je ndher das Verhiltnis an 2/1 herankommt. Die Pythagoreer
spirten dabei die Zahlenverhiltnisse bzw. Intervalle auf, die in Wirklichkeit Frequenzverhaltnisse
reprasentieren und die sich, wie wir heute wissen, aus der anharmonischen Schwingung realer elasti-
scher Korper zwanglaufig ergeben.

Die harmonische Schwingung ist nur im Grenzfall hochster Materialelastizitdt und auch dann nur
anndhernd verwirklicht (z. B. Quarz). Reale schwingungsfahige Systeme verkérpern anharmonische
Oszillatoren, da die Beziehung zwischen Kraft P und Auslenkung L nicht streng linear ist, die Rick-
stellkraft P in der Auslenkungsrichtung geschwacht ist, was durch einen zusatzlichen Term im Kraft-

ansatz P = -k*L - k*Lz Berucksichtigung findet. Aus der Lésung der Differentialgleichung folgt zwangs-
laufig die Entstehung von Obertonen, im dquidistanten Abstand ganzzahlige Vielfache der Grundfre-
quenz: Vv, = n*v,. Aus der Superposition einer im Allgemeinen intensitatsmaRig dominanten Grund-
frequenz mit deren Obertonen sowie der Obertdne untereinander resultieren Kldnge, deren Klang-
farbe durch Unterschiede im Intensitatsverhaltnis zustande kommt.

Es resultiert infolge Uberlagerung von Grundton und den ebenfalls sinusférmigen Oberschwin-
gungen ein komplizierter zeitlicher Verlauf

- Ergebnis

{ - Grundwelle |\ f

Frequenzspektrum eines Klanges, resultierend aus einem reinen Ton iiberwiegender Schallstérke und einer Zahl
schwdcherer Oberténe héherer Frequenz und die resultierende Well (nach google ,,grundwelle oberténe klang”).
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Die Tonhohe wird allein durch die Frequenz des Grundtons bestimmt, kann aber in der Wechsel-
wirkung mit Oberschwingungen wohl auch durch die Lautstarke beeinflusst werden. Die Klangfarbe
wird durch das Intensitatsverhaltnis der Oberschwingungen (Oberténe) relativ zum Grundton sowie
der Obertdne untereinander bestimmt. Letzteres bestimmt den Klang verschiedener Musik-
instumente.

Nach dem Erléschen des Einschwingvorgangs hort das Ohr den Unterschied angeblich nicht mehr,
und ebenso registriert das Ohr nicht unterschiedliche Phasenbeziehungen der Teiltone.

Als ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz bilden die Obertdne eine Reihe von Teilténen, die
die Basis fiir eine Art naturgegebener Musik darstellen. Von jedem beliebigen Grundton leitet sich
eine Naturtonreihe bzw. Obertonreihe ab. Grundton und Oberschwingungen sind fiir eine beidseitig
eingespannte Seite der Lange L ausgehend vom Grundton, z. B. vo= ¢’ = 264 Hz gemaR v, = n*v, in
der folgenden Darstellung angegeben.

Grundton

3

n Vo=C

2 528Hz

Lz 213

3 792Hz
ua 3

4 1056 Hz

5 1320H:

1'a 56
6 1584H:
7 217 317 A7 57 &7
7 1848 Hz
I | | I | |

0 Urueus w4 arv u3 253v Lz LTI 23 5T 34 4556 6T 1

Q0

Grundschwingung und Oberschwingungen einer eingespannten idealisierten Saite
(nach http://de.wikipedia org/wiki/Oberton)

£ Saife ‘ i l t a

‘ Frequenzspektrum der leeren
Asate |4 i L1 I. eyt it Saiten einer Geige nach Miller
: (aus Handbuch der Physik, Bd. 8)

4 Sarte _‘ I P 3 1 v .. .
4Suite R T 1 PR
/ ? Y v 5ir440 W



Adalbert Feltz Leibniz Online, Nr. 21 (2016)
Betrachtungen zum physikalisch-mathematischen Hintergrund des Phdnomens Musik S.5v. 31

II. Die als Reine Stimmung empfundene Naturtonreihe und die davon abgeleiteten
Tonleitern

Die Obertonreihe stellt eine Aneinanderreihung der harmonischen Teiltdéne (reine Sinusschwingun-
gen) eines Klangs dar. Sie ist die wichtigste Tonleiter und Grundlage aller Musik, offenbar weil sie
objektiv gegeben ist, aus den Schwingungsgesetzen der Natur hervorgeht.

Unser Harmonieempfinden, das wir mit Hilfe unseres in der Evolution entstandenen Gehdrorgans
in Verbindung mit einem in kultureller Tradition entwickelten Horbewusstsein wahrnehmen, ist an
ganzzahlige Vielfache einer Grundfrequenz und deren Relation im Verhdltnis kleiner ganzer Zahlen
geknUpft. Dass wir derartige Intervalle q = vp1/Va mit mehr oder weniger Wohlklang (Konsonanz
oder auch Dissonanz) wahrnehmen, diese Erkenntnis wurde von Pythagoras und seiner Schule um
-500 empirisch durch systematische Variation der Lange einer liber einen Resonanzkorper gespann-
ten Saite gewonnen. Das menschliche Ohr erfasst wohl die Tonhéhe eines Klangs, die Frequenz eines
benachbarten Tones bzw. Klangs aber ganz bevorzugt erst dann, wenn das Frequenzverhaltnis durch
ein Verhaltnis kleiner ganzer Zahlen gegeben ist. Wir registrieren Musik in Intervallen, empfinden
dabei eine umso groRere Harmonie (Konsonanz) je groRer das aus kleinen ganzen Zahlen bestehende
Verhiltnis der Frequenzen ist. Die Oktave mit g = 2/1 ist demnach Ausdruck einer bestmoglichen
Konsonanz, und es gilt zum Beispiel

V2 = V1*02,1 = Vo*Q1,0%¥02,1 = Vo *q2,0 bzW. Vi = Vo*Qn o

Es ergibt sich auf diese Weise ein geordneter additiver Intervallraum: Der Addition von Intervallen
entspricht die Multiplikation der Frequenzverhaltnisse und da logischerweise auch die Umkehrung
erlaubt sein muss, bedeutet Subtraktion von Intervallen Division der zugehdrigen Frequenz-
verhaltnisse. Der gesamte Tonumfang ist gemalR unserer europaischen Musiktradition in Oktaven
strukturiert:

* Oktave: Geht man z. B. vom Grundton c‘ aus, dann gibt das Verhéltnis v,/v, eine erste Oktave wie-
der, ebenso v,/v, eine zweite und vg/v, eine dritte usw., insgesamt also gibt es zu einem Grundton
bei Multiplikation gemald obiger Formel v, = vg*q,o eine Anzahl von n Oktav-Intervallen. Fir den
musikalisch genutzten Tonraum zwischen 20 und 4000 Hz ergeben sich 7 bis 8 Oktaven, und diese
findet man ja auch in der Tastatur von Instrumenten vor.

v, 528 2fv, 1056 2lv, 2112 2| |v, o lo(v, /v,) 19(4000/20) 764
v, 264 1lv, 528 1ljv, 1056 1| |v, Ig2 Ig2 ,
* Quinte: Das nachste Frequenzverhaltnis, das sich innerhalb der ersten Vs _ 792 § _
Oktave einordnet, ist v3/v,=3/2, ist also das 1,5-fache des Grundtons c’ v, 528 2
und entspricht dem Ton g°.
* Quarte: |hr entspricht das Frequenzverhaltnis v4/vs = 4/3, das 1.333-fache v, 1056 4 _ 13333
des Grundtones und damit dem Ton f/(4/2 wdre bereits die néichste Oktave) 73 T 792 3 ”
* GroRe Terz: Ihr entspricht das Frequenzverhéltnis vs/v, = 5/4, das v, 1320 5 125
1.25-fache des Grundtones und damit dem Ton e’ v, 1056 4 '
* GroBe Sexte: lhr entspricht das Frequenzverhiltnis vs/vs; = 5/3, das vs 1320 _5 _1667
1.667-fache des Grundtones und damit dem Ton a‘ (5/2 liegt bereits v, 792 3 '
aullerhalb der Oktave
* Kleine Terz: lhr entspricht das Frequenzverhéltnis ve/vs = 6/5, das Ve _ 1584 _ § _
1.2-fache des Grundtones und damit dem Ton es’ (6/4 = 3/2) ve 1320 5
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* Kleine Sexte: |hr entspricht das Frequenzverhiltnis vg/vs = 8/5, das Vg _ 2112 §
1.6-fache des Grundtones und damit dem Ton as". v, 1320 5

* Kleine Septime: lhr entspricht das Frequenzverhiltnis vefvs = 9/5, das ve 2376 9
1.8-fache des Grundtones und damit dem Ton b’. ve “1320 5
Hier gibt es eine zweite Variante, das Frequenzverhiltnis Vie _ 4224 16 _1778
V15/V9 = 16/9 = 1,778 Vy 23 6 9

* GroBe Septime: Ihr entspricht das Frequenzverhiltnis v,5/vg = 15/8, das Vis _ 2376 _15 1875
1.875-fache des Grundtones und damit dem Ton h‘. v, 2112 8

* GrofRer Ganzton (GroBe Sekunde): Ihm entspricht das Frequenzverhalt- Vo _ 2376 _ 9 ~1125
nis vef/vg = 9/8, das 1.125-fache des Grundtones und damit dem Ton d*. v 2112 8

* Kleiner Ganzton (Kleine Sekunde): Ihm entspricht das Frequenzverhaltnis Vio 2640 10 .44
V1o/ Ve = 10/9, das 1.111-fache des Grundtones und damit dem Ton des’. Vo 2376 9

* Kleiner diatonischer Halbton: Ihm entspricht das Frequenzverhiltnis Vig 4224 16 _ 10667
vie/V1s = 16/15, das 1.0667-fache des Grundtones und damit dem Ton cis®. Vis 3960 15

In der Tat, die Frequenzen der Obertdne, die sich von einem Grundton ableiten und die in die Inter-
vallbildung eingehen, Gberstreichen quasi den gesamten musikalisch genutzten Tonraum, und so ist
es nahe liegend, die Bildung von Frequenzverhaltnissen mit Zahlen >16 nicht weiter zu verfolgen.
Hinzu kommt, dass der Missklang, die Dissonanz, zunimmt je weiter man sich vom Verhiltnis 2/1
entfernt. Die folgende Zusammenstellung zeigt, dass sich die zu jedem Grundton gehdrende Natur-
tonreihe allein aus den Verhiéltnissen kleiner ganzer Zahlen < 16 ohne 7, 11, 13, 14 rein formal ergibt.

Formale Ableitung der ganzzahligen Kombinationen innerhalb einer Oktave 2 : 1

2:1=2 Oktave -5=14 10 : 9 = 1,111 Kleiner Ganzton 12: 6=2:1

3:2=1,5 Quinte 74=175 10:8=5:4 15:12=5:4

4:3=1,333 Quarte 8- 7=14143 10-7=1428 15:10=3:2

4:2=2:1 8:6=4:3 10:6=5:3 15: 9=5:3

5:4=125 GroReTerz 8:5=1,6 KleineSexte 10:5=2:1 15: 8=1.875 GroRe Septime
5:3=1,667 GroRe Sexte 8:4=2:1 Kombinationen-mit- 441344  16: 15=1,06667 Kleiner (diatonischer) Halbton
6:5=1,2 Kleine Terz 9:8=1,125 GroRer Ganzton 12:10=6:5 16:12=4:3

6:4=3: 9:-7=1284 12: 9=4:3 16:10=8:5

6:3=2: 9:6=3:2 12: 8=3:2 16 : 9 =1,778 nahe KI. Septime =
7—6—'—1461 9:5=1,8 Kleine Septime 12-—7=14714 16:8=2:1 Quarte x Quarte

Demnach fuhrt die formale Bildung von Verhaltnissen zweier ganzer Zahlen < 16 innerhalb einer Ok-
tave <2/1 zu den Intervallen von 12 Partialténen. Dabei wurden allerdings Zahlenkombinationen mit
den Zahlen 7, 11, 13 oder 14 ausgelassen, weil sich herausgestellt hat, dass Intervalle, in die eine
dieser Zahlen eingeht, sich als ausgesprochen stark dissonant erweisen. Es spiegelt sich darin wohl
ein tiefes Symmetrieprinzip der Natur wider. Beispielhaft sei darauf verwiesen, dass organische
Ringmolekile mit derartiger Anzahl von Gliedern symmetriebedingt weniger stabil bzw. bei der Bil-
dung sterisch und damit kinetisch weniger beglinstigt sind. Letzteres weist offenbar darauf hin, dass
die Symmetrieeigenschaften der Bindungsfunktionen des Kohlenstoffatoms im lebenden organischen
Gewebe als ein Urgrund fiir dieses erstaunliche Phanomen infrage kommen kénnten.

Ordnet man die Intervalle ausgehend vom Grundton ¢’ mit steigender Frequenz an, ergibt sich auf
dem skizzierten Weg eine Tonleiter, die sich als eine Naturtonreihe darstellt, geht sie doch zwingend
aus einem naturgegebenen Grundprinzip hervor, der Schallerzeugung durch die periodische Bewe-
gung eines anharmonisch schwingenden Korpers. Man erkennt, wir héren nicht die zum Teil durch-
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aus stark variierenden Frequenzdifferenzen der Partialtone, sondern Intervalle, die im Einklang mit
der mathematisch-physikalischen Superposition von Schwingungen der Obertonreihe im Verhaltnis
kleiner ganzer Zahlen zustande kommen.

12 Partialténe innerhalb einer Oktave

cis’ des’ d es' e’ f g° as‘ a‘ b’ h* -

— o e
o &0 —
0 d ’
e i A b® (0] B A— e
Grundton o e U9 0 © unte  Klaine  Qrole e Srowime Ok

p Kleine GroRe Quarte 396 = - s 5 %
R TEREh 2 GroR = 422,4= 440= 4752= 495
Pime  PANC:  Seonde ge;ﬁu:de g gen e 259972 268a)s 2643 264k9/5  26415/8 ?Wz/ 1
281,6= 293,3= = 264%6/5 264x5/4 / y ;
264z JIOCs Zeasose  26H/8 " - ; ) /16/9 ‘
; , @ B4 176 32 198
37 198 134
Av/Hz 17,6 11,7
———————— DU BTG el KON
“«——7unahme der Dissonanz ———————————e

Von jedem Grundton ausgehend kann in Analogie zum gezeigten Beispiel eine Naturtonreihe
(Obertonreihe) aufgebaut werden. Offenbar weil wir selbst ein Teil der Natur sind, kommen Melo-
dien und nach den Gesetzen der Harmonik zusammengestellte Akkorde, die auf einer derartigen
Naturtonreihe beruhen, unserem Harmonieempfinden besonders entgegen. Man spricht daher auch
von der Reinen Stimmung. Bei Verwendung der bereits angewandten Regeln der Kombination von
Intervallen kann gezeigt werden, dass die 12 Partialtone der Naturtonreihe auf die Grundintervalle
Oktave, Quinte und GrofB3e Terz zuriickgefiihrt werden kdnnen. Es ist dieses ein Wesensmerkmal der
reinen Stimmung.

Aufbau der Intervalle der reinen Stimmung aus den Grundintervallen
Oktave Ok, Quinte Qi und Gro3e Terz GT

Oktave Ok 2/1 GroRe Sexte GSe = Ok — GT- Qi 5/3

Quinte Qi 3/2 GroRer GanztonGG=2Qi— 0Ok 9/8

GroRe Terz GT 5/4 Kleiner Ganzton KG = Ok+GT-2Qi 10/9

Quarte Qa = Ok - Qi 4/3 GroRe Septime GSp = Qi + GT 15/8

Kleine Sexte KSe = Ok— GT 8/5 Kleine Septime KSp = Ok — GG 16/9 bzw.Ok-KG 9/5
Kleine Terz KT = Qi — GT 6/5 Diaton. Halbton DH = Ok—-Qi-GT 16/15

In der neuzeitlichen europaischen Musikkultur werden aus den Naturtonreihen, die sich jeweils von
einem Grundton ableiten, je zwei Tonleitern mit jeweils 8 Tonen (Klangen) gebildet,
die Dur-Tonleiter und die Moll-Tonleiter.

Die Intervalle einer derartigen Tonleiter lassen sich
5 Ganztonschritten (1) und 2 Halbtonschritten (1/2)
zuordnen. Deren Abfolge ausgehend vom Grundton (Prime) ist
* in der Dur — Tonleiter stets
GroBler Ganzton — GroR3e Terz — Quarte — Quinte — Grof3e Sexte — GroRe Septime — Oktave -
(1) (1) (1/2) (1) (1) (1) (1/2)

* in der Moll — Tonleiter stets

Grofler Ganzton - Kleine Terz - Quarte - Quinte — Kleine Sexte - kleine Septime - Oktave

(1) (1/2) (1) (1) (1/2) (1) (1)




Adalbert Feltz Leibniz Online, Nr. 21 (2016)
Betrachtungen zum physikalisch-mathematischen Hintergrund des Phdnomens Musik S.8v.31

Es ist die feststehende Abfolge der Intervalle, die ausgehend vom Grundton einer Naturtonreihe
die verschiedenen Tonarten erzeugt, die jeweils durch eine Tonleiter gekennzeichnet sind, deren
Tone (Kldnge) entweder keine oder die Vorzeichen # bzw. b aufweisen.

C - Dur
Av 33 33 22 44 44 55 33 z 264
1 1 1/2 1 1 1 1/2
ct cig© des’ d° Jes' e /\f /\g' /as\_a‘' /b‘ \ h'/ \c“
> \ AL \ » / \ (, \ A \ A ; y N o
: — 27 S ™S e s
5 -0 ' KI okt
© #® b® Go . ¥Le|_izne GroRe 385 arte ggénte K|eex't"ee gé)?tﬂee Seepl{lnsn gerggsne asv e=
Diaton. i roRRer
Pime  RAROR  Eeazeon 2(;a7nzton 3168 = ;';'01 264x4/3 264x3/2264x8/5 Er ey 254,(9/5 264 is/s 264x2/1
” X6/S  26axs/a ; \ ; Afe. / \

264Hz 2816= 2933=

264x16/15 264x10/9 o %4 176 /2 198 33

37 13,4
AvlHz 17,6 1157 198

C-Dur Tonleiter: Ausschnitt von 8 Partialténen der Naturtonreihe mit Start vom Grundton c’ in der Intervallab-

folge (1) (1) (1/2) (1) (1) (1) (1/2)

Man kann nun ausgehend von der C-Dur Tonleiter in 2 Varianten die fir eine Moll-Tonart einzuhal-

tende Intervallabfolge realisieren:

e Die Intervalle der C-Dur Tonleiter bleiben unverdandert, dann erfordert die einzuhaltende Intervall-
abfolge den Start bei a‘ bzw. eine kleine Terz tiefer bei a. = Es entsteht die Tonart a-moll (ohne
Vorzeichen wie C Dur).

e Der Start beim Grundton c’ bleibt bestehen, und es werden nach MaRgabe der einzuhaltenden
Intervallabfolge die von C-Dur bzw. a-moll nicht beanspruchten Tone aus der zugrunde liegenden
Naturtonreihe verwendet. = Es entsteht die Tonart c—moll (mit 3 Tonen, die jeweils ein b als Vor-
zeichen aufweisen).

a-moll
Av 275 16,5 293 367 22 a4 a4
1 1/2 1 1 1/2 1 %
Av 14,7 /9731 165 11 / 183 367 22| 147/ 293 165 275
3 Als b h/ c gis \d/ e/ f /fis \g/ gis <&
3 i v S 0__#0 K'Q #Geﬁ
O #O- b® 0 © @ Quarte Quinte IS(LE,(T: ?;,‘2{‘: Se??i;e Sergti:m OIZt:‘\;e
i, Dton, KR it e 2933 = 32 3667 396 4125

220Hz "534 ja44 2475 264 275

In der zu C-Dur gehérenden Moll-Tonart a-moll ist die Abfolge der Ganz- und Halbtonschritte veran-
dert, weil eine kleine Terz tiefer mit der Tonleiter begonnen wurde. Bis auf eine Ausnahme stimmen
die Tonhohen in der C-Dur- und a-moll-Tonart Uberein: Der Ganzton in C-Dur bildet die Quarte in a-
moll, ist aber um einen kleinen Betrag, das Syntonische Komma, erniedrigt: (297/293,3) = (81/80).
Hier miisste, um die reine Stimmung korrekt aufrecht zu erhalten, bei der Intonation fiir den Ton d*
eine Korrektur angebracht werden, d.h. man miisste bei Instrumenten mit fixierten Intervallen ein
zusatzliches Intervall einfiigen, wenn die reine Stimmung gewahrleistet bleiben soll.
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Man erkennt, dass in diesem Fall gegeniiber der C-Dur-Tonleiter keine Intervalle auftreten, die nicht
bereits in der auf den Grundton ¢’ gegriindeten Naturtonreihe vorhanden waren. Es ist daher nahe-
liegend, die c-moll Tonart nun auch noch durch die zugeho6rige Dur-Tonleiter Es-Dur zu erganzen, die
eine kleine Terz héher beginnt.

Es-Dur
Av 39,6 39,6 26,4 52,8 52,8 66 39,6
1 1 1/2 1 1 1 1/2
Av 21,1/14,1 44 23,8 158 26,4 52;8 31,7 21,1 42,2 23,8 39,6
es’ &' fes' f/ ges’ ¢ as’ b*/ h* \c*/ des'\ d¥ es‘

r b0
bg O O O
Prime D:a?n Kleine GroRe Kleine GroBe Quarte Quinte Kleine GroRe Kleine  GroBe  pytave

Halbton SekundeSekunde Terz  Terz 422,4 475,2 Sexte Sexte Septime Septime
3168 3370 352 3564 3802 39 S06d “exp SI0ET Sea . 6336

Folgerichtig ist in Es-Dur der GroBe Ganzton, es handelt sich um den Ton f, gegeniiber der Quarte in
der c-moll Tonart um ein syntonisches Komma erhdht: (356,4/352) = (81/80).
Zusammenfassend kann man feststellen: Auf der Basis einer auf den Grundton c gegriindeten Natur-
tonreihe kdnnte man in den Tonarten C-Dur, a-moll sowie Es-Dur und c-moll in reiner Stimmung
musizieren, wenn man zusatzliche Tone zur Korrektur von d und f einrichtet und diese einbezieht, je
nach dem man in Dur oder Moll intoniert: Dazu wiirde bei Instrumenten mit fixierten Ténen eine
Tastatur von (12 + 2) x 7,5 Oktaven = ca. 105 Tasten ausreichen.

Solche Musik ware aber wohl langweilig. Man mdochte auch Naturtonreihen musikalisch in reiner
Stimmung nutzen, die sich aus den anderen Grundtdnen innerhalb einer Tonleiter ableiten, und das
schlieBt dann zugleich die Forderung ein, von einer Tonart in eine andere Uberleiten zu kénnen.

Dur Ces Ges Des As Es B F C G D A E H Fis Cis
(7b) (6b) (5b) (4b) (3b) (2b) (b) (#) (2#) (3#) (4#) (5#) (e#) (7#)

moll as es b f c g d a e h fis «cis gis dis ais
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I1l. Modulation von einer Tonart in eine benachbarte Tonart

* Der Ubergang von C Dur nach G Dur in reiner Stimmung

Multiplikation der Intervalle der C Dur Tonleiter mit dem Intervall der Quinte (3/2) liefert sdmtliche

Tone der G-Dur-Tonleiter.

Man startet also mit der Quinte der C-Dur—Tonleiter, dem ,,g“ als Prime der G-Dur-Tonleiter und hat
nun der fiir Dur-Tonarten geltenden Vorschrift zur Abfolge von Ganz- und Halbtonschritten zu folgen.

Av 495 495 33 66 66 82,5 495
G-Dur | 1 1 12 1 1 1 112
Av 26,4 176\55 297/ 198 33\ 66\ 396 264 82,5 49,5
gl gisi asl al b& hf Cli d(l es(l eH fi( fisll gn
\ y [ : #e Q
e O ©
, e *
4000 O
P‘§ Kleine Kleine Géol;e Qljrar'teﬁiaﬁnt'e' Kleine  GroRe Kieif@ Groie  Oktave
ST N O I R I R
Halbton Seé.(;nde
i 4224 '
Av B 3 2 4 M 55 L33
1 1 172 11 1 2
AVATS M7 37 198 \132 22 @44 264/ 76 352 \198 33 |
¢t Cis‘ desx d‘ es’ e f‘ g. asA ax bs h‘ ic.'s
g —te—b—>
o & O o
b b - i i “Kei GroR Okt
O FO W U Gk O e e e Sepme 2t
2"6"4';“91 Sekunde A T 4224 440 4752 495
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Es ergeben sich an 2 Intervallen Verstimmungen, und es tritt ein neuer Ton auf, der in der C-Dur

Tonleiter nicht enthalten ist.

1. Ausgehend von ¢ als
Grundton verlangt die
Dur-Abfolge die groRe
Septime fis* (in C-Dur
nicht enthalten): *

2. Ausgehend von ¢’ wird a‘ durch
die groRe Sexte gebildet:
a‘ = 264 = 5/3 = 440 (Kammerton)
Ausgehend von g = 264 #3/2 = 396
wird a‘ durch den groRen Ganzton

3. Das in G-Dur nicht verwendete
f* ist mit 712,8 Hz etwas hoher
als f“mit 704 Hz in C-Dur

aebildet: a“ = 396 * 9/8 = 445.5 Hz

396+15/8 = 742.5 Hz

= Syntonisches Komma

712,8 _ 81 —10125

4455 81

= Syntonisches Komma |—=
440 80

=1,0125

704 80

Die beim Ubergang von C nach G-Dur eintretende Verstimmung bei zwei Intervallen wird durch das

Syntonische Komma beschrieben.
Es ergibt sich aus der Differenz zwischen groRem und kleinem Ganzton:
GroBer Ganzton GG - Kleiner Ganzton KG: (9/8) : (10/9) = 81/80

Das Produkt der Frequenzverhidltnisse bzw. das Aneinanderfiigen der Intervalle von

GG und KG ergibt die GroBe Terz GT: (9/8) x(10/9) =90/72=5:4
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Zusammenfassend kann man feststellen:

In der reinen Stimmung erklingen Oktaven und Quinten rein. Das schlieRt beim Ubergang in eine

nachste Tonart (Tetrachord-Folge) ein:

e Ausgehend von C- nach G-Dur Aufkommen eines neuen Tones, ,fis“ der in der Ausgangstonart
nicht vorhanden ist,

e Verstimmung des Ganztones in G Dur gegeniliber der GroRen Sexte in C Dur, im obigen Fall a‘ um
ein syntonisches Komma in der Folgetonart

e Verstimmung der Quarte in der nachsten Oktave von C Dur durch die Kl. Septime in G Dur, f“/f
(f“ wird aber musikalisch in G Dur nicht beansprucht)

* Der Ubergang von G Dur nach D Dur in reiner Stimmung

Multiplikation der Intervalle der G Dur Tonleiter mit dem Intervall der Quinte (3/2) liefert séimtliche
Téne der D-Dur-Tonleiter.

Man startet also mit der Quinte der G-Dur-Tonleiter, dem ,d“, als Prime der D-Dur-Tonleiter und hat
nun der fir Dur-Tonarten geltenden Vorschrift zur Abfolge von Ganz- und Halbtonschritten wiede-
rum zu folgen. Es ergeben sich erneut an 2 Intervallen Verstimmungen, von denen nur einer in D-Dur
musikalisch wirksam ist: Ausgehend vom ,,d “ ist der GroRe Ganzton, das,, e’ “, mit 668,25 Hz in der
D-Dur-Tonleiter hoher als ,,e’ der G-Dur-Tonleiter”. Diese Verstimmung ist das syntonische Komma.
AuBerdem tritt in Ergdnzung zum ,fis“ ein neuer Ton auf, der in der G-Dur-Tonleiter nicht enthalten
ist, ,cis”.

* Der Ubergang von C Dur nach F Dur in reiner Stimmung

Multiplikation der Intervalle der C-Dur-Tonleiter mit dem Intervall der Quarte (4/3) liefert séimtliche
Téne der F-Dur-Tonleiter.

Man startet also mit der Quarte der C-Dur-Tonleiter, dem ,,f* “ als Prime der F-Dur-Tonleiter und hat
nun wiederum der fiir Dur-Tonarten geltenden Vorschrift zur Abfolge von Ganz- und Halbtonschrit-
ten zu folgen. Es ergeben sich erneut an 2 Intervallen Verstimmungen, von denen nur einer in F Dur
musikalisch wirksam ist. Ausgehend vom ,f* “ ist die GroRe Sexte, ,,d “ mit 586,67 Hz in der F-Dur-
Tonleiter gegenlber dem GroRRen Ganzton ,d*“ “ in der C-Dur-Tonleiter mit 594 Hz um ein syntoni-
sches Komma erniedrigt. AuRerdem tritt ein neuer Ton auf, der in der C-Dur-Tonleiter nicht enthalten
ist, ,b“ “anstelle von ,h* “.

Zusammenfassend ist festzuhalten: In der reinen Stimmung schlieRt die Modulation in eine benach-
barte Tonart folgende Veranderungen ein:
e Aufkommen eines neuen Tones, der in der Ausgangstonart nicht vorkommt.
e Verstimmung eines Ganztones um ein syntonisches Komma in der Folgetonart — in obigen Beispie-
len
- von der GroRen Sexte in C Dur zum GroRen Ganzton in G Dur (Erh6hung)
- von der GroRen Sexte in G-Dur zum GroRen Ganzton in D Dur (Erh6hung)
- vom GroRen Ganzton in C-Dur zur GroRen Sexte in F-Dur (Erniedrigung).

Nach diesem Befund erscheint es moglich, einstimmig und bei freier Tonbildung wie z. B. im Gesang
und ebenso mit bestimmten Blasinstrumenten unter Aufrechterhaltung der reinen Stimmung stu-
fenweise durch samtliche Tonarten zu modulieren; denn je nach Tonart, in der gerade intoniert wird,
sollten sich die Verstimmungen, die aus der Verknlipfung der auf verschiedenen Grundténen basie-
renden Naturtonreihen resultieren, zumindest sehr weitgehend korrigieren lassen.

Ebenso waren in Oktaven gestimmte Saiteninstrumente theoretisch denkbar, die eine zu jeder
Tonart angepasste Intonation durch freie Wahl der Tone, ggf. unter Verwendung der Finger beider
Hande, zulassen. Es sind dann aber nach MaRgabe der reinen Stimmung recht viele Einzelténe in
Betracht zu ziehen: Jeder der 12 Partialtone innerhalb einer Oktave ware mindestens durch einen um
ein syntonisches Komma groReren und einen ebenso verminderten Ton zu ergdnzen, und auRerdem
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kommt pro Tonart noch ein weiterer Ton hinzu, je Oktave also 36 +14 = 50 Intervalle, die der Musiker
innerhalb einer Oktave treffsicher zu intonieren hatte.

Es ist dann in einem nachsten Schritt noch der Frage nachzugehen, ob und inwieweit die reine
Stimmung im Fall mehrstimmiger Musik bei der Modulation in benachbarte Tonarten aufrecht
erhalten werden kann, etwa unter Verwendung von harmonisch klingenden Akkorden in der einen
Tonart und ob diese ohne Verletzung der reinen Stimmung in die neue Tonart transponiert werden
kénnen.

*Als Grundlage der tonalen Harmonik (Rameau 1683-1764) gelten die Basisdreiklange

Tonika, Subdominante und Dominante,

in C-Dur mit

c als Grundton der darauf gegriindete Tonika-Dreiklang ¢ —e —g: GroRe Terz (5/4)*Kleine
Terz(6/5) = (3/2) Quinte,

g als Quinte vom Grundton und dem darauf gegriindeten Dreiklang Dominante g — h — d: Grol3e
Terz (5/4) * Kleine Terz (6/5) = (3/2) Quinte,

f als Quarte vom Grundton und dem darauf gegriindeten Dreiklang Subdominante f —a — c: Gro-
Re Terz (5/4)*Kleine Terz (6/5) = (3/2) Quinte

in ¢ moll mit

c als Grundton und darauf gebildetem Dreiklang Tonika c — es — g : Kleine Terz (5/4)*GroRe Terz
(6/5) = (3/2) Quinte,

g als Quinte vom Grundton und dem darauf gegriindeten Dreiklang Dominante g — b — d: Kleine
Terz (5/4)*GroRe Terz (6/5)= (3/2) Quinte,

f als Quarte vom Grundton und dem darauf gegriindeten Dreiklang Subdominante f —as — c: Klei-
ne Terz (6/5) *GroRe Terz (5/4) = (3/2) Quinte

In Erweiterung lasst sich die folgende Zusammenstellung aufschreiben

Tonika = Dominante = Subdominante =

* Grundton der Tonart (Stufe I), * Quinte vom Grundton (Stufe V), * Quarte vom Grundton (Stufe 1V),
c fur C-Dur, a fiir a-moll g fur C-Dur, e fir a-moll f flir C-Dur, d fur a-moll
g fir G Dur, e fur e moll d fiir G Dur, h fir e moll c fir G Dur, a fur e moll
f flr F Dur, g fiir d moll c far F Dur, a fur d moll b fir F Dur, g fur d moll

* Der darauf errichtete Dreiklang * Der darauf errichtete Dreiklang * Der darauf errichtete Dreiklang
c-e-g (GT +KT = Qi) fur C Dur g-h-d (GT +KT = Qi) fiir C Dur f-a-c (GT +KT = Qi) fir C Dur
a-c-e (KT+GT = Qi) fur a moll e-g-h (KT+GT = Qi) fiir a moll d-f-a (KT+GT = Qi) fuir a moll
g-h-d (GT +KT = Qi) fuir G Dur d-fis-a (GT +KT = Qi) fiir G Dur c-e-g (GT +KT = Qi) fiir G Dur
e-g-h (KT +GT = Qi) flr e moll h-d-fis (KT+GT = Qi) fur e moll a-c-e (KT+GT = Qi) fur e moll
f-a-c (GT +KT = Qi) flr F Dur c-e-g (GT +KT = Qi) fur F Dur b-d-f (GT +KT = Qi) fiir F Dur
d-f-a (KT +GT = Qi) fir d moll a-c-e (KT +GT = Qi) fir d moll g-b-d (KT +GT = Qi) fur d moll

Durch die von den Intervallen I, V und IV abgeleiteten Dreiklinge Tonika, Dominante und Sub-
dominante werden simtliche Téne einer Tonleiter in Terzschichtung in Beziehung gebracht. Bei
der Modulation in eine Nachbartonart dndern sich 2 Téne, einer mit Vorzeichenwechsel, der

andere um ein syntonisches Komma

= Die Modulation erfolgt in zwei Stufen:
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Modulation von C Dur iiber e moll nach G Dur

1. Stufe: Ubergang von C-Dur in die zu G Dur gehérende Paralleltonart e-moll mit Erhéhung von f auf
fis.

2. Stufe: Ubergang in die Zieltonart mit Erhéhung von a = 440 Hz um syntonisches Komma auf a =
445,5 Hz

c-e-g = g-hd =  h-d-fis =  d-fis-auss = g-h-d
Tonika(C-Dur) Dominate(C-Dur) Dominante (e-moll) Dominante (g-Dur) Tonika (G-Dur)

Modulation von C Dur iiber a moll nach F Dur

1. Stufe: Ubergang von C-Dur in die Paralleltonart a-moll mit Erniedrigung von d = 297 Hz um synt.
Komma auf 293,33 Hz
2. Stufe: Ubergang in die Zieltonart mit Erniedrigung von h auf b

c-e-g = f-a-c = d293,33-f-a = b-d293‘33-f = f-a-c
Tonika(C-Dur) Subdominate(C-Dur) Subdominante (a-moll) Subdominante (F-Dur) Tonika (F-Dur)

Es handelt sich in der Zusammenstellung um reine Dreiklange, und es sollte demnach problemlos
moglich sein, den Ubergang von einer Tonart in eine benachbarte zu realisieren, ohne dass die reine
Stimmung einer Einschrankung unterliegt.

Bei freier Tonbildung wie im Gesang sowie mit bestimmten Blasinstrumenten erscheint die stu-
fenweise Modulation nicht nur einstimmig, sondern auch mehrstimmig in Akkorden (also auch in
Choren und Kapellen von Blasinstrumenten mit frei bestimmbarer Intonation) durch sdmtliche Ton-
arten unter Aufrechterhaltung der reinen Stimmung moglich; denn je nach Tonart sollten sich die
Verstimmungen, die aus der Verknilipfung der auf verschiedenen Grundtdnen basierenden Naturton-
reihen resultieren, zufriedenstellend korrigieren lassen.

Ebenso waren in Oktaven gestimmte Saiteninstrumente theoretisch denkbar, die eine zu jeder
Tonart angepasste Intonation durch freie Wahl der Téne ggf. unter Verwendung der Finger beider
Hande zulassen. Es sind dann aber nach Maligabe der reinen Stimmung recht viele Einzeltone in Be-
tracht zu ziehen: Es sei hier nochmals hervorgehoben, dass offenbar jeder der 12 Halbtdne innerhalb
einer Oktave mindestens um einen um ein syntonisches Komma grofReren und einen ebenso vermin-
derten Ton zu ergdnzen ware, und aullerdem kommt pro Tonart noch ein weiterer Ton hinzu, je Ok-
tave also 36 + 14 = 50 Intervalle, die der Musiker treffsicher zu beherrschen hatte.

Bei Instrumenten mit durchgangig fixierten Intervallen (Klavier, Cembalo, Orgel) erscheint bei 7,5
Oktaven mit dann nahezu 400 Tasten eine Konstruktion unter konsequenter Aufrechterhaltung der
reinen Stimmung wohl kaum realisierbar, und auch die Bedienung ware doch wohl extrem an-
spruchsvoll.

Ausgehend von den Erkenntnissen der Griechen nahm die Entwicklung im Mittelalter zu-
nachst einen anderen Verlauf

IV. Die Pythagoreische Stimmung
Die Abstande der Tone, die Intervalle, sind durch reine Quinten definiert

Pythagoras (-570 bis -510)

fand aus seinen Experimenten am Monochord heraus, dass

o Oktaven mit einer héchst moéglichen Konsonanz wahrgenommen werden,

e ausgehend von einem Grundton harmonisch klingende Tonstufen innerhalb einer Oktave durch das
Verhaltnis kleiner ganzer Zahlen beschrieben werden kdnnen,

e sich die Tonstufen, die innerhalb einer Oktave auftreten, durch eine Abfolge reiner Quinten erzeu-
gen lassen, wenn man sie durch Re-Oktavierung immer wieder in die Ausgangsoktave zuriickver-
setzt,
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e der Ditonus = 2 Ganzténe mit dem Zahlenverhiltnis (9/8)% =81/64 in der seinerzeit Uberwiegend
einstimmigen Melodienfiihrung Akzeptanz findet — die groRRe Terz mit dem Zahlenverhiltnis 5/4 =
1,25 lag damals nicht im Blickfeld. Vermutlich resultierte der Ditonus auch aus dem Bediirfnis, den
grofden Ganzton als Untereinheit der Oktave in die Hand zu bekommen, was unter Einbeziehung
des Limma als Halbton auf Grund einer speziellen Definition ja auch gelang.

Aristoxenos (-360 bis -300), Schiiler des Aristoteles und wohl erster Musiktheoretiker,

o schuf Begriffe wie Tondauer und Rhythmus,

e erkannte die Oktave als Summe von Quinte und Quarte: Ok = Qi + Qa = (4/3)*(3/2) = 2/1,

e erkannte den Ganzton als Differenz zwischen Quinte und Quarte: GG = Qi-Qa= (3/2):(4/3) = 9/8,

e definierte den Ganzton GG mit (9/8) als eine Grundeinheit GG = 2 Qi — Ok = (3/2)**(1/2) = 9/8,

e definierte den pythagoreischen Halbton, das Limma, als Qa — Ditonus =3 Ok -5 Qi =
2°%(2/3)°= 256/243 und ersetzte einen Ganzton durch 2 derartige Halbtdne in dem Bestreben, die
Oktave auf diese Weise aus 5 Ganztonen und 2 Halbténen, insgesamt also aus 6 groflen Ganztonen
GG zu konstruieren: 6 Ganzténe sind aber etwas groRRer als eine Oktave:

(9/8)°=2,0272865, das heilt 6 GG > Ok,

und da das Limma nicht korrekt ein halber Ganzton ist, folgt daraus ein weiterer Halbton, die Apo-
tome, der pythagor. chromat. Halbton: GG — Limma = 7Qj - 4 Ok = (3/2)"* 2* = 2187/2048 und fir
die KorrekturgroRe, das Pythagoreische Komma = Apotome - Limma = 12Qj-7 Ok: (3/2)'%:2” =
1,0136433,

e definierte den Tritonus als halbe Oktave = 3 GG = (9/8)*= 729/512, allerdings ist 3 GG > 1,

e schrieb fiir die Quinte = 3 GG + Limma (9/8)*+(256/243) = 3/2, woraus

e fiir die Quarte = 2 GG + Limma oder Ok — Qi = 4/3 folgt.

Die Zusammenstellung der Intervalle der pythagoreischen Tonleiter lasst erkennen:

e Grundintervalle der Pythagoreischen Tonleiter sind Oktave Ok und Quinte Qi.

e Aus diesen beiden Intervallen lassen sich samtliche Tone dieser Tonleiter konstruieren. Demge-
geniiber ist in der reinen Stimmung (Naturtonreihe) zusatzlich noch die GroBe Terz GT essenziell.

Die Pythagoreische Tonleiter weist wie die Dur-Tonleiter der reinen Stimmung die gleiche
Abfolge von Ganz- und Halbtonschritten auf:

1 1 Yo 1 1 1 Yo

In den Kirchentonarten des Gregorianischen Chorals ist eine solche Abfolge von Ganz- und Halbton-
Schritten stets befolgt, wenn man die Intervalle der Oktave nacheinander als Grundton wahlt. Mit
Start von c als Grundton ergibt sich eine pythagoreische Tonleiter (lonisch), die zwar in der Folge der
Ganz- und Halbtonschritte der C Dur Tonleiter der reinen Stimmung entspricht, sich von dieser je-
doch markant unterscheidet, da Mehrstimmigkeit mit harmonischen Dreiklangen nicht gegeben ist.
Ebenso besteht zwischen der Tonleiter mit Start von a (dolisch) nur eine formale Analogie zur a moll
Tonleiter der reinen Stimmung.
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Es handelt sich um einstimmige Musik, auch wenn ein Bordun hinzutritt. In den Klosterschulen der
Gregorianik wurde jahrhundertelang nach dieser Ordnung intoniert.

Im Folgenden ist die pythagoreische Tonleiter in C Dur mit Einfligung von Limma und Apotome an
zwei Stellen dargestellt.

1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 243/128 2
A 1 1 1/2 1 1 1 1/2
9/8 9/8  256/243  9/8 9/8 9/8 256/243
¢ des_[ cis: d: ef f gi a'ss '-gis‘ a h¢ c™
 Ganzton . Ganzton  Limma Ganzton # Ganztor, AGanzton  Limma
AviHz /33 37125, 17875 44" S 495 - ;55,69 7 26,82
’ W L d o b (@) et
& QO > 4172 — -
: i oRe ave
- .b ® #@ O Ditonus (315uza |:__te Quinte e Séxte gégﬁﬁ,e 528 =
Prime Limma Apoto- Ganzton 334,125=  2gaxa/3 322'3 2 445,5 = " 264x2/1
264Hz 2781 M€ GG 297= 264%81/64 oy i 264x3/209/8 30L188=
281,9 264x9/8 A= Qi 4 264x3/2x81/
GG = 2GG= Ok-Qi et GSp = ok
SQiok  4Qi-20k Qi+ Qi+2GG

Da der pythagoreische Halbton, das Limma, durch die Differenz Qa — Ditonus = 30k — 5Qi definiert
ist und der chromatische Halbton, die Apotome = GG — Limma, zusammen mit Limma den GroBen
Ganzton GG = 2 Qi — Ok bilden, samtliche Intervalle aber durch die Oktave und Quinte bestimmt
sind, folgt zwangslaufig: Apotome — Limma = 12 Qi — 7 Ok, was gleichbedeutend ist mit 12 Qi — 6 Ok
= 6*(2Qi — Ok) > Ok. Nach dem Einfligen der Intervalle in die Oktave besteht eine Fehlanpassung
zwischen Ok und Qi. Durch die Definition des Limma wird die Fehlstellung in den GroRen Ganzton
verlagert, um zu gewahrleisten, dass die Summe (Multiplikation) der Intervalle die Oktave = 2/1
ergibt.
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Pythagoreisches Komma = Apotome — Limma = 12 Qi — 7 Ok

> =1,01364326

Pythag .Komma = Ap_otome 2187 243 531441 bow. |3 12* ., _ 531441
Limma 2048 256 524288 524288

Bei einer Stimmung in reinen Quinten, z. B. bei einem Saiteninstrument, sind die Oktaven
um ein pythagoreisches Komma vermindert, um etwa 1/5 eines diaton. Halbtons; denn

5 1/8
(1,0136733) =1,0703 ~16/15 = 1,0667 oder 1/8 Grofler Ganzton GG (9/8) =1,0148

Die Modulation der pythagoreischen Tonleiter erhellt
eine Reihe interessanter Befunde
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e Es tritt beim Ubergang von einer Tonart in eine Nachbartonart nur ein neuer Ton auf, im obigen
Beispiel ,fis“, der in der Ausgangstonart nicht enthalten ist. Im Unterschied zur reinen Stimmung
unterbleibt die Verstimmung eines weiteren Tones durch ein syntonisches Komma. Samtliche In-
tervalle der C-Dur Tonart werden in G Dur reproduziert mit der Ausnahme, dass ,f“ durch ,fis“y
ersetzt ist.

e Die bei der Modulation durch die Tonarten realisierte Abfolge reiner Quinten lasst erkennen, dass
dabei samtliche Toéne der pythagoreischen Tonleiter generiert werden, zwar in verschiedenen Ok-
taven, und da letztere mit 2/1 fixiert sind, erhdlt man bei Re-Oktavierung tatsachlich die innerhalb

einer Oktave liegenden Intervalle — es wurden bisher nicht alle Halbtonschritte in die Tonleiter
eingetragen:

’as ’Q 9 i cl g: dll all elll hlll fis o cislllll gi_slllll
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Die pythagoreische Tonleiter impliziert eine Stimmung in reinen Quinten, und diese erzeugt gemal
12 Qi > 7 Ok nach 12 Quinten liber den Tonraum von 7 Oktaven eine Differenz zwischen ,,gis“ und
»as” bzw, ,cis“ und ,des” oder ,dis” und ,es” etc. In jedem Ganztonschritt stecken Limma und
Apotome und die Differenz ist ein pythagoreisches Komma. Verriickt ist, dass hier ,,gis > ,,as“ und
»Cis“ >, des” sowie ,dis > , es” etc., aber das liegt daran, dass mit 12 Qi das Intervall von 7 Ok

Uberschritten wird
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® Die pythagoreische Tonleiter impliziert damit eine Reihe von als dissonant empfundenen Akkorden

—> die Wolfsquinte: 7 Ok > 11 Qj,
z B. ,,cis“/“as" oder ,gis“/“es"

Die Wolfsquinte ist eine um das

pythagoreische Komma verminderte Quinte

\

\
\ |27 #(2r3)" =147981=

262144
177147

\

(3/2): 1,01364326 = 1,47981

= den Tritonus = 3 GroRe Ganzténe GG = halbe Oktave (1 < 3 GG) (9/8)*= 729/512, z. B. das Teufels-
intervall f/h (nicht Bestandteil der Naturtonreihe), kommt im Dominantseptakkord vor, auch in Zi-
geunertonleiter, wird verwendet, um Dédmonisches auszudriicken: Fidelio Paukenmotiv Kerkerszene,
Mussorgski Baba Yaga, Wagner Fliegender Holldnder, Chopin Etiide 10/3, Chromatischer Tritonus

—> den Ditonus = 2 GroBe Ganzténe GG anstelle der Terz der Naturtonleiter — letzterer wurde erst
ab der Renaissance im Zusammenhang mit dem Wunsch nach harmonischer Mehrstimmigkeit
zugunsten der GroRen Terz aufgegeben: (81/64) = 1,2656 klingt scharfer als die GroRe Terz der

reinen Stimmung (5/4 = 1,25).



http://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Quintenspirale_rechts_links.png
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Die Pythagoreische Tonleiter mit Eintragung samtlicher Halbt6ne

1 9/8 81/64 4/3 3/2 27/16 243/128 2
A 1 1 1/2 1 1 1 1/2
9/8 9/8 256/243 9/8 9/8 9/8 256/243
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Offenbar wird beim Ubergang von einer Tonart zur nichsten jeweils einer der Halbténe in die neue
Tonleiter einbezogen, zum Beispiel beim Ubergang von C nach G Dur der Tritonus fis 375,9 x 2 =
751,8 Hz. Es kommt demnach zu den auch hier 12 Halbténen der Tonleiter einer Oktave bei 14
Tonarten mit Vorzeichen jeweils ein Intervall dazu, pro Oktave ergeben sich so insgesamt 12 + 14 =
26 Intervalle, woraus bei 7,5 Oktaven bei fixierten Tonen eines Clavichords oder eines Cembalo 195
Tasten resultieren. Das ist etwa die Halfte gegeniber der Anforderung, die sich aus der Modulation
in reiner Stimmung (Naturtonleiter) infolge der zusatzlichen Verstimmung mindestens eines Tones
durch das syntonische Komma ergibt.

Bei Beschrankung des Tonraumes auf weniger Oktaven ist die pythagoreische Stimmung wohl auch
bei Tasteninstrumenten instrumentell und spielerisch bewaltigt worden. Unbefriedigend blieb da-
bei das Auftreten dissonanter Intervalle, umso mehr als zur Zeit der Renaissance im Zusammen-
hang mit dem Aufkommen des Wunsches nach mehrstimmiger Musik unter Verwendung von Ak-
korden die reine groRe Terz gegenliber dem Ditonus im Interesse eines Wohlklangs den Vorzug er-
hielt.

Bei in Quinten gestimmten Saiteninstrumenten Violine, Viola, Violoncello ist mit 4 Saiten der Ton-
umfang auf 4 Quinten und wenig mehr als 3 Oktaven beschrédnkt. Hier lasst sich durch geeigneten
Fingersatz eine weitgehende Anpassung an die rein klingende Stimmung herbeifiihren. Problema-
tisch erscheint dann nach wie vor die Anpassung beim Zusammenspiel mit einem Clavichord oder
Cembalo.

AbschlieBend ist noch anzumerken, dass aufgrund des Zusammenhangs Qi = Ok — Qa und damit 5
Ok > 12 Qa bei einer Stimmung in reinen Quarten (Gitarre, Kontrabass) eine Umkehr in der Abfolge
von Limma und Apotome eintritt, da 12 Quarten etwas kleiner als 5 Oktaven sind. Daher sind bei
einer Stimmung in reinen Quarten die Oktaven um ein pythagoreisches Komma erhéht

o e ge 12 12
5 Oktaven dividiert durch 12' Quarten erge- 25 o 4 — 31560292 — 2° - 4 10136733
ben ebenfalls das pythagoreische Komma 3 3

Es bleibt, die Frage zu beantworten, warum sich bei der Modulation von Tonart zu Tonart in der Na-
turtonreihe bei reiner Stimmung, der gleichfalls eine Abfolge von Quinten zugrunde liegt, die in glei-
cher Weise wie bei der pythagoreischen Tonleiter die Intervalle der Tonleiter generiert, nicht gleich-
falls ein pythagoreisches Komma auftritt.
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Vergleich der pythagoreischen Tonleiter mit der Naturtonleiter in reiner Stimmung
Pythagoreische Tonleiter
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Wie der Vergleich zeigt, ist in der C Dur-Tonleiter in reiner Stimmung der Ton gegeniiber der pythagoreischen
Tonleiter an drei Stellen um ein syntonisches Komma erniedrigt.

In jeder beliebigen Dur-Tonart der reinen Stimmung sind gegeniiber der pythagoreischen Tonleiter
o GroRe Terz, GroRe Sexte und GroRe Septime um das syntonische Komma erniedrigt — das

sind die Intervalle, die eine GroRe Terz GT enthalten,
und in Moll-Tonarten der reinen Stimmung sind gegeniiber der pythagoreischen Tonleiter

o Prime, GroBer Ganzton, Quinte und Kleine Septime um ein syntonisches Komma erniedrigt —
das sind die Intervalle, die keine GroRe Terz GT enthalten.

Der Zusammenhang wird im Eulerschen Tonnetz verdeutlicht.

Es handelt sich um eine Darstellung des Quint-Terz-Systems in Quinten-Reihen, die sich jeweils um
eine Grolle Terz GT und ein syntonisches Komma unterscheiden.
Da die GroRRe Terz GT nicht mit Quinten Qi darstellbar ist, stellte Leonhard Euler das Beziehungsge-

flecht der reinen Stimmung und pythagoreischen Stimmung mit Hilfe von Quinten-Reihen dar, die
sich jeweils um ein syntonisches Komma unterscheiden.


http://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
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Die Quinten reihen sich in horizontaler und die Terzen in vertikaler Richtung.

Ausgehend vom ¢ = 264 Hz gelangt man nach 4 Stufen reiner Quinten zum e = 1336,5 Hz, dessen Re-
Oktavierung 334,125 Hz ergibt, und diese Frequenz ist um ein syntonisches Komma grofRer als
e =330 Hz, das vom c aus durch die groRe Terz in reiner Stimmung erreicht wird.

Analog folgt ausgehend von f = 176 Hz nach 4 reinen Quinten a = 891 Hz, dessen Re-Oktavierung zu
a = 222,75 Hz fihrt, und diese Frequenz ist wiederum um ein syntonisches Komma hoher als das
durch eine groRe Terz zugangliche a = 220 Hz der reinen Stimmung.

Ebenso kann man vom Ton g = 396 Hz starten, gelangt nach 4 Stufen reiner Quinten zum h = 2004,75
Hz, woraus nach Re-Oktavierung h = 501,19 Hz folgt. Die grofRe Terz der reinen Stimmung ausgehend
von g zu h = 495 ist um ein syntonisches Komma niedriger.

Qinten-
reihen
Die reinen Tonleitern schreiben sich dann folgendermaRen:
Es-Dur es | f | .9 as|b|,c | d es | cmoll [, | d es | f | .9 as | b | ¢
B-Dur b (c| d es|f |, g | . b ,g-moll g | .a b c | d es [ f | g
F-Dur f gl .a b [c|d | e f ,d-moll d | e f gl .a b c|d
C-Dur c |[dle [f [g - h c [,amol [a [h [c [d]e [f |[g]a
G-Dur g [alh c [d|.e |fis|g | ,emol e | fis | g a|sh c d|e
D-Dur d |ef| fis |g |[a]l, cs | d | h-moll h | cs | d e | fis |g a|h
A-Dur a |h|cs|d [e] fis|,gs|a fissmoll | fis | ,gis | a h| s |d e | fis
Alternativ z.B. c-moll c d es | f | g as | 'b|c
Tonleitern

,X = um ein syntonisches Komma tiefer 'x = um ein syntonisches Komma héher

891 13655 200475 81
880 1320 1980 80

Auf Grund der Erniedrigung von 3 Tonen einer Dur-Tonleiter in reiner Stimmung um je ein syntoni-
sches Komma gegenliber der pythagoreischen Stimmung wird der durch das pythagoreische Komma
hervorgerufene Uberhang um nahezu 92 % vermindert, wohl aber nicht vollstindig kompensiert. Das
zeigt folgende Betrachtung:
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Da bei der pythagoreischen Tonleiter in der Oktave neben 5 GroRen Ganztdnen ein weiterer GroRRer
Ganzton durch zwei Halbtone, das Limma, ersetzt und letzteres etwas kleiner als ein halber Ganzton
ist, folgt fir das pythagoreische Komma = GG - 2 Limma

3

2
> (@j ~1,0136433 = 2oL
243 524288

Ebenso ergibt sich aus der Bildung des GroRen Ganztons gemaR GG = 2 Qi — Ok unter der Gultigkeit
von 6 GG > Ok und damit von 12 Qi > 7 Ok das pythagoreische Komma, indem man 12 Qi — 7 Ok
berechnet

=1,0136433

(g 2 o7 _ 129,746 531441
2) 128 524288

Aus den Formeln lasst sich eine Beziehung zwischen dem syntonischen Komma und dem pythagorei-
schen Komma herleiten. Da fiir das pythag. Komma = 12Qi— 70k gilt und fir das synton. Komma =
2 GG-GT bzw. mit GG = 2Qj — Ok die Kombination 4Qi — 20k — GT erhalten wird, folgt aus einer einfa-
chen Umstellung

Pythag. Komma = 12Qi - 70k - (4Qi — 20k — GT) + Synton. Komma bzw.
Pythag. Komma = 8Qi — 5 Ok + GT + Synton. Komma

8 8
Pythag. Komma = 3) %270 *§ *Synton. Komma = Pyt.Komma _ (3) %275 *E =1,0011291504
2 4 Synt.Komma 2 4

Man nennt diese restliche Fehlanpassung das Schisma Schisma

Das Schisma bedeutet, dass die durch das pythagoreische Komma bedingte Unstimmigkeit, die eine
Konsequenz aus der Abfolge reiner Quinten und deren ,Einpassung” in Oktaven darstellt, in der rei-
nen Stimmung infolge des Auftretens einer Intervallverminderung durch das syntonische Komma
weitgehend, bis auf einen Restbetrag von 8,3 % kompensiert wird

Man kann zeigen, dass ein solcher Befund ebenso durch die folgende Beziehung wiedergegeben
wird.

Pyt.Komma
Synt.Komma

-8
=10-8Qa =10 (gj =1,0011291504

V. Die ¥a Komma mitteltonige Stimmung

Sie ist eine empirische Abwandlung der pythagoreischen Stimmung, die in der Renaissance aufkam,
als das Bedirfnis nach Mehrstimmigkeit und damit die Einbeziehung von Dreikldngen Gestalt an-
nahm. Dreiklinge unter Einbeziehung der pythagoreischen GroRen Terz (Ditonus mit 81/64 =
1,26563) erweisen sich als nicht konsonant. Erst der Rickgriff auf die GroRe Terz der Naturtonreihe
mit 5/4 = 1,25 erbrachte in Dreikldngen die als Wohlklang empfundene Harmonie. Diese Anpassung
wurde offenbar rein empirisch vollzogen,

e indem 4 Quinten Qi je um % eines syntonischen Kommas vermindert sind, wodurch genau 4 die-

ser mitteltonigen Quinten Qi,, den 5. Partialton, die groBe Terz der reinen Stimmung, ergeben,
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e indem samtliche Intervalle weiterhin durch Ok und Qi.,, jetzt aber alternativ auch unter Einbezie-
hung der GroRRen Terz beschrieben werden kénnen (in der reinen Stimmung ist die Einbeziehung
der groRen Terz als Grundintervall allerdings keine Option, sondern unverzichtbar)

e und dadurch die gegeniiber der reinen Stimmung vorteilhafte Modulation in pythagoreischer
Stimmung weiterhin bestehen bleibt.

Die 1/4 Komma mitteltonige Stimmung bezieht also die groRe Terz anstelle des Ditonus in die Inter-

vall-Folge der Tonleiter ein, und die Quinten sind bei dieser mitteltdnigen Stimmung der pythagorei-

schen Tonleiter um ein Viertel des syntonischen Kommas verkleinert

{ gl dll all elll hlll fis qaaq Cislllll gislllll
264 Hz 334,125 Hz

Ausgehend vom Grundton c’ ergeben 4 Quinten aufwarts ein Intervall e’*, das im Vergleich zum Par-

tialton e’, der grolRen Terz der reinen Stimmung, um ein syntonisches Komma hoher ist, und dieser

Betrag wird bei den 4 Quinten zu je einem Viertel in Abzug gebracht. = Ditonus =4 Qi — 2 Ok

,as ,es b f ¢

3\ Im Vergleich |1:265625 81 334,125| Das syntonische Komma wird zu
(EJ 14 =1,265625 U 5/451,25 125 1,0125= 80 330 je % von der Quinte Qi subtra-
hiert.
und dadurch wird : - Synt.Komma = Ditonus —GT
exaktdieGrore | Qi = Qi — (syntonKomma)¥*| [
Terz GT der reinen synt.Ko.=2GG-GT = 81 *i
Stimmung gebildet 64 GT
3 81 \'* 3 (81x4Y""
Qi =>— =>:|==—2| =4/5=1,495349
2 64 +«GT 2 \ 64=5
GT=4Qi_-20k GT =[5} :4=2
— 4

Wie der Vergleich der pythagoreischen mit der % Komma mitteltonigen C Dur Tonleiter zeigt, besteht
eine homologe Beziehung zwischen beiden Tonleitern. Werden die Intervalle im ersteren Fall durch
Kombinationen von Ok (2/1) und Qi (3/2) beschrieben, so im Fall der mitteltonigen Stimmung durch
Oktave Ok (2/1) und mittelténige Quinte Qin, (5*%). Alternativ lassen sich die Intervalle der mitteltd-
nigen Stimmung auch unter Einbeziehung der groRen Terz GT = 5/4 konstruieren. Im Unterschied
dazu ist in der reinen Stimmung das Grundintervall GT neben Qi und Ok essenziell.

Im Folgenden ist die pythagoreische Tonleiter mit einer Auswahl von Halbténen der Tonleiter in
1/4 Komma mitteltoniger Stimmung gegenlibergestellt. Man erkennt, die Intervalle in beiden Stim-
mungen bleiben homolog, wenn man Qi der pythagoreischen Stimmung durch die verminderte Quin-
te Qi,, ersetzt, und es wird die GroRe Terz der Naturtonreihe exakt realisiert.
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Pythagoreische Tonleiter mit Halbténen (Auswahl)

1 9/8 81/64 4/3 1,5000 27/16 243/128 2
A 1 1 1/2 1 j 1 1 1/2
9/8 9/8 2564243 9/8 | 9/8 9/8 256/243
30k-5Qi 7G40k pyt KT Tdt KSe K.Sp 523
g GG YL bt GT Y Qa ! .onus - i A: GS S Ok.2CH GSP : b
(256/?__,43)(21s7{3o4s&qi_0k:.zok.3qt 4&_20}( ok 930K Qi fowda 3 o Ok Fok-2Gi5qiT0n Ok
c' des cis d'; es': ef f  fis g ‘as" - oa ; b h'i g“

: - ..( ) ° 5 o)

b @ S O L ;;6 501,188

| 352 37589 396 417,19 4455 469,33 ; 528
zgiz 278,12 2313 207 31289 334125  quarte Tritonus Quinte AL PytGr. Pak. BYLGr Ok
Prime Limma Apotome Ganz Y-%  LCEAAUS Qa 3GG exte  Sexte  Septime Ggp

ton Terz 2GG KSe KSe KSp
GG KT H
Ganaton Gapaton | Limma Ganzton Ganzton Ganzton Limma
¢ cis des d° Ses’ e \f /fis\g / as*h a' b\ hY ‘e

\
\

b@ \G/ v ® O . 44137 472,26 493,47
394,77 422,4 » 5 " 528
zs?uz 35’5 28248 295,16 31582 330 oA 36805 QiL 54 mikse mtGSe miksp mtGSp Ok
Prime Chemti DRLMHt mt.GG JMKT . GT=5/4 o o —mt 1,4953488 30k-4Qi, 305&05 20k-20i,  5Qi,~20k
7Qi_-40k 3Ok-5Qin§2Q'm‘0k m 4Qi,-20, Tritonus 8/5 | 12+Qi,3 (4/5+Qi,?) (5/4+Qi,)
(5/16+Qi,?) (B125+Qir’) _ 6Qi,-30k o .
Pythagoreische Tonleiter in s Komma mitteltoniger Stimmung

. 6
In pythagoreischer Ok < [le j denn Ok <6 GG GG =2 Qi -0k 12 Qi >7 0k
Tonleiter gilt Ok
N 6 - .m t. K 1/4 ) 1/4
In mittelténiger Ok > (Q'i ] denn | ¥ i 8: : :qur: " zog:(n:aénm Qi=Qi_ * (ZQ'élJ
Tonleiter gilt Ok m Ok? *GT
6
4GT)"?
Qim = (2 Ok + GT)"/* = (4%GT)"/* = 5% Ok > (% =GT* =1953125
3GT <Ok Drei grof3e Terzen < Oktave
Der misfit zur Oktave ist jetzt nicht Ok 2
mehr das Pythagoreische Komma, GroRBe Diesis ol e T 1,024
sondern in der mitteltonigen 3GT (5/4)

Stimmung die GroRe Diesis

diat.mittl. Halbton ~ (8/25) * Qi
chromat.mittl.Halbton  (5/16) *Qi’

=1,024
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Das Beispiel der Modulation von C nach G-Dur in der %4 Komma mittelténigen Stimmung zeigt, dass
nur ein zusatzlicher Ton generiert wird, der in der Ausgangstonart nicht vorkommt, das ,fis“ das
heiRt der Vorteil geringerer Anderungen bei der Modulation in pythagoreischer Stimmung gegeniiber
der Modulation in reiner Stimmung bleibt erhalten. Die Nichtlbereinstimmung der Oktave mit 3 gro-
Ren Terzen, die in der Diesis zum Ausdruck kommt, ist allerdings groRer als die Nichtlberein-
stimmung in der pythagoreischen Stimmung mit dem pythagoreischen Komma. An die Stelle des
Ditonus ist in der mitteltdnigen Stimmung die reine grolRe Terz getreten und mit ihr die Moglichkeit
der Bildung von Akkorden, die wir mittels unseres Gehororgans als angenehm (harmonisch) empfin-
den. Letzteres war wohl ein vorrangiges Anliegen bei der Konzipierung dieser Stimmung, die zur
Zeit Johann-Sebastian Bachs in der Stimmung von Orgeln vielfach angewendet worden sein soll.

Modulation von C nach G-Dur in der ¥ Komma mitteltdnigen Stimmung

G Dur
eS“A'-,' ex:g fls“ -..g“

s

394,77 441,37 493,46 528 590,32 660 737
422,4 472,26 S0 789,
264+Qi,, 30k-5Qi . 2Qi-0, 201 -3qi,, 4Qi,-20, Ok-Qi,, Qi,, oop 3Q| 3qi 5Qi, 20k 8?(5
Prime Diat. me.qt MGG mtkT " GT=5/4 Mt.Q3 mi.Qi my Kee nmt e mt'GSp
CDur
A 1 112 i 1 a4 112 1 A 112 K
¢ g’is &e‘s d* ”'ésx \.‘I e ’}." ‘_ f /," flS\ g /',"asl‘\ll‘ a‘ “/ b* h¢ “‘.‘ ct :,-': d“ esu"g'. ext f“ ..."‘g“
7 - N T o b@® ie b
LY — PN’ T § s — —
S O _#@
# 353 09 36895 394,77 422,4 441,37 472,26 49347 528 590,32 631,63 660 706,19  789,5
i 275% 2824 295,16 1125'326%30/ tQa “mt Qi = 30k-4Qi,3Qi,-Ok 20k-2Qi, 50,20k Ok  2Qi -0, 20k3Qi, 4Qi,-20, Ok-Qi,, Ok
Prime Chr. %'“,n‘ GG Tritonus 514 MtKSe "mt.GSe mtksp ~mtGSp mtGG KT ” Gr= 5/4 mt.Qa

VI. Die Intervalle in Cent und der Vergleich der drei Stimmungen

Um die Intervalle der verschiedenen Stimmungen besser vergleichen und die Unterschiede klarer
hervortreten lassen zu kénnen, wurde das ,Cent” als eine quantitative MaRzahl fiir Intervalle einge-
flhrt. Danach ist fiir die Oktave per definitionem ein Wert von 1200 cent festgelegt, woraus sich fir
die Oktav - Obertdne zum Grundton folgende Reihe ergibt

Intervall v, /v, =q GroRe Damit [asst sich auch das Frequenzverhdltnis = Intervall q
in Einheiten der Oktave k ausdriicken

1 Oktave 2 1200 Cent

2 Oktaven 4 2400 Cent q= 2k bzw. |Og q= k| Fir Intervalle gilt 1200 * log,q

3 Oktaven 8 3600 Cent 2

4 Oktaven 16k 4800 Cent Fiir die Berechnung wird log,q = log;0q/log:02 verwendet

k Oktaven 2 1200 * k Cent

Beispiele:
Qi = 1200+*log,(3/2) = 702 cent Qi,= 1200*Iog251/ %= 696,6 cent GG = 1200+log,(9/8) = 203,9 cent

Pythagoreisches Komma Syntonisches Komma Diesis

4
(8/2)*)_ 1200 * lo M=21511200 lod. — 2 — 41.06cent
1200*Iogz[ 57— | = 2346cent 9, 22 (la) *log, Gt cen
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Vergleich der Reinen Stimmung mit Pythagoreischer und
Mitteltoniger Stimmung in Cent

Mitteltonige Stimmung Pythagoreische Stimmung | Reine Stimmung (Naturtonleiter)
Intervall Frequenz- | Angabe | Intervall | Frequenz- Angabe | Intervall | Frequenz- Angabe
verhéltnis | in Cent verhéltnis q in Cent verhéltnis q | in Cent
q
Prime 1 0 Prime 1 0 Prime 1/1 0
(Chr.Halb- | (2516)5™ | 76 049 | Limma | 256/243=1,0535 | 90,22 | Diat.HIbt. | 16/15-1,0667 | 111,73
ton),, c-cis
Dit%tﬁHalb' (8/5)" 5 117,11 | Apotome | 2187/2048-1,0679 | 113 g9 KL.Gnzt. | 10/9-1,1111 | 182,4
c-des
Ganzton | (12*(E"2 | 193,2 | Ganzton | o0 ) ¢ 203,9 | Ganzton | g/8=1125 | 203,9
c-d ’ c-d
Ki.Terz |4 © | 3103 | PyklTerz | 35,571 1852 | 294,24 | Kl.Terz | g/5-17 | 31564
c-es c-es
Gr.Terz | 54=125 386,3 | Ditonus | g1/64-1,2656 | 407,82 | Gr-Terz | 5/4-125 | 386,33
c-e c-e
Quarte |2 0 503,40 | Quarte | 4/3-13333 | 498045 | Quarte |4/3-1333 | 498,04
c-f c-f
Tritonus | O8) "G | 579,47 Tfitf;_nus 729/512=1,42383 | 611,73 cfis | 45/32-14063 | 590,22
C-TIS
(Quinte) , | 5"=1495349 | 696,6 Quinte 3/2=1,5 701,955 | Quinte 3/2=1,5 701,955
c-g c-g
Kl.Sexte | 8/5=16 813,69 | Pytkl. | 128/81-1580 | 792,18 | Kl-Sext | g;5-1¢ 813,69
Sexte c-as c-as
Gr. Sexte | (1/2)%(5"41 889,74 P.g.Sexte | 27/16=1,6875 | 905,865 | Gr.Sext | 5/3-1,6667 884,36
C-a C-a
. *(B- Pyt.KI. 16/9=1,77778 | 996,09 Kl.Sept 16/9=1,7778 996,11
KI. Septim | 4™ ! ! .
P 1006,8 Sept c-b c-b 9/5=1,8000 | 1017,6
Gr.Septim (5/4)*514 1082,9 Pyt.Gr. 243/128=1,8984 | 1109,775 | Gr. Sep. 15/8=1,875 | 1088,27
Sept c-h c-h
Oktave 211=2 1200 Oktave 2/1=2 1200 Oktave 2/1=2 1200
Gr. Diesis 1,024 41,06 Pythag. 531441/524288 23,46 Synt. 81/80=1,0125 21,51
Komma =1,0136433 Komma
Vergleich der Abweichungen zwischen Reiner und Pythagoreischer sowie
Reiner und Mittelténiger Stimmung (% mit Bezug auf Reine Stimmung)
Intervall PrimDiaton. | Gr. Kl. Gr. |Quarte | Tritonus |Quinte| KI. Gr. Kl. Gr. Okt >
A/cent Halbton | Gzton | Terz | Terz Sexte | Sexte |Septim| Septime [*<a'§
Reine.St | 0 |+21,51 0 (+215 |-21,52] 0 -21,51 0 +21,51 | -21,51 0 -21,51 0 - 21,51
- Pyth.St +19,25% +6,81% |-557% - 3,64% ¥2,64% | -2,43% -2,0% +151%
Reine.St—| 0 |-538 [+10,7 | +5,34 0 -5,36 | +10,75 | + 5,36 0 -5,38 0 +5,37 0 +214
Milttelts. -4,81% |+5,25% | +1,7% -1,08% | +1,82% | +0,76% -0,61% +0,49% +35%

Man erkennt, von den 12 Halbton-Intervallen der reinen Stimmung

e stimmen 5 mit der pythagoreischen Tonleiter lGberein und 7 andere weichen um den Betrag von
21.5 cent mit alternierendem Vorzeichen von den entsprechenden Intervallen der pythagoreischen
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Tonleiter ab: +21,5 cent stehen in der ersten Tetrachordfolge -21,5 cent in der zweiten Tetrachord-
folge gegeniber, unkompensiert bleibt offenbar der Betrag von -21,51 cent des Tritonus,

e weist das Limma gegeniber dem diatonischen Halbton die grofite Abweichung auf, ist um 19,25%
gegenlber der reinen Stimmung erniedrigt, die grolle Septime die geringste Abweichung, sie ist um
2 % erhoht, und prozentual ergibt sich in der Summe eine positive Abweichung von 15,1 %, um die
die pythagoreischen Intervalle im Mittel gegeniiber der reinen Stimmung vermindert sind;

von den 12 Halbton-Intervallen der % Komma mittelténigen Tonleiter

e stimmen 4 mit der reinen Stimmung Uberein, die Abweichungen bei den anderen 8 Intervallen sind
geringer als beim Vergleich mit der pythagoreischen Tonleiter, dabei resultiert sowohl in der ersten
wie in der zweiten Tetrachordfolge eine positive Abweichung, ebenso beim Tritonus, so dass sich
auch in der Summe eine positive Abweichung von + 21,4 cent ergibt, die dem Betrag nach mit der
Abweichung zwischen reiner und pythagoreischer Stimmung vergleichbar ist,

e fillt die Summe der prozentualen Abweichungen mit 3,5 % wesentlich geringer aus als beim Ver-
gleich der reinen Stimmung mit der pythagoreischen Tonleiter, wobei im letzteren Fall der gréRere
Betrag ja nur durch den Tritonus verursacht wird — entscheidend ist offenbar die geringere
Schwankungsbreite der Abweichungen.

VII. Die gleichstufige Stimmung und Werckmeister Stimmung (Ill)

Die gleichstufige Stimmung, auch gleich schwebend genannt, teilt das pythagoreische Komma auf
die 12 Halbt6ne der pythagoreischen Tonleiter so auf, dass jedem der 12 Halbténe 1/12 des Intervalls
der Oktave zugeordnet ist: Die Oktave wird in 12 gleiche Stufen eingeteilt, und durch eine solche Art
von Verstimmung der pythagoreischen Intervalle wird die Quintenspirale zum Quintenzirkel ge-
schlossen. Es entsteht ein gleichstufiger Halbton HT . Der Zusammenhang mit den pythagoreischen
Intervallen ist wie folgt:

Gleichstufiger Halbton HT, ;. = 1/12 Oktave mit Frequenzverhéltnis ( = 2112 — 1\3/5 —100cent

HTg = Limma + (5/12)Pyt.Ko. GG, = GG — (2/12)Pyt.Ko. KTaist. = KTy + (3/12)Pyt.Ko.

243 | 2 27| 2

5
12 775
1200*I092%256{(3/2) } }:100cent

2
12 |12
1200*I092{Z:{(3/23) } }—ZOOcent

12
lZOO*IogZ{32 {(3/2)

= 300cent

GTg.5= 2 GG - (4/12)Pyt.Ko.

Qa, .= Qa + (1/12)Pyt.Ko.

1200+ log 2{

4
12 ﬁ
o 2] }

Tritg . = 3GG - (6/12)Pyt.Ko.

27

12
1200+ log, {g {(3/ 2)

1
12
=500cent

512 °| 27

12
1200 * |092{729 . |:(3/ 2)

6
12
= 600cent

64’ 27
Qig.= Qi - (1/12)Pyt.Ko.

KSexXg.st.= KSex,y+(4/12)Pyt.Ko.

1
12 15
1200+ log 2{2 : {(3/ 2) } } =700cent

27

4
12 |12
1200x*log, 1{128 * {M} } =800cent

81 27

GSeXy s=GSeX,:.- (3/12)Pyt.Ko.

3
2 |12
1200 Iog2{27 :[(3/ 2) } }: 900cent

167 27

KSepg +=KSepgy+ (2/12)Pyt.Ko. GSepg 5. =GSep,ye.- (5/12)Pyt.Ko. Ok s = Ok + (0/12)Pyt.Ko.

E 7

2
12 |12
1200 = Iogz{16 * {(3/22) } } =1000cent

128°| 27

5
12 172
1200*Iogz{243{(3/2) } }:noocent

0
12 |72
1200 * log, |i * {(3 /23) } } =1200cent
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Die Zusammenstellung zeigt, dass die Korrekturen um Anteile des pythagoreischen Kommas zur
Uberfiihrung der Intervalle der pythagoreischen Tonleiter in gleichstufige Intervalle alternierend
symmetrisch auftreten und sich mit Ausnahme der am Tritonus vorzunehmenden Korrektur kompen-
sieren.

Gleich- |Pythag | Korrekt. j Gleich- | Pythag | Korrekt | Gleich- |Pythag |Korrekt | Gleich- |Pythag |Korrekt | Gleich- |Pythag |Korrekt
stufig. Pyt.Ko. Jstuf. Pyt Ko. [stuf Pyt.Ko. [stuf. Pyt.Ko. | stuf. Pyt.Ko.

Qigst |Qi |- (112) |GGys. |GG |- (2/12) | GSexgist| GSexey |- (3112) | GTqist | Ditonus| - (4/112) | GSepq. | KSeppyt | - (5112)

Qagist. [Qa [+ (1/12) | KSepoist| KSepon |+ (2/12)| KTaist | KToy |+ (312)| KSexoist| KSexpy | + (4112)| HTgist. | Limma |+ (5/12)

Es ist von vornherein einleuchtend, dass mit einer derartig gleichférmigen Einordnung der Intervalle
in den Quintenzirkel bei der Modulation nach anderen Tonarten keine zusatzlichen Verstimmungen
auftreten. Lediglich ein Intervall tritt in der Folgetonart anstelle eines in der Ausgangstonart vorhan-
denen neu auf. Ohne naher zu prifen, wird davon ausgegangen, dass die gegeniiber der Modulation
in reiner Stimmung auftretenden Verstimmungen, wie sie durch das syntonische Komma verursacht
werden, unterbleiben. Die Vorteile des pythagoreischen Systems bei der Modulation, wie bereits bei
der % Komma mitteltonigen Stimmung, bleiben also auch in der gleichstufigen Stimmung erhalten.
Die gleichstufige Stimmung basiert ebenfalls auf den Grundintervallen Quinte und Oktave, kann
daher als eine weitere Abwandlung der pythagoreischen Stimmung (Abfolge reiner Quinten) aufge-
fasst werden.

Die konsequente Umsetzung der gleichstufigen Stimmung vermittelt aber in der Wahrnehmung
und Verarbeitung von Musik beim Horer eine gewisse Gleichformigkeit, lasst die Unterschiede in
der Klangfarbe, die den verschiedenen Tonarten eigen ist, weniger hervortreten. Diesen Nachteil

versuchen die im Barockzeitalter entwickelten Stimmungen auszugleichen.

Die 1681 von Andreas Werckmeister fir Tasteninstrumente eingefiihrten , Wohltemperierten Stim-
mungen®“, von denen vor allem die Version Ill weite Verbreitung gefunden hat, sind durch die Kombi-
nation von Intervallen der gleichstufigen Stimmung und einer eigens definierten mittleren pythagore-
ischen Quinte Qi,m gekennzeichnet, die sich von der % Komma mitteltdnigen Stimmung dadurch un-
terscheidet, dass sie um % eines pythagoreischen Kommas vermindert ist. Fiir diese Stimmung ist
charakteristisch, dass die haufig gespielten Tonarten reinere Terzen enthalten, die entfernteren Ton-
arten ,,scharfere”.

Die wohltemperierte Stimmung nach Werckmeister lll verwendet
e fiir den Halbton HT das pythagoreische Limma 256/243,

e fiir den wohltemperierten GroRen Ganzton GGy, = 2 Qipm — Ok mit einer eigens definierten mittle-
ren Quinte Qi,., die gegeniber der reinen Quinte Qi um % eines pythagoreischen Kommas ver-
mindert ist: Qi,m = [Qi - (12Qi-70k)¥*] - dabei ist bemerkenswert, dass sich GG,m auch durch die
Differenz von 6 gleichstufigen Halbténen HTy . und 2 reinen bzw. pythagoreischen Ganzténen GG
generieren lasst: GGym= 6HT,—2 GG, so dass man die Definition einer besonderen mittleren Quin-
te eigentlich nicht bendtigt,

o fiir die kleine Terz KT,,; wird wieder die durch die pythagoreische Stimmung definierte kleine Terz
genommen, die mit der reinen Quinte gemal KT = 20k — 3Qi, gebildet wird,

e fir die wohltemperierte groBe Terz GT,,, gilt GT,m = 3HT, . +Limma, und da Limma = 3 Ok-5Qi
und der gleichstufige Halbton HT . = Okl/u, ist auch die groBe Terz wie in der mitteltonigen
Stimmung durch die pythagoreischen Grundintervalle generierbar,

o fir die Quarte Qa gilt wie in der reinen und in der pythagoreischen Stimmung Qa = Ok — Qj,
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e fiir den Tritonus Trit, die Halfte der Oktave, werden nicht 3 GG, wie in der pythagoreischen Tonlei-
ter, sondern Quarte Qa und Limma gemaR Trit = Qa + Limma kombiniert, das heilst auch hier er-
weisen sich die Grundintervalle Ok und Qi des pythagoreischen Systems als hinreichend,

e fiir die wohltemperierte pythagoreische mittlere Quinte Qi,, wird die reine Quinte um % eines
pythagoreischen Kommas vermindert Qiym = [Qi - (12Qi-70k)1/4], woraus mit GG = 2Qi-Ok die Be-
ziehung Qi,m= [30k — 4 GG]”4 folgt, und da Ok = HTgLst12 ist, kann man auch schreiben

Qipm= 9 HT,.- GG = Ok”*? - 2Qi + Ok = Ok™*- 2Qi = 1,49492696

Die so definierte Quinte Qipm ist also ebenso gut durch gleichstufigen Halbton ,,HTg . und den
grofler Ganzton ,,GG“ zu beschreiben und damit wieder auf die Grundintervalle Oktave und reine
Quinte ruckfihrbar,

o fiir die kleine Sexte wird wieder das Intervall der pythagoreischen Stimmung unverandert Uber-
nommen KSex= 30k - 4Qi = 1,580,

e fiir die groRe Sexte gilt GSex= 40k—-6Qi+3HTy ., = 1,670436,

o flir die kleine Septime wird auf das mit der pythag. und reinen Stimmung libereinstimmende Inter-
vall KSep = 16/9 zurtickgegriffen,

o fiir die groBe Septime gilt GSep = Ok — 2GG + 3HT ;. = 1,879.

Auch die Werckmeister-Stimmungen sind Abwandlungen der pythagoreischen Tonleiter.
Vergleich der Reinen Stimmung mit Gleichstufiger und
Wohltemperierter Stimmung in Cent

Gleichstufige Stimmung Reine Stimmung Wohltemperierte Stimmung
(Naturtonleiter) Werckmeister Il
Frequenz- |Angabe Frequenz- |Angabe| |ntervall Anmerkungen Angabe
Intervall verhilt- in Cent Intervall verl?z’iltnis q |inCent |Frequ.verh. q in Cent
nis q
Prime 1 0 Prime 171 0 Prime 111 0
Diat.Ht.c- |16/15=1,0667 | 111,73 | Halbton c-cis 30k-5Qi 90.22
Halbton | 125 | 100 |gig 256/243 Pythag. Limma ’
KLGt. ¢-|10/9=1,1111 | 1824
des
g Wohltemp.GG
Ganzton wpr | 20 Ganzon | gjg=t 125 | 2039 gi;‘;:;’: fzd 2 Qipn-Ok 192,18
[Qi-(12Qi-70k)!“]%-0k
KI. Terz 19(A3 Kl.Terz - KI. Terz c-es | Pythagor. kleine Terz | 294,13
{12 300 | ees | O0=12 131964 | 7 | GG+ Lim = 20k- 3Qi
Gr. Terz 15/ 4 400 | Gr.Terz - Gr.Terzc-e | Pythagor.mittl.groBe | 390,22
2 c-e 5/4=1,25 | 386,31 (256/243)%2312| Terz 3HTgst+Limma
Quarte | 1255 | 500 |Quartect] g3 | 49804 QL;:;;‘; “f | Quarte=0k-ai 498,04
Tritonus 600 | Tritonus - Tritonus c-fis .
15’ 26 ofis 45/32=1,406 | 590,22 (413)(256/243) Quarte + Limma 588,27
Quinte 5/— 700 , - Quinte c-g | Pythag.mittlere Quinte
1 27 Quinte 32=15 701,96 Qipm=(8[9)29l12 9HTg.5t—GG =0Ok"#-20k 696,09
¢9 = 1,49492696
Kl.Sexte 12(~8 800 | KI. Sexte - KI. Sext c-gis Kleine Sexte 792,18
V2 cas | 0016 | 813891 g oy 30K-4Qi = 1,580
Gr. Sexte 15/ 9 - Gr. Sext c-a Pythag.mittlere Gr.
2 900 | Gr. cS-aexte 5/3 =1,6667 | 884,36 (210/39%2912 | Sexte 40k-6Qi+3HTqist 888,27
=1,67044
KIl. Sep- 12/~10 16/9=1,7778 | 996,11 | KL.Septc-b | Kleine Septime
time \% 2 1000 :f-ll.)Sept 9/5=1,8000 [1017,6 16/9 20k-2Qi =1,77778 996,09
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Gr.Septim| 12511 Gr.Sept. - Gr. Sept. c-h | Pythag.mittl.Gr. Septim
p g2 1100 oh 15/8 = 1,875 | 1088,3 (128/81)+2312 | Ok-2GG+3HTg1=1,8792 1092,2

Oktave |22 =2 1200 | Oktave |2/1=2 1200 | Oktave 1200

Vergleich der Abweichungen zwischen Reiner und Gleichstufiger sowie Reiner
und Wohltemperierter Stimmung (Werckmeister Ill) (% mit Bezug auf reine Stimmung)

Intervall Prim | Diaton. Gr. KI. Gr. Quarte [Tritonus| Quinte KI. Gr. KI. Gr. Oktave z
Alcent Halbton | Gzton | Terz Terz Sexte | Sexte | Septime | Septime

Reine.St.- 0 |+11,73 [+39 |+1564 1369 |-1,96 |-978 |+196 [+1369 [-1564 [-389 | 117 0 -9,74

0,

Gleichst.St +105% |+1,9% |+4,96% | -3,55% |-0,39% |-1,66% |+0,28% |+1,68% |-1,77% |-0,39% | -1,08% +10,5%

ReineSt.- 0 li2151 |+11,72 |+21,51 |-391 0 |+1,95 [+587 [+2151 |-391 0o |-39 0 |*7235

0, 0,

WerckmSt. +19,25% | +5,75%)| +6,81% | 1,01% +0,33% | +0,84% | +2,64% | .0,44% -0,36% +33,8%

Bei den 12 Halbton-Intervallen der gleichstufigen Stimmung

e ergeben sich erwartungsgemaR gegeniber der reinen Stimmung bei allen Intervallen Abweichun-
gen, die im Unterschied zur mittelténigen Stimmung in der Summe zu einem negativen Wert von -
9,74 cent fiihren, der dem Betrag nach weniger als halb so groR ausfallt und dabei im Wesentlichen
durch die Tritonus-Abweichung zustande kommt; denn + 15,6 cent als Summe in der ersten Tetra-
chordfolge steht ein Betrag von -15,6 cent in der zweiten gegenliber,

e erweist sich auch hier der Unterschied zwischen Halbton und diatonischem Halbton der reinen
Stimmung von 10,5% in der Summe als dominant.

Bei den 12 Halbton-Intervallen der wohltemperierten Stimmung nach Werckmeister lll

e stimmen Quarte und kleine Septime mit der reinen Stimmung Uberein, bei den anderen Intervallen
Uberwiegen zum Teil betrachtliche negative Abweichungen, das hei’t sie liegen tiefer als die der
reinen Stimmung, und eine Systematik ist kaum feststellbar.

o Aufschlussreicher erscheint die Betrachtung des Zusammenhangs zwischen den Intervallen einer
Oktave und deren Bildung durch die Abfolge reiner Quinten, die dem pythagoreischen System zu-
grunde liegt. Samtliche Intervalle der pythagoreischen Tonleiter sind durch eine Abfolge reiner
Quinten mittels Re-Oktavierung generierbar. Die Intervalle in einem Ausschnitt der Quintenspirale
sind noch einmal aufgefihrt:

'as 'es b f cl gl dll all elll hlll fis aa cislllll gislllll
12 Intervalle KT KSep Qa Pr Qi GG GSex GT GSep | Tritonus HT KSex
reine Quinten €S b f c g d a“ e’ h* fis““ |cis gis(as)“““
(des)““(
2041 - |996,1- |498,0 - 696,1- [192,2- [8883- [390,2- [10922- |588,3- [90,22- [792,2-
WIll-Pythag |2041= |996,1= |4980= | 0 |702 = [2039= |9059= |407,8= [11098= |611,7= |113,69= |7922=
0ct 0ct 0ct 59¢t | 11,7ct | 17,6 ¢t |-176ct |-176¢ct 231ct |-235ct 0ct
2941 - |996,1- |498,0 - 696,1— [1922- [8883- |390,2- [1092,2- |588,3- [90,22- |813,7-
W Il - Gl.stufig. | 300 = |1000= |500= 0 |700 = 200 = |900= 400 = 1100=  [600= 100 = 800=
-59ct |-39ct |-20ct 39ct |-78ct [117ct |-98ct 7,8 ct A1,7¢ct |-9,78 ct |-13,7
. 2941 - |996,1- |498,0 - 696,1- [192,2- (8883- |390,2- [10922- |588,3- [90,22- [792,2-
W ll-Reine St. |3156= (9961 [498,0= | 0 [702,0= |2039 = |8844= |386,3= [10883= [590,2= [111,7= |[813,7=
-21,5¢t [(1017,6) | 0 59ct |-117ct [+39ct |+39ct [+39ct |-19ct |-21,5ct |-215
0(-21,5)
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Der Vergleich ,Werckmeister lll = Pythagoreische Stimmung” ldsst die mit der Erweiterung der An-
zahl der Oktaven zunehmend engere Wahl der Quinten in der Tendenz deutlich hervortreten, wie sie
auch in der eingangs erwdhnten Girlande auf dem Titelblatt des Wohltemperierten Klaviers von Jo-
hann Sebastian Bach aus dem Jahr 1722 angezeigt ist.

Der Vergleich ,Werckmeister Ill — Gleichstufige Stimmung“ macht den Ausgleich deutlich, der
durch die gleichstufige Stimmung zustande kommt.

Nach der mitteltonigen Stimmung zeigt die Werckmeister lll Stimmung die beste Anndherung
der GroBen Terz GT an die reine Stimmung, und in den héheren Tonarten (mehr Vorzeichen) sind
die Quinten in der Tendenz erkennbar vermindert.

VIIl. Zusammenfassung und Schlussbetrachtung

Leitgedanke der Abhandlung war der Versuch nachzuvollziehen, auf welche Weise es bei der im eu-
ropdischen Kulturkreis gepflegten orchestralen Musik gelingt, eine moglichst weitgehende Annahe-
rung an die Naturtonreihe der reinen Stimmung zu erreichen und dabei die Kompromisse aufzuhel-
len, die einzugehen sind, um ein Zusammenspiel auf Instrumenten mit fixierten Intervallen sowie mit
in Quinten bzw. in Quarten gestimmten Instrumenten und ggf. in Kombination mit Gesang, auch in
Choren, zu ermoglichen. Dabei wird davon ausgegangen, dass zwischen der naturgegebenen reinen
Stimmung und unserem in der Evolution herausgebildeten Harmonieempfinden eine Wechselbezie-
hung besteht.

Die Modulation durch samtliche Tonarten erweist sich in der Naturtonreihe der reinen Stimmung
auf Instrumenten mit fixierten Intervallen wie Klavier, Cembalo, Orgel als praktisch nicht realisierbar.
Bei Transformation in eine benachbarte Tonart tritt jedes Mal neben einem neuen Intervall an einem
weiteren Ton (eigentlich an zwei), bedingt durch das syntonische Komma, eine Verstimmung auf.
Letztere unterbleibt, wenn man auf die pythagoreische Tonleiter zurlickgreift.

Die Intervalle der pythagoreischen Tonleiter lassen sich durch eine Folge reiner Quinten generie-
ren, was eine Fehlanpassung an die Oktave, das pythagoreische Komma, einschlief3t.

Es zeigt sich, dass Schritte einer Annaherung an die reine Stimmung der Naturtonreihe stets vom
Konzept der pythagoreischen Tonleiter starten. Das gilt fur die

- % Komma mitteltonige Stimmung,
- gleichstufige Stimmung,

- Werckmeister Il Stimmung und vermutlich ebenso fiir andere wohltemperierte Stimmungsansat-
ze.

Die Konzepte einer Anndherung an die reine Stimmung unterscheiden sich in Art und Umfang der
Korrektur von Quinten, um die durch das pythagoreische Komma gegebene Fehlanpassung an die
Oktave mehr oder weniger zu kompensieren. Der Vorteil des pythagoreischen Tonsystems bei der
Modulation, der Uberleitung in andere Tonarten, bleibt dabei erhalten.

Die Intervalle der reinen Stimmung griinden sich auf die drei Grundintervalle Oktave, Quinte und
GroRe Terz. Die Intervalle der pythagoreischen Tonleiter lassen sich demgegeniber bereits durch
Oktave und Quinte generieren, und das bleibt so bei den Abwandlungen, die auf eine Anndherung an
die reine Stimmung gerichtet sind.

Unbericksichtigt geblieben ist in der vorliegenden Abhandlung die Beeinflussung der gehorten
Tonhohe durch die Lautstarke, die Artikulation und die damit verbundene Differenzierung in der
Klangfarbe. So ist zum Beispiel der obere Ton einer Oktave héher zu intonieren, wenn er lauter ge-
spielt wird als der untere und im umgekehrten Fall tiefer bei leiserer Spielweise. Ein und derselbe
Klavierton, zum Beispiel a“ = 440 Hz klingt in einer Tonfolge in F-Dur tiefer als in A Dur. Derartige Be-
funde bedeuten Relativierung einer allein auf Zahlenarithmetik gegriindeten Darlegung von Zusam-
menhangen.

Mit der hier vorgenommenen Gegeniiberstellung der verschiedenen Stimmungen soll daher kei-
neswegs der Anspruch erhoben werden, die Komplexitat unserer Klangrezeption in ihrem Kern be-
reits hinreichend erfasst zu haben.
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Das Wesen von Musik ausgehend von der physikalisch-mathematischen Beschreibung akustischer
Schwingungen und deren Zusammenwirken zu erfassen, ist vermutlich dhnlich vermessen, als wollte
man eine Blume mit Hilfe der Schrodinger-Gleichung begreifen, wie sie der chemischen Bindung zu-
grunde gelegt werden kann. Obwohl die objektive Existenz einer Rose zweifelsfrei auf einer moleku-
laren Struktur basiert, die in ihr eine enorme Mannigfaltigkeit ausbildet, erweist sich eine andere
Ebene mit Gbergreifenden Begriffsbildungen als erforderlich, um sich im Erkennen eines derartigen
Gebildes der objektiven Realitdt anzunahern.

In der Musik ist dagegen die Rezeption einer physikalisch-mathematisch und damit objektiv defi-
nierbaren Klangkonfiguration vom musikalischen Umfeld abhangig, in das diese eingefiigt ist, denn
die Wahrnehmung und Verarbeitung folgt subjektiv bestimmten erlernten Mustern. Das musikalische
Erlebnis einer Sinfonie oder eines Klavierkonzerts ist damit dem Wesen nach ein subjektiver Vorgang,
der aulBerhalb unseres Bewusstseins wohl kaum existent ist. Erst das gemeinschaftliche Erlebnis des
Musikschaffens und Musikhorens schafft wohl wieder eine Ebene, die objektive Realitat ist.

Meinem Bruder Eberhard Feltz und meinem Enkel Daniel Teichert danke ich fiir wertvolle Hinweise und
Korrekturen bei der Abfassung des Manuskripts.

Adresse des Verfassers: adalbert.feltz@aon.at



