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o-1
ELASTICITE LINEAIRE

Limites d’élasticité

1.
Avec la loi de comportement, nous avons maintenant tous les outils pour faire une étude mécanique
compléte. Nous allons faire ces études dans le cadre trés courant, mais aussi trés simple, de 1’¢lasticité
linéaire. Nous utiliserons cette loi de comportement en supposant que le milieu est isotrope ce qui simplifiera
encore. Mais avant, il nous faut définir les limites d’utilisation d’une telle loi de comportement car il est
évident que pour tout matériau des lors que les sollicitations seront trop élevées, nous atteindrons un
endommagement, voire une rupture.

2.
Nous avons établi des relations valables si le matériau est homogene, isotrope, si la transformation est
continue, infinitésimale, monotherme réversible, si le domaine ne subit aucune transformation chimique, ni
de changement d’état et si le comportement est linéaire.

o=o"+ 24+ (atrle ) p(r TN zzlg (3—?){04@ T° )%tr(;—jﬂ |

Nous voyons clairement les contributions de 1’¢tat de contraintes initiales et de la température. Mais souvent
on considérera que les contraintes initiales sont négligeables et la température est constante. Ce qui nous
donne des formules encore plus simples.

o=2pe+ Atz yﬂ:{gtr(z)}f

Il est aussi possible de donner des formulations indicielles équivalentes. Le milieu étant isotrope, ces
relations sont valables dans n’importe quelle base. Il convient de noter qu’il est possible de calculer 1’état de
contrainte a partir de la connaissance de 1’état de déformation et inversement.
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Il est bien entendu que pour cette loi de comportement, seuls deux coefficients sont indépendants. Si bien
que nous avons des relations entre les deux coefficients de Lamé, le module d’Young et le coefficient de
Poisson. Il est a noter que souvent le premier coefficient de Lamé est appelé le module de Coulomb ou
encore module d’¢lasticité transversal par opposition au module d’Youg qui est aussi appelé¢ le module
d’¢élasticité longitudinal.
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3.
Ces différents coefficients sont essentiellement fonctions du matériau utilisé. Toutefois, ils peuvent aussi
dépendre de parametres comme par exemple la température. Les coefficients de Lamé et le module d’Young
sont homogenes a des pressions et s’expriment généralement en gigapascal. Le coefficient de Poisson est

adimensionnel.

Matériaux Module d’Young (GPa) | Coefficient de Poisson | Masse Volumique (kg/dm®)
Acier de construction |210 0,285 7,8
Acier Inox 18-12 203 0,29 7,9
Fonte grise 90a 120 0,29 7,1a72
Alliage TA6V 105 0,25 7,8
Aluminium 71 0,34 2,6
Zinc 78 0,21 7,15
Titane 105 0,34 4,5
Verre 60 0,25 2,8
Béton en compression |10 a 13 0,15 2a24
Caoutchouc 0,2 0,5 1,8
Bois (pin) 7 0,2 0,4
Marbre 26 0,3 2,8
Graphite 250 a 350 0,3a0/4 1,75a1,92
Elastomere 0,2 0,5 1

4,

Nous avons maintenant toutes les équations nécessaires pour trouver les inconnues mais parfois, pour un peu
plus d’efficacité, nous pouvons utiliser des équations complémentaires obtenues par combinaison des
équations de base. C’est le cas des €quations de Navier qui traduisent le principe fondamental de la
mécanique en fonction du champ de déplacement. Pour les obtenir, nous allons partir du principe
fondamental de la mécanique exprimé de facon classique en contraintes, puis utiliser la loi de comportement
pour avoir une expression en fonction des déformations. Enfin 1’utilisation des relations déformations
déplacements conduit au résultat escompté.

Nous partons donc de 1’équation de résultante issue du principe fondamental de la mécanique :

divlo |+ p (7 -7)=0

L’introduction de la loi de comportement élastique lin€aire pour un matériau isotrope nous permet d’obtenir
une nouvelle formulation :

2ydiv(2) + A grad (tr(z))+p(f—;7):0

Mais nous avons aussi des relations fondamentales issues de 1’analyse tensorielle :

div ¢ :%A(U)-F % grad (div(d))

H:tr(g):div(u)
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Ce qui nous permet d’obtenir la forme finale dite équations de Navier. Avec 1’analyse tensorielle, nous
pouvons en donner deux expressions équivalentes.

uAG)+(u+2)grad (div(U)Hp(f—;?):f)
(A+2 p) grad (div(d))— rotimhp(f —77):6

On peut aussi apporter une démonstration en utilisant la notation indicielle. En travaillant dans une base
cartésienne, on peut relier la dérivée des composantes du tenseur des contraintes aux dérivées des
composantes du tenseur des déformations.

00 0 0
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Cela nous donne alors une expression indicielle traduisant le principe fondamental de la mécanique exprimé

en déformations.
0
250 +/12—9+p(f—7.) 0

OX; X;

Il nous suffit maintenant d’utiliser les relations entre le tenseur des déformations et le vecteur déplacement
pour obtenir, en quelques étapes, la relation indicielle traduisant les équations de Navier.

o*u.  0°u, 00
+———— [+4 —+p(f. -y )=0
(8x oxox, | ox plti-n)

ou, o [ou;) o0
U —| — |+ A —+p(f - 0
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00
)25 5 - )=0
+(u + )ax +p(f-7)

j i
Cette formulation indicielle est équivalente a la formulation tensorielle.

p AU +(u "'/1)?4‘/3(]2 ~7;)=0
X

5.
On peut aussi en déduire une relation scalaire en appliquant I’opérateur divergence :

wdiv[A®@)]+(z+2) dIV[ rad (div(d )J+d|v[p f y] 0

On peut alors utiliser des relations issues de 1’analyse tensorielle :

div[A (U)]=A [div(u)]
dIV[ rad d|v )] d|v

Et en définitive on obtient une équation scalaire qui bien entendu ne remplace pas complétement les
équations de Navier mais qui sera néanmoins parfois utilisée.

(2 1+ 2)A[div(d)]+ div[p (l? —77)]=0
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A partir de cette équation, on constate que dans le cas d’un domaine a masse volumique constante, en
équilibre et placé dans un champ de force a divergence nulle, le laplacien de la divergence du vecteur
deplacement est nul.

p=cte , 7=0 , div(f)=0 = aldivlula6=0

6.
Un autre lot d’équations supplémentaires est donné par les équations de Beltrami qui vont traduire en
fonction des composantes du tenseur des contraintes les conditions de compatibilité des déformations.

Ces dernicres ont une forme relativement complexe lorsqu’elles sont données en fonction du tenseur des
déformations.

= =4 = ==
grad divis )+ (grad div‘e D —grad (grad |tris )D —Ae=0

Pour y introduire le tenseur des contraintes, nous utilisons la loi de comportement sous la forme des
équations de Hooke.

A Y | VI v N ¥ I
E E E E
On peut, a partir de cette formulation, établir un lien entre les traces des tenseurs déformations et contraintes.
tr(E):llz E tr(E): E o Al=——E A0
1-2v 1-2v 1-2v

On utilise ensuite la forme scalaire des équations de NAVIER
(u+a)ro=divlplG-T)] = Al =1+—Vdiv[p(7— )l
4

Nous avons aussi des formules d’analyse tensorielle

— 1, ——=
dive ——d|v ——grad
s==_-divo Eg (I,

grad (divzj :H?Vgrad (divzj—égrad [grad (I1 ]

(grad (divznT =1+?V(grad (div:DT ~grad orad (1)

Et pour compléter, on peut utiliser le principe fondamental de la mécanique

mp( f)

Ce qui nous permet d’obtenir une nouvelle formulation des équations de compatibilité

grad[ﬁj+(grad(divzjj—ﬁgrad(grad(l )- Aa+[1 jdlv[p(y f)li=

Equation qui peut aussi avoir une déclinaison sous forme indicielle

OII
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Comme dans le cas des équations de Navier, on obtient une formulation simplifiée dans le cas d’un domaine
a masse volumique constante, en équilibre et placé dans un champ de force volumique a divergence nulle.

1 =
—grad(grad (1,))+ Ac=0
p=cte , ;:6 , div(?):o 1+Vi égz Il 1 )+ o

1+v 0X, axj

+Ao; =0

7.
Les études mécaniques que nous avons a faire ont pour but de dimensionner les structures en fonction des
chargements appliqués. Mais, dans le but d’économie d’énergie, il faut éviter d’utiliser trop de maticre, ce
qui nous conduit a un dimensionnement a minima. Pour cela, il faut venir aux limites de comportement de
notre matériau sans en dépassé les frontieres. Cela nous conduit a exprimer ces frontiéres qui vont étre
déterminées par des expériences.

On pourrait définir ces frontieéres dans 1’état de déformation, mais en fait on les exprime en fonction de I’état
de contrainte. Comme nous avons vu que ce dernier était essentiellement déterminé dans une base principale
par ses valeurs propres, on peut envisager que I’expression déterminant la frontiére soit une relation entre les
contraintes principales.

F(O-I’O-II7O-III’Cl’CZ""’Cn)SO A

Cela revient a dire que I’on peut travailler dans un espace
tridimensionnel, les coordonnées sur les axes de bases étant
les valeurs propres de 1’état de contrainte étudié. Donc, pour
chaque état de contrainte, on pourra associer un point dans
cet espace. En particulier, le point origine du repere est &
associé a un état de contrainte nul.

Et dans cet espace, il existe une surface fermée, enfermant
nécessairement le point origine, et définissant le domaine
permissif de I’état de contrainte. Tout point situé¢ dans le domaine
délimité par la surface fermée représente un état de contrainte
autorisé. Mais lorsque ce point est situé sur la surface enveloppe,
on peut considérer que nous sommes en état limite.
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Le probleme est que cette représentation est
tridimensionnelle et donc difficilement exploitable. C’est
la raison pour laquelle nous allons essayer de déterminer
cette surface enveloppe dans une représentation 2
bidimensionnelle, celle du plan de Mohr, plan dans lequel
tout état de contrainte sera représenté par un tricercle.
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8.
Pour déterminer cette surface enveloppe, nous allons nous appuyer sur les tests et expériences. Le résultat le
plus simple & mettre en évidence est celui obtenu par un essai de traction uniaxial. Cet essai nous permet
d’obtenir en certains points de 1’éprouvette un tenseur des contraintes trés simple, caractérisé par une seule
valeur non nulle, celle de la contrainte normale dans la direction de traction.

(00 0
oc=|0 0 O

0 0 o(E,E,E)
On obtient facilement les trois contraintes principales dont deux
sont nulles.

\
o, =0;0,=0,=0 m

Cela nous donne un tricercle de Mohr tres particulier puisque deux Oy
cercles sont confondus et que le troisieme est un cercle de rayon nul
positionné sur le point origine du repere.

A 4

2
Q
=

-

I A

Expérimentalement, on constate que lorsque 1’on a atteint une certaine

contrainte, dite limite d’élasticité en traction, notre matériau entre dans
o », un domaine plastique caractérisé par des déformations irréversibles. Il
existe donc un tricercle de Mohr limite caractérisé par cette limite
d’¢lasticité en traction.

v

-+

l

N
Donc, tant que notre contrainte de traction est inférieure a cette limite
d’¢élasticité en traction, le domaine reste avec la loi de comportement
élastique linéaire. En conséquence, tout état de traction uniaxial
w% ”

donnant un tricercle a ’intérieur du cercle précédent est considéré
comme étant encore a loi de comportement élastique linéaire.
o <o, = 0,20,

9

De fagon symétrique, on peut s’intéresser a ’essai de compression uniaxial d’une éprouvette. En certains
points de I’éprouvette, le tenseur des contraintes se présente sous la méme forme que dans le cas de la
traction uniaxiale, mais cette fois la contrainte normale dans la
direction de la sollicitation est négative.

(00 0
o={0 0 0
0 0 -o(E, E

N

v S

/E)

Le tricercle de Mohr se positionne alors dans la partie négative des
contraintes normales.
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Et ’on obtient aussi un tricercle limite. En général, la limite d’élasticité en compression uniaxiale est, en
valeur absolue, supérieure a la limite d’élasticité en traction uniaxiale.
o <o, = -o,%0,

10.
Une sollicitation de cisaillement peut étre obtenue par exemple dans le cas d’une éprouvette se présentant
sous la forme d’un tube circulaire de faible épaisseur et sollicité en torsion. Dans un repére cylindrique
naturel, le tenseur des contraintes ne fait alors apparaitre qu'une composante tangentielle.

_000
c=|0 0 ¢

0 0. E,E)

On peut alors facilement préciser les composantes de ce tenseur contrainte dans la base des vecteurs propres.

(0 O =
c=/0 0 O (o,=7,0,=0,0,=—7) T

0 0 -7 (E|lE||!EIII)

On peut en déduire la forme du tricercle de Mohr.

3

v

En pratique, on constate a nouveau que, si ’on veut rester dans le
domaine d’¢lasticité linéaire, la sollicitation imposée a I’éprouvette ne
doit pas dépasser une certaine valeur limite, ce qui impose un rayon
maximal au plus grand des cercles.

T<7,

11.
La sollicitation de compression isotrope est obtenue en appliquant une pression uniforme sur la surface
extérieure délimitant 1’éprouvette d’étude. On obtient alors en tout point du domaine un tenseur contrainte
proportionnel au tenseur d’identité.

o=-pl

Le tricercle de Mohr se réduit a un point placé sur 1’axe
normal du plan de Mohr dans la partie négative.

T

Concretement on ne peut pas faire apparaitre de limitation.
Quelque soit la pression appliquée, lorsque qu’elle est
supprimée, le domaine reprend sa forme et ses dimensions
initiales. On est donc constamment dans le domaine —p
élastique linéaire.

S

12. 4
On constate donc que, suivant la sollicitation, nous avons z
plusieurs réponses. Est-il possible, a partir de tous ces résultats
d’uniformiser la réponse ? C’est la tentative du critére de limite
élastique de Mohr Caquot. Pour I’exprimer il suffit de partir de
I’ensemble des cercles limites précédemment obtenus.

>
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L’idée est que dans ce plan de Mohr, il existe une courbe enveloppe de
toutes ces conditions limites et aussi d’autres obtenues avec des essais

1

de la courbe enveloppe, le domaine reste dans le domaine élastique y n

linéaire.

Par contre des lors que le tricercle est séquent avec la courbe
enveloppe, cela signifie que 1’on est sorti de la loi de comportement
élastique lineaire. Il faut alors soit reprendre les calculs avec une
nouvelle loi de comportement, soit modifier le chargement ou la
structure pour rester en dessous de la limite.

combinés comme par exemple de la traction torsion. Ry
Dans le cas d’une sollicitation donnant un tricercle de Mohr a I’intérieur ﬁ \
I

v

" Cette solution de critere de limite élastique est certainement une
bonne réponse mais il faut établir la courbe limite ce qui nécessite
de nombreux essais et c’est trop onéreux pour étre effectivement
utilisé dans I’industrie. Il est préférable de trouver d’autres solutions
pour établir les limites d’utilisation de la loi d’¢élasticité linéaire.

13.
Parmi ces autres solutions, le critere de Von Mises est 1'un des plus fréquemment utilisé. L’idée est que le
matériau ne peut emmagasiner de 1’énergie de déformation que jusqu’a une certaine limite.

Nous connaissons 1’expression différentielle de cette énergie de déformation.
AWy, = [o®@dzdv=[o; ds; dv
D D

L’intégration est simple dans le cas d’une loi de comportement ¢lastique lin€aire qui traduit une
proportionnalité entre 1’état de contrainte et 1’état de déformation

1 1,===
W, =—Jaij & dv= —Ia@gdv
2D 2D

Mais une simple limitation de ’énergie de déformation ne permet pas de prendre en compte les résultats de
’essai de compression isotrope pour lequel il n’existe aucune limite de chargement. Cet essai se traduisant
par un état de contrainte purement sphérique, sans partie déviatorique, il est suggéré de décomposer 1’énergie
de déformation en partie sphérique et en partie déviatorique. Il est a noter qu’il existe un découplage complet
entre ces deux contributions.

Woer :%J‘tr(zEZ) dv+ %jtf(?.#j):) dVZ(Wdef )S +(Wdef )D
D D

Pour définir la limité d’¢élasticité, le critere de Von Mises se traduit par une inégalité.

deef 1 e 1
( dv JD:Etr(ao§8D)=§tr[(0u)o(5u)o]“
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En utilisant les résultats de I’essai de traction, on peut fixer la valeur de la constante limitant 1’énergie de
déformation déviatorique.

=2
tr(O'D j < % Gez

Ce qui nous donne une expression relativement simple en fonction des contraintes principales.
( ) +( ) +( )<20,
o,-oy) t\lo,-oy) *\o,,—0,) =40,

Un autre critére peut étre obtenu en considérant que c’est essentiellement le cisaillement qui est générateur
de déformations plastiques. Ainsi, il apparait naturel de limiter la valeur de la contrainte tangentielle
maximale qui correspond en fait au rayon du plus grand des cercles de Mohr. On obtient alors le critere de
Tresca.

O, — 0Oy <r
- e

Ces critéres sont trés simples a établir et trés simples a mettre en ceuvre. On obtient des expressions
numériques qui peuvent facilement étre traitéees dans des logiciels de calcul. Mais bien entendu, ces
simplicités se traduisent par des pertes en efficacité et il existe des cas ou ces critéres sont pris en défaut.
Mais en général, ces cas correspondent a des états ayant des composantes tres fortes en traction isotrope,
sollicitations tres dures a obtenir et trés peu fréquentes dans la réalité. Dans les domaines a fortes
composantes de compression, ces criteres sont en général sécurisants.

14,
Comme nous venons de le constater, nous avons des limites naturelles pour I’'utilisation d’une loi de
comportement. Les expériences vont nous permettre de déterminer ces limites. Lors des calculs, il faudra
bien entendu s’assurer que ces limites soient bien respectées.
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5-2
ELASTICITE LINEAIRE

Schémas de réesolution

1.
A priori, nous avons maintenant tous les outils pour traiter un probléeme de mecanique. Pour arriver a cela
nous avons utilisé beaucoup d’hypothéses simplificatrices. Hélas, nous allons nous rendre compte que
souvent cela ne sera pas suffisant et que nous ne pourrons trouver des solutions analytiques exactes que dans
tres peu de cas.

2.
Nous avons a déterminer 15 fonctions scalaires. Les trois composantes du vecteur déplacement, les six
composantes du tenseur des déformations et les six composantes du tenseur des contraintes. Dans le cas d’un
comportement solide, la masse n’est pas vraiment une inconnue.

A notre disposition, nous avons 15 équations. Les relations scalaires entre le vecteur déplacement et le
tenseur des déformations sont au nombre de six. L’équation de résultante issue du principe fondamental de la
meécanique nous apporte 3 conséquences scalaires. Enfin nous avons complété avec les six équations issues
de notre loi de comportement. L’équation de continuité qui traduit la conservation de la masse est surtout
utile pour des é€léments fluides ou gazeux, mais elle présente trés peu d’intérét dans le cas d’un
comportement solide. Toutefois, méme si nous avons le bon nombre d’équations vis-a-vis du nombre
d’inconnues, il nous reste une difficulté de taille. Ces équations ne sont pas linéaires, mais différentielles et il
n’est malheureusement pas possible de les résoudre analytiquement. On peut par exemple utiliser une
méthode numérique utilisant les éléments finis et 1’ordinateur pour donner des réponses approchées. Mais il
est nécessaire de caler ce procédé numérique et pour cela, il est bien de connaitre, au moins pour quelques
cas particuliers, des réponses analytiques.

3.
La détermination de ces solutions nécessite des simplifications, mais elle est aussi basée sur le fait que la
réponse existe et est unique. C’est le cas lorsque 1’on associe un champ de contrainte statiquement
admissible a un champ de déformation Ensemble des
cinématiquement admissible. Regardons ce qui se  champs de confrainte
cache derriére ces nouveaux vocables.

Considérons I’ensemble des champs de contraintes. Principe fondamental de la dynamique
Dans cet ensemble, certains ne respectent pas le

principe fondamental de la mécanique, mais bien Conditions aux limites sur les forces
entendu nous nous intéresserons tout specialement

a ceux qui sont en accord avec ce principe. D’autre Champ statiquement admissible

part, nous avons aussi un sous ensemble désignant
les champs de contraintes en cohérence avec les
conditions de chargement imposées sur la surface
du domaine étudié.
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Et bien entendu le champ de contrainte que nous recherchons doit satisfaire a ces deux conditions. Tous les
champs de contrainte dans ce cas sont dits statiquement admissibles

Ensemble des
4, champs de déformation
De facon duale, on peut s’intéresser a I’ensemble des champs de

) . Equations de compatibilité
déformation.

Conditions aux limites
sur les déplacements

II'y a un sous ensemble qui représente les champs de
déformations en accord avec les conditions de compatibilités. Et
puis il y a aussi un sous ensemble dans lequel on retrouve les
champs de déformation permettant de satisfaire aux conditions
aux limites sur les déplacements imposés en surface du domaine
d’étude. A nouveau, seuls les champs de déformation respectant
ces deux conditions sont ceux qui nous intéressent. On parle
alors de champs de déformation cinématiquement admissibles.

Champ Cinématiquement
admissible

Par I’intermédiaire de la loi de comportement, on peut définir de nombreux couples entre ces deux grands
ensembles. Dans le cas d’un probléme pour lequel en chaque point de la surface délimitant le domaine on
peut définir soit le chargement, soit le
Ensemble des déplacement, on démontre qu’il n’existe
champs de déformation  qu’un seul couple constitué par un tenseur
contrainte statiguement admissible et un
Champ statiquement tenseur  deformation  cinématiquement
e o admissible, ces deux états tensoriels étant
reliés entre eux par la loi de comportement.
C’est le théoreme d’unicité de la solution.
Solution La démonstration de ce théoréeme peut se
faire par ’absurde. En effet, si I’on admet
qu’il existe deux solutions différentes pour
une sollicitation donnée, en appliquant le
Champ Cinématiquement théoréme de superposition et en faisant la
admissible différence entre ces deux solutions, on
obtient un état de contrainte non nul pour
une sollicitation nulle.

Ensemble des
champs de contrainte

5.

Avec ce théoréme d’unicité, nous pouvons envisager une méthode de détermination de solution d’un
probléme de mécanique basée sur la notion de schémas de résolution. L’idée est de partir d’hypotheses
spécifiques a 1’étude, hypothéses permettant de réduire le nombre d’inconnues et de paramétres. Par exemple
dans un probléme parfaitement axisymétrique, on pourra considérer que I’angle de position angulaire n’est
pas un parametre de ce probléme. Ensuite, on essaie de démontrer que ces hypothéses permettent d’avoir un
champ de contrainte statiquement admissible associé par 1’intermédiaire de la loi de comportement a un
champ de déeformation cinématiquement admissible. Ce qui implique quelques calculs et vérifications. Si
I’on peut obtenir un tel bindme, alors, par le théoréme d’unicité, on peut affirmer détenir la solution du
probleme. Il existe plusieurs schémas de résolution possible.

On peut par exemple formuler des hypothéses sur 1’état de contrainte.
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Ensuite on vérifie le principe fondamental de la mécanique.

Si les hypotheses émises ne permettent pas de respecter ce principe, il faut les revoir.
Par contre, si nous n’avons pas d’incompatibilité, on peut poursuivre en testant le
respect des conditions aux limites sur les forces imposées en surface du domaine.

Dans le cas ou ce test est positif, le tenseur des contraintes étant statiquement
admissible, on peut alors passer au calcul des composantes du tenseur des déformations
en utilisant la loi de Hooke.

Puis on regarde si le tenseur obtenu respecte les équations de compatibilites.

Enfin, on termine en test les conditions aux limites en déplacements imposes.

Si tous ces deux derniers tests sont positifs, le tenseur des déformations étant
cinématiquement admissible, alors on détient la solution de notre probléme.

:

Il est & noter que ce schéma de résolution peut étre simplifié si nous
n’avons aucune condition aux limites sur les déplacements.

En effet dans ce cas, on peut se contenter de valider les équations de compatibilité en les
veérifiant sous forme de contrainte, c'est-a-dire en employant les équations de Beltrami.

On peut aussi avoir un schéma de résolution en formulant des hypotheses sur le champ
de déplacement.

Ensuite, on vérifie les conditions aux limites sur les déplacements.

Puis on peut calculer les composantes du tenseur des déformations. Comme ce tenseur
est obtenu a partir d’un champ de déplacement, il n’est pas nécessaire de vérifier les
équations de compatibilités. A ce stade, 1’état de déformation est cinématiquement
admissible.

On peut alors définir le tenseur des contraintes par utilisation des lois de Lamé.

On peut alors tester le principe fondamental de la mécanique.

Et terminer en Vvérifiant les conditions aux limites sur les forces.

Si tous les tests sont positifs, on détient la solution du probleme. Si, a partir des
hypotheses émises, il n’est pas possible de vérifier I’un des tests du schéma utilise, il
faut alors revoir ces hypotheses.

i

Regardons comment cette méthode nous permet de trouver 1’état de contrainte et de déformation dans le cas
d’un corps homogéne de forme quelconque sollicité par une pression constante appliquée sur sa surface
extérieure. En imposant cette pression, on constate que le corps ne change pas de forme, mais simplement de
volume. Ce constat va nous permettre de construire notre schéma de résolution.

6.

L’hypothese de départ sera faite sur 1’état de déformation. Le fait qu’il n’y ait pas de changement de forme
dans I’application du chargement nous conduit a imaginer que la partie déviatorique du tenseur des
déformations est nulle.

Ep (M )=0
Donc notre tenseur déformation est purement sphérique, c'est-a-dire proportionnel au tenseur identité. A
priori, le coefficient de proportionnalité est dépendant du point d’étude.

e(M)=¢,(M)+e,(M)=e,(M)=k k=k(M)
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Ne pouvant guere faire autre chose, nous allons regarder ce que cela donne sur le tenseur des contraintes. Ce
dernier est obtenu par application de la loi de Lamé.

<ﬂM)=2yZ+zn&ﬁ

La trace du tenseur déformation est trés simple a obtenir et au final on constate que le tenseur des contraintes
est lui aussi proportionnel au tenseur identite.

UC):BK o(M)=(2u+32)k |
On peut maintenant regarder ce que nous donne le principe fondamental de la mécanique.
divi; ’+p?:p;f

Le domaine est en équilibre donc le terme associé a 1’accélération est nul.
y=0

D’autre part, comme le seul chargement est celui imposé par la pression sur la surface du domaine, on peut
considérer que les actions volumiques a distance sont nulles ;

f=0

Le principe fondamental de la mécanique nous permet de dire que la divergence du tenseur des contraintes
est nulle. Cela nous conduit a trois conséquences scalaires qui montrent que ce tenseur des contraintes est le
méme en tout point du domaine.
. F) = ok
divie =0 = 8—:0 = k=cte
X

On peut s’intéresser a la condition aux limites sur les forces qui se traduit par le fait qu’un tout point de la
surface extérieure du domaine,

TWM;n)=—pn

Le vecteur contrainte selon la normale extérieure au domaine est égal au vecteur pression appliqué en ce
point.

T(M;n)=on=(2u+321)kn=-pn

Cela nous permet de déterminer la valeur de la constante

P
2u+31

Avec ces deux conditions de vérifiees, le tenseur des contraintes est statiquement admissible. Il faut s’assurer
que le tenseur des déformations est cinématiquement admissible. Pour cela il doit vérifier les équations de
compatibilité. Bien que ces équations aient une forme assez compliquee, la vérification est immeédiate et
évidente car le tenseur des deformations est constant et que les termes intervenants dans ces équations sont
des dérivees secondes des composantes de ce tenseur.

= = T = ==
grad divia )+ (grad divis U —grad (grad |tris )D —-Ae=0
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Maintenant, il faudrait regarder les conditions aux limites portant sur les déplacements imposés en surface du
domaine, mais en fait nous n’en avons pas donc elles ne sont pas déterminantes pour I’étude.

On peut alors affirmer détenir la solution de notre probleme. On constate que cette solution nous donne une
expression trés simple du tenseur des contraintes.

o=-pl

7.
Nous venons d’établir une méthode qui permet d’avoir une solution analytique dans des cas simples. Elle est

essentiellement basée sur le théoréme d’unicité de la solution.
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5-3
ELASTICITE LINEAIRE

Coordonnées cylindrigues

1.
Jusqu’a présent toutes nos relations ont été utilisées dans un systéme de coordonnées cartésiennes. C’est une
solution qui donne toujours des résultats, mais ce n’est pas toujours le meilleur choix. Selon la géométrie du
domaine et du chargement, il peut étre utile de travailler dans un systéme curviligne.

2.
En seconde application, on peut essayer de trouver la solution
d’une enveloppe sous pression. Il s’agit d’un tube a section
droite circulaire, de longueur limitée. Du point de vue
dimensionnel, il est caractérisé par un rayon intérieur Ri, un
rayon extérieur Re et une hauteur H.

s—adbho—ma—8:

Pour tout chargement, sur la paroi cylindrique intérieure est
appliquée une pression Pi alors qu’il y a une pression Pe
appliquée sur la paroi cylindrique extérieure.

3.
Avec ce chargement, il y aura bien évidemment des déformations et celles-ci vont essentiellement étre
occasionnées par les déplacements radiaux constatés en tout point de la matiére. Aussi, nous allons nous
placer dans un repére cylindrique naturel pour faire I’hypothése que les composantes orthoradiale et axiale du
champ de déplacement sont nulles.

U(M)=u, E +u, E, +u, E,=u, E,

D’autre part, pour des raisons de symétrie, on considére que les variables de position angulaire et axiale ne
sont pas des variables d’état. En conséquence, la composante radiale de déplacement n’est fonction que du
rayon du point considéré. Avec ces hypothéses, au lieu d’avoir un champ de déplacement caractérisé par trois
fonctions scalaires chacune dépendant de trois variables de positionnement, nous nous retrouvons avec une
seule fonction scalaire ne dépendant que d’une seule variable. Il reste donc a vérifier si avec ces hypotheses
nous obtenons un champ de déformation cinématiquement admissible associé par la loi de comportement a
un champ de contrainte statiquement admissible.

u,(r,8,z)=u,(r)

Pour cela, nous allons tout d’abord calculer les composantes du tenseur des déformations. Ce dernier
représente la partie symétrique du tenseur gradient du champ de déplacement. Pour utiliser correctement
cette relation, on peut exprimer les composantes du champ de déplacement en coordonnées cartésiennes et
utiliser les relations indicielles déja vues. Mais on peut aussi utiliser la déclinaison des relations
déplacements déformations en coordonnées cylindriques (cf annexe en fin du document). On remarque que,
contrairement a ce que l’on peut imaginer de prime abord, la dilatation linéaire dans la direction
circonférentielle n’est pas nulle. Toutefois aprés réflexion, on réalise que c’est normal, la circonférence
évoluant en fonction des valeurs de pression.
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eM)== [Grad U +(Grad U)T ]
e 0 0
eM)=| 0 ¢, O
0 0 o)EEE)
du, u,
w= . 1 6=
dr

Il est a noter que, comme nous n’avons aucune condition aux limites imposant des déplacements, le tenseur
des déformations est cinématiquement admissible. Pour le calcul du tenseur des contraintes, on utilise les
formules de Lamé

o=2us+atrls)

Cela nous donne les composantes du tenseur des contraintes. Comme nous sommes dans les directions
principales, on obtient un tenseur diagonal. Bien entendu, tout est fonction de la composante radiale du
champ de déplacement. On constate aussi que la contrainte normale axiale n’est pas nulle.

aee=2,udu’+/1(dur+u—'J
. 0 0 dr OIdr r
oM)<| 0 o, O agg=2y”7f+/1[ d‘:w“Tfj
0 0 au(EﬂEwEJ du U
c,=A —+—+
“ (dr rj

4.
Pour valider cette solution, nous devons vérifier que le tenseur des contraintes que nous venons d’obtenir est
statiguement admissible. Pour cela, commencons par regarder si le principe fondamental de la mécanique est
satisfait sous la forme locale. Le domaine étant en équilibre, le vecteur accélération est nul. Il en est de méme
pour le vecteur représentant les actions a distance car nous n’avons aucune force de volume imposée.
L’équation locale de la résultante du principe fondamental de la mécanique prend alors une forme simple.

divi; )+p?:p; = divi: ’:6

Bien entendu, pour traduire correctement cette équation, il est bon de prendre les expressions en coordonnées
cylindriques ce qui apporte a nos projections sur le systéme d’axe des composantes non triviales. De ces trois
projections, on peut remarquer que seule la premiere nous apporte des éléments intéressants, les deux autres
étant automatiquement satisfaites.
oo, 1
P . +_(O-rr _0-.99):0
rr
100y _
r o6
0o,

=0
0z

On exprime ensuite cette premiére équation en fonction des composantes du champ de déplacement. Cela
nous conduit a une équation différentielle du second ordre vis-a-vis de la composante radiale du champ de
déplacement.
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d?u, 1du, u,  d|1({d]|ru]

— L ——L=—| = —||=0
dr r drr° dr{r{ dr

La résolution de cette équation différentielle nous conduit aux formes de déplacements cohérents avec le

principe fondamental de la mécanique. Elles sont définies par deux constantes d’intégration.

p

U =ar+-—
.

Il est alors possible de calculer les composantes du tenseur des contraintes.

o —A—E

" ré A=2a(u+2)
Op=A+— B=2pu
GZZ:C CZZOCZ

Pour s’assurer que le tenseur des contraintes est statiquement admissible, il nous suffit de vérifier les
conditions aux limites en efforts imposes sur les surfaces du domaine. Il faut traduire les applications de
pression sur les surfaces cylindriques intérieures et extérieures, ce qui nous donne deux conditions
vectorielles.

Pour r=R, = T‘M;—E—,):—pi (—E—r): piE
Pour r=R, = TiM;E):— P. (E):— peE

5.
Avec ces conditions, on peut alors calculer les constantes d’intégration, en particulier celles associées aux
composantes du tenseur des contraintes.

2 2

A= pi Riz_ pezRe
Re _Ri

o RZR2

B:(p.Rge_)R..z .

Ce qui permet d’obtenir les deux constantes d’intégrations définissant le champ de déplacement :
A 1 PR -pR

“T20u+a) 2(uri) RI-R
_E_i (p| — pe)Ri2 Re2

24 2 R’-R/}

Ayant calculé toutes les constantes, on pourrait croire avoir terminé et conclure sur ce résultat. Mais il ne
faut pas perdre de vue qu’il est important de bien traduire toutes les conditions aux limites. En I’occurrence,
il faut utiliser le fait que les surfaces extrémités de notre cylindre ne sont pas chargées, ce qui nous donne des
conditions vectorielles supplémentaires

Pour z=0 = T‘M;—E)zﬁ
Pour z=H = TiM;E):E)
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Celles-ci donnent une seule relation concernant les constantes. Mais ce résultat est bien évidemment
incompatible avec les précédents. Cela signifie que nos hypotheses de départ ne sont pas bonnes. Apres
réflexion, il apparait qu’en fait le champ de déplacement doit avoir une composante axiale qui est due
essentiellement aux effets du coefficient de Poisson. Le lecteur resté sur sa faim au niveau de cette
application pourra reprendre 1’étude en considérant que le champ de déplacement a deux composantes : une
composante radiale uniquement fonction du rayon et une composante axiale uniquement fonction de la
position axiale du point.

0,=C=201=0 = a=0

6.

Cette étude a montré qu’il y avait une certaine complexité a travailler dans un systeme de coordonnées
cylindriques, mais il faut bien réaliser que la méme étude aurait été beaucoup plus délicate & mener dans un
systeme de coordonnées cartésiennes. Il est donc essentiel de savoir appliquer les bonnes formules au bon
moment. D’autre part, nous avons vu qu’il était important de bien vérifier toutes les conditions imposées au
domaine si I’on voulait étre certain de détenir la bonne réponse au probléme posé. Concrétement, nous avons
maintenant tous les outils nécessaires a notre disposition pour traiter des problemes de mécanique des solides
déformables liés a une loi de comportement ¢lastique linéaire. Il ne reste donc plus qu’a utiliser ces outils et
a travailler.
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5-4
ELASTICITE LINEAIRE

Application

Enoncé

1 - Etude d’une enveloppe cvlindrique sous pression

Imaginons que nous ayons a définir la solution
d’un tube sollicité par une pression intérieure p; au

rayon R,, une pression extérieure p,au rayon R, et

une traction o sur les surfaces extrémités. La
longueur totale du domaine est L.

Il est possible de faire des hypothéses sur les
composantes du champ de déplacement. En effet, vu
les symétries du probléme, on peut raisonnablement
penser que le champ de déplacement n’a pas de
composantes orthoradiales, que la composante radiale
ne dépend que de la coordonnée radiale et que la
composante axiale n’est fonction de la coordonnée
axiale. On suppose que, dans la base cylindro-polaire,
le champ de déplacement est de la forme :

U(M)=u,(r)E, +u,(z)E,

1-1 Définir en tous points du domaine I’état de contrainte en fonction du chargement et des
données dimensionnelles.

1-2 Que deviennent les composantes du tenseur des contraintes dans la base principale lorsque la
sollicitation de traction sur les surfaces extrémités est nulle.

1-3  Quelle doit étre la valeur de la contrainte de traction si I’on veut que la longueur du domaine L
soit invariante.

2- Etude d’un tube double (matériaux
identique) fretté

A partir des résultats précédents, on peut etudier
I’état de contrainte et de déformation au sein
d’un assemblage cylindrique fretté¢. Les données
du probléme sont les suivantes. Un tube (numéro |
1), de matériau élastique linéaire caractérisé par € R )

un module d’Young E et un coefficient de | R
Poisson v, de longueur finie L, de rayon intérieur >
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R; et de rayon extérieur R+ est pris dans un tube (numéro 2), de matériau élastique linéaire identique au
précédent, de méme longueur L, de rayon intérieur R et de rayon extérieur R.. On appelle & le serrage. Cet
assemblage crée une pression P a I’interface (rayon R).

2-1 Quelle est la valeur de la pression a I’interface ?
2-2  Que devient cette valeur dans le cas de ’application d’une pression P; sur la surface intérieure
(rayon R;) et d’une pression P sur la surface extérieure (rayon Re) ?

3- Etude du canon parisien

Injustement appelé « La Grosse Bertha », les Pariser Kanonen (canon parisien) furent utilisés en 1918 pour
envoyer des projectiles de 125 kg (poids de 1’obus de 1’ordre de 400 kg avec poudre et accessoire) sur la
capitale. Ces canons avaient une portée de 1I’ordre de 120 km. La vitesse initiale du projectile était de 1’ordre
de 1,5 km/s et ces projectiles atteignaient 1’altitude de 40 km. La trajectoire était ainsi en partie dans la
stratosphere ce qui limitait les frottements da a I’air. Pour atteindre de telles performances, le fiit du canon,
d’une longueur impressionnante de 34 m, avait un alésage intérieur de 1’ordre de 240 mm de diamétre et la
pression maximale occasionnée par 1I’explosion de la poudre était de 4 000 bar. Il est a noter que ce diametre
intérieur augmentait au fur et a mesure des tirs (en fait il évoluait de 210 a 240 mm) et qu’il était nécessaire
de refaire le tube au bout de 65 tirs. Dans la partie la plus sollicitée du fut (le tonnerre), le diamétre extérieur
était de 960 mm. On admet que le matériau a un module d”Young E = 210 GPa et un coefficient de Poisson
v=0,3.

3-1 Quelle doit étre la limite élastique de 1’acier utilisé si I’on ne veut pas entrer dans le domaine
plastique?

3-2 Afin de réduire cette limite élastique, on envisage de réaliser le tube en frettage. On imagine
donc avoir un premier tube avec un rayon intérieur R; = 120 mm et un rayon extérieur légérement supérieur
au rayon d’interface de R = 360 mm. Le deuxiéme tube a un rayon intérieur égal au rayon d’interface et un
rayon extérieur Re = 480 mm. Quelle doit étre la limite élastique de 1’acier utilisé pour les valeurs de serrage
au rayon suivantes : 6 =0,5mm;d=1mm;3=15mm?
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15.
Pour conclure notre enseignement sur la mécanique des solides déformables, nous allons traiter une
application concernant le frettage de deux tubes. L’idée est de montrer I’intérét de cette technique qui peut
s’apparenter & une technologie de pré-contrainte.

16.
Voici I’énoncé de I’exercice. Les auditeurs sont invités a apporter des réponses de facon autonome puis a
valider la solution en regardant les réponses proposees. Dans un premier temps, nous allons reprendre le cas
d’une enveloppe cylindrique sous pression en ajoutant une sollicitation de traction aux extrémités du
cylindre.

Puis, a partir des resultats précédemment obtenus, nous traiterons un probléme de frettage de deux corps
cylindriques. L’objectif est de démontrer qu’une telle opération permet de mieux résister a une sollicitation
de pression.

Pour terminer par une application numérique, nous examinerons le cas de certains canons utilisés lors de la
grande guerre. lls étaient de dimensions impressionnantes pour des capacités hélas tout aussi
impressionnantes.

17.
Essayons de valider nos hypothéses. Dans un premier temps on peut remarquer que comme dans notre
probléme nous n’avons aucune condition de déplacement imposé sur la surface de notre domaine et que
d’autre part nous partons d’'un champ de déplacement, le champ de déformation associé¢ sera nécessairement
cinématiquement compatible.

Il reste a vérifier que le champ de contrainte associé soit statiquement admissible. En ce qui concerne les
équations d’équilibre, on pourrait étre tenté d’utiliser les équations de Navier, mais il faudra ensuite
déterminer les composantes du tenseur des contraintes afin de valider les conditions aux limites sur les
forces.

uA(@)+(u+2)grad (div(@)+ p(f - 7)=0
(A+2 1) grad (div(d))- u rotimhp(f—?):@

Aussi autant calculer immédiatement les composantes du tenseur des contraintes. Pour cela il faut utiliser les
relations déplacement — déformation afin d’obtenir les composantes du tenseur des déformations. Attention
les calculs doivent se faire dans la base cylindro-polaire et les formules utilisant les opérateurs différentiels
(gradient, divergence, laplacien ...) n’ont pas les mémes expressions indicielles que dans le cas d’une base
cartésienne. Il est a noter qu’avec ces hypothéses les distorsions angulaires sont nulles, ce qui est logique si
on imagine la déformation du tube. Nous sommes avec les axes principaux.

du. o
dr
&(M )=%[Grad U +(Graau) | sM)=| 0 = 0
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18.
Comme la loi de comportement élastique linéaire est définie pour un matériau isotrope, elle peut étre utilisée
sous la méme forme indicielle dans n’importe qu’elle base. On peut alors calculer facilement les
composantes du tenseur des contraintes :

oM)=2uc+101

2,4, 20 0 0
dr
cM)=| o0 250110 0 pdu, U du,
r dr r dz
0 0 Zﬂdduz +10 (Er!EB!Ez)
z

Il reste maintenant a vérifier que le tenseur obtenu est bien statiquement admissible. Pour cela commencons
par valider les équations d’équilibre, toujours en faisant bien attention a utiliser des formules valables en
coordonnées cylindro-polaire. Comme le domaine est supposé étre en équilibre et que les forces de volumes
sont négligeables, le tenseur des contraintes doit avoir une divergence nulle :

dive(M)=0

Compte tenu du fait que le tenseur des contraintes est diagonal, nous obtenons trois équations différentielles,

mais en fait la deuxiéme est automatiquement satisfaite du fait que I’angle polaire n’est pas une variable

d’étude.

oo, 1

a—rrr-'_F(o-rr ~04)=0

100,

r oo

oo,
0z

0

19.
Avec les hypothéses faites, la deuxieme équation est identiquement satisfaite. La premiére et la troisieme
équation nous apportent deux équations différentielles.

d?u, 1du, u,  d|1(dru,]
+ =—|—| ——||=0
dr? r dr r? dr|r{ dr

d?u
dz 2

£=0

Les solutions sont dés lors rapides a obtenir.

B

U =ar+-—

p
U,=yz+o

20.
Ce qui nous donne les expressions suivantes pour les composantes du tenseur des contraintes :
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o _aB a:(2y+/1)A—/1C
e A=2a(u+2)+y A éﬂ(2ﬂ+3/1)
0'919=A+r—2 B=2pu ﬂza
o,=C C=2a/1+7/(2,u+/1) (,u+/1)C—/1A
" uleurs)

Les constantes d’intégration peuvent aussi €tre définies a partir du module d’Young et du coefficient de
Poisson :

a+yv 1-v 1%

=—E - E—

Lv)-2v) a=—A-2C

g 1+v
B=L_E =—'B

1+v P E
_2av+y(-v) y -2 arlc

(L+v)i-2v) E E

21.

Avec les conditions aux limites, il est possible de fixer les constantes d’intégration. On connait les valeurs du
vecteur contrainte en chaque point appartenant a la surface extérieure et dans la direction de la normale
extérieure au domaine. La constante § intervenant dans le champ de déplacement n’est pas fixée, mais en
fait quel que soit sa valeur, les expressions des tenseurs des contraintes et des déformations sont les mémes.
Cette constante traduit un déplacement de solide indéformable le long de I’axe du tube.

J— _ 2_ 2
Pour r =R, Til\/l;_Er )=— p, (-E,) A PR PR,

R*-R?
Pourr=R, T(M;E, |]=—p, E, B (Pi—PJR’ R
- . = 2 o2
Pour z=0 TWM;-E,|]=-0cE, R
C=0

Pour z=L TIM: E

22.

Pour terminer I’étude, il ne reste qu’a vérifier que I’état de contrainte obtenu en tout point soit en accord avec
la limite élastique du matériau, ce qui peut étre fait en employant par exemple le critére de Von Mises :

(O-I —Ooy )2"'(0-" —On )2 +(O-||| —0, )ZSZO-e2

B 2
3(—2j +(A-CY¥ <o,

r

Le cas le plus défavorable étant obtenu au rayon intérieur, on a la condition sur le chargement pour ne pas
dépasser la limite d’¢élasticité :

(p-p.FR*) (PR2-p.RE )
3{ R -R?f H R -R’) _GJ il

23.

Pour étudier ce frettage, il faut commencer par traiter chaque piéce séparément. On peut noter tout d’abord
que sur chacune des pieces il n’existe aucune sollicitation de traction exercée sur les bases, mais que cela ne
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signifie pas pour autant qu’il n’y a pas de conditions aux limites sur ces faces. Il faut simplement dire que le
chargement est nul sur ces surfaces annulaires.

Pour ce qui est du tube intérieur, le seul chargement non nul est celui di a la pression d’interface sur la
surface extérieure. L’expression des conditions aux limites permet de calculer les constantes d’intégration.

Pourr=R.  T(M;-E, |=0

;

—_

Pourr=R  T(M;E, ]=—-PE

H

r

Pour z=0 T M;—EﬁZ =0
Pourz=L  T(M:E, -0
PR? PR?R,’
AR BTTRgs AR G0

S e

Pour ce qui est du tube extérieur, on retrouve un chargement di a la pression d’interface mais appliqué sur la
surface intérieure, ce qui nous donne les valeurs des constantes d’intégration.

Pourr=R TiM;—a’:—P(—E)
Pour r =R, TiM; E’):6

Pour z=0 T(M;-E, J=0

Pour z=L Tilvl; E. =0

PR? PR?R’
Ay=—r— B,=—3—-=AR’ C,=0
R,°—R? R,°—R?
1-v 1-v PR? 1+v 1+v PR? , (1+v 5
0‘2:( E j(Az)ZE E j(Rez_jo :822( E J(Bz)z[ E )(REZ—RZJRE :(1—1/}0(2 R,

24.
Pour calculer la pression d’interface P, il faut écrire une équation de compatibilité de déplacement des points
adjacents situés a ’interface. Avec des notations évidentes, nous avons une relation entre les déplacements et
leserrage:  up(R)-un(R)=o6

Ce qui nous conduit aux relations suivantes :
1+v R’ 1+v R/’

a, R4V D —a, RV Ei |5
1-v R 1-v R

PE(%J[@—WRZ +(1+v)R, +é[%} @-v)R? +(1+v)Ri2]}=5

R, -R R?-R,

e

@1-v)R?+(1+v)R? ot K (1-v)R?+({1+V)R,’?
,=

R?-R’ R?_R?

K, K
PR| 2+—|=6 avec K, =
E E
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En définitive le résultat final prend une forme relativement simple. La pression d’interface est directement
proportionnelle au serrage ce qui est tout a fait logique.

P:( E ]§= E5(R?-R?)R,2-R?)

K,+K, JR 2R*R,2-R?)

25.
Avec une pression intérieure et une pression extérieure, il faut simplement reprendre les conditions aux
limites pour chacune des deux pieces. Cela nous conduit & de nouvelles valeurs pour les constantes associées

au cylindre intérieur.

Pourr=R,  T[M;-E, J-—P (— Er)
Pourr=R TiM;ET):—Pa

Pour z=0 TIM:—E :6

Pour z=L TWM; E
PR’-PR’ _(R-P)R?R’
A= R?-R/ R?-R,?

b [ I L R L e

De la méme facon, il est possible de recalculer les nouvelles valeurs des constantes associées au cylindre
extérieur.

Pourr=R  T(M ;—E’:—P(—E)
Pourr=R,  T[M;E J-—P E,

—

Pour z=0 TIM;-E, =0

Pourz=L TiM;E’:a

PR?’-P R’ (P-P,)R?*R,’
MRR T R 0T
1-v 1-v) PR*-P, R’ 1+v 1+v) (P-P,)R?*R,’
azz[?j(Az):( E j{ Rez_Rz J ﬂzz(?j(Bz):[ E j[ ReZ_Rz
26.

Pour obtenir la valeur de la pression d’interface, il faut a nouveau écrire 1’équation de compatibilité¢ de
déplacement des points adjacents situés a 1’interface. Les formules commencent a devenir complexes et il est
important de faire régulierement des vérifications comme par exemple [’homogénéité des expressions
obtenues. Il est a noter que le résultat final est indépendant du coefficient de Poisson.

Ur2(R)- uri(R) = o
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aRePe g R Pis
R R
(@-v)PR? —P.R)+ 0+ v)P - PR R —R?)-(@-v)PR? = PR?)+ @+ v)P, — P)RZR. — R?)=E (RZ—RiZXREZ—RZ)

P(@-v)R? + @+ v)R XRZ ) (1 VR? + 1+ V)RR, RZ)) - (RZ—RiZXRez—R2)+2PER92(R2—Ri2)+2PiRi2(Rez—R2)
B E5(R2 R, XR )+2R(PR (R2 R; )+PR (R RZ))
“R(@-v)R? + @+ v)R XRZ )+ (@-v)R? + @+ v)R R - R?)
EsR? -R?)R.? - )+2R(F>eRe (R?-R?)+PR, (Re ~R?))
2R°(R,F -R?)

P=

a, R+&—a1R—%=5
o_EsR*-R’JR-R*)+ 2R[RR’(R* ~R’)+ PR’R, - R?)
2R*(R?-R?)
217.

Dans le cas de notre canon on a un tube dont le rayon extérieur est 4 fois le rayon intérieur (R, = 4 R;) et qui
est sollicité par une pression intérieure de 4 000 bar soit 400 MégaPascal. Avec ces données on peut
facilement définir des formes simples pour les constantes d’intégration.

Al PR B
S A
R2-R’ 15
RZR2
B:T:\’IZI Rez =ARe2
C=0

On peut ensuite regarder le critere de VVon Mises pour déterminer la limite élastique minimale pour notre
matériau. On rappelle que ’application du critere doit étre faite en point de la surface intérieur car c’est
I’endroit le plus sollicité. En conclusion, il faudrait que I’acier ait une limite ¢lastique de I’ordre 740 MPa ce
qui était trés exceptionnel il y a un siécle.

2
3{%} +(A-C)*<
A? (3*16% +1)<o,”
184 p, <o,
740MPa<o,

28.
Dans le cas du tube fretté, il faut tout d’abord calculer la pression d’interface. Pour cela on peut reprendre la
formule précédemment déterminée et la simplifier sachant que la pression extérieure est nulle, que le rayon
d’interface est 3 fois le rayon intérieur et que le rayon extérieur est 4 fois le rayon intérieur.
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es(R? —R?)R.” —R?)+ 2RPR’(R,” —R?)

P=
2R%(R. -R/?)
o_ ES*8*7*R’ +2*3*R *PR’*7
2R *27*15

28ES5 TP,
P=—+—

405R; 135

29.

On peut des lors calculer les constantes d’intégration pour le tube intérieur sollicité par une pression interne
et une pression externe.

Pourr=R T(M;—E, J-—P (— Er)
Pourr=R TM;E—:—PE—
Pour z=0 TIM:—E.)=0

Pourz=L TIM; E -0
PR’-PR? P -9P

A= RZ-R’ 8

P-P)R*’R’ 9
SLELTNE TN
C,=0

Il faut faire de méme avec le tube extérieur pour lequel nous n’avons qu’une pression interne due a la
pression d’interface.

Pourr=R TiM;—E)z—P(—E_;)
Pourr=R, T‘M;E):a
Pour z=0 TiM;—E—Z):E)
Pour z=L TiM;ETFE)
2P

PR?

R, -R

PR?R.’
B,=—; e=16F>R2

R,°-R* 7
C,=0

30.
Il faut ensuite passer au calcul des contraintes équivalentes maximales pour les tubes. Comme nous 1’avons
déja vu elles seront obtenues a chaque fois sur pour les rayons intérieurs, la surface interne du tube étant
systematiquement la plus sollicitée.
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2

B B. \°
GquMlzzg(R_.lp_J +(A1—C1)2 Ueqvmzzzg(R—éj +(A1—C1)2

9 > (P-9PY)’ 16P)* (9P
GquM12=3(§(Pi_P)j +( 3 j JquM22=3(T] +£7j

, 244P°_-504P P+324P? 2_849

UquMl = eqVvM2 T 49

64

Avec les valeurs numériques proposees et les formules obtenues on peut donner un tableau de résultats pour
différentes valeurs de serrage. On constate que 1’optimum est proche de 1 mm.

Serrage : 6 (mm) 0 0,5 1 1,5 0,89

Pression d’interface : P (MPa) 20,74 | 81,23 | 141,73 | 202,22 | 128,42

Contrainte de Von Misés rayon | 739,49 | 622,51 | 515,02 | 424,29 | 537,56
intérieur piece 1 : Gegumi

Contrainte de Von Miseés rayon | 86,33 | 338,14 | 589,95 | 841,75 | 534,55
intérieur piece 2 : Gegvm2

800,00

31.
Pour bien comprendre I’effet du
serrage, on peut tracer les lois
d’évolutions des contraintes w0000 |\
principales et de la contrainte N
équivalente de Von Misés en b
fonction du rayon. Dans le cas d’un
serrage nul, on constate que les 0.00
contraintes radiales et orthoradiales STteted
sont maximales au rayon intérieur et | 200,
qu’elles ont pratiquement la méme
valeur mais de signe opposées. La | o0
contrainte équivalente de Von Misés

600,00

200,00

[—Contrainte radiale
contrainte orthoradiale
contrainte axiale

o | contrainte équivalente VM

S PP TS @b@@cp TR @@

Contraintes (MPa)

maximale vaut 739 MPa. 600,00 S
ayon (mm

800,00

600,00

#0000 Avec un serrage de 0,5 mm, on voit
R que la contrainte orthoradiale au
g 2000 —Cenianie radale rayon intérieur a baissé et qu’elle
£ . containte e présente une discontinuité au rayon
E 000+, . ... - — 1, R o o contrainte équivalente Vi ye ’
I N N S S S G N ® d’interface. La contrainte

S
B oY el Q Ll
KU GIRC N L

équivalente de Von Misés maximale
est de 623 MPa au rayon intérieur.

200,00

400,00

600,00

Rayon (mm)
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800,00

600,00

Avec un serrage de 1mm, la oo ;' ———
contrainte orthoradiale au rayon |

intérieur a encore baisse et la

discontinuit¢é ~a Dinterface a .

augmenté en valeur. La contrainte °°°;;;9 ® @ S8 ;p';g,'ng $H SO SFTTE PP
équivalente de Von Misés maximale WESEFT LSS S
est égale a 590 MPa mais cette fois ™"
elle est située au rayon d’interface.

200,00 \ I —Contrainte radiale

‘ contrainte orthoradiale
contrainte axiale
contrainte équivalente VM

Contraintes (MPa)

o
B

400,00

600,00 *
Rayon (mm)
1000,00
Pour un serrage de 1,5 mm tout est
amplifi¢ et on constate que I’on est
| allé trop loin, la contrainte équivalente

600,00 :

| de Von Mises maximale étant égale a

800,00

| conirainte équivalente VM

L ; 842 MPa au rayon d’interface. Avec
s ,‘ —comnerdne | les formules obtenues, il est simple de
Q 200,00 . - .

5 trouver le serrage optimum qui est de
3

0,89 mm et qui donne une contrainte
équivalente de Von Mises maximale
égale a 538 MPa. Il est possible de
diminuer cette valeur maximale en
jouant sur le positionnement du rayon
600,00 d’interface. Par exemple avec un
Favon () rayon d’interface a 300 mm et un
serrage a 0,65 mm, la contrainte équivalente maximale est en dessous de 500 MPa. Enfin il est encore
possible d’abaisser cette valeur en construisant plusieurs frettages a des rayons judicieusement calculés.

e
=}
=]

Q | :
‘P\w@@@ m@m@u}@ @p & Wi;.-, %“@&

[%

N
200,00

400,00

32.
Pour ne pas conclure cet enseignement en laissant penser que les applications de la mécanique des solides
déformables sont guerrieres, il convient de noter que les calculs de frettage sont aussi utiles pour un
assemblage a base de roulement ou encore pour le dudgeonnage d’un tube dans une plaque. Mais dans cette
derniére application, il convient de dépasser la limite d’¢élasticité du matériau et de faire les calculs avec une
loi de comportement en plasticité ce qui dépasse les objectifs de ce cours mais laisse a I’auditeur encore de
vastes champs d’investigation dans la mécanique.
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Elasticité linéaire en coordonneées polaires |

Relations Déplacement-Déformation =

E :aur ggz_ll:l%‘i‘_aug} b

" ar 2lr 00 oz

10u, u, 1[8ur auz} M
Egp=——2+—" == +

&
rog r 21 0z or =
£ :auZ _1[1%+%_u_9:| : ' E

t oo “olree o

Principe fondamental de la mécanique E,
oo, 1ldo,, 1 oo
L r - _ + 7 ol f — =0
ar r 89 r(Grr 0-66) 82 p( r yr)
0o, 100y, _i_éozgz
or r 08 oz
do, 1lado, +80'ZZ

or r 00 0z

+

+2%+P(fa _76)20

+%+p(fz_7/z):0

Equations de Beltrami

op(f.-7) v [ (s - 2 (.00, 1 0%1

2 p» +l+vdlv[p(f—y/)+Ao-rr—r—2 28—9"+a”—a% oy arzlzo

2(op(t,-7,) v o[ (s - 2 (. 00, 1 1 06( 0ol
?[ao—gg-l-p(fr—]/r) +md|V[p(f _7)]+A0'95 +r_2 26—904-0'"—0'99 +mr—25 ra—rl =0
26p(fz—y1) 14 1 0%,

P +1+v div[p(f—f)]JrAam +m o =0

ap(f,—y,) 1(op(f,~y,) 2 (00, 00y 1 o(10l,
+— L plf, - +AC, +—| — - ——F =20, |+ — —| = =0
or r 00 Aty =7,) " 00 00 ) 1+v or\r 00

op(f — op(f — 0 0% 1
plt, 7Z)+ A1, yr)+Aarz—i 2%% +o, +—l L
or oz r? 1+v oréz
op(f, — f — 2
Alla=r) 10p0 7)) f o (5000 o ), L 120 g
0z r 00 r 00 1+v r o6oz

—c AA
or r\ 060

C o.op of 1(of, of O°A 10A 10*°A O°A
avec: divf=—="+= +f, [+—2 =— st
674 or° ror r°o0° oz
I, =0, +04+0,

Opeérateur différentiel
) d?g 1d 1 d[1d
si g=g(r) g +——g——g [ (r g)}

arz rdr r’° dr|rdr
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