
• Substituce

Děláme-li substituci ve 2D, muśıme zavést dvě nové proměnné. Zároveň předpokládáme, že mezi proměnnými lze
vzájemně jednoznačně přecházet.

x = f1(s, t), y = f2(s, t), (x, y) ∈ M ⇔ s = h1(x, y), t = h2(x, y), (s, t) ∈ N

Samozřejmě je rovněž nutné přepoč́ıtat meze. Je-li tedy např. množina M zadána nerovnicemi

a ≤ x ≤ b, g1(x) ≤ y ≤ g2(x),

potom omezuj́ıćı podmı́nky pro proměnné s a t (definici množiny N) źıskáme ze vztah̊u

a ≤ f1(s, t) ≤ b, g1(f1(s, t)) ≤ f2(s, t) ≤ g2(f1(s, t)).

V 1D muśıme ještě přepoč́ıtat diferenciál dx. Tomu ve 2D odpov́ıdá výpočet absolutńı hodnoty determinantu Jacobiho
matice (tj. matice parciálńıch derivaćı) zobrazeńı f1 a f2 podle proměnných s a t:

JF = det
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Věta o substituci: Je-li u spojitá funkce na M a f1, f2 : N → M spojitě diferencovatelné funkce takové, že JF =
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6= 0 všude v N , potom
∫∫

M

u(x, y) dxdy =

∫∫

N

u(f1(s, t), f2(s, t)) · |JF | ds dt

Př́ıklad: Vypoč́ıtejte dvojný integrál
∫

M
y2

x2 dA, kde M = {(x, y) ∈ R
2 : x ≤ y ≤ 3x ∧ 1

x
≤ y ≤ 2

x
}.

Řešeńı: Úpravou podmı́nek pro x a y źıskáme:

1 ≤ y

x
≤ 3, 1 ≤ xy ≤ 2.

Bude tedy vhodné zavést substituci s = h1(x, y) =
y
x
a t = h2(x, y) = xy. Nové proměnné pak splňuj́ı nerovnice

1 ≤ s ≤ 3, 1 ≤ t ≤ 2.

Integrovat proto budeme přes obdélńık [1, 3]× [1, 2]. Zbývá nám vyjádřit si proměnné x, y pomoćı proměnných s, t a
spoč́ıtat jakobián.
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Nakonec už jen vše dosad́ıme do vzorce pro substituci:
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Př́ıklad: Pomoćı substituce do polárńıch souřadnic spoč́ıtejte obsah kruhu M = {(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ R2}.

Řešeńı: Chceme spoč́ıtat integrál
∫

M
1 dA. Polárńı souřadnice maj́ı tvar:

x = f1(r, ϕ) = r cosϕ

y = f2(r, ϕ) = r sinϕ

Dosad́ıme-li do definice množiny M , vid́ıme, že muśı být splněno

x2 + y2 = r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = r2 ≤ R2,

Tedy r ≤ R. Pro ϕ žádná omezeńı nemáme, proto uvažujeme celou periodu: ϕ ∈ [0, 2π]
Pro jakobián plat́ı

JF = det
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= r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ = r.

Dosad́ıme-li do vzorce pro substituci, źıskáme

∫∫
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1 dA =
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Př́ıklad:[1.29] Vypoč́ıtejte dvojný integrál
∫

M
(1− 3x− 2y) dA, kde M = {(x, y) ∈ R

2 : x2 + y2 ≤ 4 ∧ y ≥ x}.
Řešeńı: Použijeme-li polárńı souřadnice, plat́ı

x2 + y2 = r2 ≤ 4, a y = r sinϕ ≥ r cosϕ = x,

tedy sinϕ ≥ cosϕ, nebo-li ϕ ∈ [π4 ,
3π
4 ]. Dosad́ıme-li do vzorce pro substituci, źıskáme
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Př́ıklad:[1.30] Vypoč́ıtejte dvojný integrál
∫

M

ln(x2+y2)
x2+y2 dA, kde M = {(x, y) ∈ R

2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ e ∧ y ≥ 0}.
Řešeńı: Použijeme-li polárńı souřadnice, plat́ı

1 ≤ r2 ≤ e a y = r sinϕ ≥ 0,

tedy sinϕ ≥ 0, nebo-li ϕ ∈ [0, π]. Dosad́ıme-li do vzorce pro substituci, źıskáme
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Někdy je lepš́ı polárńı souřadnice posunout, potom maj́ı tvar (jakobián z̊ustává stejný, tj. JF = r)

x = f1(r, ϕ) = A+ r cosϕ

y = f2(r, ϕ) = B + r sinϕ

Má-li oblast M (nebo jej́ı část) tvar elipsy, je vhodné použ́ıt eliptické souřadnice (jakobián je JF = abr)

x = f1(r, ϕ) = ar cosϕ

y = f2(r, ϕ) = br sinϕ

Úkoly:

Ze sb́ırky dr. Šibravy:

• U př́ıklad̊u 1.15, 1.17 a 1.19 sestavte integrály pro použ́ıt́ı Fubiniovy věty (oba dva zp̊usoby - jednou vněǰśı
proměnná x, jednou y). Integrály nepoč́ıtejte!

• Vyberte si tři př́ıklady z př́ıklad̊u 1.31–1.46 a spoč́ıtejte je.

Sb́ırku naleznete na adrese https://mat.fsv.cvut.cz/BAKALARI/ma3si/files/vic_int.pdf

Odkaz je dostupný rovněž ze stránek předmětu Matematika 3 ≫ Literatura ≫ Vı́cenásobné integrály

https://mat.fsv.cvut.cz/BAKALARI/ma3si/files/vic_int.pdf

