Feladat: Az ABCD rombusz hegyesszoge 45°. Mutassa meg, hogy a rombusz beirt
koérének tetszéleges P pontjara teljesiil

PA?+ PB%?+ PC?*+ PD? = gABQ.

I. Megoldas: A megoldas soran tébbszor felhasznaljuk, hogy a paralelogramma atloinak
négyzetosszege egyenls az oldalak négyzetosszegével (Geometria FGY 1. 1671. feladat).
Ennek kovetkezménye, hogy a haromszog stulyvonala kifejezhetd az oldalak hosszanak
segitségével.

Legyen O a beirt kor kozéppontja. Ekkor PO az APC haromszog silyvonala, ezért

_ PA24 PC* AC?

PO?
2 4

Hasonl6 meggondolassal a BP D haromszogbdl kapjuk, hogy

_ PB*+ PD> BD?

PO?
2 4

Ha 6sszeadjuk a két egyenletet és szorozzuk mindkét oldalt 2-vel, akkor rendezés utan

AC? + BD?

PA? + PB%>+ PC?+ PD?> =4- PO? + 5

Az AC és BD a rombusz atloi, igy a paralelogramma-tétel alapjan
AC? + BD* =4- AB%.
Masrészt a rombusz magasséga 2 - PO, hegyesszoge 45°, tehét
2 1
2. PO = gAB, vagyis 4 PO* = S AB®.

Ezeket felhasznalva

AC? + BD?
PA2+PBQ+PC’2+PD2:4-POQ+C+:4-P02+2-ABQ:
1 2 2 5 2



I1. Megoldas: Iranyitsun_k> vektorokat az O pontbdl a rombusz csticsaiba és a P pontba
az abra szerint. Legyen OA = a, O? =0 és O7>7 = p. A rombusz atloi felezik egymaést,

igy O? = —O—1>4 = —q tovabba O? = —O? = —b. B

D

A PA, PB, PC, PD szakaszok hosszanak négyzete a (p —a), (p —b), (p —¢), (p — d)

vektor 6nmagaval vett skalaris szorzata, emiatt
PA*+ PB*+ PC*+ PD*=(p—a)’+ (p—b)°+ (p+a)* + (p+b)* = 4p* + 2a° + 20°.
Ebbdl egyrészt a Pitagorasz-tétel alapjan

2a° + 2b* =2 - AB?,

masrészt az elsé megoldasban szerepl6 gondolattal a rombusz magassidga 2 - PO, hegyes-
szoge 45°, tehat

2 1
2. PO = gAB, vagyis 4 - p* = §AB2.

Ezzel belattuk, hogy
1 5
PA?+ PB*+ PC?*+PD?*=2-AB* + §AB2 = 5AB?.

Megjegyzések:

1. A rombusz koézéppontja koriil rajzolt R sugart
kor tetszbleges P pontjara allando lesz a

PA®+ PB* + PC? + PD?
kifejezés értéke.

2. A feladat &llitasa altalanosabban is igaz. Egy
tetszéleges n-szog (n pontbol 4ll6 pontrendszer) esetén a sulypont, mint kézéppont
koriil rajzolt R sugara kor tetszéleges P pontjanak az n-szog csucsaitol (a pontrend-
szer pontjaitol) vett tavolsagainak négyzetosszege nem fiigg a P pont valasztasatol,
azaz

Y PA} = allando
=1

Az allitas bizonyitasa a 2. megoldasban k6zolth6z hasonlé modon végezhetd el.



