
Caṕıtulo 3

Plano Métrico

En los espacios métricos introduciremos la noción de ortogonalidad entre rectas y analizaremos
el quinto axioma de Euclides.

3.1. Introducción

Para enunciar los axiomas del plano métrico, consideremos Π = (P, L, I , ⊥) donde P es el
conjunto de puntos, L es el conjunto de rectas, I una relación de incidencia entre puntos y
rectas y ⊥ una relación ortogonalidad entre rectas.

a ⊥ b

a

b

a /⊥ b
a b

Ahora veamos los tres tipos de axiomas (afines, perpendicular y colineación).

3.1.1. Axiomas Afines:

1. SiA,B ∈ P,A ≠ B entonces (∃!l ∈ L)(AIl ∧BIl)

A

B l

2. Cada recta contiene al menos tres puntos.

l

3. Existe un triángulo (tres puntos no colineales).

89
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3.1.2. Axiomas de Ortogonalidad

1. Sean l,m ∈ L tal que si l ⊥m, entonces m ⊥ l (⊥ es simétrico)

l

m

2. Sean P ∈ P, l ∈ L, entonces ∃m ∈ L tal que P I m y m ⊥ l

l

P P

Además si PIl, entonces m es única.

m

l
P

3. Si l ⊥m, entonces l ∩m ≠ ∅
a

bQ

Definición 3.1 Sean Π = (P,L,I ,⊥) plano que cumple los axiomas afines y de ortogonalidad
y f una función biyectiva, se dice que f es una colineación del plano Π si y sólo si

i) f ∶ LÐ→ L y f ∶ P Ð→ P son biyectiva.

ii) Preserva incidencia:

Para todo P, l se tiene que si PIl, entonces f(P )If(l).
iii) Preserva Ortogonalidad.

Para todo l,m se tiene que si l ⊥m, entonces f(l) ⊥ f(m).
Notación:

Aut(Π) = {f ∶ Π→ Π ∣ f es colineación}



CAPÍTULO 3. PLANO MÉTRICO 91

Simetŕıas en el plano.

Definición 3.2 Sea R ∈ Aut(Π), se dice que R es una simetŕıa de eje l si y sólo si

i) R ≠ Id
ii) R tiene orden dos

iii) R fija a todos los puntos de una recta l (eje de simetŕıa)

Notación: Rl es la simetŕıa de eje l.

Visualización de una simetŕıa: Sean P ∈ P y a, b ∈ L

1. Si PIa entonces Ra(P ) = P

P
a

2. Si PÒIa, entonces existe b ⊥ a, tal que PIb, pero {Q} = a ∩ b, luego b es única recta tal
que QIb.
Pero Ra(Q) = Q, Ra(P )IRa(b), QIRa(b), y como Ra(a) ⊥ Ra(b), por ello Ra(b) = b, de
lo cual tenemos que Ra(P )Ib.

b

a

P

Ra(P )

Rotaciones:
Sea σ ∈ Aut(Π), se dice que σ es una rotación si y sólo si existen Ra, Rb ∈ Aut(Π), tal que
a ∩ b = {P} y σ = Ra ○Rb.

a) P se denomina centro de rotación.

b) El ángulo de rotación viene dado por α = ∢APA′′,
donde A′′ = σ(A)

b

a

P

A

A′

A′′

α

En plano Real el ángulo de una rotación siempre es el doble del ángulo entre las rectas a y b.
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b

a

P

A

A′

A′′

α

Traslaciones:
Sea t ∈ Aut(Π). Diremos que t es traslación a lo largo de l si y sólo si existe a, b ∈ L tales que
t = Ra ○Rb, a ∩ b = ∅ y a ⊥ l ∧ b ⊥ l (Ra,Rb simetŕıa).

l

a b

A

B B′

A′ A′′

B′′

Simetŕıa Puntual Sea HP ∈ Aut(Π). Diremos que HP es una simetŕıa Puntual si y sólo si
existen a, b ∈ L tales que HP = Ra ○Rb, a ∩ b = {P} y a ⊥ b

a

b

3.1.3. Axiomas de Colineaciones:

1. Simetŕıas

a) Todas recta está asociada a una única simetŕıa.

L → Aut(Π)
a → Ra

b) El grupo de las colineaciones esta generado por el conjunto de las simetŕıas del plano
af́ın.

2. Rotación: Sea σ una rotación tal que σ(P ) = P y σ(l) =m, entonces existe b ∈ L tal que
P I b y (∀XIl)(Rb(X) = σ(X))

P

X

X′

l

b

m

Rb∣l = σ∣l
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3. Traslaciones: Sea t traslación a lo largo de la recta l del plano Π.

Sean a, b ∈ L tales que a ⊥ l ∧ b ⊥ l y t(a) = b, entonces existe c ∈ L tal que c ⊥ l y(∀XIa)(Rc(X) = t(X)).
X X′

a c b

l

donde c se visualiza como la paralela media entre a y b

3.2. Plano Métrico

Definición 3.3 Π = (P, L, I , ⊥) es un plano métrico, si y sólo si satisface los axiomas: afines,
de ortogonalidad y de colineación.
Además, el grupo de las colineaciones corresponde a Aut(Π), es decir, biyecciones entre puntos,
entre rectas y que preservan incidencia y ortogonalidad.

Propiedad 3.4 Sean Π plano métrico, σ ∈ Aut(Π) y Ra simetŕıa de eje a, entonces

σ ○Ra ○ σ
−1 = Rσ(a)

Demostración: Notemos que σ ○Ra ○ σ−1 es una simetŕıa, ya que

i) σ ○Ra ○ σ−1 ≠ Id. Supongamos que σ ○Ra ○ σ−1 = Id entonces

Ra = σ−1 ○ σ
Ra = Id

Pues esto es una contradicción, por lo tanto es distinta de la identidad.

ii) (σ ○Ra ○ σ−1) ○ (σ ○Ra ○ σ−1) = Id
Esto es verdadero pues Id = Id, de esta forma se cumple que tiene orden dos.

iii) σ ○Ra ○ σ−1 deja fijos a todos los puntos de la recta σ(a)
Si PIa entonces σ(P )Iσ(a)

(σ ○Ra ○ σ
−1)(σ(P )) = σ(Ra(P )) = σ(P )

Luego tenemos, es una simetŕıa y fija los puntos de la recta σ(A), luego
σ ○Ra ○ σ

−1 = Rσ(a)

∎
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Corolario 3.5 Sean Π plano métrico, a, b, l ∈ L tal que Rl(a) = b entonces
Rl ○Ra ○Rl = Rb.

Propiedad 3.6 Sea Π plano métrico y a, b ∈ L tal que a ⊥ b entonces Ra(b) = b.
Demostración:
Sea {P} = a∩b, luego tenemos que b es la única recta ortogonal a a en P . Además PIa entonces
Ra(P ) = P .
Pero Ra(P )IRa(b) y Ra(b) ⊥ Ra(a), de lo cual tenemos que:

PIRa(b) y Ra(b) ⊥ a
Por unicidad de b, se tiene que Ra(b) = b. ∎

Propiedad 3.7 Sea Π plano métrico y a, b ∈ L distintas tales que Ra(b) = b entonces a ⊥ b.
Demostración:
Sea PIb y PÒIa, luego tenemos que Ra(P )Ib, consideremos c tal que PIc y c ⊥ a, entonces por
la propiedad anterior tenemos Ra(c) = c, de lo cual Ra(P )Ic.
De este modo tenemos que P,Ra(P )Ic, por ello tenemos c, b tiene dos puntos en común, luego
las rectas son iguales, de lo cual obtenemos que b ⊥ a. ∎

Propiedad 3.8 Sean Π plano métrico, a, b ∈ L distintas, entonces

a ⊥ b si y sólo si Rb ○Ra = Ra ○Rb

Demostración: Sean a, b ∈ L y a ⊥ b, luego tenemos que Ra(b) = b, además R−1a = Ra, de este
modo tenemos que

Ra ○Rb ○R
−1
a = RRa(b) = Rb.

despejando obtenemos
Rb ○Ra = Ra ○Rb

Supongamos ahora que
Rb ○Ra = Ra ○Rb

despejando, y usando la propiedad tenemos

RRa(b) = Ra ○Rb ○Ra = Rb

luego Ra(b) = b, de lo cual a ⊥ b. ∎

Teorema 3.9 (Teorema de las Tres Simetŕıas para Rotación) Sea Π plano métrico.
Si P ∈ P y a, b, c ∈ L, tal que PIa, b, c, entonces (∃d ∈ L)(Ra ○Rb ○Rc = Rd ∧ PId)
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b

c

a
P

Demostración: Ya que Rc ○Rb es una rotaciones de centro P y consideremos (Rc ○Rb)(a) = a′,
entonces por axioma de rotación existe d ∈ L tal que dIl ∧ Rc ○Rb∣a = Rd∣a
Notemos que (Rc ○Rb)(x) = Rd(x) ;∀xIa(Rd ○Rc ○Rb)(x) = x ;∀xIa
De lo cual obtenemos que

Rd ○Rc ○Rb = Id ; Rd ○Rc ○Rb = Ra

Supongamos que
Rd ○Rc ○Rb = Id /Rd ○

Rc ○Rb = Rd

de lo cual tenemos Rc ○Rb = Rd, en donde

Rc ○Rb ○Rc ○Rb = Id

Rc ○Rb ○Rc = Rb

Rc ○Rb = Rb ○Rc

b ⊥ c.

Análogamente d ⊥ c. Por lo tanto por P pasan dos rectas b, d perpendiculares a c esto es una
contradicción, luego debe cumplirse la otra igualdad.

Rd ○Rc ○Rb = Ra

Rd ○Rc = Ra ○Rb

Rd = Ra ○Rb ○Rc

b

a

c

d

P

∎

Teorema 3.10 Sea Π plano métrico y σ una rotación de centro P .

Si PIa, entonces (∃b ∈ L)(PIb ∧ σ = Ra ○Rb)
Demostración: Ya que σ es una rotación, existen c, d ∈ L tales que c ∩ d = {P} y σ = Rc ○Rd

b

d

a

c

α

α

P
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Luego tenemos que PIa, c, d y por teorema de las tres simetŕıas se obtiene

Ra ○Rc ○Rd = Rb

Despejando
Rc ○Rd = Ra ○Rb = σ

∎

Teorema 3.11 Sea Π un plano métrico y P ∈ P.

GP = {σ ∈ Aut(Π) ∣ σ rotación de centro P}
entonces (GP ,○) es un grupo abeliano.

Demostración: Clausura Sean σ1, σ2 ∈ GP , luego existen a, b, c, d ∈ L tales que PIa, b, c, d y
σ1 = Ra ○Rb, σ2 = Rc ○Rd.
Como PIa, b, c y Ra ○ Rb ○ Rc, por teorema de las tres simetŕıas existe l ∈ L tal que PIl y
Ra ○Rb ○Rc = Rl.
Luego tenemos que

σ1 ○ σ2 = Ra ○Rb ○Rc ○Rd = Rl ○Rd ∈ GP

Neutro Dada a ∈ L tal que PIa entonces Ra ○Ra = Id ∈ GP .
Inverso Sea σ = Ra ○Rb ∈ GP , luego

σ−1 = Rb ○Ra ∈ GP

Conmutatividad Sean σ1 = Ra ○Rb, σ2 = Rc ○Rd. Por demostrar que

σ1 ○ σ2 = σ2 ○ σ1.

Por teorema de las tres simetŕıas tenemos que Rb ○Rc ○Rd = Rl

Luego σ2 = Rb ○Rl. De lo cual obtenemos

σ1 ○ σ2 = Ra ○Rb ○Rb ○Rl = Ra ○Rl

y
σ1 ○ σ2 = Rb ○Rl ○Ra ○Rb

Reemplazando, obtenemos una proposición equivalente a que debemos demostrar

Ra ○Rl ○Rb = Rb ○Rl ○Ra

Pero por teorema de las tres simetŕıas, es una simetŕıa

Ra ○Rl ○Rb = (Ra ○Rl ○Rb)−1 = Rb ○Rl ○Ra

lo que demuestra lo requerido. ∎
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Teorema 3.12 (Las Tres Simetŕıas para traslaciones) Sea Π plano métrico,
Si a, b, c, l ∈ L tal que a ∩ b = a ∩ c = b ∩ c = ∅ y l ⊥ a, b, c entonces

(∃d ∈ L)(Ra ○Rb ○Rc = Rd ∧ d ⊥ l)

a b c d

l

Demostración: Ya que Rc○Rb es una traslación a lo largo de l y consideremos (Rc○Rb)(a) = a′,
entonces por axioma de traslación existe d ∈ L tal que d ⊥ l ∧ Rc ○Rb∣a = Rd∣a
Notemos que (Rc ○Rb)(x) = Rd(x) ;∀xIa(Rd ○Rc ○Rb)(x) = x ;∀xIa
De lo cual obtenemos que

Rd ○Rc ○Rb = Id ; Rd ○Rc ○Rb = Ra

Supongamos que
Rd ○Rc ○Rb = Id /Rd ○

Rc ○Rb = Rd

de lo cual tenemos Rc ○Rb = Rd, en donde

Rc ○Rb ○Rc ○Rb = Id

Rc ○Rb ○Rc = Rb

Rc ○Rb = Rb ○Rc

b ⊥ c.

luego b ∩ c ≠ ∅.
Por lo tanto

Rd ○Rc ○Rb = Ra

Rd ○Rc = Ra ○Rb

Rd = Ra ○Rb ○Rc

∎

Teorema 3.13 Sea Π un plano métrico y l ∈ L.

Gl = {σ ∈ Aut(Π) ∣ σ traslación en la dirección l }
entonces (Gl,○) es un grupo abeliano.
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Observación: El quinto postulado de Euclides en el plano métrico dice que si P ∈ P, l ∈ L y
PÒIl, implica que existe un único m ∈ L tal que P I m y m ∥ l

l

m
P

1. Los planos métricos, que cumple el quinto axioma de Euclides se le denomina plano
Euclidiano.

2. Si no existe rectas paralelas, entonces el plano métrico se denomina plano Eĺıptico.

3. Si existen infinitas paralelas, entonces el plano métrico se denomina plano Hiperbólico.

3.3. Plano Euclidiano

El plano Euclidiano es un plano métrico en el cual se cumple el quinto postulado de Euclides,
es decir, es un plano Π = (P,L,I ,⊥) que cumple con

1. Los axiomas afines

2. Los axiomas de ortogonalidad

3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma Euclides Si PÒIl entonces ∃!m ∈ L tal que PIm ∧ m ∥ l

l

m
P

Introducción: A través de éste axioma se derivan muchas propiedades de la geometŕıa clásica,
como las siguientes:

1. La suma de los ángulos interiores de un triángulo suman 180○

α + β + γ = 180○
γ

α

β

2. Si a ⊥ l ∧ b ⊥ l, a ≠ b entonces a ∥ b

a b

l
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3. Si a ⊥ c ∧ a ⊥ d, b ⊥ c entonces b ⊥ d

a b

d

c

4. Ángulos alternos internos

l ∥m⇒ α = β
l

m

β

α

5. Si l ∦m entonces α + β ≠ 180○

l

m

α

β

3.3.1. Modelos de Plano Euclidiano

Sean V un plano vectorial sobre K tal que 2 ≠ 0 y f ∶ V × V → K, una forma bilineal, simétrica
sin vectores isótropos, es decir,

1. Bilineal:

Se dice que f es lineal en la primera componente.

a) (∀Ð→v1 ,Ð→v2 ,Ð→v3 ∈ V )(f(Ð→v1 +Ð→v2 ,Ð→v3) = f(Ð→v1 ,Ð→v3) + f(Ð→v2 ,Ð→v3)).
b) (∀α ∈ K)(∀Ð→v ,Ð→w ∈ V )(f(αÐ→v ,Ð→w ) = αf(Ð→v ,Ð→w ))

Note que la linealidad en la segunda componente, se logra con la siguiente propiedad

2. Simétrica:

Se dice que f es simétrica si y sólo si

(∀Ð→v ,Ð→w ∈ V )(f(Ð→v ,Ð→w ) = f(Ð→w ,Ð→v )).
3. Sin vectores isótropos:

Se dice que f no tiene vectores isótropos si y sólo si

(∀Ð→v ∈ V )(f(Ð→v ,Ð→v ) = 0⇒Ð→v = 0).
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Plano Métrico Euclidiano Sean V un plano vectorial y f ∶ V × V → K, una forma bilineal,
simétrica sin vectores isótropos.
Definimos el plano (V, f), de modo que el conjunto de puntos es P = V , el conjunto de recta L
es el conjunto de rectas afines, la incidencia I es la pertenećıa y la ortogonalidad entre rectas
esta dada por ⟨v1⟩ +w1 ⊥ ⟨v2⟩ +w2 si y sólo si f(v1, v2) = 0.
Propiedad 3.14 Sea V un K-espacio vectorial y f un forma bilineal simétrica sin vectores
isótropos, entonces (V, f) es un Plano Métrico Euclidiano

Demostración: De ejercicios los axiomas afines y de ortogonalidad, recordar para ello las
nociones de geometŕıa anaĺıtica, el de colineación lo veremos más adelante.

Ejemplo 3.15 Sea (R2, f) plano Euclidiano, con f el producto interno usual, es decir,

f ∶ R2 ×R2 → R((x1, x2), (y1, y2)) ↝ x1x2 + y1y2

Dada las rectas l1 ∶ y = x + 2 y l2 ∶ y = −x − 3.
Determine si l1 ⊥ l2.

Solución: Para el caso real, con el producto usual sabemos que

l1 ⊥ l2⇔m1 ⋅m2 = −1

lo cual es verdadero.
De otro modo, o en general con un producto arbitrario, tenemos

l1 = ⟨(1,1)⟩ + (0,2); l2 = ⟨(1,−1)⟩ + (0,−3)
Evaluando el vector director

f((1,1), (1,−1)) = 1 ⋅ 1 + 1 ⋅ −1 = 0
Por lo tanto

l1 ⊥ l2.
◻

Observación: En general la forma bilineal utilizada es el producto interno usual para K = R,
pero para otro cuerpo, es necesario tener presente lo siguiente:
Sea (V, f) un Plano Euclidiano, luego se tiene que V es un espacio vectorial de dimensión dos
y f es una forma bilineal sin vectores isótropos. Por ello, dado u1 ∈ V no nulo, se tiene que u1
es anisótropo y podemos obtener el ortogonal a

< u1 >⊥= {v ∈ V ∣ f(u1, v) = 0}
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No es dif́ıcil demostrar que este espacio tiene dimensión 1, ya que es una ecuación lineal ho-
mogénea de dos variables, luego existe u2 y se cumple que {u1, u2} es una base de V .
Dados x = x1u1 + x2u2, y = y1u1 + y2u2, podemos calcular

f(x, y) = x1y1f(u1, u1) + x2y2f(u2, u2)
Como esta forma bilineal no tiene vectores isótropos, significa que la ecuación cuadrática

f(x,x) = x21f(u1, u1) + x22f(u2, u2) = 0
sólo puede tener la solución trivial, de lo cual obtenemos

f(u1, u1) ≠ 0 ∧ f(u2, u2) ≠ 0
y además

z2 = −f(u2, u2)
f(u1, u1)

no debe tener solución.
De este modo tenemos que la forma bilineal salvo escalar, debe poder escribirse de la forma

f(x, y) = x1y1 − δx2y2
donde z2 = δ no tiene solución.
Por esto es importante considerar el grupo de los cuadrado, que esta dado por

◻K = {a2 ∣ a ∈ K − {0}}
y de los no cuadrado

Ò◻ K = K − {a2 ∣ a ∈ K}
Por ejemplo en Z5, tenemos que el conjunto de los cuadrados es ◻5 = {1, 4} y el conjunto de
los no cuadrados es Ò◻ 5 = {2, 3}.
Para cada δ ∈Ò◻ K, se puede definir la función

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1x2 − δy1y2,
la cual es una función bilineal, simétrica y sin vectores isótropos en K ×K.

Ejemplo 3.16 Sea K = Z5 y V = Z5 ×Z5 y la forma bilineal simétrica sin vectores isótropos

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1x2 + 3y1y2 = x1x2 − 2y1y2.
Determine si l1 = ⟨(1, 1)⟩ + (2,3) y l2 = {(x, y) ∈ V ∣ x − 2y = 1} son ortogonales.

Solución: Sea (x, y) ∈ l2 entonces

(x, y) = (1 + 2y, y) = y(2,1) + (1,0)
luego l2 ∶ ⟨(2, 1)⟩ + (1,0), entonces

f((1,1), (2,1)) = 2 + 3 = 5 = 0 ∈ Z5

por lo tanto l1 ⊥ l2. ◻
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3.3.2. Colineaciones del Plano Euclidiano

Sea (V, f) un plano Euclidiano y g ∶ V → V una transformación lineal invertible, hemos visto
que preservan incidencia, ahora veremos la ortogonalidad.
Se dice que g es una isometŕıa si y sólo si

(∀v,w ∈ V )(f(g(v), g(w)) = f(u, v))
Note que la ortogonalidad esta definida a partir de la forma bilineal, luego una isometŕıa son
colineaciones. Claramente la identidad es una isometŕıa
Se define el grupo ortogonal de (V, f) igual a

O(f) = {g ∶ V → V ∣ g es una isometŕıa }
Caso particular Sea (R2, f) con la formal usual tenemos que

f(x, y) = x1y1 + x2y2 = [x1 x2] ( 1 0
0 1

)[ y1
y2
]

Una forma de explicitar las isometŕıas es matricialmente, para ello consideramos una base la
base canonica C y calculemos

f(g(v), g(w)) = f(u, v)
[g(v)]tC[f]C[g(w)]C = [u]tC[f]C[v]C([g]C[v]C)t[f]C[g]C[w]v = [u]tC[f]C[v]C[v]tC[g]tC[f]C[g]C[w]C = [u]tC[f]C[v]C

Es una igualdad para todo los vectores, por lo tanto

[g]tC[f]C[g]C = [f]C
Si g es una isometŕıa tal que A = [g]C , reemplazando obtenemos que

AtA = I2
Grupo de las matrices ortogonales de 2 × 2

O(f) = {A ∈ GL2(R) ∣ AtA = I}.
Para explicitar directamente este grupo. Sea

A = ( a b

c d
)

La ecuación matricial AtA = I, nos entrega el sistema de ecuaciones

a2 + c2 = 1
b2 + d2 = 1
ab + cd = 0
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Ya que los puntos pertenecen al circunferencia unitaria, podemos parametrizar

a = cos(α); c = sen(α), b = cos(β); d = sen(β)
luego se cumple las dos primeras ecuaciones y la tercera

0 = cos(α)cos(β) + sen(α)sen(β) = cos(β − α)
de lo cual obtenemos

β −α = π
2
+ 2kπ o bien β − α = 3π

2
+ 2kπ

Veamos la primera posibilidad y reemplacemos

a = cos(α); c = sen(α), b = cos(π
2
+α); d = sen(π

2
+ α)

Utilizando identidades, finalmente obtenemos que

A = ( cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α) )

matriz de tienen determinante 1 y corresponde a rotaciones en un ángulo α.
En la otra posibilidad se obtiene

A = ( cos(α) sen(α)
sen(α) −cos(α) )

matriz de tiene determinante -1.
Luego tenemos el grupo ortogonal esta formado por

O(f) = {( cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α) ) ,( cos(α) sen(α)

sen(α) −cos(α) ) ∣ α ∈ [0,2π]} .
Note que las matrices de determinante -1, dejan fijos todos los punto de la recta

< (cos(α) + 1, sen(α)) >,
por lo anterior es una simetŕıa entorno a la recta, ya que al cuadrado es la identidad.
Al multiplicar dos de esta simetŕıas obtenemos

( cos(α) sen(α)
sen(α) −cos(α) )( cos(β) sen(β)

sen(β) −cos(β) ) = ( cos(α − β) −sen(α − β)sen(α − β) cos(α − β) )
una rotación, que son las otras matrices del grupo ortogonal, los otros axiomas se obtiene en
forma similar.
Luego tenemos el grupo ortogonal de las rotaciones esta formado por:

O+(f) = {( cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α) ) ∣ α ∈ [0,2π]} .
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3.3.3. Simetŕıas

Notemos que la recta fija anterior, no tiene una expresión fácil de despejar a partir de el vector
director de la recta, por ello determinaremos en forma expĺıcita la simetŕıa respecto a la recta
l ∈ L .
Primer Caso: Cuando la Recta es Vectorial.
Sean l = ⟨Ð→v ⟩, Ð→x ∈ V y Rl simetŕıas de eje l.

Determinemos primero α ∈ K tal que x −αÐ→v , sea ortogonal a l

f(Ð→x − αÐ→v ,Ð→v ) = 0
f(Ð→x − αÐ→v ,Ð→v ) = 0

f(Ð→x ,Ð→v ) − αf(Ð→v ,Ð→v ) = 0
αf(Ð→v ,Ð→v ) = f(Ð→x ,Ð→v )

K

K

Ð→x

l

Ð→x −αÐ→v

αÐ→v
Ð→v

x′

Luego tenemos

α = f(Ð→x ,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v )

x′ =Ð→x − 2(Ð→x − f(Ð→x ,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅

Ð→v )
x′ = −Ð→x + 2 f(Ð→x ,Ð→v )

f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅
Ð→v

K

K

Ð→x

l

Ð→x − f(Ð→x ,Ð→v )

f(Ð→v ,Ð→v )
Ð→v

Ð→x − f(Ð→x ,Ð→v )

f(Ð→v ,Ð→v )
Ð→v

x′

De este modo tenemos que la simetŕıa está dada por:

Rl(Ð→x ) = −Ð→x + 2f(Ð→x ,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅Ð→v

Segundo Caso: La recta no es vectorial.
Sean l = ⟨Ð→v ⟩ +Ð→w,Ð→x ∈ V y Rl simetŕıas de eje l.

Si
Ð→
P Il entonces, existe α1 ∈ K tal que

Ð→
P = α1

Ð→v +Ð→w
Rl(α1

Ð→v +Ð→w ) = α1
Ð→v +Ð→w(Rl ○ TÐ→w )(α1

Ð→v ) = TÐ→w (α1
Ð→v )(T −1Ð→w ○Rl ○ TÐ→w )(α1

Ð→v ) = α1
Ð→v

luego, T −1Ð→w ○Rl ○ TÐ→w tiene orden 2 y fija a todos los puntos de la forma α1
Ð→v , entonces:

T −1Ð→w ○Rl ○ TÐ→w = Id ∨ T −1Ð→w ○Rl ○ TÐ→w = R⟨Ð→v ⟩
Si T −1Ð→w ○Rl○TÐ→w = Id, despejando se tiene que Rl = Id lo cual es una contradicción, luego tenemos

T −1Ð→w ○Rl ○ TÐ→w = R⟨Ð→v ⟩
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del cual se establece que:
Rl = TÐ→w ○R⟨Ð→v ⟩ ○ T −1Ð→w

De este modo tenemos que la simetŕıa está dada por:

Rl(Ð→x ) = −(Ð→x −Ð→w ) + 2f(Ð→x −Ð→w,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅Ð→v +Ð→w

Propiedad 3.17 Sea (V, f) plano métrico euclidiano y la recta l =< Ð→v > +Ð→w entonces

Rl ∶ V → V

x ↝ 2Ð→w −Ð→x + 2 f(Ð→x −Ð→w,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅

Ð→v

Ejemplo 3.18 Sea (R2, f) plano Euclidiano con el producto usual

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1x2 + y1y2
Dada l ∶ y = 2x, Calcule Rl(x, y).
Solución: Ya que l ∶ y = 2x, obtenemos l = ⟨(1,2)⟩

Rl(x, y) = −(x, y) + 2 f((x,y),(1,2))
f((1,2),(1,2)) ⋅ (1,2)

Rl(x, y) = (−x,−y) + 2(x+2y5
) ⋅ (1,2)

Rl(x, y) = (−x,−y) + (2x+4y5
, 4x+8y

5
)

Rl(x, y) = (−3x+4y5
, 4x+3y

5
)

En la base canónica C, tenemos que

A = [Rl]C = ( −3/5 4/5
4/5 3/5 ) , det(A) = −1.

◻

Ejemplo 3.19 Sea (Z2
7, f) plano euclidiano y la forma bilineal simétrica sin vectores isótropos.

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1x2 − 5y1y2.
Sea l la recta tal que Rl(2,1) = (1,6).
Determine Rl(x, y)
Solución: Para determinar la recta

l = ⟨Ð→v ⟩ +Ð→w
veamos los siguiente:
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lAB = ⟨A −B⟩ +B
lAB = ⟨(1,6) − (2,1)⟩ + (2,1)
lAB = ⟨(−1,5)⟩ + (2,1)

A(1,6)

B(2,1)
lAB

l

Pero lAB ⊥ l, luego
f((x1, x2), (−1,5)) = 0

−x1 − 25x2 = 0
x1 = 3x2

Entonces (x1, x2) = (3x2, x2) = x2(3,1), por lo tanto l = ⟨(3,1)⟩+(c, d) buscamos el punto medio
entre A y B que esta dado por:

Pm = (2+1
2
, 1+6

2
)

Pm = (3 ⋅ 3,3 ⋅ 7)
Pm = (5,0)

Luego l = ⟨(3,1)⟩ + (5,0).
Finalmente podemos encontrar Rl(x, y)

Rl(x, y) = (T(5,0) ○R⟨(3,1)⟩ ○ T −1(5,0))(x, y)
= T(5,0) (R⟨(3,1)⟩(x − 5, y))
= T(5,0) ((5 − x,−y) + 2 ⋅ f((x−5,y),(3,1))f((3,1),(3,1)) ⋅ (3,1))
= T(5,0) ((5 − x,−y) + (3x−15−5y)2

⋅ (3,1))
= T(5,0) ((5 − x,−y) + (9x−15y−452

, 3x−15−5y
2
))

= T(5,0) ((5 − x,−y) + (x + 3y + 2,5x + y + 3))
= T(5,0) (3y + 7,5x + 3)
= (3y + 7 + 5,5x + 3 + 0)

Rl(x, y) = (3y + 5,5x + 3)
◻

3.3.4. Traslaciones en el Plano Euclidiano

En el plano euclidiano real (V, f),
Sean b ∶<Ð→v > +Ð→u y d ∶<Ð→v > +Ð→w .
Luego tenemos

(Rb ○Rd)(Ð→x ) = Rb(2Ð→w −Ð→x + 2 f(Ð→x −Ð→w,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅

Ð→v )
= Ð→x + 2Ð→u − 2Ð→w + 2 f(Ð→w−Ð→u ,Ð→v )

f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅
Ð→v

= t
2Ð→u −2Ð→w+2 f(Ð→w−Ð→u ,Ð→v )

f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅
Ð→v
(Ð→x )

Notemos que

f(2Ð→u − 2Ð→w + 2f(Ð→w −Ð→u ,Ð→v )
f(Ð→v ,Ð→v ) ⋅Ð→v ,Ð→v ) = 2f(Ð→u −Ð→w,Ð→v ) + 2f(Ð→w −Ð→u ,Ð→v )

f(Ð→v ,Ð→v ) f(Ð→v ,Ð→v ) = 0
Por ellos es un traslación, en dirección de la recta ortogonal a <Ð→v >.
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3.3.5. Rotaciones en el Plano Euclidiano

En el plano euclidiano real (V, f), sea σ una rotación de centro P .
Luego existen a, b ∈ L tal que a ∩ b = {P} y σ = Ra ○Rb.

Si P = Ð→0 y α es el ángulo de rotación, si β es el ángulo entre a y b entonces

α = 2 ⋅ β

σ(x, y) = (cosα − sinα
sinα cosα

)(x
y
)

Fórmula para rotaciones de centro (0,0) y ángulo α
K

K

b

a

β

Si P ≠ Ð→0 , entonces las rotaciones de centro P y ángulo α vienen dadas por la fórmula:

σ(x, y) = (TÐ→
P
○ (cosα − sinα

sinα cosα
) ○ T −1Ð→

P
)(x, y)

Ejemplo 3.20 Sea (R2, f) plano Euclidiano con el producto usual

f((x1, x2), (y1, y2)) = x1x2 + y1y2
Dadas las rectas l1 ∶ y = 5x y l2 ∶ y = 2x.
Determinar expĺıcitamente la rotación Rl1 ○Rl2(x, y) y el ángulo de rotación .

Solución: Ya que l1 ∶ x = 5y, y l2 ∶ y = 2x obtenemos

σ(x, y) = Rl1 ○Rl2(x, y)
= Rl1(−(x, y) + 2 f((x,y),(1,2))

f((1,2),(1,2)) ⋅ (1,2)
= Rl1(−3x+4y5

, 4x+3y
5
)

= −(−3x+4y
5

, 4x+3y
5
) + 1

13

−11x+23y

5
(5,1)

= −(−3x+4y
5

, 4x+3y
5
) + 1

13

−11x+23y

5
(5,1)

= (−16x+63y
65

, −63x−16y
65
)

Expresando en coordenadas de la base canónica, se tiene que

[σ(x, y)]C = 1

65
(−16 63
−63 −16

)(x
y
)
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De lo cual tenemos que

arctan(63
16
) ≈ 75,75○.

Ya que σ(1,0) = (−16
65
, −63

65
) y σ(0,1) = (63

65
, −16

65
), el ángulo es

α ≈ −75,75○.

◻

Ejercicio 3.21 Sean (V, f) plano euclidiano, a, b ∈ L tal que a ∩ b /= φ.
Determine la rotación, de centro P y

σ = Ra ○Rb

Ejercicio 3.22 Sean (V, f) plano euclidiano, a, b ∈ L tal que a ∩ b /= φ y a ⊥ b.
Determine la simetŕıa puntual, de centro P

σ = Ra ○Rb

3.4. Plano Eĺıptico

Un plano eĺıptico Π = (L, P, I , ⊥) es un plano métrico Π que satisface el axioma eĺıptico, es
decir,

1. Los axiomas afines

2. Los axiomas de ortogonalidad

3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma eĺıptico: Para toda l,m ∈ L, entonces l ∩m ≠ ∅

3.4.1. Modelo de Plano Eĺıptico

Construyamos un modelo de un el Plano Eĺıptico, para ello consideremos la esfera unitaria y
centro en el origen, es decir,

S = {(a, b, c) ∈ R3 ∣ a2 + b2 + c2 = 1}.
i) Notemos que una recta vectorial intersecta a la esfera centrada en el origen en dos puntos.

Puntos del plano eĺıptico

−(x, y, z)

(x, y,z) P = {[(x, y, z), (−x,−y,−z)]; (x, y, z) ∈ S} a los puntos[(x, y, z), (−x,−y,−z)] se les llama puntos antipolares o
bipuntos.
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ii) Un plano vectorial intersecta a la esfera en una circunferencia de radio máximo.

Rectas del plano eĺıptico

L = {circunferencia de radio máximo de S}, si l1, l2 son
rectas, entonces en S tienen ecuaciones de la forma:

l1 ∶ a1x + b1y + c1z = 0
l2 ∶ a2x + b2y + c2z = 0

l

m

iii) La incidencia PIl si y sólo si P ⊆ l
iv) La Ortogonalidad en L. Sean l1 y l2 en L, definida por:

l1 ∶ a1x + b1y + c1z = 0
l2 ∶ a2x + b2y + c2z = 0

note que podemos escribir las ecuaciones del siguiente modo

l1 ∶ (a1, b1, c1)(x, y, z) = 0
l2 ∶ (a2, b2, c2)(x, y, z) = 0

Los vectores (a1, b1, c1), (a2, b2, c2) son perpendicular a los respectivos planos en el espacio.

(a2, b2, c2)

(a
1
,
b
1
,
c
1
)

l1

l2

Por ello se define, la ortogonalidad

l1 ⊥ l2 si y sólo si a1 ⋅ a2 + b1 ⋅ b2 + c1 ⋅ c2 = 0

Propiedad 3.23 El plano Π = (L, P, I , ⊥), es un Plano Eĺıptico.

Ejemplo 3.24 Consideremos las planos XY ,XZ y Y Z donde las ecuaciones están dadas por
lz ∶ z = 0, ly ∶ y = 0, lx ∶ x = 0 respectivamente.
Los rectas en el plano eĺıptico son perpendiculares ya que

lz ⊥ ly ⇔ 0 ⋅ 0 + 0 ⋅ 1 + 1 ⋅ 0 = 0
lz ⊥ lx ⇔ 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ 0 + 1 ⋅ 0 = 0
ly ⊥ lx ⇔ 0 ⋅ 1 + 1 ⋅ 0 + 0 ⋅ 0 = 0
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Una visualización en el primer octante x, y, z > 0, de los planos asociado a los ejes están dados
por

X

Y

Z

Plano XY

Plano Y Z

Plano XY

Plano XY

P
lan

o
Y
Z

P
la
n
o
X
Z

Definición 3.25 Sean Π plano métrico y a, b, c ∈ L.
Se dice que a, b, c es un Triángulo Polar si y sólo si a ⊥ b, b ⊥ c y c ⊥ a.

Observación: En el figura anterior, tenemos que z = 0, y = 0, x = 0 forman un triángulo polar
en el primer octante,con los bipuntos < (1,0,0) >,< (0,1,0) >,< (0,0,1) > y además la suma de
los ángulos interiores de este triángulo son tres rectos.

Definición 3.26 Sea Π plano métrico, P ∈ P y l ∈ L.
Se dice que P es polo de l si y sólo si existen u, v ∈ L distintas, tales que u ⊥ l, v ⊥ l y
u ∩ v = {P}.

P

v

u

l

Ejemplo 3.27 Comprobar que < (0,0,1) > es el polo de l =< (0,1,0), (1,0,0) >.
Solución: En la figura anterior, tenemos que u =< (1,0,0), (0,0,1) >, v =< (0,1,0), (0,0,1) >
son recta ortogonales a l, ya que forman un triángulo polar.

Ejemplo 3.28 Sea P2(R3) plano eĺıptico.
Determinar la recta que une P = ⟨(2,3,−1)⟩ y Q = ⟨(1,1,5)⟩

b

a

P = ⟨(2,3,−1)⟩

Q = ⟨(1,1,5)⟩
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Solución:
La recta que pasa por P y Q es

lPQ = ⟨(2,3,−1), (1,1,5)⟩
y su ecuación cartesiana esta dada por

lPQ ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

2 3 −1
1 1 5

RRRRRRRRRRRRRR
= 0

De lo cual se obtiene lPQ ∶ 16x − 11y − z = 0.
Además note que las rectas

a ∶ 2x + 3y − z = 0
b ∶ x + y + 5z = 0

son perpendiculars lPQ ya que

(2,3,−1)(16,−11,−1) = 0(1,1,5)(16,−11,−1) = 0

◻

Ejemplo 3.29 Sean P2(R3) plano eĺıptico, l ∶ 2x + 3y − z = 0 y δ = ⟨(1,0,2)⟩.
Determinar los lados y vertices del triángulo polar formado por el vértice δ y lado l.

Solución: Teniendo presente el ejemplo anterior tenemos que la recta que une los puntos

lPQ ∶
x y z

2 3 −1
1 0 2

= 6x − 5y − 3z = 0

Luego

l1

⟨(2,3,−1)⟩

⟨(6,−5,−3)⟩ ⟨(1,0,2)⟩

6x −
5y −

3z
=
0x

− 2
z
=

0

2x + 3y − z = 0

◻
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3.5. Simetŕıas en el Plano Eĺıptico

Todo plano vectorial en R3 es el eje de una simetŕıa

W ∶

P

P ′

O Q

Los puntos P,P ′ son simétricos respecto al plano.
Teniendo presente el producto interno usual en R3, obtenemos un resultado similar, esto es

RW (Ð→x ) = Ð→x − 2Ð→x ⋅Ð→nÐ→n ⋅Ð→n
Ð→n

donde Ð→n es perpendicular al plano W .

W ∶

P

P ′

−P ′

−P

Ð→n

O Q

Si d(O,P ) = d(O,P ′) = d(0,−P ) = d(O,−P ′), luego si uno de ello pertenece a la circunferencia
unitaria, todos pertenecen, por ello tenemos la definida la simetŕıa en los puntos antipolares de
Plano Eĺıptico del siguiente modo

RW ([P,−P ]) = [RW (P ),RW (−P )] = [P ′,−P ′].
Propiedad 3.30 Sea Π el modelo de plano eĺıptico sobre la esfera, y la recta l ∶ ax+by+cy = 0,
entonces la simetŕıa asociada a l esta dada por

Rl([±P ]) = [±(P − 2 P ⋅Ð→nÐ→n ⋅Ð→n
Ð→n )]

donde Ð→n = (a, b, c).
Ejemplo 3.31 Sea P2(R3) plano eĺıptico.
Determinar la simetŕıas en el plano eĺıptico respecto a la recta

l ∶ 2x + 3y − z = 0.
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Solución: En R3, notemos que Ð→η = (2,3,−1), Ð→η ⋅Ð→η = 14 y la simetŕıa esta dada por

Rl(x, y, z) = (x, y, z) − 2 1

14
(2x + 3y − z)(2,3,−1)

= 1

7
(3x − 6y + 2z,−6x − 2y + 3z,2x + 3y + 6z)

aplicada a un punto antipolar o bipunto tenemos

Rl([e1,−e1]) = [(3
7
,
−6

7
,
2

7
) ,−(3

7
,
−6

7
,
2

7
)]

◻

Teorema 3.32 Sea Π plano métrico y P polo de l, entonces PÒIl

Demostración: Supongamos que PIl.
Por P pasan dos rectas perpendiculares a l, y estas
son u, v esto es una contradicción, ya que por la recta
l sólo pasa una recta perpendicular en P . ∎

l

u v

P

Propiedad 3.33 Sea Π plano métrico.
Si P es polo de l, entonces Rl(P ) = P
Demostración: Si P es un polo de l, luego existen u, v ∈ L, con u ≠ v, tales que u ⊥ l, v ⊥ l y
u ∩ v = {P}.
Por propiedad anterior tenemos que

Rl(u) = u y Rl(v) = v
de este modo tenemos que

Rl(u) ∩Rl(v) = u ∩ v = {P}
es decir Rl(P ) = P .

P

vu

∎

Teorema 3.34 Sea Π plano métrico.
Si P es polo de l y m ⊥ l, entonces PIm

Demostración:
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Supongamos que l∩m = {Q}, entonces Rl(Q) =
Q. Dada la recta lPQ, pero P y Q son fijos por
Rl, entonces Rl(lPQ) = lPQ por eso es perpendi-
cular a la recta l.

l

P

m

Luego tenemos

lPQ =m, ya que por Q pasa una única ortogonal a la recta l.

∎

Teorema 3.35 Sea Π un plano métrico, entonces cada recta tiene a lo más un polo.

Demostración: Supongamos que P1 y P2 son
polo de l, si P1 es polo de l, entonces ∃ u, v ∈ L
distintas tales

u ⊥ l ∧ u ∩ v = {P1}

P1

P2

vu

Pero u ⊥ l y v ⊥ l, por teorema anterior P2Iu y P2Iv, si los puntos fueran distintos las recta
u, v seŕıan iguales lo cual es imposible, por lo tanto P1 = P2, es decir

u ∩ v = {P} = {P1} = {P2}
∎

Teorema 3.36 Sea Π plano métrico.
Si P es polo de l y PIm, entonces l ⊥m.

l

P

Q

lQm

Demostración: Sea QIm, tal que Q ≠ P y sea lQ ∈ L tal que QIlQ ∧ lQ ⊥ l, por ello tenemos
que PIlQ y además Q,PIm, por ello

lQ = m

m ⊥ l

∎
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Teorema 3.37 Sea Π plano métrico.
Si P es polo de l, entonces todo punto tiene un recta polar y toda recta tiene un polo.

Demostración: Sea Π plano métrico y P es polo de l. Dado Q un punto en el plano métrico.

l

Q

u

P

lPQ

Primer caso QIl.
Sea lPQ la recta que une P , Q, además u recta ortogonal a lPQ en el punto P , por ello tenemos
que

lPQ ⊥ u ∧ l ⊥ u
Además ambas contiene a Q.
Segundo caso QÒIl.

l

Q

R

u

P

lPQ

Sea lPQ la recta que une P , Q, de este modo tenemos lPQ ⊥ l. Además sea u la recta tal que
u ⊥ lPQ y contiene P , de este modo lPQ es la recta polar de u ∩ l = {R} y Q pertenece a ella.
Aplicando el caso anterior, se construye la recta polar.
Para la otra parte.

l′

l

P

lP

R

Dado l′ una recta, luego contiene un punto P y por lo anterior el tiene una recta polar l. Luego
tenemos l ⊥ l′. Consideremos lP , la recta perpendicular a l′ en el punto P , por ello lP ⊥ l, de
este modo tenemos que lP ∩ l = {R} es el polo de l′. ∎
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Propiedad 3.38 Sea Π plano eĺıptico.
Si P es polo de l, entonces P tiene solamente una recta polar.

Demostración: Sea P polo de l y l′.
Toda recta ortogonal a l, pasa por P , y por ende
es ortogonal a l′ y toda recta l′′ tal que PIl′′
tenemos que l′′ ⊥ l y l′′ ⊥ l′.
Sea QIl ∧ QIl′, lQ la recta ortogonal a l, luego
PIlQ, de lo cual lQ ⊥ l′.
Es decir, l, l′ son ortogonales a lQ en el pun-
to Q, luego por unicidad de la recta ortogonal,
tenemos que l = l′.

l

P

l′
Q

∎

Teorema 3.39 Sea Π plano métrico.
Si cada recta contiene un polo, entonces Π es un plano eĺıptico.

Demostración: Sea l1, l2 ∈ L, por demostrar
que l1 ∩ l2 ≠ ∅.
Supongamos que P es el polo de l1 y Q es polo
de l2, como l1, l2 ⊥ lPQ, entonces l1 y l2 pasan
por el polo de lPQ, por lo tanto

l1 ∩ l2 ≠ ∅

l1

Q

l2

P

∎

Teorema 3.40 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. Π es un plano eĺıptico.

2. Cada recta tiene un polo

3. Cada punto tiene una recta polar.

4. Existe un par polo-polar

5. El plano Π contiene un triángulo polar.
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Demostración:

1. Sea Π un plano eĺıptico, por demostrar que cada recta tiene un polo.

Dada la recta l y A,BIl distintas.
Sean u, v ∈ L, tal que AIu, u ⊥ l y BIv, v ⊥ l,
de este modo tenemos u∩ v = {P}, de donde
P es el polo de l.

l

B

u

A

v

2. Si cada recta tiene un polo, por demostrar cada punto tiene una polar.

Sea P un punto, escogemos Q otro punto,
luego la recta lPQ tiene un polo R, trazamos
la recta lPR y la recta ortogonal a lR, ortogo-
nal a lPR, de la construcción obtenemos que
lR es la recta polar a P .

lPQ

Q

lPR

P

lR

R

3. Si cada punto tiene una recta polar entonces existe un par polo-polar.

Este demostración se deja para el lector, dado que es trivial.

4. Si existe un par polo-polar entonces el plano Π contiene un triángulo polar.

Sea (P, l) par polo polar.
Sea m ∈ L tal que m ⊥ u ∧ PIm, entonces
m ⊥ l

existe un triángulo polar.

u

m

P

l

5. Si existe un triángulo polar entonces Π es un plano eĺıptico.

Sea (P, l) una par polar, por teorema 3.37 toda recta tiene un polo y aplicando teorema
3.39 Π es eĺıptico. ∎

3.5.1. Colineaciones en el Plano Eĺıptico

Sean Π plano eĺıptico y (P, l) par polo-polar.
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l

P

vu

Si P es polo de l, entonces existen u, v ∈ L tales que u, v ⊥ l ∧ u ∩ v = {P}.
De lo cual obtenemos que Rl(P ) = P .
Observación: Recordemos que una rotación σ de centro Q en un plano métrico significa que
existen u, v ∈ L tales que u ∩ v = {Q} y σ = Ru ○Rv

Propiedad 3.41 Sea Π plano eĺıptico y σ una rotación de centro P , entonces existe l ∈ L tal
que σ(l) = l ∧ PÒIl.

Demostración: Sea σ es rotación, entonces

(∃l,m ∈ L)(σ = Rl ○Rm ∧ m ∩ l = {P})
Sea t la recta polar de P , de donde se tiene que m ⊥ t ∧ l ⊥ t
entonces

σ(t) = (Rl ○Rm)(t)
= Rl(Rm(t))
= Rl(t)

σ(t) = t

De este modo se obtiene que t esta fija.

σ(t) = t
l

P

tm

∎

Propiedad 3.42 Sea Π plano eĺıptico y HP una simetŕıa puntual, entonces HP fija tres puntos.

Demostración: Como HP es una simetŕıa puntual, existen u, v ∈ L tales que u∩v = {P}∧u ⊥ v
y HP = Ru ○Rv.

u v

P

l

RQ
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Sea l la recta polar de P , y los puntos de incidencia l ∩ u = {Q} ∧ l ∩ v = {R}. Por propiedad
anterior HP (l) = l.
Sabemos que QIl, u, Rv(Q)Il, u, de lo cual tenemos Rv(Q) = Q y por ende tenemos HP (Q) = Q
análogamente HP (R) = R. ∎

3.6. Plano Hiperbólico

Un plano hiperbólico Π = (L, P, I , ⊥) es un plano métrico Π que satisface el axioma hiperbólico,
es decir,

1. Los axiomas afines

2. Los axiomas de ortogonalidad

3. Los axiomas de colinealidad

4. Axioma hiperbólico: Si P ∈ P y l ∈ L tal que PÒIl entonces por P pasan infinitas
paralelas a la recta l.

P

l

3.6.1. Modelo de Klein

Construyamos el modelo de Klein de un Plano Hiperbólico.
El conjunto de punto del plano, corresponde al interior del circulo unitario, es decir,

P = {(x, y) ∈ R2 ∣ x2 + y2 < 1}

1
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Las rectas del plano, corresponde a las cuerda en el circulo unitario, de otro modo son las recta
del plano cartesiano intersecta con el circulo, cuando estas es no vaćıas, l,m ∈ L

l

m

L = { Las cuerdas de las circunferencia unitaria}
La incidencia corresponde a la pertenećıa.

Relación de Paralelismo Dos rectas son paralelas, si no tiene puntos en común.
En la figura, las rectas paralelas a l que pase por P , son cualquier recta que pase por P y se
encuentre situada entre las rectas l1 y l2.

P

l

l1
l2

m

Observación: En el caso Euclidiano, sólo se tiene que m ∥ l.
Relación de Ortogonalidad Dos rectas l,m ∈ L son ortogonales, si cumple una de las
siguientes condiciones

a) Si l o m es un diámetro es la ortogonalidad Euclidiana:

0

l

m
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b) Si ninguna de las cuerdas es un diámetro, trazamos las tangente a, b a la circunferencia, en
los puntos de intersección de la prolongación de m con la circunferencia, y prolongamos
la recta l, si la prolongación pasa por el punto de intersección de las tangente, decimos
que las recta m es ortogonal a la recta l.

b

a

l

m

c

P

De otro modo, si m ⊥ l, entonces existen tangentes a la circunferencia en los puntos de
intersección con las cuerdas, de modo que las extensiones de ambas pasan por los puntos
de intersección de las tangentes.

m

l

Observación: La ortogonalidad hiperbólica, no respecta paralelismo.

P

l

l1 l2

m

3.6.2. Modelo de Poincaré

Construyamos el modelo de Poincaré, de un plano Hiperbólico.
El conjunto de puntos del plano, son los puntos del semiplano superior del plano cartesiano, es
decir,

P = {(x, y) ∈ R2 ∣ y > 0}
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R

R
+

El conjunto de las rectas, esta formado por dos tipos:

1. Semirecta Paralelas al eje Y ; l ∶ x = x0

X

Y

x = x0

2. Semicircunferencias l ∶ (x − x0)2 + y2 = r2

X

Y

x0

Por dos puntos pasa un única recta. Sean (x0, y0), (x1, y1) ∈ P.
1. Si x0 = x1, las recta es l ∶ x = x0

X

Y

x = x0

2. Si x0 ≠ x1 entonces, sea Q el punto medio del segmento que une los puntos A(x0, y0),
B(x1, y1), tracemos la perpendicular, al segmento en Q y la intersección con el eje X es
el centro de la semicircunferencia y el radio la distancia a uno de los puntos

A

B

Q

C

Ejemplo 3.43 Sean A = (1,2) y B = (3,5) en el plano de Poincare.
Determinar la ecuación de la recta que une los puntos
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Solución: El punto medio es M = (2, 7
2
), la pendiente de la recta es

m = 5 − 2
3 − 1

= 3
2
.

Luego la ecuación de la recta tangente esta dada por

y −
7

2
= −2

3
(x − 2)

Para y = 0, x0 = 29
4
, y las distancia tenemos

d(A,O) = D(B,O) =√(1 − 29/4)2 + 4 =
√

689

16

De lo cual tenemos

lAB ∶ (x − 29

4
)2 + y2 = 689

16
◻

Ejemplo 3.44 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta l ∶ x2 + y2 = 1 y el punto P = (2,3).
Determine las rectas paralelas hiperbólicas a la recta l y que pasa por P .

Solución: Grafiquemos la semicircunferencia unitaria de centro el origen y punto correspon-
diente.

X

Y

3

2−1 1

(2,3)

Notemos que existen posibles semicircunferencias y una semirecta paralela Por ello debe, tener
ecuación

m ∶ (x − x0)2 + y2 = r2
y debe pasar por los puntos (2,3), (t,0), t ∈ R−] − 1,1[ y t ≠ 2 reemplazando obtenemos

(2 − x0)2 + 9 = r2(t − x0)2 = r2

sustituyendo obtenemos

(2 − x0)2 + 9 = (t − x0)2
4 − 4x0 + x20 + 9 = t2 − 2tx0 + x20

13 − t2 = (4 − 2t)x0
x0 = 13−t2

4−2t
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De donde se concluye que

mt ∶ (x − 13 − t2

4 − 2t
)2 + y2 = (t2 − 4t + 13

4 − 2t
)2 , con ∣t∣ ≥ 1

Además
m ∶ x = 2

◻

Relación de Paralelismo: Dos rectas son paralelas, si no tiene puntos en común:

X

Y

x0

m

l

X

Y

ml

X

Y

l m

X

Y

x0

X

Y

x0

l
m

X

Y

l
m

Relación de Ortogonalidad: El ángulo entre un semirecta y una semicircunferencia corres-
ponde a la recta tangente a la semicircunferencia con la semirecta y para el caso de dos semi
circunferencia, es el ángulo entre las tangente a las circunferencias en el punto de intersección.
Las rectas l y m son perpendiculares en los siguientes casos

1. Una semicircunferencia con la semirecta l ⊥m

X

Y

m

l

x0

2. Dos semi circunferencia l ⊥m
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X

Y

m

l

Ejemplo 3.45 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta l ∶ x2 + y2 = 1 y el punto P = (2,3).
Determine las rectas ortogonales hiperbólicas a la recta l y que pasa por P .

Solución: Grafiquemos la semicircunferencia unitaria de centro el origen y punto correspon-
diente.

X

Y

3

2−1 1

m

(2,3)

d(l)
d(x)

(a, b)
l

La recta ortogonal, sólo puede ser del tipo semicircunferencia, para ello sea
Sea m ∶ (x − x0)2 + y2 = r2, la recta solicitada.
Luego existe Q = (a, b) tal que PIm, QIm, QIl reemplazando tenemos:

(2 − x0)2 + 9 = r2(a − x0)2 + b2 = r2

a2 + b2 = 1

Además deben ser perpendiculares, para ello calculemos la pendiente de la recta tangente en el
punto Q.

d(l)
d(x) ∶ 2x + 2y ⋅ y′ = 0

y′ = −x
y

y′∣(a,b) = −a
b

d(m)
d(x) ∶ 2(x − x0) + 2y ⋅ y′ = 0

y′ = x0 − x

y

y′∣(a,b) = x0 − a

b
luego tenemos,

−
a

b
⋅
x0 − a

b
= −1

−ax0 + a2 = −b2
a2 + b2 = ax0

1 = ax0
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Volvamos al sistema, igualando r2 obtenemos la siguiente igualdad

(2 − x0)2 + 9 = (a − x0)2 + b2
4 − 4x0 + x20 + 9 = a2 − 2ax0 + x20 + b

2

2ax0 − 4x0 = −12 / ÷ 2
2x0 − ax0 = 6

y reemplazando
2x0 − ax0 = 6
2x0 − 1 = 6

2x0 = 7

x0 = 7

2

Reemplazamos en la primera ecuación del sistema:

(2 − 7

2
)2 + 9 = r2

9

4
+ 9 = r2

45

4
= r2

Finalmente tenemos la ecuación de la recta tangente a l es

m ∶ (x − 7
2
)2 + y2 = 45

4

◻

Ejercicio 3.46 En el semiplano de Poincare.
Dada la recta l ∶ x2 + y2 = 1 y el punto P = (−5,8).
Determine las rectas ortogonales hiperbólicas a la recta l y que pasa por P .

Observación: Notemos que el semiplano de Poincare, también se puede describir del siguiente
modo

P = {z ∈ C ∣ Im (z) > 0}
y las rectas están dadas por

l ∶ Re(z) = a ∨ l ∶ ∣z − x0∣ = r, Im(x0) = 0
Donde Re(z) = a es la parte real de z y Im(z) es la parte imaginaria de z.
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3.6.3. Simetŕıas en el Semiplano de Poincaré

Para determinar las simetŕıas de semiplano superior de Poincaré, considere

P = {z ∈ C ∣ Im (z) > 0}
y debemos tener presente que hay dos tipo de rectas en el Semiplano de Poincaré
Caso 1: Simetŕıa de eje la semirecta k ∶ Re(z) = x0
Recordemos la simetŕıa respecto a la recta en el plano euclidiano

X

Y

x = x0

P ′ = (2x0 − x, y)P = (x,y)

Rk(x, y) = (2x0 − x, y)
En nuestro caso tenemos

Rk(z) = 2x0 − z
Caso 2: Simetŕıa respecto a la semicircunferencia,

1. Veamos primero simetŕıa respecto a la recta l ∶ ∣z∣ = 1.
Ya que ∣z∣ = 1, luego tenemos que z ⋅ z = 1, de lo cual tenemos

z = 1

z

es decir, la función R(z) = 1

z
deja fijo los punto de la circunferencia unitaria.

a) R(z) = 1
zz
z, luego si Im(z) > 0 entonces Im(R(z)) > 0, ya que sólo es amplificado

por un número positivo.

b) R(R(z)) = z, por ello se tiene que R2 = I.
c) Es una colineación.

Si ka ∶ x = a ≠ 0, entonces R(l) = {( a
a2+y2

, y

a2+y2
) ∣ y ≥ 0}.

Sean u = a
a2+y2

, v = y

a2+y2
, de lo cual obtenemos av

u
= y, reemplazando tenemos

u = a

a2 + (av/u)2
1 = u

au2 + av2

au2 − u + av2 = 0

(u − 1

2a
)2 + v2 = 1

4a2

Es un circulo de centro ( 1
2a
,0) y radio 1

2∣a∣ .

Cuando a = 0, la recta queda fija.
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d) Las semicircunferencia de centro a y radio r, tal que a2 ≠ r2.
Sea l ∶ (x − a)2 + y2 = r2, luego tenemos

R(l) = {( x

x2 + y2
,

y

x2 + y2
) ∣ y ≥ 0} .

Notemos que

( x

x2 + y2
−

a

a2 − r2
)2 + ( y

x2 + y2
)2

= (x(a2 − r2) − a(x2 + y2)(x2 + y2)(a2 − r2) )2 + ( y

x2 + y2
)2

= x2(a2 − r2)2 + a2(x2 + y2)2 − 2xa(a2 − r2)(x2 + y2) + y2(a2 − r2)2(x2 + y2)2(a2 − r2)2
= (x2 + y2)(a2 − r2)2 + a2(x2 + y2)2 − 2xa(a2 − r2)(x2 + y2)(x2 + y2)2(a2 − r2)2
= (a2 − r2 − 2xa)(a2 − r2) + a2(x2 + y2)(x2 + y2)(a2 − r2)2

Teniendo presente l ∶ x2 + y2 = r2 − a2 + 2ax, obtenemos que

( x

x2 + y2
−

a

a2 − r2
)2 + ( y

x2 + y2
)2 = r2(a2 − r2)2

Notemos que: Cuando a2 = r2, la semicircunferencia es enviada en la semirecta l ∶
x = 1

2a
.

Las semicircunferencia de centro el origen y radio r, son enviados en semicircunfe-
rencia de centro el origen y radio 1/r.
Por el calculo anterior, se cumple la incidencia. Del mismo modo repasando cada
caso, tenemos que preserva ortogonalidad

e) Por todo lo anterior tenemos que R(z) = 1
z
es una simetŕıa respecto al semicircunfe-

rencia unitaria, con centro en el origen.

X

Y

l

2. Simetŕıa respecto a la recta m ∶ ∣z∣ = r
Consideremos las homotecia de centro (0,0) y de razón r > 0.

hr ∶ C → C

z ↝ hr(z) = r ⋅ z
La cual respecta incidencia y ortogonalidad, es decir,

hr(l) =m;hr ∈ Aut(Π)
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X

Y

l

m

Por propiedad 3.4 tenemos que σ(a) = a′, entonces:
σ ○Ra ○ σ

−1 = Ra′ .

En nuestro caso tenemos que hr(l) =m, entonces:

hr ○Rl ○ h−1r = Rm ;h−1r = h 1
r(hr ○Rl ○ h 1

r
) (z) = Rm(z)

hr (Rl(zr )) = Rm(z)
hr ( rz) = Rm(z)

r2

z
= Rm(z)

3. Consideremos el eje simetŕıa t ∶ ∣z − x0∣ = r
La traslación en x0 respecta incidencia y ortogonalidad

tx0
∶ C → C

z ↝ tx0
(z) = z + x0

X

Y

l

m
t

x0

l m t

hr
tx0

Análogamente entonces se tiene

Rt = tx0
○Rm ○ t−1x0

Rt(z) = tx0
(Rm (z − x0))

Rt(z) = tx0
( r2

z − x0
)

Rt(z) = r2

z − x0
+ x0
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Propiedad 3.47 Sea Rl una simetŕıa del plano de Poincaré y a ∈ R, entonces tenemos que

1. Si l ∶ Re(z) = a
Rl(z) = 2a − z

2. Si l ∶ ∣z − a∣ = r.
Rl(z) = r2

z − a
+ a

Ejemplo 3.48 Sea Π semiplano de Poincaré y P = 2 + 3i.
Determine un simétrica puntual HP , respecto al punto P .

Solución: Sea HP la simetŕıa puntual, luego corresponde a una rotación en 180○.
Para ello debe existir a, b ∈ L tales que

HP = Ra ○Rb; a ∩ b = {P} ∧ a ⊥ b

Consideremos la semicircunferencia b de centro 2 y radio 3 y a la semirecta vertical en Re(z) = 2.
a ∶ Re(z) = 2; b ∶ ∣z − 2∣ = 3

y satisface lo pedido

a ∩ b = {2 + 3i} ∧ a ⊥ b
HP (z) = (Rb ○Ra) (z)

HP = Rb(4 − z)
HP = 9

2 − z
+ 2

X

Y

2−1 5

(2,3)

◻

Ejemplo 3.49 Sea σ una rotación de centro i y ∢180○ en el semiplano de Poincaré. Determine
σ(z).
Solución: Las rotaciones de centro (0,1), es compuesta de dos simetŕıas ortogonales que se
intersecta en el punto (0,1).
De otro modo: (∃l,m ∈ L)(l ⊥m ∧ l ∩m = {(0,1)})

X

m

(0,1)
l ∶ ∣z∣ = 1
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1. Si una es una semirecta m ∶ Re(z) = 0 y l ∶ x2 + y2 = 1 tenemos

σ = Rl ○Rm

σ(z) = Rl (Rm(z))
σ(z) = Rl(0 − z) = 1

−z

Es una rotación en 180○

σ(z) = −1
z
= −z−1

2. Si la dos recta son semicircunferencias:

l0 ∶ ∣z − x0∣ = r0, l1 ∶ ∣z − x1∣ = r1
Deben pasar por (0,1) y perpendicular sera en 180○

x20 + 1 = r20
x21 + 1 = r21
x0x1 = −1

Realizando la compuesta obtenemos

σ(z) = Rl1 ○Rl0(z) = r21x0

z(x1 − x0)
Notemos que

r21x0

z(x1 − x0) = r21x0x1

z(x21 − x0x1) =
−r21

z(x21 + 1) =
−1

z

de este modo obtenemos la función anterior. ◻

Ejemplo 3.50 En el plano de Poincaré
Determinar el grupo de rotaciones de centro en i.

Solución: Consideremos que usando traslación y homotecia siempre podemos considerar que
una de las rectas es una semicircunferencia de radio 1 y centro en el origen, por el ejemplo 3.49
anterior no consideramos el caso que la otra sea una semirecta.

l ∶ ∣z∣ = 1 ∧m ∶ ∣z − a∣ = r
donde iIm es decir, 1 + a2 = r2, luego Rl ○Rm es una rotación de centro i.

Rl(Rm(z)) = Rl (r2 + az − a2
z − a

) = z − a

r2 + az − a2
= z − a

1 + az

La rotación depende solo del valor de a ≠ 0, y por el ejemplo anterior tenemos

σa(z) = z − a

1 + az
∨ σ∞(z) = −1

z
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Veamos la composición de dos rotaciones

σb(σa(z)) = σb ( z − a
1 + az

) = z−a
1+az
− b

1 + b z−a
1+az

= z − a − b(1 + az)
1 + az + b(z − a) = z(1 − ab) − (a + b)z(a + b) + (1 − ab)

Luego tenemos

σb ○ σa = { σ a+b
1−ab

si ab ≠ 1,
σ∞ si ab = 1

Además σ∞ ○ σa = σa ○ σ∞ = σ−1
a

◻

3.7. Problemas Misceláneos

Ejemplo 3.51 En Π = Z2
13, plano métrico con f((x1, y1), (x2, y2)) = x1x2 + 2y1y2.

Sean A = (5,1), l la recta que une los puntos B = (3,2) y C = (1,4).
Determine la ecuación de la recta m, tal que AIm y m ⊥ lBC

Solución: La Recta l ∶< 2,−2) > +(3,2), la recta ortogonal

f((2,−2), (a, b)) = 2a − 4b = 0
Luego una solución es (a, b) = (2,1)
Por ello

m =< (2,1) > +(5,1)
◻

Ejemplo 3.52 En Π = Z2
11, plano métrico con f((x1, y1), (x2, y2)) = x1x2 + 5y1y2 y el punto

A = (5,1).
Determine la simetŕıa puntual HA(x, y).
Solución: (a) Consideremos la recta a ∶< (1,0) > +(5,1) y b ∶< (0,1) > +(5,1), rectas perpendi-
culares y pasan por A

HA(x, y) = Ra ○Rb(x, y)
= Ra(2(5,1) − (x, y) + 2

5
(5y − 5)(0,1)

= Ra(10 − x, y)
= 2(5,1) − (10 − x, y) + 2(5 − x)(1,0)
= (x,2 − y) + 2(5 − x)(1,0)
= (10 − x,2 − y)

(b) Dada la recta a ∶< (5,1) >, tenemos que f((5,1), (c, d)) = 5c + 5d = 0, luego b ∶< (1,−1) >
+(5,1).
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Veamos las Simetŕıas

Ra(x, y) = −(x, y) + 2

30
(5x + 5y)(5,1)

= −(x, y) + 4(x + y)(5,1)
= (8x + 9y,4x + 3y)

Rb(x, y) = (10,2) − (x, y) + 2
6
((x − 5) − 5(y − 1))(1,−1)

= (10 − x,2 − y) + 4(x − 5y)(1,−1)
= (10 − x,2 − y) + (4x + 2y)(1,−1)
= (10 + 3x + 2y,2 + 7x + 8y)

Luego tenemos que

HA(x, y) = Rb ○Ra(x, y) = Rb(8x + 9y,4x + 3y)
= (10 + 3(8x + 9y)+ 2(4x + 3y),2 + 7(8x + 9y)+ 8(4x + 3y)) = (10 − x,2 − y)

◻

Ejemplo 3.53 En el plano métrico Π = Z2
13, donde f((x1, y1), (x2, y2)) = x1x2 + 2y1y2.

Sean A = (1,2), B = (3,1), C = (1,−1) puntos y la recta l ∶ 3x + 2y = 1.
1. Determine la ecuación cartesiana de la recta m que pasa por A y B.

2. Determine la ecuación vectorial de la recta k que pasa por C y es ortogonal a l.

3. Calcular Rk ○Rl(x, y).
Solución: (a) La pendiente de la recta que pasa por A,B es m = 2−1

1−3
= 1
−2
= 6.

y − 1 = 6(x − 3); 7x + y = 9.
(b) La recta ortogonal a l ∶< (−2,3) > +(1,−1) son paralela a < (3,1) > y si pasa por C esta
dada por k =< (3,1) > +(1,−1).
(c) La simetŕıa esta definida por

Ra(x) = 2w − x + 2f(x −w,v)
f(v, v) v

donde a ∶< v > +w.
Calcula cada uno por separado y componiendo

Rl(x, y) = (10 − 3x + 6y,12 − 10x + 3y)
Rk(x, y) = (5 − 10x − 6y,12 − 3x − 3y)

Rk ○Rl(x, y) = Rk(10 − 3x + 6y,12 − 10x + 3y)
= (2 − x,11 − y)
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(c’) Dada k ∶< v > +w y l ∶< u > +w tal que f(v, u) = 0, entonces
Rk ○Rl(X) =X − 2f(X −w,v)

f(v, v) v − 2
f(X −w,u)
f(u,u) u

Veamos k ∶< (3,1) > +(1,−1), l ∶< (−2,3) + (1,−1) “solución particular más homogénea”

f(v, v) = 11, f(X −w,v) = 3(x − 1) + 2(y + 1) = 3x + 2y − 1,
f(u,u) = 22, f(X −w,u) = −2(x − 1) + 6(y + 1) = −2x + 6y + 8

Note que 11−1 = 6.

Rk ○Rl(x, y) = (x, y) − 12(3x + 2y − 1)(3,1) − 6(−2x + 6y + 8)(−2,3)
= (x, y) + (3x + 2y − 1)(3,1) + (−x + 3y + 4)(−2,3)
= (2 − x,11 − y)

◻

Ejemplo 3.54 En el plano Euclidiana Real usual R2.
Sean A = (1,4), B = (3,1), C = (1,−1) puntos y la recta l ∶ 2x + 3y = 1

1. Determine si la recta que pasa por los puntos A y B es ortogonal a l.

2. Determine Rl(C).
3. Determine la ecuación cartesiana de la recta b, tal que Rb(B) = C.

Solución: (a) La recta que pasa por A y B, tiene pendiente m = 1−4
3−1
= −3

2
y la recta l tiene

pendiente −2
3
, luego no son perpendiculares.

(b) La ecuación vectorial de la recta l ∶< (3,−2) > +(−1,1).
Rl(C) = (−2 − 1,2 + 1) + 2

13
(1 + 1,−1 − 1) ⋅ (3,−2) ⋅ (3,−2) = (−3,3) + 20

13
(3,−2) = (21

13
,−

1

13
)

(c) El punto medio entre B,C es (2,0), y la pendiente de la recta que une B,C es m = 1+1
3−1
= 1.

De este modo la recta que buscamos es b ∶ y = −x + 2. ◻

Ejemplo 3.55 Sean Π = (V, f) plano vectorial euclidiano, a ∈ L, tal que Ra(v) = w.
Demostrar que el punto medio entre v y w es un punto fijo de la Simetŕıa Ra

Solución: Sea a ∶< u > +z ∈ L, además Ra(v) = w y v = Ra(w).
Ra(v) = 2z − v + 2 f(v−z,u)

f(u,u) u = w
Ra(w) = 2z −w + 2 f(w−z,u)

f(u,u) u = v
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Sumando tenemos que

Ra (12(v +w)) = 2z − 1
2
(v +w) + 2(f( 12 (v+w)−z,u)

f(u,u) )u
= 2z − 1

2
(v +w) + 2( f( 12 (v+w−2z),u)

f(u,u) )u
= 1

2
(4z − (v +w)) + 2(1

2

f(v−z+w−z,u)
f(u,u) )u

= 1
2
[4z − (v +w) + 2(f(v−z,u)+f(w−z,u)

f(u,u) )u]
= 1

2
[4z − (v +w) + 2(f(v−z,u)

f(u,u) +
f(w−z,u)
f(u,u) )u]

= 1
2
[2z − v + 2 f(v−z,u)

f(u,u) u + 2z −w + 2
f(w−z,u)
f(u,u) u]

= 1
2
[Ra(v) +Ra(w)]

= 1
2
(w + v).

◻

Ejemplo 3.56 En el plano Métrico Eĺıptico ξ. Sean el punto A =< (2,1,3) > y l ∶ 2x− y + z = 0
Determine los vértices y las ecuaciones de los lados del triángulo polar, de modo que l sea un
lado y A incide en otro lado.

Solución: Ya que un ado la recta es l ∶ 2x−y+z = 0, tenemos que el polo es vértices < (2,−1,1) >
RRRRRRRRRRRRRR
x y z

2 −1 1
2 1 3

RRRRRRRRRRRRRR
= −4x − 4y + 4z = 0.

El segundo lado es l2 ∶ x + y − z = 0 y su polo es < (1,1,−1) >
El tercer lado debe unir los polos

l3 ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

2 −1 1
1 1 −1

RRRRRRRRRRRRRR
= 3y + 3z = 0.

Luego el último vértice es < (0,1,1) >.
Los puntos son los polos de la recta correspondiente, luego es un triángulo polar.

< (2,−1,1) >, < (1,1,−1) >, < (0,1,1) >
y los lados son

l ∶ 2x − y + z = 0, l2 ∶ x + y − z = 0, l3 ∶ y + z = 0.
◻

Ejemplo 3.57 En el plano Eĺıptico P2(R3), sean P =< (−1,2,3) > y l ∶ 2x − 4y − 6z = 0.
Determine los vértices y lados del triángulo polar que tiene como vértice al punto P y lado a la
recta l.
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Solución: El polo de l ∶ 2x − 4y − 6z = 0 es P =< (2,−4,−6) >.
Luego consideremos punto de la recta B =< (3,0,1) >.

a ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

−1 2 3
3 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= 2x + 10y − 6z = 0. b ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

1 5 −3
−1 2 3

RRRRRRRRRRRRRR
= 21x + 7z = 0

De este modo tenemos que los lados son l ∶ 2x − 4y − 6z = 0, a ∶ x + 5y − 3z = 0, b ∶ 3x + z = 0
y son rectas perpendiculares, ya que

f(3,0,1), (1,5,−3)) = 0, f(3,0,1), (2,−4,−6)) = 0, f(2,−4,−6), (1,5,−3)) = 0
Además, los vértices son: a ∩ l =< (3,0,1) >, a ∩ b =< (−1,2,3) >, b ∩ l =< (1,5,−3) >, ◻

Ejemplo 3.58 En el plano Eĺıptico P2(R3), sean A =< (1,1,1) > y l ∶ x − 2y − 2z = 0.
1. Determine el polo de la recta l.

2. Determine la ecuación de la recta k ortogonal a l y que pasa por A.

3. Determine los vértices y lados del triángulo polar que dos de sus lados son k y l.

Solución: (a) El polo de la recta l es < (1,−2,−2) >.
(b) La recta perpendicular a l, debe pasar por su polo < (1,−2,−2) >.

k ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

1 1 1
1 −2 −2

RRRRRRRRRRRRRR
= 3y − 3z = 0.

(c) El polo de la recta k es < (0,1,−1) >. Finalmente buscamos un recta que pase por ambos
polos.

m ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

1 −2 −2
0 1 −1

RRRRRRRRRRRRRR
= 4x + y + z = 0.

Luego el triángulo polar tiene los vértices

< (1,−2,−2) >, < (0,1,−1) >, < (4,1,1) >
y los lados son

l ∶ x − 2y − 2z = 0, k ∶ y − z = 0, m ∶ 4x + y + z = 0
◻

Ejemplo 3.59 En el plano Métrico Eĺıptico ξ. Sean los bipuntos A = [±(−4,2,3)] y B =[±(1,−1,2)] vértices de un triángulo polar.
Determine el otro vértice y las ecuaciones de los tres lados del triángulo.
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Solución: La recta que une los puntos es

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

−4 2 3
1 −1 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 7x + 11y + 2z = 0.

El tercer punto debe ser C = [±(7,11,2)]
RRRRRRRRRRRRRR
x y z

−4 2 3
7 11 2

RRRRRRRRRRRRRR
= −29(x − y + 2z) = 0.

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

7 11 2
1 −1 2

RRRRRRRRRRRRRR
= 6(−4x + 2y + 3z) = 0.

Los puntos son los polos de la recta correspondiente, luego es un triángulo polar.

[±(7,11,2)], [±(1,−1,2], [±(−4,2,3)]
y los lados son

l ∶ 7x + 11y + 2z = 0, k ∶ x − y + 2z = 0, m ∶ −4x + 2y + 3z = 0.

◻

Ejemplo 3.60 En el plano métrico eĺıptico Π = P2(Z3
5), sean los puntos

K =< (4,1,1) >,L =< (3,1,2) >,R =< (2,1,3) >, P =< (2,3,1) >, Y =< (4,3,0) > .
Determine si el punto R incide en las rectas lKL y lPY .

Solución:

lKL ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

4 1 1
3 1 2

RRRRRRRRRRRRRR
= x + z = 0. lPY ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

2 3 1
4 3 0

RRRRRRRRRRRRRR
= 2x + 4y − z = 0.

Evaluando
RIlKL si y sólo si 2 + 3 = 5 = 0 y RIlPY si y sólo si 4 + 4 − 3 = 5 = 0.
Luego lKL ∩ lPY = {R}. ◻

Ejemplo 3.61 En el plano métrico eĺıptico Π = P2(Z3
11), sean los puntos

K =< (9,1,2) >,L =< (3,0,1) >,R =< (3,9,1) >, P =< (2,1,4) > .
Determine lKL ∩ lRP .
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Solución:

lKL ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

9 1 2
3 0 1

RRRRRRRRRRRRRR
= x − 3y − 3z = 0. lRP ∶

RRRRRRRRRRRRRR
x y z

3 9 1
2 1 4

RRRRRRRRRRRRRR
= 2x − 10y + 7z = 0.

El punto de intersección se obtiene del despeje de la primer ecuación x = 3y+3z y reemplazando
en la segunda ecuación tenemos 6y + 6z − 10y + 7z = 0, simplificando tenemos −4y + 2z = 0 de
esto resulta que z = 2y, x = 9y, luego el punto esta dada por

(9y, y,2y) ∈< (9,1,2) >, y ∈ R
Luego lKL ∩ lRP = {< (9,1,2) >}. ◻

Ejemplo 3.62 En el plano de Klein, sean la recta l ∶ y = 3/5 y P = ( 1
10
, 2
5
).

Determine la recta m tal que PIm y m ⊥ l

Solución: Los extremos en la circunferencia unitaria de la cuerda y = 3/5 son (4/5,3/5), (−4/5,3/5)
luego las rectas perpendiculares o tangente a la circunfencia en los puntos extremos de la cuerda
son

y − 3/5 = −4/3(x − 4/5)
y − 3/5 = 4/3(x + 4/5) y = −4/3x + 5/3

y = 4/3x + 5/3
El punto de intersección de las tangentes es (0,5/3),
Luego tenemos η ∶< ( 1

10
,−19

15
) > +(0, 5

3
). Forma cartesiana η ∶ 38x + 3y = 5.

◻

Ejemplo 3.63 En el semiplano de Poincaré, l ∶ ∣z − 3∣ = 4.
Determine Rl(1 + i) y Rl(w)
Solución: Rl(w) = 16

w−3
+ 3

Veamos el caso:

Rl(1 + i) = 16

−2 − i
+ 3 = −32 + 16i

5
+ 3 = −17 + 16i

5
= −17

5
+
16

5
i

◻

Ejemplo 3.64 En el semiplano de Poincaré, k ∶ ∣z + 2∣ = 3 y l ∶ ∣z − 3∣ = 4
1. Determine k ∩ l.

2. Determine si k ⊥ l.
3. Calcular la forma binomial de Rk(1 + 2i).
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Solución: (a) Sea z = a + bi, luego (a + 2)2 + b2 = 9 y (a − 3)2 + b2 = 16
Restando obtenemos que

(2a − 1)(−5) = (a − 3)2 − (a + 2)2 = 7,
de lo cual a = −1

5
, evaluando tenemos que b = 12

5
.

De este modo tenemos que

a ∩ b = {−1
5
+
12

5
i}

(b) Veamos las pendiente, m1 = 12/5
−1/5+2 = 4

3
y m2 = 12/5

−1/5−3 = −3
4
.

(b’) la distancia entre los centros d(−2,0), (3,0)) = 5 y 32 + 42 = 52, luego son ortogonales.
(c) Rk(1 + 2i) = 9

1−2i+2
− 2 = 1

13
+ 18

13
i

◻

Ejemplo 3.65 En el semiplano de Poincaré, k ∶ ∣z + 3∣ = 8 y l ∶ ∣z − 10∣ = 12
Calcular la forma binomial de (Rk ○Rl)(4 + 6i).
Solución: (Rk ○Rl)(4 + 6i) = Rk(Rl(4 + 6i))

= Rk ( 144

4 − 6i − 10
+ 10)

= Rk ( 144

−6 − 6i
+ 10)

= Rk ( 24

−1 − i
+ 10)

= Rk (12(−1 + i) + 10)
= Rk (−2 + 12i)
= 64

−2 − 12i + 3
− 3

= 64

1 − 12i
− 3

= 64

145
(1 + 12i) − 3

= −371
145
+
768

145
i.

◻

Ejemplo 3.66 En el semiplano de Poincaré, dado los puntos A = 2 + 3i y B = −6 + i.
Calcular la forma binomial de Rl(12 + i), donde l = lAB.

Solución: La recta no es vertical, luego es de la forma (x − a)2 + y2 = r2.
Considerando la correspondencia y reemplazando obtenemos

(2 − a)2 + 32 = r2 (−6 − a)2 + 12 = r2
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Igualado obtenemos

(2 − a)2 + 32 = (−6 − a)2 + 12
4 − 4a + a2 + 9 = 36 + 12a + a2 + 1

−16a = 24

a = −3
2

de este modo tenemos que r2 = (2 + 3/2)2 + 9 = 85
4
.

De este modo tenemos que l ∶ ∣z + 3
2
∣ =√85

4

Rl (12 + i) = ( 85
4

1
2
− i + 3

2

−
3

2
)

= ( 85
4

2 − i
−
3

2
)

= ( 85

4 ∗ 5
(2 + i) − 3

2
)

= (17
4
2 + 17

4
i − 3

2
) = (7 + 17

4
i)

◻

Ejemplo 3.67 Sean Π plano métrico, a, b ∈ L distintas.
Demostrar que

a ⊥ b si y sólo si Rb ○Ra = Ra ○Rb

Solución: Consideremos que a ⊥ b si y sólo si Ra(b) = b.
Sean a, b ∈ L y a ⊥ b, luego tenemos que Ra(b) = b, además R−1a = Ra, de este modo tenemos que

Ra ○Rb ○R
−1
a = RRa(b) = Rb.

despejando obtenemos
Rb ○Ra = Ra ○Rb

Supongamos ahora que
Rb ○Ra = Ra ○Rb

despejando, y usando la propiedad tenemos

RRa(b) = Ra ○Rb ○Ra = Rb

luego Ra(b) = b, de lo cual a ⊥ b. ◻
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Ejemplo 3.68 En Π plano métrico, sean a, b ∈ L tal que a ⊥ b.
Demostrar que

Ra(b) = b.
Solución: Sea {P} = a ∩ b, luego tenemos que b es la única recta ortogonal a a en P . Además
PIa entonces Ra(P ) = P .
Pero Ra(P )IRa(b) y Ra(b) ⊥ Ra(a), de lo cual tenemos que:

PIRa(b) y Ra(b) ⊥ a
Por unicidad de b, se tiene que Ra(b) = b ◻


