Kalkulus 1
8. feladatsor

2022/23. 1. félév

Részsorozatok, torlodasi pontok, als6 és fels6 hatarérték

1. Mutassuk meg, hogy ha az (a,),eny Cauchy-sorozat valamely (a,, )ren részsorozata
konvergens, akkor az (a,),en sorozat is konvergens.

2. Legyen (a,)nen egy szamsorozat, melyre as, — A és ag,1 — B.

(a) Mutassuk meg, hogy ha A = B, akkor (a,),en konvergens és a,, — A.

(b) Mutassuk meg, hogy ha A # B, akkor (a,)nen barmely konvergens részsoro-
zata vagy A-hoz, vagy B-hez tart.

(c) Mutassuk meg, hogy ha tudjuk, hogy még (as, )nen részsorozat is konvergens,
akkor (a,)nen konvergens.

3. Legyen (a,)nen egy valés szdmsorozat. Mutassuk meg, hogy a = liminfa, € R
pontosan akkor, ha

(a) minden ¢ < « esetén ¢ < a,, majdnem minden n-re és

(b) minden ¢ > « esetén a,, < ¢ végtelen sok n-re.
Fogalmazzunk meg hasonlé allitas lim sup a,,-re is!

4. Legyen (a,)nen egy valés szamsorozat. Bizonyitsuk be, hogy

(a)
liminf a,, = sup{inf{a,, a,41,... }}.
neN



(b)

limsup a,, = inf {sup{a,, ani1,...}}
neN

5. Keressiik meg az aldbbi (a,),en sorozatok értékkészletének infimumét és supremu-
mat, valamint a sorozatok lim inf-jét és lim sup-jat!
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6. Legyen (a,)nen és (bn)nen két valds sorozat. Mutassuk meg, hogy

ap =14+2(=1)"+3(-1)" =,

a, =n=b",
liminf a,, + liminf b, < liminf(a, +b,) < liminf a,, + limsup b,, < lim sup(a,, + b,)
< limsup a,, + lim sup b,,.

7. Legyen k € N és ay,an, ..., a4 adott valés szdmok. Adjunk meg olyan (ay,)nen
valés szamsorozatot, melyre o; ¢ {a,}tnen, @; torlédasi pontja (a,)nen -nek és
a;-ken egyéb torlodasi pontja nincs.

8. Adjunk meg olyan (a,),en valds szamsorozatot, amelynek minden a,,, tagjdhoz van
olyan részsorozata (a,)nen-nek, ami a,,-hoz konvergal.



