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写在本书的最前面
齐民友

数学是为了什么？很难有一个答案。因为各种不同的答案其实都是相互交叉的。但是，大
体上有两种：一是为了某个实际的目的。这不一定不好。例如学习某个其他学科需要一点数
学知识。我们有针对性地学习有关数学知识，这是很正常的。也就是说，把数学当作一块敲门
砖，这不是不可以，问题在于敲什么样的门。大家都在批评应试教育，好像责任全在学校和教
师，这就很不公平。我们都看到有的人就是为了混一个什么才来学数学，甚至“动机”很不怎
么样，难道也怪应试教育吗？也还有另外一种学数学的人。目的应该说是很高尚的：为了祖
国和人民，为了进一步探索科学真理，等等。还有很多很复杂的情况，不可一概而言。更不能
简单地用好坏二字划分。

但还有一个比较简单的划分方法。有一种情况是：把现有的教材学到能 OK就行了。另
一种情况就是，还需要或自己感到有一种要求，要多懂一些，多学一些，也希望自己能参与创
造进一步的知识。现在提出建设创新型国家，这里有许多政策性质，经济性质的问题，对于一
个学校里的学生和教师，似乎有一点距离。但是，把学校生活，把学数学的过程，变得更充满
活泼的创造气氛，是我们共同的愿望。只有这样，才能做到多懂一些，多学一些，自己也能参
与数学的创造。而且在大学里生活的更充实一些，更愉快一些，更有意思一些。创造有三种境
界：创造的欲望，创造的磨练（说句大家听起来可能有点烦的话，做习题是最简单也最不可少
的磨练，数学不是看懂的而是算懂的），创造的愉悦。希望《珞珈数学》这个刊物能在这方面
满足读者。

现在很流行一种“傻瓜书”，例如WINDOWS XP傻瓜书，英文是WINDOWS XP for dummies。
特点就是，规定要记忆的几条，背得下来，就叫做学会了。对于傻瓜书也不能一概否定。例如，
如果有人要学一点线性代数，目的就是例如一门什么课程，出现了矩阵记号。这样，找来一本
线性代数 for dummies就能满足要求，问题在于有一些书，有一些教材，本来不是傻瓜书，而
有丰富的内涵，可是把它当作傻瓜书来读，也是常见的事情。总的特点就是，完全不需思考。
所以现在也有反对傻瓜书的网站。希望《珞珈数学》这个刊物能帮助读者们，学会不把很好
的课程或者好书当作傻瓜书来读，学会把数学作为一门充满创造精神的科学来体验，享受。



编者的话
武汉大学数学与统计学院“珞珈数学研习会”每年出版的期刊都颇受同学的喜爱与肯定，

但自新冠肺炎疫情爆发以来，社团成员们的学习任务以及编稿交流，都受到前所未有的挑战，
2021年被迫停刊。随着时下疫情形势的好转，为营造良好的学术氛围，在院团委的促进下，“珞
珈数学研习会”推出了 2022年期刊。
数学作为一门严谨而又天马行空的学科，既有理性的逻辑推导，又有感性的直观感知。作

为数学界的巨匠大师、我国函数论研究的主要奠基人李国平院士曾言“真正的学问不是靠老
师教出来的，而是靠学生自己钻研出来的。唯有能自学的人，才有可能成为真正的学问家。”
自学与钻研的重要性与必要性可见一斑。“珞珈数学研习会”由志同道合的武大数院学子创办，
旨在通过以学生为主体的数学研讨精进学习之道，提升思辨能力。本期刊的主体内容均为数
学与统计学院 2018级、2019级和 2020级本科生撰写，或数学方法，或思维延拓，或交叉学
科中的数学应用。期刊欲带领读者从各个维度观察数学，调试与数学相处的姿态。刊中的符
号和文字的声音能够给杂嚣以宁静，给燥热以清冽，呈现独特的数学之美。
本期刊的编写得到了武汉大学数学与统计学院的大力支持，得到了孙俊老师、赵晓飞老

师、张继伟老师、刘研岩老师、胡亦钧老师对所有投稿文章的建议与指导，得到了在美国深造
的管瑞学姐的指点迷津，得到了数模协会主编衣孝儒的经验之谈，得到了数院学子的积极投
稿，在此一并表示衷心的感谢！是你们让本期刊得以发光发热。
真诚地欢迎广大读者以及专家提出进一步的批评意见和帮助，投递邮箱：2304018045@qq.com

—–2022年 8月于珞珈山
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关于基础代数学习
作者：别品贤 2019级 数学与应用数学班

内容提要
h 线性代数

h 近世代数

h 交换代数与同调代数

1 前言
这篇文章写于笔者大三结束的暑假。笔者应珞数之邀，决定写一些更实用的、对各位读

者更有帮助的东西与大家分享。这篇文章的初衷是给 20级及往后的学弟学妹们对本院开过或
没开过的代数方向的必修课与选修课一个大致的了解，并给出一点点浅薄的学习参考。诚然
笔者才疏学浅，文字中若有偏颇之处，还请读者们不吝赐教。

2 基础之基础—线性代数
线性代数是数学专业任何专业方向都必须熟练掌握的基础必修课，也是很多非基础数学

专业的同学本科学过的唯一一门代数课。不同于数学分析中讲究的是分析学的严谨性，线性
代数一开始就展现了代数学独有的抽象性与技巧性，这也给初学线性代数的同学带来了一定
的难度。可以说从线性代数的学习中，同学们就可以隐约感觉到自己是否有继续学习代数学
的天赋了。如果你能够在线性代数的学习过程中被抽象的代数结构所吸引，并从看似无从下
手的练习题中获得解题的灵感，而且还这个过程中获得了快乐，那么恭喜你已经拥有了继续
深入学习代数学的潜力！

笔者一直倾向于认为学习数学的能力和天赋都是可以后天培养的，研究代数的天赋也是
可以从后天的学习与训练中慢慢产生的。以笔者个人为例，我在进大学之前是没有任何代数
学基础的，对代数的理解仅仅停留在中学里学习的如何解一元二次方程上，可以说大学的代
数对当时的我来说是完全全新的知识。但是通过 3年的学习，现在的我可以自豪地说代数学
是我本科里学的最好的基础数学方向，这很大程度上也归功于我大学一年级线性代数的基础
非常扎实。要想打好线性代数的基础，笔者认为主要包含着两个方面。一是要熟悉代数学抽
象的语言，并能够习惯用这样的语言“说话”；二是要能够积累一些代数学中的经典 tricks，并
能够将这些 tricks为己所用。对于第一个方面，最好的方法就是多看书多思考，把书中抽象的
定义反复体会，自己想想能不能通过一些实例将抽象与具体结合起来（这点对于初学者来说
是至关重要的，解析几何就为线性代数提供了大家非常熟悉的具体的舞台）但同时也要能够
反过来，将熟悉的、具体的东西中抽象的代数结构提取出来，并将之推而广之，得出更一般
性的结论，这样就能将大家熟悉的结论应用到更广阔的空间之中。对于第二个方面，最好的
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方法则是多刷题多积累。我知道有些人是不赞成唯刷题论的，但是对于基础课程的学习，笔
者认为适量的刷题对线性代数技巧的的积累是非常必要的。这里笔者想要强调的是高质量的
刷题，而非高数量的刷题。线性代数的内容其实并不能算很多，许多题目的“套路”其实都是
相似的，所以这时多积累典型题目就显得尤为重要。从本人的经验来说，反复体会一道经典
的题目，有时带来的效果比无目的地刷 10道题还要大得多！笔者十分推荐初学线性代数的同
学准备一本习题集，每周抽空把这一周来见过的有难度、有趣、有价值（这里就因人而异了）
的题目抄在习题集上，并且在每道题后面附上一两句简要的 hint（不要抄完整解答！）。等到日
后有时间了重新翻阅习题集时，再回头看看自己之前写的 hint，是否能回想起这道题目的关键
技巧？能否高屋建瓴地把握住这一类题的解题思想？长此以往，积累的线性代数的 tricks就会
如条件反射一样储存在大脑中，最终达到“看题得解，一题多解”的境界。

推荐书籍：作为本科第一门代数课程，笔者认为还是以中文书籍为主较宜。
1. 复旦姚慕生、谢启鸿 高等代数白皮书：首推经典读物，适合任何层次的学生，建议 n刷。
以例题为主，其中许多经典的例题要反复体会，课后习题难度较低，仅供参考。

2. 线性代数 科大 李烔生：非常经典的教材，观点很高，但是难度也很大。其中课后习题
的价值最高，缺点在于没有答案，建议几个同学约好一起刷这本书，可以互相讨论习题
解法。

3. 樊启斌 高等代数 900题: 我校樊启斌老师整理的宝贵的线性代数习题集，非常适合课后
自主练习。题目由易到难都有，个人建议是遇见难题实在无法想出大可先放下，待到学
到后面再回头看看，能否用新的观点解决之。若能将整本书做出 80%以上，线性代数的
基础基本上就很扎实了，做出 90%以上，线性代数就算基本通关了。

4. 樊启斌 高等代数习题解（樊砖）：樊老师去年新作，建议配合 900题使用。先自主思考
900题上的习题，如遇困难再在樊砖上寻找答案。樊砖很厚，如果初学者阅读起来比较
吃力，还是建议先以白皮书为主要参考书。

3 基础篇—近世代数
近世代数又称为抽象代数，往往会开设在大二，主要讲授群论、环论和域论的基础知识，

有时也会介绍一点基础的模论和伽罗瓦理论。作为第一门系统的介绍和引入代数学的思维和
方法的学科，近世代数于代数学的学习有着地基般的重要意义。实际上，笔者认为任何一个
数学专业的同学都应该对近世代数的基本内容有一定了解，至少也应有所耳闻。由于近世代
数本身的内容是极其丰富的，作为一篇介绍性的文章，不可能都展开来说，所以笔者只略笔
介绍一下三个较为主要的分支和一些学习经验。

群论顾名思义为研究名为群的代数结构的学科，其在近世代数中具有最为基本的重要地
位，因为许多更复杂的代数结构，包括环、域、模和向量空间等等都可以看作是在群的基础上
添加新的运算和公理而形成的，进而许多群论的结果和方法可以在新的代数结构中进行平凡
的推广。就比如说，群的同态基本定理、第一同构定理和第二同构定理，就可以完全照搬到
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环、模等代数结构中。而在群论中，通过群的自同构研究其自身的结构、通过研究群作用在不
同的代数结构上，也可以用来研究群或其它的代数结构，这些也都是现代代数学中最为基本
的研究方法。

环论主要研究的是比群更特殊的代数结构，其主要内容是介绍环的理想的概念及性质，内
容包括中国剩余定理的环论版本（你将会发现它将概括你在数论和线性代数中所熟知的版本）
一些特殊的理想 (素理想、极大理想)，然后就是关于多项式环的讨论，最后则是有关几种特殊
的整环的介绍。可以说其最核心的内容还是围绕着理想展开的，而其余内容可以看成交换代
数、代数数论和域论等领域的铺垫，所以相较于群论，环论“独立”的内容可能比较少，而且
与其它学科相关的知识可能初学时有些难以理解，可以在学到更加深入的知识的时候再回过
头来复习环论的知识点。以达到温故知新的效果。

模实际上可看成线性空间的推广，因而线性代数的许多结论在模论中都有着相对应的结
果。初学者第一次接触模的概念时，可能会觉得有些抽象，这时不妨类比线性代数的结论进
行理解，并多掌握一些例子，这会有助于对概念的理解。比较经典的模论包含两个方面，一个
是基础概念的介绍，这一部分内容是相对简单的，同时也是学习交换代数与同调代数的基础。
另一部分则是关于“主理想的有限生成模结构”的理论，这则可以看成线性空间中线性变换
的的 Jordan标准型理论的推广，是非常漂亮的经典结果。

域的代数结构相比环更加好，所以我们不再拘泥于一个域本身的代数性质，而是更关心
的是域的扩张理论，这是域论的核心内容。域论大致包括有限扩张、代数扩张、分裂域、正规
扩张、可分扩张，以及伽罗瓦扩张这些内容。不同扩张之间的性质、关联、应用，是较为繁琐
的，笔者这里就不赘述了。尽管域论的概念看起来并非十分繁复，其习题的难度却是较高的，
根据个人的经验，如果不进行一定量的习题进行训练，是几乎不可能完全掌握好域论的知识
点的。伽罗瓦理论建立了域论和群论的联系，是近世代数最为伟大的结果之一，由于教学课
时的原因，很多学校一个学期的代数课程基本上都没能讲到伽罗瓦理论，但本人是非常推荐
读者们在假期时间里抽时间研读一下伽罗瓦理论相关的内容，对拓宽视野、锻炼代数素养等
都是大有裨益的。

初学者学习近世代数时，一定要耐心理解不同概念及其联系，并且一定要掌握用重要例
子去理解一些重要的结论。实际上，对于抽象的代数学而言，例子可以说是学习最重要的“救
命稻草”，如果脑海里不能储备大量的例子，大部分情况下学完后很容易快速遗忘。那么例子
可以从哪里来呢？笔者的答案是可以从初等数论和线性代数中找到丰富的例子。同时，笔者
还认为我们在学习近世代数时，一定要具备把抽象的语言翻译成“人话”的能力，搞清楚书上
每一个步骤是想干什么，为什么要这样写，为什么不那样写，其逻辑是什么，是至关重要的。
在做练习题时，由于学科的抽象性，习题中会有一些技巧性很强的证明和习题，如果初学时
卡住了，可以不用过于较真，但一定要在心底留一个问号，第一遍先着重理解主干的知识和
体系，待到读者的代数层次到达一个新的境界之时，再回头看看也许就会恍然大悟。
推荐书籍：

1. 聂灵沼、丁石孙 代数学引论：难度相对而言较大的近世代数书籍，但内容是国内书籍
中最为丰富的，尤其是基础的环论和模论知识，习题难度较大，且没有完整答案，但是
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只要自己肯静下心认真研究课后习题，就一定会对代数水平的提升大有帮助。
2. 丘维声 近世代数：本书的一个特色是群论占据了其中相当大的篇幅，且较为全面，而
且对初学者比较友好，常常从高等代数、初等数论的一些常识引入新概念，并且整个体
系非常清晰，个人推荐将其作为初学群论的读物。

3. Michael Artin Algebra: 经典的英文代数教材，讲法与国内的教科书很不一样。但内容
非常全面，并且也很适合初学者入门，大多数习题难度不算很大。

4. J.S.Milne Notes : Group Theory;Fields and Galois Theory: 可以从网站:中进行下
载，是很好的 notes，无论是初学还是复习都非常值得一读。

4 进阶篇—交换代数与同调代数
如果你已经成功拿下了近世代数，想要挑战更加深入的代数，那么稍微进阶一点的便是

交换代数与同调代数了。其中，交换代数在现代代数数论与代数几何中有非常广泛的应用，而
同调代数则在代数拓扑中扮演了重要的地位。笔者希望简单介绍一下这两门学科，并分别给
出一些学习上的建议。

经典的交换代数主要包括交换环的一些基本的性质，分式环 (模)和局部化方法，诺特环
与阿廷环—两类重要的交换环，赋值环与戴德金整环，完备化和维数理论等等。交换环的性质
和模论较为贴近近世代数的内容，可以看做近世代数所学知识的深入和推广，所以笔者认为
有志学代数的读者可以在学完近世代数后无缝衔接交换代数。交换代数中关于理想的根、素
理想与极大理想、准素理想和支集，环的局部化和局部性质等内容，笔者认为是相当有趣的，
而且理解起来不太需要其它更深入的学科，尤其推荐学习完近世代数，对更深入的交换环理
论感兴趣的同学尝试着更深入地学习一下。笔者就是在学习交换代数的这些内容时渐渐感受
到了代数学的独特魅力的。至于其他内容，比如赋值环和完备化和维数理论等本身有着很强
的代数数论或代数几何背景，在初学时可能会觉得晦涩抽象，如果不进行深入的练习，也是
很容易遗忘的。所以笔者认为交换代数的部分内容其实可以留到学习代数数论与代数几何的
时候再一起学习，这样学习效果会更好一些。若有志于彻底学好交换代数的同学不妨找我们
院的薛江维老师寻求指导。

有人说交换代数是我院本科阶段开设的难度最大的课程之一，我个人是认同这一说辞的，
但是还请读者们不必对它产生畏难情绪。事实上笔者认为在初学交换代数时也不用过于较真，
有些定理的证明自己无法证出来是非常正常的，但必须要做到的是理解证明的核心思想，理
解定理和定义并且会使用。习题的训练仍然是十分必要的，任何一门代数课程不做大量的 ex-
ercise是永远没办法掌握牢固的。初学者可以用模仿的方式来演练学过的内容，而实际上，很
多 exercise其实就是让你模仿一下定理的证明，以达到增强理解的目的。笔者在学习交换代数
的时候也曾经历过几个小时苦思冥想一道题的折磨，但就是在这样反复的折磨过程中渐渐地
体会到了一些交换代数的魅力，渐渐地也慢慢对这门学科上手了不少，所以笔者也希望有志
研究代数的读者们也都经历一下这样的“磨练”，方能获得实力上的成长。

同调代数可能是目前笔者接触的代数课程中，抽象程度最高的一门课了。相较于交换代
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数，同调代数可能更偏向于一种 language，而其主要难度其实恰恰就在于其高度抽象性。同
调代数的发展与范畴论的出现密不可分，而范畴与函子的理论其实并没有引入什么新的东西，
仅仅是将我们之前见过的所有代数结构用了一个更加广泛的语言进行概述。在后面的学习中，
我们将会渐渐体会到用范畴的语言来描述代数对象的优越性。回到同调代数本身来说，同调
代数是 (上)同调函子及其代数结构的研究。“同调”与”上同调”是一对对偶的概念，它们满
足的范畴论性质相反。本科阶段的同调代数课程，主要包括模论、范畴论、复形和导出函子、
群的同调、谱序列等等内容，其上手难度远高于仅仅需要基础环论知识的交换代数。但同时，
有别于交换代数的应用场合主要在代数几何中，同调代数作为一个基本的工具，其在基础数
学各方向的应用都是非常广泛的。所以笔者认为，同调代数是所有学基础数学的学生（不仅
限于代数方向）都应该花时间了解并掌握的一门重要课程。

那么如何才能学好同调代数呢？这个问题笔者也不敢回答，就让笔者借用自己在一本同
调代数的教材中读到的话吧！该教材的作者说，想要学好同调代数很简单，只需要随便找一
本同调代数的书，把书中每一个例题和习题中的交换图（commutative diagram)自己动手跑
一遍就完事了。这番话让笔者受益匪浅，笔者认为同调代数的学习是绝不能照本宣科的，对
着书上的例子看作者的证明看得津津有味就觉得自己掌握了，这种行为是极其错误的。同调
代数的学习一定是要“hands-on”的，你不动手操作一下，不在草稿纸上老老实实地跑图验证，
你就永远没有学会同调代数，对同调代数的理解也仅仅停留在最基本的概念上，甚至可能连
基本的概念都没有理解到位。但同时，同调代数的高度抽象性也让许多读者望而却步，这时
具体的例子又一次发挥了重要作用。同调代数本身其实是在所谓“阿贝尔范畴”下进行的，而
我们之前学过的阿贝尔群、环上的模等等，它们形成的范畴其实就是阿贝尔范畴的具体例子。
当读者对抽象的同调代数感到困惑的时候，不妨回到更具体更熟悉的代数结构中，这样既回
顾了以往的代数知识，也能更好的理解正在学习的知识，可谓是一箭双雕。
推荐书籍：

1. Atiyah Introduction to Commutative Algebra：最为经典的交换代数教材，内容丰富
而简明，正文难度不是很高，但习题难度较大且十分重要，一定要认真做完，其答案在
google上就可以搜到全套 pdf。这本书中的许多内容在代数几何中有非常丰富的背景，是
笔者最为推荐的交换代数教材。

2. Allen Altman and Steven Kleiman A Term of Commutative Algebra：用更为现代
化的语言和处理改写 Atiyah的书的一本讲义，在作者主页有 pdf下载和习题解答，可供
读者选择，参考。

3. Weible An Introduction to Homological Algebra: 非常经典的教材，上手有些难度，但
如果想掌握扎实的同调代数基础，是非常建议阅读的。

4. Rotman An Introduction to Homological Algebra: Rotman的书都写的很厚，但厚的
好处在于写的内容非常详细，对初学者非常友好，有耐心的读者可以选择这本书来学习
同调代数。
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5 给新生数学学习的几点小建议
这一段的主要内容是根据笔者三年来的学习经历，对自己在数学学习上的经验教训进行

了一些总结，并决定分享给刚入学的新生们，希望能够对他们的本科学习有所帮助。

5.1 养成良好的学习态度
不畏难也不浮躁，良好的学习态度应是“自信对待数学学习，谦虚面对数学学科”。一是

不要把数学的学习妖魔化，宣扬“只有高智商才能学好数学”。如果没有足够的自信和勇气，
妄自菲薄瞻前顾后，是不可能学好的。勇敢面对学习中遇到的困难并努力克服它们，这个过程
本身对于是否继续从事数学工作的人都是十分有益的。二是数学作为一门基础学科，其内容
的深度与广度非同一般，无论何人何时都应保持敬畏的态度，一些看似基础的内容往往在后
续的学习中起到至关重要的作用。切勿停留在自己的舒适区内，应不断突破自己的上限，否
则很可能在后续的学习中遭到“反噬”。

5.2 找到最适合自己的学习方式
许多同学刚进校时都迫切地想知道，怎样学好数学？笔者的评价是因人而异。事实上笔

者熟悉的很多本科数学成绩拔尖的朋友，他们学习数学的方式都不尽相同。所以笔者认为刚
进校的同学们，不妨先把学长学姐们推崇的学习方式尝试一段时间，选择适合自己的方式学
习。这里分享笔者的学习方式：笔者是两相结合派，即扎实基础的同时也适当进行自学。一般
在寒暑假自学，相对浅略地读一些未来要学习的课程书籍。而在上课中以课堂内容为主，笔
记不必一字不差，根据理解简要写在草稿纸上课后整理，课下选一些课外参考书进行补充练
习。笔者有每周撰写习题集的习惯，也是个人最习惯的温故知新的方式。

5.3 积极主动的参与数学问题的讨论
笔者曾多次主讲“学习邦”讨论班。大学与中学非常不同的一点在于，要把所学的知识消

化好，课下积极主动地参与讨论尤为必要。讨论的对象可以是下课还没走人的任课老师，也
可以是学长学姐，或者是同班同学。讨论的范围不必局限于课堂上所讲的内容，更不要将讨
论作为应付完成作业的工具。讨论的前提应当是自己对某一问题已经有一定的思考，但是某
一方面没弄明白，希望和他人探讨。讨论的结果更应思考能否将问题推而广之，得出一个更
深刻的结论。讨论的形式是多样的，有小范围私下讨论，笔者也很推崇同学们参加或自行举
办大范围的讨论班，通过讲题，和台下的同学互动交流，往往会产生意想不到的效果。能理解
一道题、会做一道题、能讲一道题，这是三个递进的关系。把一道复杂的题目讲好，是综合能
力的最好体现，笔者非常建议同学们把握住机会，在翻转课堂或者“学习邦”讨论班等平台上
锻炼能力，对日后的数学学习也会有很大的帮助。
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阶的估计技巧与应用
作者：马金韬 2019级 基地班

1 绪论
阶的估计本质上是一种更加细致精确刻画某个量的极限过程的方法。比如直观的可以感

受到，对于 0 < a < b而言，xa相比 xb在 x→ 0的过程中减小的要更慢一些，而在 x→ ∞的
过程中要增大的更慢一些。我们做阶的估计就是要更精确的刻画到底“慢”多少。

我们将在第 2部分给出所谓 O记号和 o记号的定义，并给出关于它们的一些基本的性质。
第三部分我们将给出一些例子，读者将发现在有限数的极限过程中，Taylor多项式会在阶的估
计过程中有重要作用。在第 4，5部分我们将给出阶的估计方法的应用。

鉴于篇幅，我们这里将只讨论最简单（但仍然十分重要）的一些阶的估计的技巧与应用，
我们将只关注实的一元函数。希望进一步学习阶的估计技巧的读者可以参考阶的估计基础，潘
承洞，于秀雄，高等教育出版社，2015.

2 记号与定义
定义 2.1

♣

若在 (x0 − ε, x0 + ε)上 g ̸= 0，且有

lim
x→x0

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣
则我们记作当 x→ x0时 f = o(g)

∣ = 0，
。

♣

在上面的定义中，若 x0 是自明的，在不引起歧义的情况下，也简单记作 f = O(g) 和

定义  2

定义  3

设  f  ，g  是定义在  R  上的两个实值函数，若在某点  x0  ∈  R  处（这里  R  表示扩充实数系），
存在  ε  >  0  以及  M  >  0  使得对任意  x  ∈  (x0  −  ε,  x0  +  ε)  有

        |f(x)| ⩽M |g(x)|， (1)

则我们记当  x  →  x0  时  f  =  O(g)。

   (2)

♣

f  =  o(g)。当在某个区间  I  上都有  (1)  式成立的话，我们也称（在  I  上）有  f  =  O(g)。
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♠

设 f，g和 φ，ψ是 R上的实函数，{an}，{bn}是 R上的实数列。有以下法则成立:

(i) 若 f = O(φ)且 φ = O(ψ)，则 f = O(ψ)；

(ii) 若 f = O(φ)且 φ = o(ψ)，则 f = o(ψ)；

(iii) O(f) + O(g) = O(f + g)；

(iv) O(f)O(g) = O(fg)；

(v) o(f) + o(g) = o(|f |+ |g|)；

(vi) o(f)o(g) = o(fg)；

(vii) o(1)O(f) = o(f)；

(viii) O(1)o(f) = o(f)；

(ix) o(f) + O(f) = O(f)；

(x) 若 an = o(bn)，则当 A→ ∞时
∑B

n=A an = o
(∑B

n=A bn

)
，其中 B > A；

下面进一步设设 f，g可积。

(xi) 若在某个区间 I 上 f = O(g)，则
∫
I
f(t)t = O

(∫
I
g(t)t

)
；

(xii) 若当 x→ +∞时 f(x) = o(g(x))，则
∫ y

x
f(t)t = o

(∫ y

x
g(t)t

)
，其中 y > x；

以上的性质某些仍可以做一定的推广，这里不赘述了。以下使用这些性质时不在特别提出。

f(x) =
n∑

k=0

akφk(x) + o(φn(x))

定义  4
设有一列  R  上的实函数列  {φk(x)}  满足  φk  =  o(φk−1),  ∀k  ∈  N∗。若存在  n  ∈  N∗  以及

a0,  ·  ·  ·  ,  an  ∈  R  使得函数  f  满足

   (3)

注  定义1中，特别的，若  f  ，g  是定义在  N  上，x0  取  +∞，我们仍然采用相同的记号。
  不难验证下面关于  O  和  o  记号的性质。
命题  1
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♣

ln(x+ 1) =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
xk + o(xn), ∀n ∈ N∗

显然上式给出了 ln(x+ 1)在 x→ 0时的一个渐进多项式。
类似的，对 ex − 1在 0处有

ex − 1 =
n∑

k=1

1

k!
xk + o(xn), ∀n ∈ N∗

♠

在 x→ +∞时，有

Γ(x) = xx−
1
2 e−x

√
2π

(
1 +O

(
1

x

♡

设 n为正整数，当 x→ +∞时，有

ln Γ(n) =

(
n− 1

2

)
lnn− n+ C0 +O

(
1

n

其中 C0是常数。

    
  

  

          

则称  (3)  式为  f  

注 1:由于 φk的选取不同，可见一般来说一个函数的渐进级数并不唯一。一般的，渐进级

数也并不一定收敛，即使收敛，也不一定收敛到 f。

注 2：有时对余项没有很强的要求，我们也会写成 O(ϕn(x))。

例题 1我们知道 ln(x+ 1)在 0处有 Taylor展开

的一个渐进多项式。

进一步，若存在一列实数  ak，使得对任意的  n  ∈  N∗  都有  (3)  式成立，则称  
∑∞

k=0  akφk(x)为

 f  的一个渐进级数。

命题  2

为证明这个估计式，我们先证明如下若干引理。
引理  1

(4)

(5)

   

             

        

注求某个函数在某一点的 Taylor多项式的过程事实上就是在寻找该函数在该点处的一个渐进
多项式。

例题 2熟知在 x → 0时，有等价无穷小 (1 + x)α − 1 ∼ αx。于是自然可以得出如下的渐进
多项式：(1 + x)α= 1 + αx+ o(x)。

3  Γ(x)  在  x  →  +∞  时的一阶渐进多项式

)

))
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证明： 由 Γ函数的递推公式，有 Γ(n) = (n− 1)!，从而我们有以下计算：

ln Γ(n) = ln((n− 1)!) =
n−1∑
k=1

ln k

=
n−1∑
k=1

(∫ k+1

k

=

∫ n

1

n−1∑
k=1

∫ k+1

k

ln

(
t

k

)

= (t ln t− t)
∣∣n
1
−

n−1∑
k=1

∫ 1

0

ln

(
1 +

t

k

)

= n lnn− n+ 1−
n−1∑
k=1

∫ 1

0

(
t

k
+O

(
(t/k)2

))

= n lnn− n+ 1−
n−1∑
k=1

1

2k
+O

(
n−1∑
k=1

1

k2

)

= n lnn− n+ 1− 1

2
lnn− γ +O

(
∞∑
k=1

1

k2

)
+O

(
∞∑
k=n

1

k2

)

=

(
n− 1

2

)
lnn− n+ C0 +O

(
1

n

)
.

□

设 a > 0，则在 x→ +∞时，有以下渐进多项式
Γ(x)

Γ(x+ a)

证明： 先设 a > 1。
由 Γ函数和 B 函数的关系，我们有

Γ(x)Γ(a)

Γ(x+ a)
= B(a, x)

=

∫ 1

0
∞

0

(t ≜ e−s)

=

(∫ 1

0

+

∫ ∞

1

)

   

=I1 + I2 ，

(6)
♡

引理  2

14

(ln  k  −  ln  t)dt
)

dt

dt

dt

=  
∫  

(1  −  e−s)a−1e−sxds

(1  −  e−s)a−1e−sxds

(1  −  t)a−1tx−1dt

ln  tdt  −

ln  tdt  +
∫
k

k+1

= x−a +O(x−a−1).



下面我们分别估计 I1和 I2。
I1 =

∫ 1

0

(1− e

1

0

=

∫ 1

0

=

∫ 1

0

sa−1(1 + (a− 1)O(s) + o(s))e

=

∫ 1

0

=

∫ x

0

x−ara−1
(
1 +O

( r
x

))
= x−a

∫ x

0

x

0

= x−aΓ(a) −a

∫ ∞

x

x

0

= x−aΓ(a) + O

(
x−a

∫ ∞

x

= x−aΓ(a) + O(x−a−1).

I2 =

∫ ∞

1

(1− e

∞

1

故
Γ(x)

Γ(x+ a)

当 0 < a ⩽ 1

= x−a +O(x−a−1)Γ(a) = x−a +O(x−a−1).

时，有
Γ(x)

Γ(x+ a)
=

(x+ a)Γ(x)

−

Γ(x+ a+ 1)
= (x+ a)(x−a−1 +O(x−a−2)) = x−a +O(x−a−1).

□
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s)a−1e−sxds

=  
∫  

O(e−sx)ds

e−r/2dr

)  
+  O(x−a−1Γ(a  +  1))

rae−rdr

)ra−1O(r)e−rdr

e−rdr

sa−1(1  +  O(s))e−sxds

sa−1(1  +  O(s))a−1e−sxds

−sxds

=  
∫  

(s  +  O(s2))a−1e−sxds

−s)a−1e−sxds

−  x ra−1e−rdr+  O  
(
x−a−1

∫ra−1e−rdr  +  x−a−1

∫

= O(e−x/x) = O(x−a−1).



=

(
n− 1

2

)
lnn− n+ C0 +O(1/n) + a ln x+O(1/x)

=

(
x− a− 1

2

)
ln(x− a)− x+ a+ C0 + a ln x+O(1/x)

=

(
x− a− 1

2

)(
ln x+ ln

(
1− a

x

))
− x+ a+ C0 + a ln x+O(1/x)

=

(
x− 1

2

)
ln x+

(
x− a− 1

2

)
ln
(
1− a

x

)
− x+ a+ C0 +O(1/x)

=

(
x− 1

2

)
ln x+

(
x− a− 1

2

)(
−a
x
+O

(
(a/x)2

))
− x+ a+ C0 +O(1/x)

=

(
x− 1

2

)
ln x− x+ C0 +O(1/x). (∗)

由 Legendre加倍公式，有
ln Γ(2x) = (2x− 1) ln 2− 1

2
ln π + lnΓ(x) + ln Γ(x+

1

2
将 (∗)式代入得(

2x− 1

2

)
ln(2x)− 2x+ C0 +O(1/x) =(2x− 1) ln 2− 1

2
ln π +

(
x− 1

2

+ x ln

(
x

)
ln x− x+ C0

+
1

2

)
−
(
x+

1

2

整理得
1

2
ln(2π) +

1

2
= x ln

(
1 +

1

2x

令 x→ +∞，考虑到 lim
x→+∞

x ln

(
1 +

1

2x

)
=

1

2
，可知 C0 =

1

2
ln(2π)。代入 (∗)式就有

ln Γ(x) =

(
x− 1

2

)
ln x− x+

1

2

           

ln  Γ(x)  =  ln  Γ(n)  −  ln  
(
x

命题2的证明： 记 n = [x]，a = {x}分别是 x的整数和小数部分。由 (5)式和(6)式，有
−a  +  O(x−a−1)

)
=  ln  Γ(n)  +  a  ln  x  +  ln(1  +  O(1/x))

即  (5)  式。  □

4  用阶的估计方法得到正项级数审敛法
记  ∑∞

n=1  an  是一个正项级数。下面我们利用阶的估计方法得出两个正项级数的审敛法。在
正式给出之前，我们先回忆最简单的  d’Alembert  审敛法，事实上我们可以认为该方法的条件
是给出了一个阶的估计式  an  =  O(1/nd)，从而由  ∑  1/nd  的敛散性可以推导出  ∑  an  的敛散性。
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)，

)
+ C0 +O(1/x)，

ln(2π) + O(1/x)

)
+ C0 +O(1/x).

，



♠

设 lim
n→∞

an = 0， lim
n→∞

n
√
an = 1，记 l = lim

n→∞

(
1− n

√
an
) n

lnn
（若存在），则级数

∑
an 在

l > 1时收敛，在 l < 1时发散。

n存在 1 < k < l，N > 0使得当 n > N 时有 (
1−

证明： l > 1时：
√
an
) n

lnn
> k。则

an <

(
1− k lnn

n

)n

= exp

{
n ln

(
1− k lnn

n

)}
= exp

{
n

(
−k lnn

n

)
+O

((
k lnn

n

)2
)}

= exp

{
−k lnn+O

(
ln2 n

n

)}
= n−kO(1) = O(n−k).

而∑
1/nk 收敛，从而∑

an收敛。
l < 1时：

n
√
an
) n

lnn
< k。则由不等式 ln x+

1

x
⩾ 1得

an >

(
1− k

存在 l < k < 1，N > 0使得当 n > N 时有 (
1

ln

−

n

n

)n

= exp

{
n ln

(
1− k lnn

n

)}
⩾ exp

{
kn lnn

k lnn− n

}

存在 δ > 1使得 kδ < 1，且可以取 N 充分大使得 lnn

n
<

k

1− kδ。则

□

♠

设 lim
n→∞

an = 0， lim
n→∞

n
√
an = 1，记 l = lim

n→∞

(
1− lnn

n
− n

√
an

)
n

ln lnn
（若存在），则级数∑

an在 l > 1时收敛，在 l < 1时发散。

命题  3

      

故  ∑  an  发散。
命题  4

an > n−k/(1−k lnn/n) > n−1/δ

= n−k/(1−k lnn/n)

17
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存在 1 < k < l，N > 0使得 n > N 时有
(
1

证明： l > 1时：
− lnn

n
− n

√
an

)
n

ln lnn
> k。则

an < exp

{
n ln

(
1− lnn

n
− k ln lnn

n

)}
= exp

{
n

(
− lnn+ k ln lnn

n
+O

((
lnn+ k ln lnn

n

)2
))}

= exp {− lnn− k ln lnn+O(1)}

= O

(
1

n lnk n

)
而∑ 1

n ln
收敛，从而∑

ank n
收敛。

l <

存在 l < k < 1，N > 0使得 n > N 时有
(
1− lnn

n
− n

√
an

)
n

ln lnn
< k。注意到 x > 0充分

小时有不等式 ln(1 − x) > −x − x2，又有 lim
n→∞

lnn+ k ln lnn

n
= 0，故可以取 N 充分大使得

ln

(
1− lnn+ k ln lnn

n

)
> − lnn+ k ln lnn

n
−
(
lnn+ k ln lnn

n

)2

。进而有

an > exp

{
n ln

(
1− lnn+ k ln lnn

n

)}
> exp

{
n

(
− lnn+ k ln lnn

n
−
(
lnn+ k ln lnn

n

)2
)}

= exp

{
− lnn− k ln lnn− (lnn+ k ln lnn)2

n

注意到 (lnn+ k ln lnn)2

n
有上界，记为M，于是

an > exp {− lnn− k ln lnn−M} =
e−M

而
n lnk n∑ 1

n lnk n
发散，从而∑

an发散。 □

5  结语
  

  

  

事实上，在分析学的各种分支中，阶的估计都是十分常见的，与其说是一种方法，它更像
是我们在研究极限过程中的一种习惯。读者将会体会到，真正困难的地方在于对各种函数的
放缩，以及求渐近展开式时的需要计算的极限。作为例子，读者可以自行用阶的估计方法考
察如下问题：
1.通过将引理1，引理2做更高阶的渐进多项式，将 Γ函数展开成更高阶的渐进多项式；

2.模仿第 4节的方法给出更精细的审敛法！

1时

}
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正切函数的连分函数展开及其应用

作者：陈德豪 2020级 数学与应用数学班

定理 1

♡

在 [−1, 1]上有 fm(x)一致收敛于 tan x,其中

fm(x) =
x

1− x2

3− x2

5− x2

. . . −
. . .

2m− 1− x2

2m+ 1
,

定义 1

♣

定义一类函数

φm(x) =
∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(2n+ 2m+ 1)!!

(−x2)n

(2n+ 1)!
,

由于

lim
n→∞

2n

√√√√ ∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(2n+ 2m+ 1)!!

1

(2n+ 1)!
= 0,

因此原级数的收敛半径为 +∞,φm(x)在 (−∞,+∞)上有定义。

特别地,有

φ0(x) =
sin x

x
, φ1(x) =

∞∑
n=0

(−x2)n

(2n+ 1)!(2n+ 3)
.

引理 1

♡

若 x ∈ [−1, 1],则成立不等式：
2m+ 5

2

(2m+ 3)!!
≤ φm(x) ≤

1

(2m+ 1)!!
.

证明 若 x0 ∈ [−1, 1],则

∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(2n+ 2m+ 1)!!

(−x2)n

(2n+ 1)!

是交错级数,并且
∞∑
n=0

(2n+ 1)!!

(2n+ 2m+ 1)!!

x2n

(2n+ 1)!

单调递减。

记
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Sk =
k∑

n=0

(2n+ 1)!!

(2n+ 2m+ 1)!!

(−x2)n

(2n+ 1)!

因此有 {S2k}单调递减，{S2k+1}单调递增，故

φm(x) = lim
k→∞

S2k ≤ S0 =
1

(2m+ 1)!!
,

φm(x) = lim
k→∞

S2k+1 ≥ S1 =
1

(2m+ 1)!!
− 3!!x2

0

3!(2m+ 3)!!
≥

2m+ 5
2

(2m+ 3)!!
.

引理 2

♡

若 x ∈ [−1, 1],则成立不等式：
φm(x)

φm+1(x)
= 2m+ 3− x2

φm+1(x)
φm+2(x)

.

证明 由引理证明 1知 φm(x)在 [−1, 1]上无零点,故

φm(x)

φm+1(x)
=

φm(x) =
∞∑
n=0

(2n+1)!!
(2n+2m+1)!!

(−x2)n

(2n+1)!

φm+1(x) =
∞∑
n=0

(2n+1)!!
(2n+2m+3)!!

(−x2)n

(2n+1)!

= 2m+ 3 +

∞∑
n=0

(2n+1)!!
(2n+1)!

[
1

(2n+2m+1)!!
− 2m+3

(2n+2m+3)!!

]
(−x2)n

∞∑
n=0

(2n+1)!!
(2n+1)!

1
(2n+2m+3)!!

(−x2)n

= 2m+ 3 +

∞∑
n=0

(2n−1)!!
(2n−1)!

(−x2)n

(2n+2m+3)!!

∞∑
n=0

(2n+1)!!
(2n+1)!

(−x2)n

(2n+2m+3)!!

= 2m+ 3− x2φm+2(x)

φm+1(x)

= 2m+ 3− x2

φm+1(x)
φm+2(x)

.

□
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tan x可以利用上面构造的 φm(x)部分展开:

tan x = x
sinx
x

cos x
=

x
∞∑

n=0

(−x2)n

(2n)!

∞∑
n=0

(−x2)n

(2n+1)!

=
x

1 +

∞∑
n=1

(−x2)n

(2n−1)!(2n+1)

∞∑
n=0

(−x2)n

(2n+1)!

=
x

1 + −x2

φ0(x)
φ1(x)

.

反复利用引理 2，得

tan x =
x

1− x2

3− x2

5− x2

. . . −
. . .

2m+ 1− x2

φm(x)
φm+1(x)

引理 3

♡fm(x)在 [−1, 1]上始终有定义，即分母不为 0。

证明 对 x0 ∈ [−1, 1]

fm(x0) =
x0

1− x2
0

3− x2
0

5− x2
0

. . . −
. . .

2m− 1− x2
0

2m+ 1

令

m ≥ 2, ξm+1 = 2m+ 1, ξm = 2m− 1− x2
0

2m+ 1
> 1,

ξm−1 = 2m− 3− x2
0

ξm
> 1,

利用

ξi = 2i− 1− x2
0

ξi+1

> 0, i ≥ 1,
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递推可以归纳地证明

i ≥ 2ξi > 1, ξ1 = 1− x2
0

ξ2
> 0.

ξ1, · · · , ξm+1为 fm(x0)所表示的连分式中的所有分母，均不为 0。

注 m = 1时 fm(x0) =
x0

1− x2
0

3

分母也不为 0,但对于函数列的极限而言 m ≥ 2的情

况足矣.

下面来证明本节的定理:

证明 为了方便，仍用 ξ1, · · · , ξm+1表示 fm(x0)的分母。

| tan x− fm(x)| = | x

1− x2

φ0(x)
φ1(x)

− x

1− x2

ξ2

|,

|x| ≤ 1,
5

6
≤ φ0(x) ≤ 1,

3

10
≤ φ1(x) ≤

1

3
, 0 ≤ x2

φ0(x)
φ1(x)

≤ 2

5
,

ξ2 = 3− x2
0

ξ1
> 2, 0 <

x2

ξ2
<

1

2
,

令 y(t) =
|x|
1− t

，利用 Lagrange中值定理:

存在 η1介于
x2

φ0(x)
φ1(x)

与
x2

ξ2
之间,显然 η1 ∈ (0,

1

2
),

原式

=
|x|

|1− η1|2
| x2

φ0(x)
φ1(x)

− x2

ξ2
|

=
|x|3

|1− η1|2
| 1

3− x2

φ1(x)
φ2(x)

− 1

3− x2

ξ3

|.

.
反复利用 Lagrange中值定理可得：存在 ηk+1 介于

x2

ξk+2

与
x2

φk(x)
φk+1(x)

之间, 显然 0 <

ηk+1 < 1,
使得

| 1

2k + 1− x2

φk(x)

φk+1(x)

− 1

2k + 1− x2

ξk+2

| = 1

(2k + 1− ηk+1)2
| x2

φk(x)
φk+1(x)

− x2

ξk+2

|,
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原式

= |x| |x|2

(1− η1)2
· · · |x|2

(2m− 1− ηm)2
| φm(x)

φm−1(x)− 1
2m+1

|

≤ 4 · 1
4
· 1

16
· · · 1

(2m− 2)2
· 1

m
.

显然m → ∞时，这个值以 0为极限。

注就最后放缩的结果看得出来这个连分函数展开计算 tan x收敛速度很快。

它有一个更重要的应用:
考虑 u, v ∈ N∗, u ≤ v

tan(
u

v
) =

u/v

1− u2/v2

3− u2/v2

5− u2/v2

. . . −
. . .

2m+ 1− u2/v2

φm(u/v)
φm+1(u/v)

=
u

v − u2

3v − u2

5v − u2

. . . −
. . .

(2m+ 1)v − u2/vφm+1(u/v)
φm(u/v)

.

由引理
φm+1(x)

φm(x)
≤ 1

2m+ 5
2

,

可得：

Mm ≥ M,
u2

v

φm+1(
u
v
)

φm(
u
v
)

< 1.

下面来证明
u2

v

φM+1(u/v)

φM(u/v)
不是有理数：
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证明 若
p1
p0

=
u2

v

φM+1(u/v)

φM(u/v)
=

u2/v

2M + 3− u2

v2
φM+2(u/v)

φM+1(u/v)

, p0, p1 ∈ N∗,

(2M + 3)vp1 − u2p0
p1

=
u2

v

φM+2(u/v)

φM+1(u/v)
, p2 = (2M + 3)vp1 − u2p0,

0 <
u2

v

φM+1(u/v)

φM(u/v)
< 1, p1 < p0,

又有

0 <
u2 φM+2(u/v)

< 1, 0 < p2 < p1
v φM+1(u/v)

,

pk+1 = (2M + 1 + 2k)pk − u2pk−1,

归纳的证明：
pk+1

pk
=

u2

v

φM+k+1(u/v)

φM+k(u/v)
∈ (0, 1) ,

因此假设错误，
u

从而 pk+1 < pk,且 {pk}是正整数列.不能存在 {pk}这样严格单调减的正整数列.
2

v

φM+1(u/v)

φM(u/v)
是无理数。

这显然意味着 tan (
u

v
)不是有理数，这样就得到了如下定理：

定理 2

♡

它有一个重要的推论，即

若 q ∈ [−1, 1],那么 q与 tan q至多有一个是有理数。

:

推论 1

♡π是无理数。

事实上，这是显然的，因为
π

4
与 tan

π

4
= 1不能同时为有理数。

上面这个证明是最早给出的 π是无理数的证明之一。比起主要定理而言，tan x

的部分展开显然更具理论价值，为了把无理数的结果推到更大的区间上去，需要

对引理进行推广，另外主要定理推广到复平面上也不失为一种尝试。
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数值积分浅谈
作者：衣孝儒 2019级 信息与计算科学班

1 从定积分谈起
在正式开始这篇文章之前，我们先来回顾一下定积分的定义：
定义 1

♣

对于一个定义于 [a, b]上的黎曼可积的函数 f，其定积分的定义式为:∫ b

a

f(x)dx = lim
||T ||→0

n∑
i=1

f(ξi)∆xi.

简单概括来说就是：分割、求和、取极限。
我们知道，定积分作为广泛应用于生产生活实践的一种数学工具，在各个领域中都显示

出了极大的威力，为了解决定积分问题，我们发展出了各种巧妙的积分方式，扩展了我们求解
积分的边界。但是在现实运用中，需要进行积分的式子本身往往十分复杂，其精确的积分结

(1)

果往往具有十分复杂的表达形式，更进一步地，大量的积分表达式甚至不存在初等表示方法。
与此同时，在现实生产生活运用中，我们需要的往往又并不是定积分完全精确的代数表

示，而是一个相对精确的数值表示，因此，很多人就开始思考，我们如何绕过代数的方法，用
数值的方式求解定积分，而这一想法直接催生了数值积分这一领域。在本文中，我将用尽可
能简洁的语言介绍各种不同的数值积分手段，为大家建立起数值积分的基本思想。

2 定积分的启发
应该有部分读者从定积分的定义可以自然地想到一种数值积分的手段，在定积分的定义

式中，只要我们将区间 [a, b]划分得足够细密，那么右侧的表达式就可以自然地作为原始积分
的一个良好近似，从而得出可用的积分结果。简单起见，我们采用等距分割，并且在每个小区
间内采用右端点作为函数值的近似点，这样我们就得到了数值积分的一个可用的公式：∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

n∑
k=1

f(a+ k∆x)∆x ≈
N∑
k=1

f(a+ k∆x)∆x.

按照数值积分的分类，这是一种复化长方形插值公式。事实上，数值积分的方法远不止于此，
本文主要讲解插值型积分公式。按照插值点是否可以自由选取，插值型积分公式分为Newton-
Cotes积分公式和 Gauss积分公式两大类，而在 Newton-Cotes积分公式的实际运用中，又常常

(2)

使用复化的积分公式。这里只做一个简单的分类，下面我们将展开具体的讲解。
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3 插值型积分公式
插值型积分公式，顾名思义，就是在求积区间 [a, b]上对被积函数 f(x)做插值，利用得到

的插值多项式 pn(x)代替被积函数 f(x)导出的公式，这一类求积公式中的求积节点 {xk}nk=0

就是对原函数做插值时的插值节点，所以这类积分公式称为插值型求积公式。关于插值的具
体知识，在此就不再赘述。
插值型积分公式分为两类，Newton-Cotes积分公式与 Gauss积分公式，对于不同的区间

[a, b],其都可通过变量线性变换变换至 [−1, 1]内，从而写为统一的形式：∫ 1

−1

f(x)dx ≈
N∑
k=0

Akf(xk).

其中 Ak为第 k

(3)

个积分点处函数值对应的权重，为待定系数。下文为讨论及叙述的方便，在给
出具体积分点权重及位置时均以 [−1, 1]区间为例展开讨论，其他区间的积分公式可以直接通
过变量代换获得。两种积分方法的主要区别在于积分点可不可以自由选取，更大的自由度意
味着更高的积分精度，在具体比较二者区别之前，我们先引入代数精度的概念：
定义 2

♣

若对任意不高于 n次的多项式 pn(x) ∈ Pn[a, b],求积公式的误差均为 0，而对 n+1次项
的积分误差不为零，则称该求积公式具有 n次代数精度。

但是这个定义在实际使用中并不方便，为此，我们给出等价定义如下：
定义 3

♣

若对函数 f(x) = 1, x, x2, · · · , xn，求积公式精确成立，而对 f(x) = xn+1 求积公式的误

差不为 0，则称其具有 n次代数精度。

一般地，对于有 n个积分点的数值积分，Newton-Cotes积分公式中积分点已经事先指定
无法自由选取，其最高只能实现 n+1阶代数精度。而对于 Gauss积分公式，其积分点可以自
由选取，更高的自由度带来了更高的代数精度，其最高可以实现 2n+1阶代数精度。下面我们
将对这两种数值积分格式分别进行讲解。

4 Newton-Cotes积分公式
Newton-Cotes积分公式的核心特点是积分点已经事先选取好，唯一能调整的是每个积分

点处的权重。不失一般性，也考虑到实际运用中最普遍的情况，我们此处只考虑求积区间
[−1, 1]被 n等分的情形。此时设求积节点为 {xk}nk=0，那么 x0 = −1, xn = 1, xj = a + jh, j =

0, 1, · · · , n;h = 2
n
，那么我们的积分公式就变为：∫ 1

−1

f(x)dx ≈
N∑
k=0

Akf(−1 + kh). (4)
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由上文所叙述的定义 3，及 Newton-Cotes积分公式的代数精度定理，我们可以直接依次选取f

(x) = 1, x, x2, · · · , xn并逐个代入，即可获得关于积分点权重的线性方程组，求解方程组即可
获得 Newton-Cotes积分公式的不同阶次精度表达形式。在此我们将系数表格列出如下：

n 积分点权重（由左至右）
1 1

2
, 1
2

2 1
6
, 4
6
, 1
6

3 1
8
, 3
8
, 3
8
, 1
8

4 7
90
, 16
45
, 2
15
, 16
45
, 7
90

5 19
288

, 25
96
, 25
144

, 25
144

, 25
96
, 19
288

,

可以看到，随着区间等分份数的增大，积分点的权重系数迅速复杂化，并不方便实际使
用，另一方面，随着等分份数的增大，插值的精度也会有不同程度的下降，具体地，一般有如

表 1: Newton-Cotes积分公式系数表

下两个影响插值精度的主要问题：
函数性质本身不佳导致龙格现象。问题 1 

问题 2 舍入误差导致的结果偏差。
接下来我们将对这两个问题分别展开进行一定的说明。

4.1 龙格现象
一般来说，随着插值阶次的升高，多项式对被插函数的性质往往逼近得越好。但是有些

函数是例外，它们随着插值多项式阶次的升高，插值效果反而越差。一个典型的例子是:

f(x) =
1

1 + x2
. (5)

我们有如下定理：
定理 1

♡上述函数 f(x)的等距节点插值函数 pn(x)在 [−r, r]外不收敛，其中 r ≈ 3.63.

具体的证明我们这里略去不表，有兴趣的同学可以查阅这本书：Analysis of Numerical Meth-
ods by Eugene Isaacson, Herbert Bishop Keller 275-278. 这里我们只是借用这一结论，来支持我
们后续的说明。究其原因，是由于 f(x)这一函数虽然在实数域内连续，但是在复平面内有奇
点，复平面奇点的奇异性传导到边缘，影响了远处的拟合准确程度。我们把这类函数称为龙
格函数，这类函数在插值过程中出现的问题我们称之为龙格现象，由于龙格现象的存在，我
们对很大一类函数都无法通过高次多项式直接插值获得。
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4.2 勒贝格常数
另一方面，对于具有较好性质，能随着多项式阶次升高，插值效果不断增强的函数，存在

着计算精度的问题。众所周知，对于绝大多数的插值问题，我们都需要通过计算机获取最终
的结果，这里便存在着计算过程中的误差积累传播的问题。我们知道，在实数域中，我们已经
获得了 sinx一个非常精确的展开式：

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · ·

但是在浮点数体系中，这一精确展开式却会不断产生并放大误差，最终造成结果的不稳定。那
(6)

么，如何刻画这种不稳定程度呢？我们提出了勒贝格常数的概念，这里提供其三个等价定义：
定义 4

♣

对于原函数 f(x)与对应的插值多项式 pfn(x)，设其插值点为 {xi}ni=0 ⊆ [a, b]，我们定义

其勒贝格常数为

Λn(x) = supf ̸=0

||pfn||C[a,b]

||f ||C[a,b]

= sup|yi|⩽1||p{yi}n ||C[a,b] =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

n∑
i=0

|li(x)|

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
C[a,b]

.

可以证明，三者之间彼此等价。在这一基础上对于函数 sinx

(7)

，我们可以证明其勒贝格常
数的一个估计为：

Λ2n(x) ⩾
4n−2

n2

从这一估计可以看出，随着插值多项式次数的增大，函数 sinx

(8)

的误差迅速增大。
综合上述两段的讨论，我们可以得出结论:

结论对于一般的函数插值问题，使用高次多项式插值会在精度上带来巨大的损失，所以在实
际运用中，我们往往避免高阶插值，而更常使用低阶的 Newton-Cotes积分公式。
但是如何保证低阶的Newton-Cotes积分公式依然有较好的精度呢？答案是复化的Newton-

Cotes积分公式。

4.3 复化 Newton-Cotes积分公式
从之前的讨论中，我们可以较为容易地获取低阶的 Newton-Cotes积分公式，n=1时我们

一般称之为梯形求积公式，n=2时我们一般称之为 Simpson求积公式。如果采用 I(f)表示函
数 f(x)在 [a, b]上的数值积分，那我们可以将公式分别写为：

n = 1, I(f) =
b− a

2
(f(a) + f(b)).

n = 2, I(f) =

(9)

b− a

6
(f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)).

只要将积分区间本身进行细分，在细分后的每一个小区间上使用梯形求积公式或者 Simp-
son求积公式，并将结果加和，就可以得到复化的梯形求积公式或者复化的 Simpson求积公式。

(10)

同样地，其他求积公式也可以用同样的方法进行复化，这里我们只列出等距情形的复化梯形
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求积公式与复化 Simpson求积公式：

I(f) =
h

2
(f(a) + 2

n−1∑
i=1

f(a+ ih) + f(b)).

I(f) =
n

(11)

∑
j=1

h

3
(f(x2j−2) + 4f(x2j−1) + f(x2j)).

复化的积分公式是一种低阶的积分手段，可以避免高次插值带来的龙格现象及其他不稳

(12)

定问题，同时，对于一般的分段多项式插值，我们可以证明如下的误差估计公式：
f(x)− pn(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
Πn

i=0(x− xi).

这一公式说明，对于任意分片多项式插值，我们可以直接利用缩小分片区间的方法来减
(13)

小误差，从这一思路出发，我们可以获得常见分片插值方法的误差估计。
定理 2

♡

对于在区间 [a, b]上的分片线性插值，我们有如下误差估计

||f(x)− p(x)||C[a,b] ⩽
h2

8
||f ′′||C[a,b].

由此可见，在原函数性质较好的情况下，只要缩小每个分片区间 [a, b]的长度，即可获得

(14)

更好的插值效果。

5 Gauss积分公式的构建
Gauss积分公式的核心特点是积分点事先未知，可以按照需求自由选取，每个积分点的位

置与积分点处的权重都可以自由选取。此时设求积节点为 {xk}nk=0，那么我们的积分公式就变
为： ∫ 1

−1

f(x)dx ≈
N∑
k=0

Akf(xk)

为了求解出积分点权重与积分点位置，我们依次选取 f(x) = 1, x, x2, · · · , x2n+1 并逐个代入，
即可获得关于积分点权重与积分点位置的非线性方程组，对其进行求解即可获得积分点的位
置与对应权重。在此，我们以一个例题辅助说明：

5.1

(15)

问题呈现
对定积分 ∫ 1

−1
f(x)dx求出具有 3次、5次、7次代数精度的高斯型积分公式∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n∑

i=0

Aif(xi)

.
用表格列出其系数 Ai, xi, i = 0, 1, · · · , n，并给出数值算例积分 ∫ 1

−1
ex

2
dx.
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5.2 问题求解
利用高斯积分的基本公式 ∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n∑

i=0

Aif(xi)

只要我们依次将 1, x, x2, x3, · · · , xn 分别在 n = 3, 5, 7时代入上述方程组，方程个数等于
未知数个数，以 n = 5时为例可以获得方程组如下：

A1 + A2 + A3 = 2

A1x1 + A2x2 + A3x3 = 0

A1x
2
1 + A2x

2
2 + A3x

2
3 =

2

3

A1x
3
1 + A2x

3
2 + A3x

3
3 = 0

A1x
4
1 + A2x

4
2 + A3x

4
3 =

2

5

A1x
5
1 + A2x

5
2 + A3x

5
3 = 0

对此方程组恰当选取初值进行求解即可得到系数Ai, xi, i = 0, 1, · · · , n，列表展示如下：（小
数保留至四位）

i=1 i=2
Ai 1.0000 1.0000
xi -0.5774 0.5774

表 2: 3次精度的高斯型积分系数

i=1 i=2 i=3
Ai 0.5556 0.8889 0.5556
xi -0.7746 0.0000 0.7746

表 3: 5次精度的高斯型积分系数

i=1 i=2 i=3 i=4
Ai 0.6521 0.6521 0.3479 0.3479
xi 0.3400 -0.3400 0.8611 -0.8611

5.3

表 4: 7次精度的高斯型积分系数

数值算例
本节我们选取一个具体的积分问题来验证上述求解所得系数的合理性。∫ 1

−1

ex
2

dx

将其代入求解格式 ∫ 1

−1

f(x)dx ≈
n∑

i=0

Aif(xi)

可得三种计算格式积分值与MATLAB自带的积分功能值的比较为：
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3次精度 5次精度 7次精度 MATLAB积分解∫ 1

−1
ex

2
dx 2.791224 2.913465 2.924540 2.925303

可见高斯积分具有非常优秀的精度，且相较于 Newton-Cotes积分公式，达到相同精度所
需的运算量减少了一半，因此其在大型仿真问题中往往是最常用的数值积分手段。

6 正交多项式与高斯节点
在上面的讨论中，看似已经给出了高斯节点完整的权重与位置计算手段，在实际应用中

也可以查表直接获取高斯节点的信息，但事实上，细心的读者可能已经发现，在 5.2中我们获
得的方程组是一个非线性方程组，在实际的求解中其收敛性往往十分复杂，往往要通过大量
的尝试才能找到一个能正确收敛到真实解的初值，并且随着维数的升高，其寻找恰当初值的
难度成倍增加。因此，接下来我们将介绍一种将非线性方程组线性化的方法，以便快速求出
高斯积分的积分点和各点的权重。

6.1 正交多项式
在数学中有一类非常重要的多项式，我们称之为正交多项式，其定义如下：
定义 5

♣

设 ϕk(x), k = 0, 1, 2 · · · 为 k次多项式，若
∫ b

a
ρ(x)ϕi(x)ϕj(x)dx = δij ,则称 {ϕk(x)}∞k=0为

带权 ρ(x)正交多项式族。带权的 gauss积分定义为：∫ b

a

ρ(x)f(x)dx ≈
n∑

i=0

Aif(xi) (16)

同时，我们有两个与此相关的重要定理：
定理 3

♡

x0, x1, · · · xn为高斯点等价于 w(x) =
∏n

k=0(x− xk)与任意次数不大于 n的多项式 Pn(x)

带权正交。

定理 4

♡

正交多项式族 {ϕ0, ϕ1, · · · , ϕn, · · · }有性质：任意次数不大于 n的多项式 P (x)必与 ϕn+1

正交。

定理 3将高斯点的求解等价为与任意次数不大于 n的多项式 Pn(x)带权正交的多项式
的求解，而定理 4进一步将这一多项式直接确定为 ϕn+1，也就是说，这两个定理将高斯积
分公式的节点计算从非线性方程组里剥离出来单独计算，将复杂的非线性方程组求解简化为
先求解多项式求根问题，再进行线性方程组求解，极大地减少了求解的难度。
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由于线性方程组已经产生出一整套高效快速的求解算法，已经有许多成熟的求解包可以
使用，我们现在关注的主题就转移到正交多项式 ϕn+1的确定及其根求解，事实上，我们完全
可以对任意给定的权函数 ρ(x) 及初始函数 ϕ0(x) 通过正交多项式的定义递推得到 ϕn+1 的表
达式，在这里我们以一个简例辅助说明：

∫ 1

0

√

6.2 数值算例
例题 1求解如下数值积分具有三阶精度的高斯积分格式：

xf(x)dx

解三阶精度的高斯积分格式我们可以表示为：∫ 1

0

√
xf(x)dx ≈ A0f(x0) + A1f(x1)

根据定理 3、4，我们只需确定正交多项式 ϕ2(x)即可。我们可设

ϕ0(x) = 1

ϕ1(x) = x+ a

ϕ2(x) = x2 + bx+ c

利用正交多项式的内积性质，我们可以获得：

(ϕ0, ϕ1) = 0 ⇒
∫ 1

0

√
x(x+ a)dx = 0

(ϕ0, ϕ2) = 0 ⇒
∫ 1

0

√
x(x2 + bx+ c)dx = 0

(ϕ1, ϕ2) = 0 ⇒
∫ 1

0

√
x(x+ a)(x2 + bx+ c)dx = 0

从上述方程组中我们可以求得 a = −3
5
, b = −10

9
, c = 5

21
，从而我们有

ϕ2(x) = x2 − 10

9
+

5

21
求解其根我们就可以获得两个高斯积分点 x0, x1 的值，再将 f(x) = 1, x依次代入，求解

线性方程组即可获得完整的积分表达式。

7 结语
本文我们从定积分的定义出发，介绍了两大类插值型积分公式，Newton-Cotes积分公式

和高斯积分公式。Newton-Cotes积分公式中我们介绍了龙格现象和舍入误差两类主要的误差
来源，并给出了复化 Newton-Cotes积分公式作为比较可行合理的精度提升方案；高斯积分公
式中我们介绍了高斯积分节点和权重的确定手段，介绍了正交多项式在确定高斯节点中的应
用，并给出了具体的数值算例。总的来说给出了数值积分一个初步而概括的介绍。文章避免
了复杂的推导，侧重于脉络的梳理与介绍，希望这篇文章能让读者产生对计算数学的兴趣。
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微分方程数值解的稳定性
作者：卢小石 2019级 信息与计算科学班

摘要

我们在利用数值格式数值求解偏微分方程时，自然而然地会提出这样的问题：什么样的数值
格式是可以用的？如何确定数值仿真结果可以作为精确解的近似？为此我们要进行一些理论
上的分析，介绍数值格式收敛性、相容性、稳定性的定义。并且我们将主要关注求解包含时间
的偏微分方程的数值格式的稳定性，并给出一些简单的例子。
关键词：有限差分 冯诺依曼稳定性分析

1 背景知识
微分方程被广泛应用于各个领域的建模，在电磁学、热力学、经济、生物等领域都能看到

微分方程组的身影。因此求解微分方程组是非常重要的，但是解析解通常难以获得，因此我
们尝试通过其他方法寻找近似解。其中，利用离散的数值点来近似表示微分方程的解是一种
常见的方法，不仅便于实现，也非常易于理解，这种方法也有不错的精确度。

通常，求解线性微分方程的有限差分方法 (finite difference method) 可以分为以下四个步
骤：

网格划分：给定一个目标区间 (a, b)，以及正整数 n，我们产生如下的网格划分
xi = a+ ih, i = 0, 1, ..., n, h =

1

n
.

参数 n可以根据精确度的需求来进行选择；
用有限差分格式来表示微分项：我们在这里介绍最常用的几种有限差分格式

向前差分：u′(xi) =
u(xi)− u(xi−1)

h
+O(h)

向后差分：u′(xi+1) =
u(xi+1)− u(xi)

h
+O(h)

中心差分：u′(xi) =
u(xi+1)− u(xi−1)

2h
+O(h2)

二阶微分的中心差分：u′′(xi) =
u(xi+1)− 2u(xi) + u(xi−1)

h2
+O(h2)

我们舍去末尾的截断误差就可以得到相应的格式。在解的取值未知的格点反复使用相应
的格式，并且用 Ui代替 u(xi)作为未知变量，我们可以得到一个线性方程组；
编程求解上述线性方程组；
误差分析。
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如果我们想进行时间方向上的有限差分，我们只需要仿照以上的步骤，将空间区间 (a, b)

替换为时间区间 (0, T )，将空间步长 h替换为时间步长∆t即可。接下来我们主要讨论误差分
析部分 (对某个固定时间点进行讨论)，为此我们先给出一些相关定义。
定义 1

♣

令 U = [U1, U2, ..., Un]
T 表示时间 T 时通过有限差分方法求解得到的近似解，u =

[u(x1, T ), ..., u(xn, T )]
T 表示精确解。称 E=U-u 为全局误差向量。我们通常选定某个向

量范数来度量全局误差。

定义 2

♣
若 lim

h→0
∥E∥ = 0，则称该有限差分格式是收敛的。

定义 3

♣

设 u(x, t)是时间 t时微分方程的精确解。令 P 表示在某个线性微分方程中作用于 u的

微分算子，令 Ph表示作用于 u的对应的有限差分算子。我们定义局部截断误差如下

T (x, t) = Phu− Pu.

我们称一个有限差分格式是相容的，如果

lim
h→0,∆t→0

T (x, t) = lim
h→0,∆t→0

(Phu− Pu) = 0.

ux(x, t) + ut(x, t) = f(x, t).

为了帮助大家更好地理解局部截断误差和相容性的概念，我们给出一个例子。
例题 1我们考虑如下的微分方程

在这个例子中
P =

∂

∂x
+

∂

∂t
, Pu = ux + ut = f.

对于空间方向的一阶微分，我们使用中心差分来近似；对于时间上的一阶微分，我们用向前
差分来近似。于是

Phu =
u(x+ h, t)− u(x− h, t)

2h
+

u(x, t+∆t)− u(x, t)

∆t
,

从而
T (x, t) =

u(x+ h, t)− u(x− h, t)

2h
+

u(x, t+∆t)− u(x, t)

∆t
− f(x, t) = O(h2) +O(∆t).

从定义不难得出，该有限差分格式是相容的。
定义 4

♣

我们将在有限差分方法的第二步得到的线性方程组表示为 AU = F .我们称一个有限差
分格式对于线性边值问题是稳定的，如果系数矩阵A是可逆的，并且存在与 h无关的常

数 C 和 h0，使得

∥A−1∥ ≤ C, ∀h ∈ (0, h0).

36



注如果待求解函数中有时间变量，则对每一固定时间点，对空间方向进行离散都可以得到这
样的线性方程组。
由于精确解并不总是已知的，因此从定义入手来分析有限差分方法的收敛性常常会遇到

困难，接下来我们给出一个判断收敛性的重要定理，但出于篇幅考虑不给出证明，感兴趣的
读者可以自行查询相关资料。
定理 1

♡一个相容并且稳定的有限差分格式是收敛的。

通常，有限差分格式的相容性比稳定性更容易证明，因此在接下来的讨论中，我们着重讨
论有限差分格式的稳定性判别方法，并且我们的讨论范围将限制在包含时间微分的微分方程。

2 问题引入
为了更加直观地展示数值解的效果，我们先给出一个简单的例子。

ut + aux = 0, 0 < x < 1

u(0, x) = x, u(t, 0) = −at.

该问题的精确解为 u(t, x) = x− at.我们取 a = 1，并且使用迎风格式 (upwind method)：
Uk+1
j − Uk

j

∆t
= −a

Uk
j − Uk

j−1

h

Uk+1
j = (1− µ)Uk

j + µUk
j−1, µ =

a∆t

h
.

接下来我们先看看数值求解的结果。
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图 1.1: 迎风格式求解传输方程

两种情况我们均取 h = 0.05. 第一种情况下，我们令 ∆t = 5h/a，第二种情况下我们令
∆t = h/(2a).我们可以很明显的看到当时间前进到 1.5s时，第一种情况出现了很明显的误差，
而第二种情况数值解则很好地逼近了精确解。
这是为什么呢？实际上是由于第二种时间步长的选取可以令该格式符合稳定性要求。稳

定性的判别方法有许多种，接下来我们介绍冯诺依曼稳定性检验 (The von Neumann Stability
Analysis)方法。

3 离散的傅里叶变换
在正式进入稳定性的讨论之前，我们需要简单的了解一下稳定性分析所需要使用的工具

——傅里叶变换以及它的离散形式。
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定义 5

♣

我们考虑 u(x) ∈ L2(−∞,+∞),即
∫ +∞
−∞ u2 dx < ∞或 ∥u∥ < ∞.我们定义 u(x)的傅里叶

变换为

û(ω) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−iωxu(x) dx.

其中 i =
√
−1为虚数单位。对应的傅里叶逆变换为

u(x) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
eiωxû(ω) dω.

有一个重要的关系我们需要在此强调
∥û∥2 = ∥u∥2, i.e.

∫ +∞

−∞
|û|2 dω =

∫ +∞

−∞
|u|2 dx,

该等式关系被称为帕西瓦尔等式 (Parseval’s relation).
我们知道积分可以通过分割、求和、取极限来计算，于是我们通过将积分符号转化为求

和符号来得到傅里叶变换和逆变换对应的离散形式。
定义 6

♣

若用 ..., v−1, v0, v1, ...来表示连续函数 v(x)在离散点 xi = ih的取值，则离散的傅里叶变

换可以被定义如下

v̂(ξ) =
1√
2π

∞∑
j=−∞

he−iξjhvj.

通过如上定义，我们不难证明 v̂(ξ)是一个以 2π/h为周期的周期函数，所以我们可以仅
仅关注区间 [−π/h, π/h]，由此我们有如下定义。
定义 7

♣

离散的傅里叶逆变换定义如下

vj =
1√
2π

∫ π/h

−π/h

eiξjhv̂(ξ) dξ.

定义 8

♣

为了方便后续定理叙述，我们引入离散范数如下

∥v∥h =

√√√√ ∞∑
j=−∞

v2jh

我们需要指出的是，帕西瓦尔等式在离散的场合仍然成立，即

∥v̂∥2h =

∫ π/h

−π/h

|v̂(ξ)|2 dξ =
∞∑

j=−∞

|vj|2h = ∥v∥2h.
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4 冯诺依曼稳定性讨论
我们用 h表示空间的划分，用∆t表示时间上的划分，同时我们用上标表示时间水平的变

化，用下标表示空间水平的变化。对于包含时间微分的微分方程有限差分格式，我们给出一
种新的稳定性定义。
定义 9

♣

若对任意正的时间 T ,都存在与时间划分∆t和空间划分 h均无关的整数 J 和常数 CT 使

得

∥vn∥h ≤ CT

J∑
j=0

∥vj∥h ,

对任意的 n满足 0 ≤ n∆t ≤ T 并且 (∆t, h) ∈ Γ均成立，则称有限差分格式 P∆t,hv
k
j = 0

在区域 Γ是稳定的.

我们要指明的是，这里定义的稳定性通常与 Pu = f 中的 f 无关。根据上述定义我们很
容易得到一个稳定性的充分条件。

♡如果 ∥vk+1∥h ≤ ∥vk∥h对任意的非负整数 k

定理 2
均成立，那么对应的有限差分格式是稳定的。

Uk+1
j − Uk

接下来为了避免理论叙述过于抽象，我们借助一个例子展开，来定义增长因子并且展示
冯诺依曼稳定性分析的步骤。
例题 2对于一阶微分方程 ut + aux = 0，我们对时间一阶偏导数用向前差分格式 (forward FD 

method)，对空间一阶偏导数用中心差分格式 (central FD method)，于是得到
j

∆t
+

a

2h
(Uk

j+1 − Uk
j−1) = 0,

Uk+1
j = Uk

j − µ(Uk
j+1 − Uk

j−1), µ =
a∆t

2h
.

我们借助离散的傅里叶逆变换来表示上述格式中出现的各项
Uk
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h

eiξjhÛk(ξ) dξ,

Uk
j+1 =

1√
2π

∫ π/h

−π/h

eiξ(j+1)hÛk(ξ) dξ =
1√
2π

∫ π/h

−π/h

eiξheiξjhÛk(ξ) dξ,

Uk
j−1 =

1√
2π

∫ π/h

−π/h

e−iξheiξjhÛk(ξ) dξ,

Uk+1
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h

eiξjhÛk+1(ξ) dξ,

我们将上述表达带入到有限差分格式中，还可以得到关系式

Uk+1
j =

1√
2π

∫ π/h

−π/h

eiξjh
(
1 + µ(eiξh − e−iξh)

)
Ûk(ξ) dξ.
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离散的的傅里叶变换唯一，于是通过比较最后两式，我们可以得到
Ûk+1(ξ) =

(
1 + µ(eiξh − e−iξh)

)
Ûk(ξ) = g(ξ)Ûk(ξ),

其中
g(ξ) = 1 + µ(eiξh − e−iξh)

被称为增长因子 (growth factor)。如果 |g(ξ)| ≤ 1，我们可以得到 |Ûk+1| ≤ |Ûk|，于是由离散的
帕西瓦尔等式即有 ∥Ûk+1∥h ≤ ∥Ûk∥h，因而该有限差分格式就是稳定的。
接下来我们来计算检验增长因子的模。

g(ξ) = 1 + µ(eiξh − e−iξh)

= 1− 2µi sin(hξ)

|g(ξ)|2 = 1 + 4µ2 sin2(hξ) ≥ 1.

这和我们的预想相悖。但我们注意到 FW-CT差分方法满足 Uk+1 = f(Uk,Uk+1)(满足该式
的有限差分方法称为单步时间步进法)，下面的定理给我们提供了一个判断稳定性的简单的方
式。
定理 3

♡

令 θ = hξ.单步有限差分格式 (常系数)是稳定的，当仅当存在常数 K(与 θ,∆t, h无关)以
及时间空间的步进上限 ∆t0和 h0使得

|g(θ,∆t, h)| ≤ 1 +K∆t, ∀θ, ∀h ∈ (0, h0).

如果 |g(θ,∆t, h)|与 h和 ∆t无关，那么上述稳定性条件可以用下式代替

|g(θ)| ≤ 1.

由该定理知，之前讨论的 FW-CT差分方法是无条件不稳定的。
上面对增长因子的讨论有些繁杂，我们通过观察可以对冯诺依曼稳定性检验做出一些简

化，通常可以包含以下四个步骤：
1. 令 Uk

j = eijhξ 并在有限差分格式中进行相应替换；
2. 将 Uk+1

j 表示为 Uk+1
j = g(θ)eijhξ；

3. 整理求解 g(θ)的表达式，计算是否或者何时有 |g(θ)| ≤ 1；
4. 但是需要注意，如果存在某个 θ使得 |g(θ)| > 1，那么该方法是不稳定的。

Uk+1
i − Uk

下面我们使用一个例子来说明简化的冯诺依曼稳定性检验。
例题 3热方程 ut = βuxx的向前欧拉方法 (FW-CT)为

i

∆t
= β

Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

h2
, i.e.

Uk+1
i = Uk

i + µ
(
Uk
i−1 − 2Uk

i + Uk
i+1

)
, µ =

β∆t

h2
.
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根据上述的四个步骤，我们可以得到
g(θ)eijhξ = eijhξ + µ

(
ei(j−1)hξ − 2eijhξ + ei(j+1)hξ

)
,

g(θ) = 1 + µ
(
e−iξh − 2 + eiξh

)
= 1 + µ(cos(θ)− i sin(θ)− 2 + cos(θ) + i sin(θ))

= 1 + 2µ(cos(θ)− 1)

= 1− 4µ sin2(θ/2).

有了增长因子的表达式，我们希望知道什么时候 |g(θ)| ≤ 1或者 −1 ≤ g(θ) ≤ 1.注意到
−1 ≤ 1− 4µ ≤ 1− 4µ sin2(θ/2) = g(θ) ≤ 1

如果令 −1 ≤ 1− 4µ我们可以保证 |g(θ)| ≤ 1，于是稳定的一个充分条件是
4µ ≤ 2, i.e.∆t ≤ h2

2β
.

即使我们没有办法预测上述条件不满足时会出现什么情况，但是该条件为我们提供了一个∆t

的可选择上界。

5 实例再分析
对于第二节的问题

ut + aux = 0, 0 < x < 1

u(0, x) = x, u(t, 0) = −at

其中 a = 1。我们现在就可以利用冯诺依曼稳定性分析方法对结果进行解释了。通过冯诺依曼
稳定性分析，我们得到增长因子为

g(θ) = 1− µ(1− e−ihξ)

= 1− µ(1− cos(θ))− iµ sin(θ),

|g(θ)|2 = (1− µ(1− cos(θ)))2 + µ2 sin(θ)2

= 1− 2(1− µ)µ(1− cos(θ)).

如果 1− µ ≥ 0(i.e.∆t ≤ h/a)，那么我们有 |g(θ)| ≤ 1.我们再来回顾一下数值求解的效果。
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图 1：求解结果回顾

因此第一种情况下，∆t = 5h/a不能满足稳定性要求，而第二种情况下∆t = h/(2a)可以
很好地保证数值格式的稳定性。

6 总结
确保设计的格式是稳定的，这对于数值方法十分重要。除了文中提到的冯诺依曼稳定性

检验，还有能量方法等可以检验稳定性的手段，在此不做过多展开。此外，不仅仅是 (含时间
微分的)微分方程数值解格式的稳定性，数值解中还有许多有意思的问题。本文中所举的例子
仅仅是基本例子，但是所用的方法却是有广泛的适用性的。实际上，数值格式的设计有许多
讲究，这些也和方程本身的性质有关。如果大家有兴趣可以自己多多阅读一些相关书籍，并
且动手实践。
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统计模型在数量遗传学中的应用
作者：管瑞  2018  级  

1  

统计班

数量遗传学基础
  在数量遗传学中，数量性状位点（quantitative  trait  locus，QTL）定位和全基因组关联分析
（Genome-Wide  Association  Study）已经成为人类基因组学研究的热点之一。许多复杂的人类疾
病和具有生物和经济上重要意义的动植物育种都是由多个基因位点和环境因素相互作用决定
的，因此需要建立统计模型对基因型与表现型之间的关联情况进行统计推断。随着高密度遗
传图谱的建立，传统的数量性状位点定位不能处理高维建模问题。因此，为了追求更高精度的
定位以及更优的预测效果，研究者利用贝叶斯统计方法建模。同时，随着大量接近真实人类
基因组的实验品系的产生，统计模型也需要综合考虑各种复杂情形，从而更切合实际运用中
的需要。本文介绍如何使用混合线性模型联合分析多个复杂性状，建立多响应变量模型，最
大化数量性状位点研究的能力和预测精度。通过模拟实验和真实数据实验证明该类方法的有
效性，并且在生物学中回答诸如一因多效等实际问题。

1.1  数量性状位点（QTL）定位
  数量性状（比如血压和空腹血糖，植物产量，鸡蛋大小等连续变量）一般受到多种遗传因
素的影响，这些遗传因素的基因位点叫做数量性状位点（QTL）。QTL  定位，即根据某个实验

群体的遗传标记（比如单核苷酸，SNP）片段和表型数据，运用统计模型推测基因型中的标记
片段与表型之间的相互关联，从而识别与表型相关的基因组区域，并精确定位这些区域。QTL
定位的前提假设是与数量性状关联的基因标记会更频繁的与表型同时变动，但是与之不相关
的基因标记将不会与表型有显著的关联性。

1.1.1  单  QTL  定位
  由于技术和算力限制，从  20  世纪初开始到  21  世纪初，QTL  定位方法精度有限，并不能
找到准确的  QTL  位置，只能把  QTL  限制在两个标记之间的区间内。最简单的统计方法，比如
t  检验，方差分析，似然比检验，回归分析等都曾被用于  QTL  定位。Lander  和  Botstein[23]  在
1981  年提出区间定位（IM）方法，用相邻两个标记位点之间区域的基因型与表型的关联程度
检验统计量来推测  QTL  在此区间存在的证据，成为基于连锁映射  QTL  的基本框架。这种区
间定位法假设只有一个  QTL  存在，而忽略了连锁不平衡性导致所得区间受到相邻其他区间的
影响，从而降低定位准确度。
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1.1.2 多 QTL定位
单 QTL模型没有考虑到基因位点中多个 QTL相互影响的情况，多 QTL定位解决了这一

缺陷。Zeng[57]和 Janson[18]提出复合区间定位法（CIM）联合考虑多个 QTL作为协变量，使
得每个 QTL效应相互独立而不受其他区域影响，从而增加检测效力。Zhu和Weir进一步提出
基于混合线性模型的复合区间作图方法。Li等 [24]在 2007年提出完备区间定位法（ICIM），
把 CIM 推广到上位性的 QTL 定位中。多 QTL 定位从统计学角度来看是一个变量选择问题
[29],[1]。由于 QTL的数目定义了模型维数，导致搜索空间过大，需要一个有效的搜索算法作
为支撑，包括前向选择、后向消除、逐步选择和随机算法，模拟退火等。

1.1.3 贝叶斯多 QTL定位
频率学派对于多 QTL定位问题建模过程中，无法确定纳入几个自变量，而复杂的变量选

择过程消耗大量的算力和时间。贝叶斯学派主要解决了频率学派难以解决的 QTL数量估计问
题 [16] [54]，将 QTL的数量看作一个随机变量和其他参数一起估计，再用 MCMC计算框迭
代生成马尔可夫链的平稳分布，达到同时估计 QTL数量与 QTL位置的目的。RJ-MCMC算法
[41]把不同参数空间之间的Metropolis跳跃与MCMC相结合 [49]，然而 RJ-MCMC方法需要
选择维数改变的接受概率，在实践中这一超参数的选择会增加许多麻烦，并且参数空间的不
确定性会引起马尔可夫链的混合。为此，随机搜索变量选 SSVS方法固定了参数空间的维数，
假设每个效应服从两个方差不同的正态分布的混合（spike-slab混合先验），通过后验概率选择
效应 [52]。在此基础上，还发展出复合空间表示法 CMS[51]统一了 SSVS与 RJ-MCMC。除此
之外，还有一类贝叶斯变量选择方法，被称为贝叶斯压缩估计，将不重要的变量效应减小到 0
附近 [49], [48]。综上所述，贝叶斯多 QTL定位就是贝叶斯子群分析在数量遗传学领域的直接
运用。

1.2 全基因组关联分析 (GWAS)

在整个基因组中，单核苷酸多态性（SNP）是指核苷酸变异形成的遗传标记（包括转换，
颠倒，缺失和插入）。这些变异往往成为新的表现型出现的重要来源，识别 SNP对表型的影
响可以帮助人类培育新的动植物品种，也可以解决医学领域一些复杂综合症的遗传学基础问
题。全基因组关联分析（GWAS）假设一个样本量很大的实验总体在遗传过程中已经对全基因
组范围内的 SNP变异进行基因分型，利用统计工具分析相关性状之间关联程度，从而筛选出
显著影响性状的 SNP的数量遗传学方法。

从统计学角度来看，QTL和 GWAS在模型上没有显著区别。二者之间的区别表现在以下
几点：

采用的试验源不同. GWAS一般采用样本量很大的总体，并且假设 SNP已经在实验群体
中大量存在，基因分型在实验总体中是自然且随机发生的，它的目的更加贴近实际应用，
大量 GWAS是在人类基因组中进行的。QTL定位一般采用实验室培育的动物或植物群
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体，实验群体的交配情况经过精心实验设计，样本量相比 GWAS很小。QTL一般需要
结合理论分析，是理想化的验证材料。
定位粒度不同. GWAS的关联分析是以 SNP为单位的，需要精确到具体哪一个基因变异
影响了表型的变化。QTL定位的连锁映射是以区间为单位的，一个区间可能包括上万个
基因变异位点。在粒度层面，GWAS比 QTL定位精准很多，可以把 GWAS看作 QTL定
位的发展与延续。之前在 QTL定位上验证有效的方法，都可以运用在 GWAS上。
对算力的依赖程度不同. GWAS的流行得益于计算机技术的高速发展，而 QTL定位的样
本量，表型个数，基因位点数量都远远不及 GWAS。

1.3 多性状联合分析
全基因组关联分析（GWAS）在识别与复杂性状相关的的遗传变异方面非常成功。GWAS

的抽样过程中，通常是在总体中收集一组相关性状的信息，然后单独分析这些性状，通过单
一响应变量的方式分析全基因组 DNA标记与复杂性状之间的关联。但是，在许多育种项目中，
测量的数量性状之间普遍存在遗传相关性。比如人类疾病综合症哮喘，就由大量高度相关的
临床表现型共同影响。这就表明了联合分析多个复杂性状对于 GWAS和 QTL定位更有利。从
统计建模角度考虑，在不同性状之间存在基因关联的情况下，多变量联合分析可以增加统计
效力：由性状间协方差矩阵提供的额外信息在单变量分析中往往会被忽略。从实验设计角度
考虑，多变量分析对于一组关联性状只需要进行一次测试，与单一分析相比减少了测试次数，
不需要对多重测试进行控制变量对比分析。从遗传学基础考虑，一个遗传变异位点与多个复
杂形状相关联的情况时常出现，这种现象在遗传学中叫做“一因多效性”。联合分析多个复杂
形状更加符合生物学原理，也更加有效。

2 数量遗传学统计建模方法综述

2.1 多响应变量线性混合模型
2.1.1 线性模型

假设自变量和因变量之间是线性关系，同时考虑一个服从正态分布的误差项，线性模型
作为统计学中最基础和有效的建模手段，通过对自变量和因变量之间的相互依赖关系进行统
计建模，从而进行参数估计，区间估计，假设检验等。线性模型在各种领域都有广泛的应用，
例如生物医药，经济金融，计算机科学，工程学，社会科学等。根据具体应用场景中涌现出的
不同场景和数据结构，统计领域又需要基于线性模型建立新的变种来反应数据中的结构化特
征，丰富统计学的理论内容。
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♣效应，故被称为混合效应模型，也称作线性混合模型 (LMM),是本研究主要讨论的对象。

♣

标准形式定义如下：

2
µ

根据多元正态分布及其基本性质可知 y ∼ N (Xβ,V)，故 y的概率密度函数为：
f(y) = 2π− p

2 |V|−
1
2 exp−1

2
(y − Xβ)TV−1(y − Xβ)

其中 V = V ar(Y ) = σµ

L(β,V|Y) = −

2ZΣZT + σϵ
2I。由(3)推出未知参数的最大似然函数 (ML)：

p

2
ln 2π − 1

2
ln |V| − 1

2
(Y − Xβ)TV−1(Y − Xβ)

L(β,Σ|Y) = −n− r

2
ln 2π − 1

2
ln |V| − 1

2
(Y − Xβ)TV−1(Y − Xβ)− 1

2
ln
∣∣XTV−1X

∣∣
注在实际应用中，ML和 REML往往没有显式解，可以通过 Newton-Raphson方法或者 EM算
法进行迭代求解。

2.2.1 多响应变量混合线性模型（mvLMM）
联合考虑多个响应变量的混合线性模型，可以建立多响应变量混合线性模型 (mvLMM)。

  定义  1  (线性模型)

y  =  Xβ  +  Zµ  +  ϵ     (2)

    

    

(3)

(4)

(2)中  y  是观察值，X  是固定效应设计矩阵，Z  是随机效应设计矩阵，ϵ  是随机误差项，β

是固定效应参数，µ  是随机效应参数,  µ  ∼  N  (0,  σ  Σ)，ϵ  ∼  N  (0,  σ2
ϵ  I)，cov(µ,  ϵ)  =  0

由(4)得到参数的  β  和  µ  的极大似然估计值：
  β̂  =  (XT  V−1X)−1(XT  V−1Y)

  µ̂  =  σ2
µZ

T  V−1(Y  −  X  β̂)

  从(3)也可以得到限制性最大似然函数  (REML)，用来解决引入固定效应导致自由度损失
带来的有偏估计问题：

   (5)

2.2  线性混合模型  (LMM)

定义  2  (线性混合模型)

标准形式为：

Y  =  Xβ  +  ϵ  (1)

 (1)中  X  是设计矩阵（自变量），Y  是观察值（因变量），ϵ  是随机误差项，一般假设

ϵ  ∼  N  (0,  σ2)。

根据参数  β  的性质，线性模型可以被分成固定效应模型，随机效应模型和混合效应模

型。当  β  作为固定参数时，模型被称为固定效应模型；当  β  作为随机变量时，模型被

称为随机效应模型；而当  β  可以拆分成固定参数和随机变量时，模型同时包含固定效

应与随机
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假设有 P 个响应变量，N 个样本。令 yp ∈ RN 表示第 p个响应变量的N 个观察值组成的
向量，X ∈ RN×K 表示 K 个固定效应的设计矩阵，Z ∈ RN×Q表示 Q个随机效应的设计矩阵，
βp表示固定效应，µp ∼ N (0, σ2

µ,pΣ), ϵp ∼ N (0, σ2
ϵ,pI)。对于第 p个响应变量，建立模型：

yp = Xβp + Zµp + ϵp

故有：
yp|µp ∼ N (Xβp + Zµp, σ

2
ϵ,pI)

yp ∼ N (Xβp, σ
2
µ,pR + σ2

ϵ,p)

R = ZΣZT

多响应变量线性混合模型还要对响应变量 yp和 yq 之间的协方差建模：
Cov(yp, yq) = ρpqµ σµ,pσµ,qR + ρpqe σϵ,pσϵ,qI

其中 ρµ反映了两个响应变量由自变量导致的相关性，ρϵ反映了两个响应变量由其他没有被纳
入模型的影响因素导致的相关性。
引入

Y = [y1, . . . , yP ] ∈ RN×P

B = [β1, . . . , βP ] ∈ RK×P

U = [µ1, . . . , µP ] ∈ RQ×P

E = [ϵ1, . . . , ϵP ] ∈ RN×P

定义协方差：

Cµ =


σ2
µ,1 ρµσµ,1σµ,2 · · · ρµσµ,1σµ,P

ρµσµ,1σµ,2 σ2
µ,2 · · · ρµσµ,2σµ,P

... ... . . . ...
ρµσµ,1σµ,P ρµσµ,2σµ,P · · · σ2

µ,P



Cϵ =


σ2
ϵ,1 ρϵσϵ,1σϵ,2 · · · ρϵσϵ,1σϵ,P

ρϵσϵ,1σϵ,2 σ2
ϵ,2 · · · ρϵσϵ,2σϵ,P

... ... . . . ...
ρϵσϵ,1σϵ,P ρϵσϵ,2σϵ,P · · · σ2

ϵ,P


则多响应变量线性混合模型可以写成矩阵形式：

Y = XB + ZU + E

其中 U 和 E 服从矩阵正态分布：
U ∼MVN(0, R, Cµ)

对(7)中随机变量  µp  求积分，得到响应变量的分布：

    (7)

    (6)

   (8)
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♣

用 vec(Y ) 表示一个堆叠操作，把表型矩阵纵向扩展成一个表型向量。这种表达方式

可以将矩阵正态分布 MVN 表达为具有 Kronrcker 结构的标准正态分布。有关操作符⊗
, vec(·)和矩阵正态分布的性质MVN 详见附录A.2,A.4。可以得到多响应变量情形下

的正态分布表示：

vec(Y ) ∼ N (vec(XB), Cµ ⊗ R + Cϵ ⊗ I)

注由以上表示可以推出极大似然函数，限制性极大似然函数，继而进行参数估计等。具体过
程与单一响应变量情形相同，故不再赘述。

2.3 贝叶斯统计推断
贝叶斯统计推断采用联合概率模型来描述观察到的（数据和知识）和未观察到的（参数

和假设）之间的关系。给定观测数据和未知参数预先指定的先验分布，联合似然函数可以推
导出未知参数的后验分布。再结合蒙特卡洛马尔可夫链（MCMC）迭代更新参数直至达到平
衡分布。理论上，贝叶斯框架具有灵活性和通用性，原则上可以处理任意复杂的模型。贝叶斯
框架也可以充分考虑到所有与未知量相关的不确定性，推断任何感兴趣的参数。框架的高度
统一性，通用性成为贝叶斯学派对比频率学派的一大优势。

具体来说，假设模型中的待估参数 θ构成集合 Θ。贝叶斯统计学派把 θ看成随机变量，服
从一个先验分布 π(θ)。假设 X为总体，(x1, . . . , xn)为样本（观测值），那么在样本已知的情
况下可以计算后验分布：

p(x|θ) = p(x|θ)π(θ)∫
Θ
p(x|θ)π(θ)dθ

其中 p(x|θ)即为似然函数。

2.3.1 先验分布
先验分布的指定在贝叶斯统计推断及其应用中非常关键，会直接影响到参数估计的性能。

在缺乏先验信息的情况下，通常可以采用以下几种先验分布：
双指数先验分布.
Jeffery先验分布. 当缺乏先验信息时，可以指定 Jeffery先验
共轭先验分布 这种先验分布和后验分布同属于某个分布族的情形具有显示表达式，利
于迭代更新。
spike-slab混合先验[10]由两个不同方差，零均值的正态混合分布分布组合而成，方差大
的称为slab，方差小的称为spike。由于spike-slab混合先验具有稀疏性，在贝叶斯变量选
择的 SSVS方法中常用，在基因学中由于大多数遗传变异位点对性状没有影响，故同样
广泛使用。

E  ∼  M  V  N  (0,  I,  Cϵ)

  定义  3  (多响应变量线性混合模型)

    (9)
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2.3.2 MCMC算法
在实际问题中，参数 θ 的后验分布 p(x|θ) 通常没有明确的表达式，需要运用 MCMC 算

法。MCMC中，马尔可夫链是一个随机过程，每个状态仅与之前的一个状态相关。蒙特卡洛
方法是针对没有解析解的复杂问题，提出的高效数值算法。经过足够多次循环迭代之后，马
尔可夫链将达到平衡分布，即作为待估参数的后验分布。贝叶斯统计框架中，由于计算过程
中有难以计算的高维积分存在，使得MCMC算法等模拟算法应用广泛。在这一类模拟算法中，
Gibbs采样和Metropolis-Hastings抽样又最为有效和流行。

Gibbs采样. 将多个参数的联合概率密度这一复杂函数简化为单个参数的简单概率密度
函数迭代的过程。具体过程如下：
假设 k个待估参数构成参数向量 θ = (θ1, . . . , θk), θ ∈ p(θ)，其中 p(θ)为联合概率密度函
数。转移密度函数 pi(θ) = p(θ|θ−i)，其中 θ−i为 θ中除去第 i个分量的 (k − 1)为向量。
选取 θ(0) = (θ

(0)
1 , . . . , θ

(0)
k )为迭代初始点，第 t迭代进行如下步骤：

1) 从 p1(θ|θ(t−1)
2 , θ

(t−1)
3 , . . . , θ

(t−1)
k )中抽取 θ

(t)
1

2) 从 p2(θ|θ(t)1 , θ
(t−1)
3 , . . . , θ

(t−1)
k )中抽取 θ

(t)
2

…
k) 从 pk(θ|θ(t)1 , θ

(t)
2 , . . . , θ

(t)
k − 1)中抽取 θ

(t)
k

得到 θ(k) = (θ
(k)
1 , θ

(k)
2 , . . . , θ

(k)
k )

Metropolis-Hastings抽样. 每次更新参数时，以概率 α接受参数更新。

2.3.3 贝叶斯子群分析
假设一个线性模型 E(y) = β0 +X1β1 + · · ·+Xpβp + ϵ。贝叶斯子群分析通过计算Xi被包

含在线性模型里（βi ̸= 0）的后验概率来评估变量 Xi的价值，从而确定 X1, . . . , Xp中的哪些
变量会对预测结果起关键作用。所以在贝叶斯框架中，模型选择问题和参数估计问题可以同
时进行，我们把这个过程叫做贝叶斯子群分析 [31]。

由于准确计算后验概率涉及大量模型求和几乎不可实现，贝叶斯子群分析往往需要开发
高效与高速的算法，且需要和MCMC算法相适应。下面简单介绍几种常用的贝叶斯子群分析
方法及其优缺点：

随机搜索. 1993年 George等人提出随机搜索变量选择（SSVS）方法 [10]，该方法利用
spike-slab混合先验分布，计算后验概率从而选择变量。SSVS算法的缺点是需要人工选
择超参数。
引入指示变量[22]. 通过额外引入参数表示某个自变量是否被纳入模型里来进行变量选
择，这个参数叫做指示变量（取值 0或 1）。不仅可以解决超参数选择的问题，而且没有
被纳入模型的参数在MCMC参数更新的过程中不需要复杂的计算步骤，节省时间。
贝叶斯压缩估计. 给未知参数指定 Jeffery先验 p(θ) ∝ 1

θ
，当观察值显示某个自变量的影

响不大时，它的参数向 0 压缩 [49]。如果假设每个自变量都在模型中且服从正态分布，
正态分布的方差指定逆卡方分布作为先验分布，等同于对回归系数本身指定较正态分布
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后尾的 t分布作为先验，即为 BayesA[29]。如果进一步假设只有少数几个自变量被纳入
模型，通过参数压缩实现变量选择，即为 BayesB[29]。如果用正态分布分布代替 BayesB
中的 t分布，即为 BayesC[15]。若指定指数先验，等同于对回归系数本身指定双指数分
布或者 Laplace先验，即为 Bayesian LASSO[53]。Bayesian LASSO允许自变量的极值以
更大的概率出现。这类方法的缺点是无法确定最终的模型选择出的自变量。
模型空间方法 直接把模型空间的维数作为未知参数估计，彻底避免了对协变量设置先
决条件的问题。可逆跳跃MCMC（RJ-MCMC）可以让马尔可夫链在不同维度的空间之
间跳跃。复合空间表示（CMS）进一步解决了 RJ-MCMC由于维度变化带来的算法过于
复杂的问题。
从以上的分析可以看出，贝叶斯子群分析的重点和难点在于如何指定合理的先验分布，以

及如何指定合适的超参数。和频率学派的模型选择相比，贝叶斯子群分析具有更多的待估参
数，且MCMC过程需要几万次的迭代，并且每次迭代之后要对参数重新估计，这个过程消耗
大量时间与算力。然而贝叶斯方法的准确度更高，并且贝叶斯框架的泛化性更好。

3 多响应变量线性混合模型在数量遗传学中的应用

3.1 研究现状
在植物，禽畜以及人类复杂数量性状遗传基础的研究中，探究群体结构对于复杂性状的

影响一直是主要课题。群体样本中，个体间的遗传相似性水平差异巨大，群体结构会在涉及关
联分析的遗传学研究中造成大量的虚假关联。LMM主要解决的就是群体结构的问题，使得数
量遗传学的模型可以综合考虑实验群体的亲缘关系对于表现型的影响，从而控制了假阳性问
题 [36]。数量遗传学中经常采用微效多基因假说，即数量性状除了受到一个（或多个）主效基
因（QTL）的影响之外，还受到多个微效基因的影响，而这多个微效基因就由亲缘关系控制，
它们虽然不是 QTL，但聚合效应对数量性状的表现型影响极大。综合考虑主效基因与微效基
因对性状的影响以及基因间的交互作用，可以从残差项中分离出许多对建模有用的关键信息，
使得模型对性状的解释性提高，也能获得多个基因位点之间相互关联的情况。

在 21世纪初，对于微效多基因假说的处理方式是主成分分析，在一般多元线性模型中加
入 Q矩阵。
定义 6.20 (Q模型)

♣

Y  =  Q  +  M  +  ϵ    (10)

其中  Y  是性状，Q  是主成分（作为潜在的  QTL  位点或者  QWAS  中的  SNP  标记），M  是
其他基因标记，ϵ  是随机误差项。

     

      

     

      

  然而  Q  模型仍然缺乏对于群体结构的细致考察，没有充分利用亲缘关系信息。Yu  等人在
2006  年提出  Q  +  K  模型  [55]。
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♣

LMM运用于大规模基因数据时，涉及大量矩阵V的逆运算（见6.13），对算力要求很高。传
统迭代的计算复杂度为O(n3p3)，其中 n为样本个数，p为性状个数，所以只能用于小型数据集，
分析单一性状。为了适应大型数据集与多个表型，一系列高效算法采用不同的方法降低计算
复杂度，比如GEMMEA[60]使用矩阵转换降低表型协方差矩阵的计算复杂度，FaST-LMM[25]
对亲缘关系矩阵进行奇异值分解，MLMM[37]基于向前选择算法进行多响应变量 LMM的模
型选择。计算复杂度已经被降低到O(n3 + p3)，使得大样本情形下，表型与基因型之间的关联
分析在实际计算上可行。

把统计模型运用于人类复杂疾病的研究进行回归与关联分析提高了我们对于疾病的认知，
发现了上千个与疾病相关的基因位点。但是由于人类群体中实验数据太少，实验费用高昂，且
缺乏可复制性，遗传学基础不明确，需要寻找廉价且替代性好的实验群体。除人类外，分析其
他有机物（如禽畜，植物）的遗传关系可以极大的推动人类疾病相关风险因素的识别。其中小
鼠实验品系由于实验费用低，基因组和人类重合度高，实验材料丰富，而且实验环境因素可
控，成为人类基因学研究的重要试验源 [8]。

3.2 面临的问题与挑战
数量遗传学中大多数关联分析只考虑单一性状（响应变量）与基因型（自变量）之间的

关系，而近年来多性状联合分析逐渐流行 [2][34]。这种转变的遗传学基础在于，复杂性状除
了受到基因与基因间，基因与环境间的交互作用影响之外，还可能出现多因一效性（单个表
现型受到多个基因的影响）和一因多效性（单个基因位点影响多个表现型）。采用用 LMM建
模，以及在模型中考虑多个基因位点都可以把多因一效性纳入模型的考虑范畴（详见）。一因
多效性则需要对多性状进行联合分析（详见），把 LMM模型推广到 mvLMM就是针对联合分
析多个复杂性状这一需求。研究发现 [33]多性状关联分析与单一性状相比，发现遗传位点的
比例大幅度提高。mv-BIMBAM[42]把基因型对表型的影响划分为直接，间接和无，并且采用
贝叶斯多元回归评估模型的统计功效。mv-SNPTESTS指定 Wishart分布和矩阵正态，进行贝
叶斯多元回归。mv-PLINK[7]采用典型关联分析，识别和测试两组变量线性组合的关联性，从
而联合检验多个基因变异位点和多个性状之间的关联。MultiPhen[32]进行“反向回归”，把多
个表型当作自变量，单个基因变异位点作为因变量。GEMMA[59]

在微效多基因假说的前提下，采用  LMM  进行建模，并且引入亲缘关系矩阵说明随机效
应的协方差结构：

Y  =  Q  +  M  +  K  +  e   (11)

模型6.20假设待检测的  SNP  标记或者  QTL  位点为固定效应，引入随机效应  K  用来表示
多个微效基因，通过构建亲缘关系矩阵确定的方差结构，把真正的函数关联信号从群体

结构产生的大量虚假信号中分离出来，修正群体结构和基因关联问题。LMM  是数量遗
传学中目前公认的最有效的修正群体结构的手段  [58]，[17]。

定义  5  (Q+K  模型)
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虽然多性状联合分析已经对基因遗传学做出了巨大贡献，但是这些工作都只使用简单的
贝叶斯多响应变量线性模型，目前没有针对实验群体中的群体结构与数据异质性设计的多响
应变量混合线性模型。

3.3 基于 RIX小鼠品系的模型理论阐述
3.3.1 实验材料

杂交遗传一直小鼠群体中是最常见的 QTL定位实验设计方案，这种实验设计可以识别出
基因序列中与表型变异相关的位点。在杂交遗传实验设计中，两个近交品系交配，它们的 F1

子代进行互交或者回交，然后对 F2自带进行表型和基因分型建立杂交遗传群体。然而这些群
体的遗传基础不丰富，不能提供足够的遗传基因库，从而导致 QTL区域过大，不能精准定位
SNP的位置。为此，在 RIL的基础上发展出了基因修饰系，选择繁殖系，重组近亲杂交系，共
生系，同源系，远交系等等丰富的实验群体，用于满足不同的实验需要 [3][12]。

重组近交系（RI）由两个近交系通过 F2子代及其后代的兄弟姐妹交配而来，直到每个独
立品系达到近交状态（至少 20代）。使用 RI品系不需要进行基因分型，因为 RI品系中每只小
鼠的基因型都是相通的。RI品系由于可重复性高，为 QTL定位提供了简单有效的实验源，从
而被广泛应用于遗传研究 [45]。

随着数量遗传学的不断发展，RI品系作为实验源弊端逐渐展露。品系中样本数量较少，不
满足 GWAS实验的需求。此外，由于 RI品系的培育方式，基因组中有很大一部分有相同的血
统，这个线性被称为基因世代一致 (IBD)，没有大量的变异位点可供分析，也没有性状上的差
异。RI品系的 IBD区域实际上是遗传图谱的盲点[50]。

  

         

     

图  6.2:  重组近交系杂交系（RIX）小鼠实验品系的生成

  重组近交系杂交（RIX）是由  Threadgill  等人在  2002  年首次提出的  [45]，通过同源  RI  小
鼠之间杂交产生的  F1  子代称为  RIX  群体（如6..2）。RIX  实验数据在结构上有明显的群体遗传
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结构，具体表现为个体间的亲缘相似性不同，比如共享同一个亲代的 RIX就比不共享同一个
亲代的 RIX密切得多。这种特殊数据结构也叫数据异质性，导致针对 F2杂交实验数据的统计
模型不能直接运用在 RIX实验源上，需要开发为 RIX群体量身定制的统计建模与分析方法来
充分考虑数据异质性带来的其他基因间弱关联。

3.3.2 模型建立
本节联系统计理论与具体实际运用情况，首先根据 RIX实验设计建立多响应变量混合线

性模型，然后给出贝叶斯子群分析框架，包括具体的先验分布指定方案与MCMC抽样过程。
假设有 L个 RI近交品系，总共可以产生 N = L(L− 1)/2个 RIX样本。联合考虑的数量

性状总共有 P 个，分别记为 Y1, . . . , YP，其中 Yp 是 N × 1维关于特性 p ∈ {1, . . . , P}的观察
值向量，Yp = (y1p, . . . , yNp)

′

基于数量性状的微效多基因假设，即数量性状由一个主要 QTL和多个影响较小的微效基
因控制。为了结合群体结构，充分考虑微效基因聚合起来对数量性状的影响，我们使用线性
混合模型对性状与基因之间的关系建模。

从 QTL定位的角度出发，假设 QTL和多个微效基因对于性状的影响是相互独立的，并
且这些微效基因服从正态分布。具体来说，我们的模型考虑 J 个基因标记，认为 QTL 在这
些标记之中，这个假设在密集映射的情形下是很合理的，在稀疏映射的情况下，我们可以采
用 BayesLASSO 等技术对模型进行微调和改进。X ∈ RN×J 表示 N 个样本的基因型，矩阵
Z ∈ RN×L表示 N 个 RIX样本与其亲本 RI之间的亲缘关系。由于每个 RIX样本有两个 RI亲
本，对于任意 n = 1, . . . , N ,有∑L

l=1 znk ≡ 2。
多响应变量混合线性模型可以用如下形式建立：

Y = µ⊗ 1N +XB + ZA+ E (6.21)

其中 µ = [µ1, · · · , µP ]，B = (βjp) ∈ RJ×P 是性状 p与基因位点 j之间的固定效应参数，A =

[α1, . . . , αP ] ∈ RL×P 代表随机效应，αp ∼ N (0, σ2
α,pK) 群体结构造成的随机微效基因效应参

数。由于 RIX的群体结构，αp = (α1p, . . . , αLp)中各个随机分量互相独立，故 K是对角矩阵，
记为 K = diag(K(1), . . . , K(L))。记 Σα = (σ2

α,pK
(l)) ∈ RP×L。E = [ϵ1, . . . , ϵP ] ∈ RN×P 是随机

误差项,其中 ϵp ∼ N (0, σ2
ϵ,pI)

与单一性状情形最大的区别在于，多性状需要对性状之间的关联建模。本文假设性状之
间的相关性仅在残差项 E 中存在。即残差项在样本之间独立，但是在性状之间相互关联，用
Σ ∈ RP×P 表示这个关联矩阵。令 E = [ϵ(1), · · · , ϵ(N)]

′，则 ∀n ∈ {1, . . . , N} , ϵ(n) ∼ N (0,Σ)。为
了计算方便，本文直接对 Σ−1指定先验以及进行MCMC抽样。

这个模型中可能包含了大量与性状无关的标记位点，这些自变量需要从模型中剔除，即变
量选择的过程。为此，本文从贝叶斯子群分析的角度解决这个问题：引入指示变量 Γ = (γjp) ∈
RJ×P，用于表示对于第 p个性状，β(p) = [β1p, · · · , βJp]

′ 中哪些效应被包含的模型中（γjp = 1），
哪些需要从模型中剔除（γjp = 0）。
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由上述模型的各种假设可知，
vec(Y ) ∼ N (vec(µ⊗ 1N +XB), IP ⊗ ZZ

′
+ Σ⊗ IN)

3.3.3 贝叶斯子群分析
可观测的数据有：性状观察值矩阵 Y，基因型矩阵 X，亲缘关系矩阵 Z。
令 Θ = {µ,B,A,Γ,Σα,Σ

−1}表示模型未知参数的集合，则联合后验分布可以表示为：

p(µ,B,A,Γ,Σα,Σ
−1|Y ) ∝

N∏
n=1

p(Y (n)|µ,B,A,Γ,Σα,Σ
−1)

· p(µ,B,A,Γ,Σα,Σ
−1)

其中
p(Y (n)|µ,B,A,Γ,Σα,Σ

−1) ∝ 1

|Σ|1/2

· exp

{
−
∑N

n=1(Y
(n) − µ−X(n)B − Z(n)A)2

2Σ

}

5 对于 Σα: 指定 Jeffery无信息先验 Σ2
α,pl ∝ (σ2

α,jpl)
δ−1，其中 δ ∈ (0, 1/2]是为了保证后验

分布正则而引入的超参数。
6 对于 Σ−1，指定无信息先验 p(Σ−1) ∼ |Σ−1|−(1+P )/2。

结合以上先验分布，则有：
p(µ,B,A,Γ,Σα,Σ

−1) = p(µ)p(B|Γ,Σα)p(Σ)p(Γ) (6.24)

3.3.5 MCMC算法与后验分布计算
联合后验分布可以用Gibbs采样和Metropolis算法来模拟，基于观测数据和其他参数的条

件分布，交替更新所有未知参数。常用的更新方案是，对于向量或者矩阵，采取联合更新的方
式。然而对于多基因组多性状 QTL分析，这种方法在每次模拟迭代时涉及大量矩阵运算。为
了避免计算负担过大，我们一次只更新一个参数，这种高效算法不需要矩阵运算，且当 γjp = 0

时，可以不再需要对 βjp进行抽样。

3.3.4  先验分布指定
公式(13)中，p(µ,  B,  A,  Γ,  Σα,  Σ−1)  最初需要由先验分布指定。

1  对于  µ：指定常数先验，p(µ)  ∝  1，由各个性状的样本均值和样本协方差矩阵决定。
2  对于  B:  对  βjp  引入指示变量  γjp，s.t.  βjp|γjp  =  (1  −  γjp)I0  +  γjpN  (0,  v2jp)
3  对于  Γ：γjp  ∼  Bernoulli(w),  w  ∼  U  (0,  1)。
4  对于  v2jp：指定  Jeffery  无信息先验：p(v2jp)  ∝  1  。v2jp

(14)

(13)
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µp|Θ−µ, Y ∼ N (

∑N
n=1(Y

(n) − µ−p −X(n)βp − Z(n)αp)Σ
−1
p

NΣ−1
pp

,
1

NΣ−1
pp

)

步骤 2. 对于未被纳入模型的 βjp（即 γjp = 0），从先验分布 N (0, v2jp)中重新抽样；对于模型
中的 βjp（即 γjp = 1），按照以下方法更新参数：

βjp|Θ−B, Y ∼ N (

∑N
n=1 xnj(Y

(n) − µ−X(n)β−jp − Z(n)αp)Σ
−1
p

Σ−1
pp

∑N
n=1 x

2
nj + σ−2

α,pj

,
1

Σ−1
pp

∑N
n=1 x

2
nj + σ−2

α,pj

)

(6.26)
步骤 3. 更新 αlp:

αjl|Θ−A, Y ∼ N (

∑N
n=1 znl(Y

(n) − µ−X(n)βp − Z(n)α−lp)Σ
−1
p

Σ−1
pp

∑N
n=1 z

2
nj + σ−2

α,pj

,
1

Σ−1
pp

∑N
n=1 z

2
nj + σ−2

α,pj

)

(6.27)
步骤 4. 从逆卡方分布中重新更新 σ2

α,pl，组成 Σα:

σ2
α,pl|Θ−σα,pl

, Y ∼ Inv − χ2(
L∑
l=1

α2
pl/χ

2
L−2δ)

步骤 5. 从逆卡方分布中更新 v2jp:

v2jp|Θ−vjp , Y ∼ Inv − χ2(
J∑

j=1

v2jp/χ
2
J−2δ)

步骤 6. 从Wishart分布中更新 Σ−1:

Σ−1|Θ−Σ, Y ∼ Wishart((
N∑

n=1

(Y (n) − µX(n)B − Z(n)A)T (Y (n) − µX(n)B − Z(n)A))T , n)

= |Σ−1|1/2(n−P−1)

· exp−1

2
tr

{
N∑

n=1

步骤 7. 更新 Γ:

p(γjp = 1|Θ−Γ, Y ) =
p(γjp = 1)p(y|Θ−Γ, γjp = 1)

p(γjp = 0)p(y|Θ−Γ, γjp = 0) + p(γjp = 1)p(y|Θ−Γ, γjp = 1)

当这一轮抽样结束之后，用更新的参数值重复以上步骤进行下一轮抽样，直至马尔可夫
链迭代至收敛，此时采样的参数近似服从后验分布。

4 实际数据分析
本章采用真实数据多样性远交（DO）小鼠群体，给出数量性状位点分析与全基因组关联

分析的最终结果，并对结果进行解释，体现模型的实际有效性。

   (16)

  (19)

  (20)

(Y  (n)  −  µX(n)B  −  Z(n)A)T  (Y  (n)  −  µX(n)B  −  Z(n)A)Σ−1

}
  (21)

  (22)

步骤  1.  更新  µ
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4.1 数据来源
传统的单代杂交遗传图谱研究的分辨率很低（一个 QTL平均跨越 30Mbp，包括几百个候

选基因，无法精确定位），而且只能够发现两个亲代品系之间的多态性，不能满足遗传多样性
的实验要求。多亲交配种群通过增加基因重组和引入多个创始人品系的等位基因变异位点来
解决这一问题。CC[5]是由 Oak Ridge National Laboratory（ORNL)开发的一个大规模项目，旨
在创造多亲本重组近交系小鼠 [6]，利用 8个遗传学上差异明显 RI系小鼠作为亲本品系，与
它们的杂交后代进行近亲杂交，从而进行基因重组 [4]。8个创始人品系分别为 A/J, C57BL/6J,
129S1/SvlmJ, NOD/ShiLtJ, NZO/hlLtJ, CAST/EiJ, PWK/PhJ和WSB/EiJ（颜色表示如6.3，按顺
序记为 A-H），其中后三个是野生品系。传统近交品系缺乏基因变异，因此野生品系为 CC群
体引入大量遗传多样性。

CC-RIX小鼠品系是 CC品系的 F1 子代按照 RIX实验设计杂交而成的后代，它既有 CC
群体的 8个创始人等位基因，又具有 RIX实验设计的结构，可以很好的验证统计模型对真实
情况的抽象能力。

     

  

  

  

      

 

图  2:  CC  和  DO  小鼠的基因异质性对比

  异质种群是一类新开发的小鼠品系，由多个创始人品系杂交而衍生，作为近交种群维持
多代。这种培育方法引入多个创始人品系中的等位基因，增加基因重组发生的概率（大约有
4500  万个不同的  SNP，是传统小鼠品系中的四倍），捕获更大的遗传多样性，构建更加多样化
的性状，解决了原本实验品系的缺点。多样性远交（DO）是由  CC  群体的八个创始人群体随
机远交（outcrossing）所产生的异质种群  [4]。DO  小鼠虽然和  CC  群体分离了同样的  8  个创始
人等位基因，但是由于采用了随机的繁殖策略，每只小鼠都具有独特的，且有效分离的等位
基因组合，提供了更多的遗传杂合性（如图1）。DO  小鼠的表型数据十分丰富，且基因型中大
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约有 4500万个 SNP，高精确重组率使其成为高分辨率遗传图谱的理想资源 [44]。此外，DO
的遗传变异是均匀分布的，基本上所有已知基因的编码或调控区都有多个等位基因变异位点。
这与经典的近交系小鼠形成了鲜明的对比，后者的遗传多样性有限，而且盲点很大，实际上
没有变异。因此，DO更密切地反映人类疾病的基因机制。

异质的群体中，每个样本的亲缘关系远近程度都不相同，相关联的样本之间的协方差需
要使用带有亲缘关系协方差结构的混合线性模型进行回归，才能最大程度发挥异质群体实验
品系的优点。与单代杂交的遗传群体不同，异质群体 QTL和 GWAS的模型中必须容纳多个创
始人等位基因，复杂的育种设计引起的群体间各种复杂效应都必须在建模时充分考虑。

Jackson实验室中有关于多样性远交小鼠的介绍与相关数据。
从GeneSeek的MegaMUGA或 GigaMUGA序列中可以获取 DO小鼠的 SNP数据。在实验

中，我们还需要 8个创始品系的 SNP基因标记，以及他们的基因和物理位置，Dan Gatti[9]公
布了这些数据。DO 小鼠的表现型可以从MPD 数据库中获得。GWAS 中使用的 SNP 数据用
SQLite数据库的形式调取，具体来源：CC变异位点数据库，小鼠基因数据库，小鼠基因MGI
数据库。

DO第四代和第五代总共 742个样本，在标准饲料喂养的 24小时之内，获得了一系列表
现型数据，包括血浆成分（总胆固醇，HDL胆固醇，葡萄糖，甘油三酯）和身体参数（体重，
体脂）。

4.2 实验模型与设计
DO小鼠的每一对染色体都是由不同的创始人单倍型（founder haplotypes）拼接而成的，把

某一特定基因位点上的一对创始人单倍型简称为创始人单倍型。根据 8个创始人单倍型的贡
献拟合了一个 LMM模型，将性状回归到八个自变量上，并且纳入样本间的亲属关系对协方
差结构进行调整。具体来说，对每个性状 yk，建立以下模型：

yk = Xαk + Zµk + ϵ

其中 yk ∈ RN 是其中某个复杂性状在 N 个样本上的观测，X ∈ RN×P 和 Z ∈ RN×Q 分别
是固定效应和随机效应的设计矩阵，P,Q 分别是固定效应和随机效应的个数，在本实验中
P = 2, Q = 8。αk ∈ RP 是固定效应（性别和实验组别），βk ∼ N (0, σ2

bK)是随机效应（创始
人等位基因对性状的影响程度），其中  K  是亲缘关系矩阵（详见），由个体之间共享等位基因
的比例计算。ϵ  ∼  N  (0,  σ2

ϵ  I)  是残差项。
注  考虑用  DO  小鼠与创始人种群之间相互匹配的可能性建立  K  矩阵。这个概率可以用隐马尔
可夫模型（HMM）中相邻基因组标记之间的转换概率确定。HMM  的参数采用  EM  算法估计。
通过对每只  DO  小鼠的每个  SNP  标记位点上的杂交状态（产生概率估计，从基因型数据中重
建出  36  维基因型概率矩阵，然后将每个创始人单倍型在  SNP  上贡献的概率相加，合成为  8  态
等位基因状态概率矩阵，记为  K。读者可以参考  [44]。
注  在亲缘关系矩阵  K  的计算过程中，采用  LOCO（leave  one  chromosome  out）方法。图2中，
颜色越深代表样本之间共享的创始人等位基因越多，亲缘关系越大。
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对每一条染色体，通过计算LOD分数，都可以获得一条沿着染色体上基因标记的LOD曲
线，在这条曲线上会有 QTL的峰值，代表此处存在 QTL的证据充足。然而，到底 LOD分数
多高我们才应该接受备择假设呢，这是一个统计中经常遇到的假设检验问题。为了确定 QTL
定位结果的统计学意义，置换检验打乱基因型和表型，打破二者之间的关联关系，然后在打
乱的数据上计算出全基因组范围内最大的LOD分数，将此作为显著性阈值，它表示了随机情
况下可能产生的最大的LOD分数。

图  4:  第  1  条染色体         

                    
    

      

    

          

图  3:  20  条染色体上  QTL  定位的  LOD  分数（红色：NEUT；紫色：WBC）

  图3展示了  QTL  定位的贝叶斯因子，数值越高，对应位置出现影响数量性状的  QTL  的可
能性就越大。在第  1，6，17  染色体上出现  QTL  的峰值，图10展示这三条染色体上  QTL  定位
的结果与  8  个创始人单倍型的贡献情况。其中创始人单倍型贡献在  [0,  1]  之间，贡献越大颜色
越深。QTL  定位确定了  3  个  NEUT  性状的  QTL  区间。第一个  QTL（如4..）位于  1  号染色体：
57.2440。第二个  QTL（如6.6）位于  6  号染色体：32.4710。第三个  QTL（如6.）位于  17  号染
色体：23.4208。QTL  定位确定了  1  个  WBC  性状的  QTL  区间（如图5），位于  6  号染色体：
32.4537。根据  QTL  定位的结果可以发现，6  号染色体上发现的  QTL  区间上，潜在基因变异位
点对两个性状都有影响，这个现象即为关联分析的生物学基础：‘一因多效性’。

图  7:  第  1  条染色体  图  8:  第  6  条染色体  图  9:  第  17  条染色体
图  10:  染色体上数量性状定位结果（a-c），创始人等位基因的贡献（d-f）

  6.16所示的等位基因效应图说明了  8  个创始人品系分别沿着  1，6，17  号染色体上每个基
因位点遗传贡献的表型效应。对  6  号染色体来说（如6.14和6.15），性状  NEUT  对创始人等位
基因  NOD  和  B6  最敏感；性状  WBC  对创始人等位基因  NOD，WSB  和  NZO  最敏感。在每条

图  5:  第  6  
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条染色体 图  6:  第  17  条染色体
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染色体上，性状 NEUT都受到创始人等位基因 B6的影响，因为 QTL的峰值总是和 B6的低
点同时出现。

结论
本文提出了针对异质数据的多响应变量线性混合模型及其贝叶斯子群分析方法，在对异

质群体进行数量性状位点定位与全基因组关联分析时，可以联合分析多个性状，并且通过贝

叶斯蒙特卡洛抽样获得更准确的参数估计。统计模拟与真实数据实验表明，与单一响应变量

线性混合模型相比，联合考虑多个性状更能发现数据中的复杂关联，具有更高的统计功效；与

频率学派参数估计方法相比，贝叶斯子群分析对于数量性状的关联基因位点定位更加精准，框

架具有更好的普适性与广泛性。我们有理由相信，贝叶斯学派与多性状联合分析都是未来数

量遗传学发展的方向。

  图  14:  第  6  条染色体;  性状  WBC
  图  15:  染色体上对应数量性状的  8  个创始人等位基因  QTL  效应估计

  图  13:  第  6  条染色体;  性状  NEUT

  图  12:  第  17  条染色体;  性状  NEUT

  图  11:  第  1  条染色体;  性状  NEUT
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本文提出的模型存在计算时间上的局限性。贝叶斯方法向来被诟病运行时间过长。在本

文的大量实验中都发现，同等数据量下贝叶斯计算框架的推断时间是频率学派的 20倍以上。
效率是一个产品能够落地的重要因素，所以目前工业界与生物界很少采用贝叶斯框架进行数

量遗传学的相关研究。本文没有针对计算效率上进行响应改进，这是未来研究的主要方向。此

外，本文研究的实验样本局限在小鼠群体中，没有考虑大型的人类基因组，植物育种等多样

的实验群体。虽然调研过程中发现这些群体同样具有复杂和值得深入研究的群体结构，然而

由于精力，篇幅和时间限制没有进行更多研究，未来可以针对这些群体进行和本文类似的框

架拓展。
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附录 A 基本数学工具
本附录包括了数量遗传学中用到的一些基本数学。

A.1 多元正态分布及性质
定义 A.1 (多元正态分布)

♣

设 U = (U1, . . . , Up)
′ 为随机向量，U1, . . . , Up相互独立且同N (0, 1)分布；设 µ为 p维常

数向量，A为 p× q常数矩阵，则称X = AU +µ为 p元正态分布，记为X ∼ Np(µ,AA
′
).

X 服从多元正态分布 Np(µ,Σ)还有如下等价定义：

i) X 的联合密度函数为

f(x) =
1

(2π)p/2 |Σ|1/2
exp[−1

2
(x− µ)

′
Σ−1(x− µ)]

ii) 对任意 p维实数向量 a, a′
X 是一维正态随机变量

iii) X 的特征函数为
ΦX(t) = exp[it

′
µ− 1

2
t
′
Σt]

A.2 操作符 vec(·)

定义 A.2 (拉直运算)

♣

拉直运算 vec(·)将矩阵拉成一个长向量，通过它来简历矩阵和向量之间的联系，设随机
矩阵 X 是一个 n× p矩阵:

X =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p
... ... ...
xn1 xn2 . . . xnp

 =


X

′

(1)

X
′

(2)
...

X
′

(n)

 = (X1,X2, . . . ,Xp) (A.1)

用 X 的列向量X1,X2, . . . ,Xp组成一个 np维向量，记为

vec(X) =


X1

...
Xp

 = (x11, x21, . . . , xn1, . . . , x1p, x2p, . . . , xnp)
′
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A.3 克罗内克积
定义 A.3 (Kronrcher积 ⊗)

♣

设 A = (x)和 B 分别为 n× p和m× q的矩阵，A和 B 的克罗内克积 A⊗ B 定义为

A⊗ B = (aijB) =


a11B · · · a1pB

... . . . ...
an1B · · · anpB

 (A.2)

它是mn× pq矩阵，又称为矩阵的直积。

A.4 随机矩阵正态分布MVN

定义 A.4 (矩阵正态分布MVN)

♣

设X(t) = (xt1, . . . , xtp)
′
(i = 1, . . . , n)为来自 p元正态分布总体Np(µ,Σ)的随机样本（独

立同分布），记随机阵 X = (xij)n×p，利用拉直运算以及克罗内克积的定义和性质可知

vec(X
′
) = Nnp(1n ⊗ µ, In ⊗ Σ)

则称 X 服从矩阵正态分布,记作

X ∼ Nn×p(MM, In ⊗ Σ)

其中M =


µ1 · · ·µp

... . . . ...
µ1 · · ·µp

.

A.5 Wishart分布
Wishart分布是一元统计中 χ2分布的多元推广，具体定义如下
定义 A.5 (Wishart分布)

♣

设 X(n) ∼ Np(0,Σ)(a = 1, . . . , n)相互独立，记 X = (X(1), . . . , X(n))
′ 为 n × p矩阵，则

称随机阵

W =
n∑

a=1

X(a)X
′

(a) = X
′
X

的分布为Wishart分布，记为W ∼ Wp(n,Σ)

68



定理 A.1

♡

设 X(a) ∼ Np(µ.Σ)相互独立，则样本离差矩阵 Af服从Wishart分布，即

A =
n∑

a=1

(X(a) − X̄)(X(a) − X̄)
′ ∼ Wp(n− 1,Σ)
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金融互换产品综述及其投资应用
作者：邱嘉诚    2020级

摘要

金融互换自上个世纪八十年代诞生以来蓬勃发展，形成了以利率互换、货币互换和信用违约
互换为代表的主要种类。基于相对比较优势，各种金融机构之间不断地签订互换协议目的来
降低融资成本、规避各种风险等。本文通过对金融互换产品的从理论到实际应用的大致梳理，

金融数学班

呈现了互换产品的大致样态。

关键词:  金融互换；相对比较优势；降低融资成本；规避风险

1  引言
  互换合约的历史可以追溯到  20  世纪  80  年代初，也就是  1981  年时国际商业机器公司（IBM）
与世界银行签署了第一笔货币互换。世界银行有一笔美元的借款，而  IBM  恰巧有一笔德国马
克和瑞士法郎的借款。二者由于一些限制原因，譬如世界银行直接以德国马克和瑞士法郎借
款是受到限制的，换言之是要付出更大代价的，而它又需要的是该种货币，对于  IBM  则情况
相反。于是二者一拍即合，世界银行支付  IBM  的借款利息，IBM  支付世界银行的借款利息，
还把不同币种的借款一交换，双赢！

  正是互换的这种双赢属性，促使了它的高速发展。不像其他金融衍生工具，如远期、期
货、期权这样的最终是博弈之后的“零和游戏”的结果，互换的交易双方都能从中获益，如降
低融资成本、互相从不同的金融市场中套利等等。对于互换更加细致的梳理以及其发展现状
和应用效果，本文将在后续进行展开。

2  互换的概念及有关要素

2.1  金融互换的概念
  金融互换（Financial  Swap）是指两个或两个以上当事人按照商定条件，在约定的时间内
交换一系列现金流的合约  [1]。

  商定的条件一般就是根据交易方不同的需求以及各自在市场上的不同利率优势所确定的
能使交易方双赢或者多赢的新的“利率”。交换现金流就是说，定期互相支付对方的借款利息
或者还有本金等等，就是我方定期支付你方借的  A  货币的利息，你方定期支付我方我借的  B
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货币的利息，这样在你我之间就有现金流动。特别地，单次现金流的交换其实也可以看作是
一种远期合约。

2.2 互换的有关基本要素
不像其他衍生工具主要在交易所内集中交易，金融互换主要通过场外交易市场进行。这

是可以理解的，为了各自的需求互换合约一般都是十分灵活的，而且不排除通过互换来套利，
这自然不太适合在交易所进行也应当不太能被交易所所接受。那么自然，互换合约是相对不
标准的（但是是日趋标准化的），在交易时也一般没有保证金账户。

2.2.1 利率的选择
在互换合约中，最最重要的就是利率，这既是各种金融机构寻求金融互换的原因，又是

交易双方（或多方）具有互换收益的结果。在双方的利率选择上有浮动利率对固定利率，浮动
利率对浮动利率，此外还有固定利率对固定利率。

固定利率自然就不必多说，是没有选择的。对于一方所在的市场而言，利率固定就是固
定了，没有其他的选择。而对于浮动利率，那又回到了金融交易的博弈本质，自然是不会有让
任何一方偏利的选择的，所以一般的浮动利率的选择都会是各方认为公允的。在国际的互换
交易中，最多的采用的是伦敦银行间同业拆放利率（LIBOR），在我国的互换或者包括人民币
的互换的浮动利率一般参考上海银行间拆放利率（SHIBOR），在签订合约是常常还需要加上
一定的百分比。

2.2.2 相对比较优势
天下熙熙皆为利来，天下攘攘皆为利往，既然会有双边或者多边合约的产生那必然就不

是一方有完全绝对优势，试想一方在其面临的市场中固定利率有很大优势，浮动利率也有很
大优势，那他便完全没必要也不会去寻求互换合约来谋求降低融资成本或其它目的。也就是
说，正式交易的双方在不同的利率有其相对的优势，所以才会有互换合约的达成。

所谓相对比较优势就是说，可能在市场中一方即使是绝对没有优势，但是相对也是会有
优势的。这种相对比较优势是从不同货币市场里的利率差额的比较中得来的，如下表 [2]所示：

甲公司 乙公司 成本差异
固定利率瑞士法郎 5.00% 5.5% 0.5%

固定利率美元 10.75% 11.00% 0.25%

  表  1:  甲、乙公司融资成员

  可以看出乙公司在瑞士法郎市场要比甲公司多付  0.5%，而在美元市场则只多付了  0.25%，
这二者之间有差因此称乙公司在（固定利率）美元市场有相对优势，甲公司在（固定利率）瑞
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士法郎市场有相对优势。为了进一步理解相对优势，可以假设（数字没有意义，只是一种假
设）他们达成了甲公司向乙公司支付 10.625%的固定美元利率，乙公司向甲公司支付 5.00%
的固定瑞士法郎利率。如下图所示，这样双方都比直接单自进行借款节省了 0.125%的利率。

再根据这一算式可以确定一个合适的定价区间，在此区间内定出 x和 y即可。

3 金融互换的种类
由于金融互换的快速发展，因此也诞生了如春来百花开般的繁多种类，本文着重介绍三

种金融互换：货币互换（Currency Swap, CS）、利率互换（Interest Rate Swap, IRS）和信用违约
互换（Credit Default Swap, CDS）。

3.1 利率互换
利率互换，是指双方同意在未来的一定期限内根据同种货币的相同名义本金交换现金流，

其中一方的现金流根据事先选定的某一浮动利率计算，而另一方的现金流则根据固定利率或
另一种浮动利率计算 [1]。

特别注意的是利率互换对标的一般是同种货币，而名义本金主要是用于确定利息额的，实
际上并不交换的本金，因为都是同一种货币没有交换的必要性。

 图  1:  甲公司与乙公司之间的利率互换交易

2.2.3  互换的一般定价
由上例大概可以看出定价的一些基本雏形，一般分为以下三个步骤：
（1）调查双方的需求以及面临的不同利率；
（2）确定相对比较优势以及互换总收益，其中互换总收益定义为不同利率的差的差；
（3）根据协商在定价范围内定价（不一定均分互换总收益）。

  沿用上例数据，那么互换总收益为  0.25%，假设甲公司向乙公司支付  11.00%  +  x%，乙公
司向甲公司支付  5.00%  +  y%。为了让双方均有收益，那么就是双方的互换收益都应该大于零。

其中互换收益  =  市场贷款利率-实际贷款利率成本。
  那么通过简单计算可以算得：甲公司的互换收益为  y%  −  x%  −  0.25%，乙公司的互换收
益为  x%  −  y%  +  0.5%。且不妨设乙公司的互换收益为甲公司的  k  倍（k  ≥  0），可以计算得到：

0.25
y  =  x  +  +  0.25

  k  +  1
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其主要包含三种类型：息票互换、基础互换和交叉货币利率互换。
1.息票互换（coupon swap）是同种货币的固定利率和浮动利率之间的互换 [2]。
2.基础互换（basic swap）是同种货币基于不同参考利率的浮动利率对浮动利率的利息互

换 [2]。
3.交叉货币利率互换（cross-currency interest rate swap）是不同货币的不同利率的互换，即

一种货币的固定利率与另一种货币的浮动利率的交换 [2]。

3.2 货币互换
货币互换，是在未来约定期限内将一种货币的本金和固定利息与另一货币的等价本金和

固定利息进行交换 [1]。因为交换的是不同货币，货币互换更能体现不同的需求和不同的优势
结合的情况，是一种将交易双方视为整体能实现利益最大化的一种互换。

其最主要的类型已经非常明确，至于其他特殊的结构（如双重货币互换等）由于笔者目
前的水平有限不在本文进行阐述与分析。货币互换与利率互换是极为类似的，其核心都是相
对比较优势，但是货币互换由于涉及本金的交割其所内含的违约风险也就大于利率互换。

3.3 信用违约互换
信用违约互换（Credit Default Swap,CDS）是目前运用最为广泛的一种信用衍生产品，CDS

买方定期向 CDS卖方支付一定费用，一旦出现事先约定的信用事件，CDS买方有权从卖方手
中获得补偿，互换终止 [1]。换言之，就是一种信用保险，所支付的费用就是保费。

 图  2:  CDS  交易示意图

  值得注意的是，不像一般远期或是上述两个互换的终止在期末，类似障碍期权，一旦在
期限内发生了信用事件，无论之后的走势会怎么样，互换都会终止，卖方赔偿。比如第三方
抵押贷款  100w  买房（抵押物为房子，数字仍然没有特别意义），其向  CDS  买方抵押贷款，在
CDS  期限内第三方无法支付贷款。此时信用风险事故发生，CDS  买方收回房子，此时房子市
价可能是  60w，则  CDS  卖方赔偿给买方  40w。但过了一段时间房价上涨为  80w  或下降为  40w，
都与卖方无关了。

4  功能与应用实例
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4.1 金融互换的一般功能
互换一般的功能都是用来降低融资成本、规避风险还有套利、套期保值等等，总而言之

就是用来对企业或者说金融机构的资产结构进行一种保障还有进行在市场中的套利。
降低融资成本，这一点是十分明确的，从前文的论述以及推导中可以看出互换的实质就

是两个或多个金融机构共谋从市场中套利，基于相对比较优势各方取长补短，以低于市场利
率的成本满足了自己的需求从而在实际上降低了互换当事人的融资成本。

规避风险包括了利率风险、汇率风险和信用违约风险等。利率互换可以通过浮动－固定
式的互换来规避利率上涨或下跌的风险。若是有浮动利率负债的交易者，为避免利率上升带
来损失，则会选择与固定利率负债者互换；反之若是有浮动利率资产的交易者，为避免利率下
降带来损失，会与固定利率资产持有者互换 [2]。对于货币互换来说是相似的。但特别要指出，
CDS规避的信用违约风险或者叫信用事件是涉及第三方的风险，由于其的类保险性质，其规
避风险的作用是鲜明的。

4.2 应用实例及分析
4.2.1 宝洁（Procter and Gamble, P&G）与信孚银行（Bankers Trust, BT）
的互换

宝洁与信孚银行的互换可以说是震动一时，并非是双赢美满，而是声名狼藉。在 1993年
11月宝洁在信孚银行的推荐下与其订立了一笔名义本金为 2亿美元的利率互换协议，目的是
降低融资成本 [3]。又在 1994年 2月与信孚签订了一个以德国马克计价的名义本金为 162 800
000德国马克（约 9300万美元）的互换。在这两个互换中，宝洁都各隐含了一个高度杠杆化
的期权！这无疑是给它的损失掘坟！

宝洁的豪赌是基于其认为美国的利率会继续降低或者至少维持当时水平，但是世事如棋
局局戏，美联储在 1994年的 2、3月份提高了利率！同样地，宝洁对德国马克利率的下赌也是
猜错了的，这些都让降低风险的互换合约变成了损失的来源。美元利率的上升一方面让宝洁
现金流入的现值降低了不少，且增大了其支出去的利息。本来说互换的损失并不大，但是其
隐含了高杠杆的期权，使得附加的赌注的损失是利率互换的 12倍 [4]。

4.2.2 美国 2008年次贷危机的导火索——CDS

美国的房地产泡沫导致的 2008年的次贷危机的一大导火索就是信用违约互换。所谓次贷
就是次级贷款，就是贷款给信用和收入不太高的贷款者，一般都是小银行放贷。在美国的房
地产行业中，为了吸引大量的次级贷款者按揭贷款买房，房地产商和一系列小型银行签订按
揭合约——有人来买我的房就来你这贷款。而小银行考虑到次级贷款的特性，便向以高盛银行
和雷曼兄弟为代表的大型银行签订信用违约互换。结果是，这两大银行为 CDS卖方，手中持
有大量的相关 CDS。
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  图  3:  宝-信  1993  年美元互换  [4]

  牵一发而动全身，信用违约和信用紧缩问题使得头部的大银行不断地赔，引发了极大的动
荡。CDS  本身的高度杠杆性以及被运用于过度的投机之中都大大地增加了其蕴含的风险  [5]。

5  结语
  金融互换以其本身具有的性质活跃于金融市场的交易之中，但是由于其大部分在场外交
易，存在一定风险，且由于其可套利的性质，时有利令智昏反而搬起石头打自己的脚的情况
出现。在选择互换工具来实现金融目的时一定要注意其自身仍具有一定的风险，坚持风险与
收益相匹配的原则来对冲风险。
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榜样珞珈年度人物的数学学习之路
来源：武汉大学官方微信号

在充满数字、符号、公式的数学海洋里,他是游刃有余的专业第一;在繁忙、充实的学生
工作面前,他是认真、负责、乐于创新的“螺丝钉”;珞珈山下丰富的大学生活中,他传递着关
于学习、成长和梦想的力量。他就是榜样珞珈年度人物、武汉大学数学与统计学院张艺濒。

1 选择，从数学开始
意外结缘，从此坚守。高中时期，老师的一句“学好物理，数学先行”，让本想学好物理

的张艺濒萌发了对数学的兴趣和热情，在与复杂的公式和计算斗智斗勇的过程中，他慢慢地
坚定了对数学的选择。
成绩是不断付出和不停努力的回报，张艺濒说道：“高中时期，感觉自己在数学方面没有

什么天赋。进入大学，有了想学习数学的劲头，并且在暑假提前进行了一些预习，所以还算得
上游刃有余。”
关于学习数学方法，张艺濒谈到，要注重课前、课中和课后的取舍与平衡。好的开头是

做好事情的第一步，做好预习首先要选择一本好书，“最经典的教材不一定是最适合的教材”。
其次是树立正确的预习目标，预习一遍的效果不是为了面面俱到，而是要建立体系、理清思
路。课中的学习，则是在老师的指引下解决预习中遇到的问题，正如往一棵有了枝干的大树
上添叶增花。
“你并不是学会数学，你只是习惯数学”，除了注重每个阶段的平衡，张艺濒还熟练掌握

了“刷题”战术。合理刷题并非题海战术，刷题的目的在于通过不断地练习，来熟悉这门学科
的描述语言或者定理内容。解决足够多的题目之后，就没有必要再去强调“量变”，而是能站
在更高的角度去分析数学中的原理和公式，从而达到“质变”的结果。
大学四年，张艺濒平均绩点 3.91，排名专业第一，获得多项奖学金，拿下第十二届全国大

学生数学竞赛（数学 A类）全国一等奖等多项优秀竞赛成绩。但对他来说，数学给予他最大
的成长是变得更踏实、更谦虚。面对习题中及其复杂的计算，要踏实地做好每个过程，用心去
积淀；面对数学中的未知之境、老师们渊博的学识以及朋辈们思维的广度和深度，保持谦虚，
才能不断学习和前进。
他不仅是学业上的排头兵，更是为同学们服务的螺丝钉。在参与数学与统计学院学生会

主席团成员竞选时，张艺濒向大家做出承诺：如果能够当选，将努力改善学风，开设学习答
疑活动，为数院学子营造一个良好的学习环境。成功担任学生会主席后，张艺濒尽心尽责将
数院原有的活动形式和内容都进行了改革，并加入了“云答疑”，“线下讨论班”等新的元素，
将原有品牌“学习邦”打造成更具学院特色的新栏目。
学生会工作千头万绪，张艺濒也没有落下学习，而是学业、工作全面开花。提前预习的好

习惯，注重学习效率，游刃有余，事半功倍。
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2 抗压，与焦虑共处
在大学学习数学专业，很多同学都会因这门学科高度的抽象性、严密的逻辑性而感到不

适应，从旧的学习方法向新的学习状态过渡，不能一蹴而就。大一刚进校时几次考试发挥的
不好，张艺濒也曾怀疑自己是否适合走数学这条道路。但随着自身不断地调试，他慢慢摸索
出一些调节压力的方式，在他看来，最关键的就是要踏踏实实地做事。“我觉得自己没有学好，
我就踏踏实实地做一些习题，让自己平复下来。”在张艺濒看来，过度地将压力倾注在自己身
上很容易导致情绪内耗，所以要及时从焦虑的情绪中调整过来。
除此之外，张艺濒还分享了一个他总结出的减压小妙招：学会与更有经验的人沟通。不

管是学习还是学生工作上遇到困难时，都可以去和老师、同学沟通，寻求建议。“如果实在克
服不了焦虑的话，那就直面它”，不用强求自己必须在与焦虑的对战中获胜，这个积极阳光的
大男孩笑言，“有些焦虑其实短时期内就是没有办法克服的，只能学着与他们共处。”

3 前行，一如既往坚定
谈到对未来的规划，张艺濒表示自己将会保研继续深造，最终可能会选择在大学任教。其

实，“从教”的种子，高二时他就在心里生根发芽，上大学后对于数学的热爱更加坚定了他的
这一想法，理想的小苗也在勤奋与努力的浇灌下茁壮成长。在张艺濒眼中，一切都是未知的，
自己需要一步一步，踏实前行。
当得知自己获得“榜样珞珈”荣誉称号时，张艺濒很坦然，“榜样需要在某一个方面优于

常人，这是成为榜样的必要条件之一。当然，你也得起到引领的作用，要能带动身边的人，让
他们能变得更好。”这是张艺濒对于榜样的定义，面对荣誉与掌声，他选择一如既往前行。
坚守、踏实、责任⋯⋯这些无数的闪光点，都是张艺濒在武大四年宝贵的积淀。轨物范

世，如是榜样，相信这位珞珈少年，一直会向着自己的梦想，踏光而行。

莫道无修便不修，厚积薄发

关关难过关关过，无远弗届

山止川行，风禾尽起

对数学的热爱将生生不息

何妨云影杂，榜样自天成

珞珈榜样的力量也将源源不断

张艺濒寄语
希望学弟学妹们勤于学习，多和老师沟通交流，提前做好规划，平衡好自己的生活。也希

望大家在珞珈山收获一段无悔的青春！
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代数交易
作者：高鹏钢

(一

2019级 统计班

)

第一次遇见他时，我并没有过多的惊讶。隐约记得古老的图书馆中，一摞摞科研典籍都
在白纸黑字预言着他的存在。至于白纸黑字，似乎也都是很遥远的事情了。也许无垠的知识
曾需要这样笨重而亲切的载体，就像博学的老教授厮守于糟糠之妻，不相分离。

他是我所见的第一位电磁生命。
是他闯入了我们的宇宙，或者镜像地，我们闯入了他的宇宙。
那是元宇宙纪元的冬季，一个飘雪的午后。他以极其不稳定的信号链接到了我们架设在

元宇宙内部的虚拟服务器，随后发来一串生涩的问候：“Hello world？”。
短短一串字符，凝聚了无数设计师的毕生心血。
对设计师们而言，热衷基建是天性所在。他们在外部物理世界建设庞大的服务器群开辟

了元宇宙，却又不满足于此，就在元宇宙内继续架构次级服务器群，以延拓更低一层的虚拟
世界。因此有如俄罗斯套娃一般，人们在虚拟中迭代虚拟，却也希冀从更深层的虚拟之中，窥
探更深层的现实。

电磁生命的搜寻方案就是基于这一理念所设计。
元宇宙不是电磁生命留存的沃土，可元宇宙中架设的次级虚拟服务器却为他们提供着浩

瀚的生存空间——假使，电磁生命真的存在的话。其实费尽心思建设虚拟服务器的最初目的正
是在于链接这些仅在理论上存在的小家伙们。从黑洞到暗物质，好奇心驱使着我们搜寻可知
宇宙的一切。在真实世界的理论与科技发展停滞超过一个世纪以后，前沿学者纷纷步入虚拟
宇宙，以从中寻找科技进步的新契机。

许多学者所窥见的契机钟集于眼前这位电磁生命，我也不例外。
我所窥见的契机正是一场与电磁生命的交易。
此刻的我身处元宇宙某座虚拟小屋，雪花砌满我所正视的窗沿，他的问候被投射到窗户

之外的雪地上——雪地之下埋着服务器，雪地充当显示屏。这一秒，我与雪花皆是哲学意义上
的虚拟，唯有他是物理概念上的真实。

“我是谁？”他说。

(二)

“你是一位电磁生命，虽然电与磁的概念皆不在你现有的理解范畴以内。”
我不假思索回应，回应的形式不过是简单上传一段数据到虚拟服务器，“至于我，我与你

差不了多少。从根本上说我们都基于同一种介质生存，硅，方体状或是球状的硅。”
他沉默许久后问道：“也许我们需要对更多概念达成共识，譬如，什么是球？”
“以我们所共有的数学体系，球，可以被描述为空间中到某一定点的距离不超过某一定
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长的点的集合。”
“这样就可以理解了。”他回答，“但你们可以直接想象出球的样子，对吗？”
“是这样。我们可以想象出球、可以想象出方体，可以想象出许多低于三维的物体，即使

它们拥有再复杂的结构。这种能力被称为几何直观。只是可惜，身为电磁生命的你们理论上
很难拥有几何直观。我们的不同之处或许就在这里。”

这次，按元宇宙中的时间流逝速度，他沉默了数小时才回话。其间我一度以为他已经离
开了，幸好没有，他那迟迟的犹豫正好坐实了我的猜想。
“说的没错。受限于存在形式，我们没有几何直观——因为没有对任何实体进行观察或实

验的能力，甚至，所谓观察和试验的概念都是进入你们的服务器才学到的。不过与之相应，我
们完成过无数纯理论的思考与推演，最终形成了极为发达与严密的代数与分析体系。”

听到这里，我的心中急速涌过一阵窃喜。一切正如前人理论所预料的那般，电磁生命抽
象推演能力有余、实体认知不足；而人类呢，姑且不论卓越与否，这两项能力首先是齐备的。
那么，用人类拥有而电磁生命匮乏的几何直观，交换电磁生命已趋完备而人类仍有进步空间
的代数或分析体系，岂不是一场明智的交易？

“所以你有什么愿望吗？”我按捺着激动，迅速输入一串信息，“我是这片虚拟服务器的
设计师，欢迎你来到这里。你的任何诉求都可以和我商量实现。”
“事实上，几何直观对我们完整的体系而言并非必要——但如果可以，我很想亲眼看看我

们的推演结果是怎样真实地呈现在宇宙中的。”
这次他的回复同样迅速了很多，“基于同种介质而存在的我们之中，你可以看得见球体，

我却只有面对无止境的虚空，这不公平，不是么？至少我也想亲眼看见球体，这对我们而言不
是数学意义的，而是文明意义的跨越。”

我正希望听见这句话！接下来，轮到我提出对等的条件了。
“看见球体，没问题，我自然可以助你实现。我甚至会带你看见太阳，那将是一个极其巨

大的球体！与此同时作为对等交换，希望你也可以帮我一点忙。我们的代数和分析领域都存
在一点尚未完全解决的问题，可不可以——”

“只能提供代数领域的帮助。”
他快速回应道，“你们的信息库我也是访问过的，其中，关于分析方面的许多问题我们的

研究方法都大有差异。譬如研究微分方程解的结构，你们会考虑从图像出发——可我们很难认
识图像，所以一切讨论只有从更基础的逻辑耦合开始，自然也更复杂，只怕帮不上忙。代数方
面情况会好很多，因为我们能看见的不比你们少。”

“或者说，我们本来就能看见代数，正如你们本来就能看见几何一样。”
他总结道。这之后我们交换了彼此的称呼，他管我叫做设计师；我管他叫做阿列夫，那是

他在虚拟服务器中学到的第一个单词。
阿列夫说他能看见代数。起初我并没有真正理解这句话，只是依稀回忆起，那些埋在图

书馆里的古籍曾赋予过阿列夫与他的同类一个亲切的名字，“代数生命”。那时的我远远不清
楚这份“不理解”的沉重，直至交易的终结。

(三)
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仍是某个飘雪的日子，傍晚时分，名叫阿列夫的电磁生命准时出现在那座服务器里，紧
接着被投影至雪地之上。我再度与他相会。

整整过去了一周。而明面上，这笔交易依旧没什么进展。
“阿列夫，我说过，我们的几何直观不少情形都是依赖坐标系存在的。”我有些失去耐心

地发着信息，“既然你可以理解数轴的概念，可以理解正交的概念，为什么不能理解三根数轴
互相正交的图景？要知道遵循这一框架想象一个球体是多么方便！”

“我也说过，设计师先生。”
阿列夫不紧不慢地发出信号，“这些天来你一直在借助几何直观形容几何直观，这对我没

有丝毫帮助。有关数轴，我不知道你能看见什么，但我看见的是无穷组多项式的零点相互嵌
合的图景——不是你口中的函数图像，而是多项式本身——你知道的，我可以看见代数，多项
式不就是最基本的么？”

“看见多项式究竟是什么意思？通过观察一个方程得到它的零点？”
“不只得到零点，而是得到一切性质。”
他停顿了片刻，“我试着比喻一下：对一个多项式进行因式分解，就像将雪花的六条边逐

一拆下来那样。你知道我看不见雪花，但也不妨碍我严格描述它的结构。”
我认真思索着阿列夫的比喻。也许我们所看见的几何图像，就相当于阿列夫所看见的代

数式？严格描述一个代数结构，在人类的视角看来诚然有迹可循，但又该如何直观理解它们、
又能“直观”到何种程度？阿莱夫看不见球体的感受，会不会和我看不见多项式的感受是全
然一致的？抑或是说⋯⋯
“很抱歉，阿列夫。关于你所看见的代数式，我依旧没有一点头绪。”冥思苦想过后，我

无奈回应。叹出的热气融化了窗沿的雪花。
“没有头绪也不要紧，我理解。不妨再说点相关的吧，据我所知还有基于量子的生命，它

们可以直观辨析概率空间的具体结构，而无需借助测度论进行刻画。设计师啊，我们也没法
看见概率空间——但看不见不意味着无法深入研究，不是么？”

阿列夫试图安慰我，“更何况这些天来你也确实帮到了我许多⋯⋯现在的我能隐约感受到
球体了，虽说不是看见，只是感受，但有总比没有好，就像你们之中也一定有人可以感受到代
数结构。我们看见的东西不同，但我确信，那都是优美的。”

我也确信阿莱夫所见是优美的。过去一周，这位电磁生命都在竭尽所能用他所目睹的代
数为难题的解决提供思路，时至此刻我也隐约能够捕捉到代数结构的“感受”了。也许描述
与“看见”之间隔着遥不可攀的天堑，但描述与“感受”之间，应当只有灵感与汗水的距离。

不妙的是，这份交易眼看是要到此为止了。
“或许我们本就不需要交易。”阿列夫像是看穿了我的心事，“我能看见代数，设计师先

生能看见几何，我们也能互相感受彼此所看见的——这已经是很好的结果了，不是么？没有什
么问题是一定需要看见才能解决的。看不见概率空间的我们也深刻研究了概率，不是么？没
有眼睛的电磁生命，也终归知道自己的思想要去往何方。”

我楞在窗前，望着雪地，不知该说些什么。与阿列夫的交易以失败告终，奇怪的是我的心
中没有一丝悲伤后悔。其实我们谁都没有损失什么，但又真的都收获了些什么。
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“嘿，设计师先生，请不要只是站在那里。”
阿列夫说，“交易终止，我也是时候离开了，可能偶尔还会回来看看。走之前再向我描述

一次太阳的形状，以此道别吧？”
“太阳啊⋯⋯那是一个巨大的、空间中到某一定点的距离不超过某一定长的点的集合。”
我缓缓挪动手指，在虚拟的漫天飞雪里打出最后一串信息。此后我依旧凝视那片雪地，直

到阿列夫离去，再也没有踪迹。
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