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1. Introduccién

En geometria sintética, los isomorfismos entre planos proyectivos son las aplicaciones
biyectivas que llevan puntos alineados a puntos alineados. Los isomorfismos o colineacio-
nes afines son las aplicaciones biyectivas entre espacios afines de la misma dimensién finita
que llevan variedades lineales a variedades lineales de la misma dimensiéon. En el caso de
espacios afines sobre cuerpos con més de 2 elementos, las colineaciones afines son las aplica-
ciones biyectivas que llevan puntos alineados a puntos alineados. Utilizando el concepto de
aplicacién semilineal, se definen los isomorfismos semilineales afines, entre los cuales cabe
destacar las afinidades, y se prueba que todo isomorfismo semilineal afin es una colineacién
afin. Se demuestra el teorema fundamental de la geometria afin, que afirma que toda coli-
neacion afin entre espacios afines de dimension > 2 sobre cuerpos K y K’, respectivamente,
es un isomorfismo semilineal afin.

En el caso de colineaciones entre rectas afines se prueba que el teorema fundamental
de la geometria afin no es valido; en particular, si F' es un cuerpo finito con mas de 4
elementos, existen colineaciones afines de F' en F' que no son isomorfismos semilineales
afines.

En el caso del espacio proyectivo analitico se definen los isomorfismos o colineaciones
proyectivas como las aplicaciones biyectivas entre espacios proyectivos de igual dimensién
que llevan puntos alineados a puntos alineados. Utilizando de nuevo el concepto de aplica-
cion semilineal, se definen los isomorfismos semilineales proyectivos, entre los cuales cabe
destacar las proyectividades, y se prueba que todo isomorfismo semilineal proyectivo es
una colineacién proyectiva. Se prueba el teorema fundamental de la geometria proyectiva,
que afirma que toda colineacion entre espacios proyectivos analiticos de dimension > 2 es
un isomorfismo semilineal proyectivo; la demostracion realizada utiliza el teorema funda-
mental de la geometria afin y la relacién entre colineaciones afines y proyectivas dada por
el encaje del espacio afin en el espacio proyectivo.

En el caso de colineaciones proyectivas entre rectas se demuestra que el teorema fun-
damental de la geometria proyectiva no es cierto; en particular si F' es un cuerpo finito
con mas de 4 elementos, existen colineaciones proyectivas de P(F2) en P(F?) que no son
isomorfismos semilineales proyectivos.

Finalmente, se prueba que el teorema fundamental de la geometria afin se puede de-
mostrar a partir del teorema fundamental de la geometria proyectiva, utilizando de nuevo
el encaje del espacio afin en el espacio proyectivo.

Este trabajo esta inspirado en las clases de Geometria Proyectiva impartidas por el
profesor Emilio Villanueva Novoa durante varios anos en la Facultad de Matemaéticas de
la Universidad de Santiago de Compostela.



2. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRIA AFIN

2.1. Espacio afin

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Definiciéon 2.1. Un espacio afin sobre V es una terna (A, V,—), formada por el espacio
vectorial V', un conjunto A cuyos elementos se llaman puntos, y una operacién externa:

—:AxA — V
(P, Q) +— PQ,

donde por ]@ o también por P, (?2 denotamos la imagen por la aplicacion — del par (P, Q),
verificando los siguientes axiomas:

1. Relacién de Chasles: Para cualesquiera puntos P, @, R € A, se verifica
PO + QR = PR.
2. Para cada punto P € A y cada vector v € V, existe un tnico punto ) € A tal que
I@ =v. Se escribe Q = P + v.
En general denotaremos el espacio afin (A, V,—) por A.
2.2. Propiedades Sea A un espacio afin sobre V. Se tiene
(1) PP=0 para todo P € A.
(2) DadosP,QGAJ@:OéQ:P.
(3) Cﬁ = —@, para todo P, Q € A.
(4) Regla del paralelogramo: Fé = ﬁ = F?E = 67?
(5) P+ (u+v) = (P4 u)+ v, para todo P € A y para cualesquiera u,v € V.
(6) P+0=P, para todo P € A.
Definiciéon 2.3. Se llama dimension del espacio afin (A, V,—) a la dimension de V.

Definiciéon 2.4. Sea A un punto de A y sea U un subespacio de V. Se llama variedad
lineal de A que pasa por A y con direcciéon U al conjunto

A+U={A+u|uelU}.

Obsérvese que A es una variedad lineal de A. En efecto, A = A+ V, para todo A € A.

2.5. Propiedades. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V.

(1) Sea U un subespacio de V' y sean A, B € A. Se tiene

A+U=B+U <= BeA+U <= ABeU.



(2) Sean Vi y Vs subespacios de V' y sean A, B € A. Se tiene
A+ViCB+Vs «= AB € Vo, Vi C V.

y en particular,
A+Vi=B+Vy, = Vi=V.

Definicion 2.6. Sea A un espacio afin de dimension finita n y sea L = A+ U una variedad
lineal de A de direcciéon U. Se llama dimension de L a la dimensién del subespacio U,

dim L = dimg U.

Se llaman rectas y planos a las variedades lineales de dimensiones 1 y 2, respectivamente.
Se llaman hiperplanos de A a las variedades lineales de dimensiéon n — 1. Si la variedad
lineal L tiene dimension 0, entonces L = A+ {0} = {A}. Se considera el conjunto vacio &
como una variedad lineal de dimensién —1.

Ejemplos 2.7. (1) El conjunto de los puntos del plano (espacio) ordinario, junto con
el espacio vectorial de los vectores libres del plano (espacio) y con la aplicacion que

lleva cada par de puntos P, del plano (espacio) al vector libre [1@], forman un
espacio afin.

(2) Sea V un espacio vectorial sobre K. La terna (V,V,—), donde para cualesquiera
a,b eV, ab=0b— a, es un espacio afin. Este espacio afin se llama el espacio afin de
V; lo denotaremos por V.

(3) Sea A un espacio afin y L = A+ U una variedad lineal de A. La terna (L,U,—),
siendo — : L x L — U la aplicacion que lleva cada par (P,Q) € L x L al vector

]@ de U, es un espacio afin sobre U.

Proposicion 2.8. Sea {L;}icr un conjunto de variedades lineales de A. La interseccion
ﬂiel L; es una variedad lineal de A. Ademds, si ﬂiel L+ @y L= A; +V;, entonces
Li=C+V;conC € (\cr Li y se tiene

(Li=C+ [V

i€l el

Definicion 2.9. Sea S C A. Se llama wvariedad lineal generada por S y la denotaremos
por ((S)) a la menor variedad lineal de A que contiene a S, es decir,

() =L

i€l
donde {L;}icr es el conjunto de variedades lineales de A que contienen a S.
Observacion 2.10. Si S # @ es un subconjunto de A entonces
((S) = A+ (AP | PeS),

para cualquier A € S.



En general, si Ly y Lo son variedades lineales de A, su unién conjuntista L; U Lo no es
una variedad lineal de A.

Definiciéon 2.11. Sea {L;};c; un conjunto de variedades lineales de A. Se llama variedad
lineal union o suma de las variedades {L;};c; de A a la menor variedad lineal de A que
contiene a L;, para cada i € I; la denotaremos por o;,c; L;. Entonces

ojer Li = <<U Li)).

el
En particular, si S = {Py, ..., P.} entonces escribiremos P o...o P, = ((S)).

2.12. Propiedades. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. Sean L1 = A+ V;
y Lo = B + V5 variedades lineales de A. Se tiene

(1) LiNLy#@ < ABeV, + V.
(2) LioLs =B+ (AB) + Vi + Va.

(3) Identidad de Grassmann para variedades lineales afines:

Si Ly N Ly # &, entonces

dim (L1 o Lg) + dim (Ll N LQ) =dim L7 4+ dim Ls.
(4) Si Ly N Ly = @, entonces

Definicién 2.13. Se dice que las variedades lineales L1 = A+ 1V, yv Ly = B+ V5 son
paralelas, si Vi C Vo o Vo C Vi. Se escribe Ly || Lo .

Proposicion 2.14. Sea A un espacio afin y sean L1, Lo y L variedades lineales no vacias

de A.
(1) Si Ly || Ly y dim Ly = dim Lo, entonces Ly y Lo tienen la misma direccion.
(2) Si Ly || Ly y L1 N Ly # &, entonces Ly C Ly o Ly C Ly.

(3) Sea P un punto de A tal que P ¢ L. Existe una tnica variedad lineal L' de igual
dimension que L que pasa por P y es paralela a L.

Demostracion. (1) Sean Ly = A1+ Vi y Ly = Ay +Vo. Dadoque Vi C Vo 0o Vo C Vi y
dim V; = dim V5, se tiene que V3 = Va.

(2) Si C € LiNLg, entonces Ly = C+ Vi y Ly = C+Va. Dado que Vi C Vo 0 Vo C V7,
se tiene que L; C Lo o Lo C L.

(3) Si L=A+U, entonces L' =P + U. O

Definicién 2.15. Sean L y Ls variedades lineales del espacio afin A sobre V. Se dice que
L1y Lo se cortan si L1 N Lo # @. Se dice L1 y Lo se cruzan si no son paralelas y no se
cortan.



Proposicion 2.16. Sea A un espacio afin de dimension n > 1 sobre un espacio vectorial.

(1) Si L es una variedad lineal no vacia y P es un punto de A tal que P ¢ L, entonces
dim (Lo P) =1+ dim L.

(2) Si L es una variedad lineal no vacia y H un hiperplano tal que L }f H, entonces
dim(LNH)=dim L —1.

(3) Si L es una variedad lineal no vacia y H un hiperplano tal que LN H = &, entonces
L y H son variedades lineales paralelas.

(4) Si Ly, Lo son variedades lineales no vacias tales que Ly N Lo = &, entonces Ly y Lo
son paralelas si, y sdlo si, dim (L o Ly) =1+ mdz{dim Ly, dim Ly}

Demostracion. (1) Se sigue de 2.12 (4).

(2)Sean L=A+Uy H=B+W.Dadoque U ¢ W ydimW =n — 1, se tiene que
U+W =V y LoH = A. Puesto que 1@ € U+ W, se tiene que LN H # &. La identidad
de Grassmann para L y H da el resultado.

3)SiL=A+UyH=B+W, dadoqueEQU—i—W, se tiene que U + W # V.
Por ser dim W = n — 1, se obtiene que U + W = W y por tanto U C W.

(4) Sean L1 = A+ Uy y Ly = B+ Us. De 1.12 (4) se sigue que dim(L; o Ly) =
1+dim(U;+Uz). El resultado se sigue de que Uy C Uy 0 Uy C Uy si, y s6lo si, dim(U;+Us) =
max {dim Uy, dim Us}.

0

Definicién 2.17. Sea A un espacio afin sobre un espacio vectorial. Se dice que los puntos
Py,...P. € A son afinmente independientes si los vectores P|Ps,..., P P. son vectores
linealmente independientes.

Proposicion 2.18. (1) Sean Pi,..., P, € A. Son equivalentes:

(a) Pi,..., P, son afinmente independientes.
(b) dim(Pyo...0oP,) =r—1.
(c) Pi§ZP10...o]3io...oPT, 1=1,...,m7.

(2) Si la dimension de A es n, el nimero mdzimo de puntos afinmente independientes

esn+ 1.
(3) Sea A un espacio afin de dimension n. Si Py,...P., r <n+1, son puntos afinmente
independientes, existen puntos Pry1,..., Phy1 tales que Py, ..., Pyy1 son afinmente

independientes y generan A.

Demostracion. (1) (a) < (b) Se sigue de que Pyo...0o P, =P, + (P P,...,PIP,).

(a) & (c) Se sigue de que

PP e (PPy,....PiP....PiP)) — P Pio...oP,o...0P,.

(2) Si P,. . .,P, son puntos afinmente independientes entonces los vectores ZTP;,. e JTP:
son vectores linealmente independientes y por tanto r—1 < n. Veamos que existen n+1 pun-
tos afinmente independientes. En efecto, si A es un punto y vy, ..., v, vectores linealmente
independientes, entonces los puntos A, A + v1,..., A+ v, son afinmente independientes.



—_— —_— . .
(3) Sean v, ..., v, vectores tales que PPy, ..., PP, v,,...,v, son linealmente inde-
pendientes. Los puntos P, ..., P, Pl + v, ..., Pl + v, son afinmente independientes. []

Ejemplos 2.19. (1) Sidim A > 1, entonces Pj, Py son puntos afinmente independientes
si, y solo si, P; # Ps.

(2) Sidim A > 2, entonces Py, P>, P3 son puntos afinmente independientes si, y solo si,
Py, P>, P3 no estan alineados.

(3) Si dim A > 3, entonces Pp, P», P3, Py son afinmente independientes si, y solo si,
Py, Py, P3, P, no son coplanarios.

Proposicion 2.20. (1) Si Pi,...,P. son puntos afinmente independientes y Pri1 &
Py o...P,, entonces los puntos Py, ..., P, Pry+1 son afinmente independientes.

(2) Si L es una variedad lineal de A de dimension r, entonces ezisten puntos afinmente
independientes Py, ..., Pry1 € L tales que L= Pyo...0 Pry.

(3) Si L es una variedad lineal de A de dimension r y Py,...,P.y1 € L son puntos
afinmente independientes, entonces L =Py o...0o P.y1.

(4) Si L es una variedad lineal de A de dimension v y L = Py o...o Py, entonces
Py, ..., Pry1 son puntos afinmente independientes.

(5) Sean P,..., P, puntos de A. Ezxisten puntos afinmente independientes Q1 ...Qs €
{Py,...,P.} tales que Pio...o P, =Q10...0Qs.

Demostracion. (1) Por la proposicion 2.16 (1), dim(Pjo...0P,y1) = 14+dim(Pyo...0P,).
El resultado se sigue de la proposicion 2.18 (1).

(2) Sea L = A+ U una variedad lineal de dimension r y sea B = {vy,...,v,} una base
de U. Los puntos A, A+ vy,..., A+ v, son afinmente independientes y generan L.

(3) Si P,...,P.41 € L, entonces Py o...0o P,y; C L. Dado que P,...,P.41 son
puntos afinmente independientes, dim(P; o...o0 P.41) = r = dim L, de donde se sigue que
L:P10...O r41-

(4) Dado que dim L = dim(P; o...0 P.41) = r, por la proposicion 2.18 los puntos
P ... P,41 son afinmente independientes.

(5) Se tiene Pio...o P, = P+ (P\P,,...PiP,). Sidim(Pio...0P,) =s—12>0,

entonces existen vectores P FP;,,..., PP, € {P1P2, - ,PlPis} tales que

(P1Ps,...,PIP) = (PP,,...,PP,).
Poniendo Q1 = P;,,...,Qs = P;,, se tiene que Pio...o P, =Q10...0Qs. O

2.2. Colineaciones afines

En esta secciéon V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K y V' es un espacio vectorial
sobre el cuerpo K'.

Definiciéon 2.21. ([7, Ch. 1, p. 65]) Sean A y A’ espacios afines de igual dimension finita
n > 1 sobre los espacios vectoriales V' y V', respectivamente. Se dice que una aplicacion
7:A — A’ es una colineacion afin o isomorfismo de espacios afines si verifica:



1. 7 es una aplicacién biyectiva.

2. Si L es una variedad lineal de A entonces 7(L) es una variedad lineal de A’ y dim L =
dim7(L).

Se dice que los espacios afines A y A’ son isomorfos si existe una colineacion afin 7 : A — A’.

Observacion 2.22. Obsérvese que para n = 1, todas las aplicaciones biyectivas de una
recta afin en otra recta afin son colineaciones afines.

Lema 2.23. Sea 7 : A — A’ una colineacion afin. Se tiene

(1) Los puntos Pi,...,P, de A son afinmente independientes si, y solo si, los puntos
7(P1),...,7(P,) son afinmente independientes.
(2) Si Py,...,P. son puntos de A afinmente independientes, entonces

7(Pio...oP.)=71(P1)o...o7(P).

Demostracion. (1) Razonaremos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe i €
{1,...,r} tal que 7(B;) € 7(Py)o...07(B)o...o7(P,), Dado que 7(Pyo...0Pjo...0P,)
es una variedad lineal se tiene

T(Pl)O...O@O...OT(PT)CT(Plo...OﬁZ‘O...OPT).

Por tanto 7(P;) ET(Plo...o]/D\l-o...oPT)yasi, P.c Pio...oPo...0P,.

Reciprocamente, si 7(P;), . .., 7(F,) son afinmente independientes, entonces dim 7(P; )o
...oT(P,) = r—1. Delainclusion 7(P;)o...o7(P,) C 7(Pio...0P,) se sigue que dim 7(P; o
...oP,) >r—1.Dado que dim7(P;o...0P.) =dim(Po...0P.) ydim(Pio...0oP) <r—1,
se tiene que dim(Pj o...0 P,) = r — 1. Por la proposicion 2.18 (1), los puntos Py, ..., P,
son afinmente independientes.

(2) Se tiene que 7(P1)o...o7(FP,) C 7(Pyo...o0P,). Veamos que las variedades lineales
T(P1)o...o7(P.) y T(Pro...o P,) tienen igual dimension. Por ser 7 coalineacion afin, se
tiene que dim7(Pjo...0o P.) =dim(Pyo...o P,) =r — 1. Por (1), 7(P),...,7(P,) son
puntos afinmente independientes y entonces de 2.18 (1) se sigue que dim 7(P;)o...o7(FP,) =
r— 1. O

Proposicion 2.24. (1) Si 7: A - A" y /- A" — A” son colineaciones afines, entonces
7' o T es una colineacion afin.

(2) Sea T :A — A" una colineacion afin.

Si Py, ..., P. son puntos de A, entonces T(Pyo---0oP.)=71(P;)o---o7(P,).
Si P, P, y Py son puntos de A y P € P o Py, entonces 7(P) € 7(Py) o 7(P).

771 A" — A es una colineacion afin.

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Si {L;}ier un conjunto de variedades lineales de A, entonces

T(NierLs) = Mier 7(Ls),  7(0serLl;) = ojer T(Ly),



(e) Si Ly y Lo son variedades lineales afines de A, entonces se tiene
Ly H Loy <— T(Ll) H T(Lg).

Demostracion. (1) Dado que 7 y 7/ son aplicaciones biyectivas, 7/ o 7 es una aplicacion
biyectiva. Por ser 7 y 7/ colineaciones afines, si L una variedad lineal de A, entonces 7(L)
es una variedad lineal de A’ y 7/(7(L)) es una variedad lineal de A” y ademéas dim L =
dim7(L) = dim 7/ (7(L)).

(2) (a) Por la proposicion 2.20 (5), existen puntos Q1,...,Qs € Py o...o Py, tales que
Q10...0Qs=Pyo...0P,. Porel lema 2.23 (2), se tiene

T(Qr0...0Qs) =7(Q1)0...07T(Qs).

Dado que 7(P;) € 7(Pyo...0oP.) =7(Q10...0Qs), parai = 1,...,r, entonces
T(P1)o...oT(P) C71(Qro...0Qs) =7(Q1)0...07(Qs),

yasi, 7(Q1)o...0o7(Qs) =T(P1)o...oT(F)

(b) Se sigue de (a).

(¢) Sea L' una variedad lineal de A’ de dimension r. Por la proposicion 2.20 (2), existen
puntos P[,..., P/, afinmente independientes tales que L' = P{o...o P/ ;. Sea P; € A,
tal que P/ = 7(P;), parai = 1,...,7 + 1. Por el lema 2.23 (1), los puntos Pi,..., P.41 son
afinmente independientes. Se tiene

L,:T(Pl)o...OT(PT+1):T(Plo_.'OPT+1)’

y por tanto 7 }(L') = Py o...0 P.;1 es una variedad lineal de dimensién r.
(d) La identidad 7( NierLi) = Nier 7(Li) se tiene por ser 7 aplicacion biyectiva.
Dado que 7( o;e5 L;) es una variedad lineal, se tiene

oier T(Li) C 7( o4er Ly).

Por otra parte
Li =7 N7(L:)) € 77 (oier 7(Ly)),

1 una colineacion afin, 771 o;e; 7(L;)) es una variedad lineal

para cada ¢ € I. Por ser 7~
y entonces
oier Li C 77 (04er T(Li)),
de donde se sigue
7(oser Li) C ojer T(Ly).

(f) Si Ly € Ly o Ly C Ly, entonces 7(L1) C 7(L2) o 7(La) C 7(L1). Si L1 ¢ Lo,
Ly & L1y Ly || La, entonces Ly N Ly = &. Por la proposicion 2.16 (4), Ly || Lo si, y so6lo
si, dim(L; o Lg) = 1 + max{dim Ly, dim Ly}, equivalentemente si

dim(7(L1) o 7(L2)) = 1 + max{dim7(L;),dim 7(L2)},
es decir si 7(Lq) || 7(La). O

Proposicion 2.25. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V y S(A) el conjunto
de colineaciones afines de A. Se tiene que S(A) es un grupo con la operacion composicion.



Demostracion. Se sigue de la proposicion 2.24. O

Definicién 2.26. Sean A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V' y V', respec-
tivamente. Se dice que la aplicacion biyectiva 7 : A — A’ lleva puntos alineados a puntos
alineados, si verifica la siguiente condicién

PePioP,= 7(P)ec7(P1)oT(P).

Lema 2.27. Sea A un espacio afin sobre V de dimension n > 2 y K un cuerpo con mds
de dos elementos. Sean L una recta y H un hiperplano tales que LN H = {A}. Si P es
un punto de A, entonces existen puntos Q € L, R € H, Q # R, tales que P, Q y R estin
alineados.

Demostracion. Para P € L o P € H, la demostracién es trivial. Supongamos que P € L y
P¢H.

Sin=2seaY € L,Y # A Si (PoY)NH = {Z}, entonces tomamos Q =Y y
R=27.8Si (PoY)NH = @, entonces por la proposicion 2.16 (3), la recta PoY es paralela
a la recta H. Dado que K tiene méas de dos elementos, las rectas de A tienen al menos
tres puntos. Sea Y’ € L tal que Y’ # Y, Y’ # A. Dado que la recta P oY’ no puede ser
paralela a H, entonces (PoY’)N H = {Z'}. En este caso tomamos Q =Y’y R=Z".

Sin>3,seaY € L,Y # A.Si (PoY)NH = {Z}, entonces tomamos Q =Y y R = Z.
Si (PoY)N H = @, entonces por la proposicion 2.16 (3), la recta P oY es paralela al
hiperplano H. Sea Y’ € L tal que Y/ # Y, Y’ # A. Veamos que (PoY’')N H # &. En
efecto, si (PoY’)N H = @, entonces la recta PoY es paralela a H y el plano PoY oY’ es
tambien paralelo a H. Dado que L C PoY oY’ llegamos a que la recta L es paralela a H,
lo cual es una contradiccion. Por tanto (PoY’)NH = {Z'}. En este caso tomamos @ =Y’

VAR
/

yR=27. O

Lema 2.28. Sean A y A’ espacios afines de igual dimension finita n > 2 sobre los espa-
cios vectoriales V. y V', respectivamente y supongamos que el cuerpo K tiene mds de dos
elementos. Sea 7 : A — A’ una aplicacion biyectiva que lleva puntos alineados a puntos
alineados. Si Py, ..., P, son puntos de A afinmente independientes, entonces se tiene

T(Pio...oP)CT1(P)o...om(P), 1<r<n+1.



Demostracion. Razonaremos por induccién sobre r. Para r = 2 el resultado es cierto por
hipotesis. (P o Py) C 7(Py) o 7(P2). Supongamos el resultado cierto para r —1 > 2. Sean
Py, ..., P, puntos afinmente independientes. Pongamos H = Pyo...oP.y L = PoP,. Las
variedades lineales H y L son un hiperplano y una recta de P o... o P,, respectivamente,
y por la proposicion 2.16 (2), LN H = {P»}.

Sea P € Pio...o P,.. Por el lema 2.27, existen puntos Q € Ly R € H, Q # R tales
que P € Q o R. Por hipotesis, 7(P) € 7(Q) o 7(R). Dado que

7(Q) € T(Py)oT(P) C7(Py)o...oT(F,)
y que por hipoétesis de induccién
T(R) € 7(Pyo...oP.)C71(P)o...or(P) C7(P)o...o7(P,),

se tiene que 7(P) € T(Py)o...o7(F,).
O

Proposicion 2.29. Sean A y A’ espacios afines de igual dimension finita n > 2 sobre los
espacios vectoriales V' y V', respectivamente y supongamos que el cuerpo K tiene mas de
dos elementos. Sea 7 : A — A’ una aplicacion biyectiva que lleva puntos alineados a puntos
alineados.

(1) Si los puntos Py,...,P. de A son afinmente independientes entonces los puntos
7(P1),...,7(P,;) son afinmente independientes.
(2) Si Py,...,P. son puntos de A afinmente independientes, entonces

T(Pio...oR)=7(P1)o...o7(P).

Demostracion. (1) Por la proposicion 2.18 existen puntos Pyiq,..., P41 € A tales que
P, ..., Pyy1 son afinmente independientes y Py o...o P,y; = A. Por el lema 2.28,

T(Plo...o n+1)CT(P1)O...OT(Pn+1),

y entonces 7(P1) o...o7(P,y1) = A'. Dado que dimA’ = n, por la proposicion 2.20
(4), los puntos 7(Py),...,7(Py+1) son afinmente independientes y entonces los puntos
7(P1),...,7(P,) también lo son.

(2) Veamos, por reduccion al absurdo, que 7(Py)o...o7(P.) C 7(Pjo...0P.). Supongamos
que @ € T7(P)o...o7(P) yQ &€ 1(Pio...0oPR,). Sea Q € A tal que Q' = 7(Q). Se
tiene que @ ¢ Pj o...o P.. Por la proposicion 2.20 (1), los puntos Pj,...,P.,Q son
affnmente independientes. Por (1), 7(Py),...,7(P.), Q" son afinmente independientes y
entonces Q' & 7(Py)o...o7(P,). O

Teorema 2.30. Sean A y A’ espacios afines de igual dimension finita n > 2 sobre los
espacios vectoriales V' y V', respectivamente y supongamos que el cuerpo K tiene mas de
dos elementos. La aplicacion T : A — A’ es una colineacion afin si, y solo si, T es una
aplicacion biyectiva que lleva puntos alineados a puntos alineados.
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Demostracion. SiT: A — A’ es una colineacion afin, entonces 7 es una aplicacion biyectiva

que lleva puntos alineados a puntos alineados, por la proposicion 2.24 (2)(b).
Reciprocamente, sea 7 : A — A’ una aplicacion biyectiva que lleva puntos alineados a

puntos alineados y L variedad lineal de A, dim L = r. Por la proposiciéon 2.20 (2), existen

puntos P, ..., Pry1 € L afinmente independientes tales que L = P o...0o P,;1. Por la
proposicion 2.29 (2), 7(L) = 7(P1)o...o7(Py41). Asi, 7(L) es una variedad lineal de A y
por la proposicion 2.29 (1), dim7(L) = r. O

Observacion 2.31. Si el cuerpo K tiene solo dos elementos, las rectas de A son los con-
juntos con dos elementos y por tanto todas las aplicaciones biyectivas de A en A llevan
puntos alineados a puntos alineados. Si ademaés, n > 3 es facil dar ejemplos de aplicaciones
biyectivas de A en A que no llevan planos en planos.

Por ejemplo, si n =3 y K = Zs, entonces A tiene ocho puntos y cada plano de A esta
formado por cuatro puntos cada tres no alineados. Sean P, (), R y .S los cuatro del plano
IT y T un punto tal que T" ¢ II. La aplicacion biyectiva 7 : A — A tal que 7(P) = T,
7(T) = P y deja fijos los otros seis puntos de A no es una colineacion afin. En efecto,
7(II) ={T,Q, R, S} y si 7 fuese colineacion afin, entonces

TI) =7(QoRoS)=7(Q)oT(R)o7(S)=QoRo S =1I,

de donde se seguiria que T € II.

2.3. Aplicaciones semilineales afines

En esta seccion V es un espacio vectorial sobre el cuerpo K y V'’ es un espacio vectorial
sobre el cuerpo K'.

Definicién 2.32. Sean A y A’ espacios afines de dimension finita > 1 sobre V' y V’,
respectivamente. Se dice que una aplicacion « : A — A’ es semilineal afin si existe una
aplicacion semilineal (ver apéndice) (f, ) : V — V' tal que

a(P)a(Q) = f(PQ), VP,QeA

La aplicacion (f, p) se dice que es una aplicacion semilineal asociada a «. Un isomorfis-
mo semilineal afin a: A — A’ es una aplicacion semilineal afin que tiene inversa, es decir
existe una aplicacion semilineal afin §: A’ — A tal que foa =14 y ao S = 1.

Si p = 1k, entonces « es una aplicacion afin. Las isomorfismos afines se llaman afini-

dades.

Proposicion 2.33. St a: A — A’ es un aplicacion semilineal afin no constante, entonces
tiene una unica aplicacion semilineal asociada.

Demostracion. Sean (f,u),(g,v): V — V' aplicaciones semilineales afines asociadas a a.
Dado que « no es una aplicacion constante, f #£ 0y g # 0. Si P € A, entonces

f(v) =a(P)a(P + v; =g(v),

para cada v € V. Asi f = g.
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Sea v € V tal que f(v) # 0. Para cada a € K se tiene

pla) f(v) = f(av) = g(av) = v(a) g(v) = v(a) f(v).
Por tanto, u(a) = o(a) para cada a € K y entonces p = v. O

Proposicion 2.34. Sean A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V y V',
respectivamente.

(1) Sea A un punto de A , A" un punto de A" y (f,u): V — V' una aplicacion semilineal.
La aplicacion a: A — A" dada por a(P) = A"+ f(AP), es una aplicacion semilineal
afin cuya aplicacion semilineal asociada es (f, ).

(2) Sia: A — A es una aplicacion semilineal afin con aplicacion semilineal asociada
(f,u) y A€ A, entonces a(P) = a(A) + f(AP), para cada P € A.

(3) Sia:A — A es una aplicacion semilineal afin con aplicacion semilineal asociada
(f,n), PeAyveV, entonces a(P 4+ v) = a(P) + f(v).

Demostracion. (1) Sean P, Q) € A. Se tiene
a(P)a(Q) =A'+ f(AP) A'+ F(AGQ) = A'+ f(AP) A' + A A' 4 f(AQ)
— — J(AP) + f(AQ) = f(PA) + f(AQ) = f(PA+ AQ) = f(PQ)

(2) Dado que a(A) a(P) = f(AP), entonces a(P) = a(A) + f(AP).
(3) Se sigue de (2). O

Proposicion 2.35. (1) Si a: Ay — Ay y B : Ay — Ag son aplicaciones semilineales
afines, entonces B o a es una aplicacion semilineal afin.

(2) 1a: A — A es una aplicacion semilineal afin.

(3) Sia: A — A es una aplicacion semilineal afin con aplicacion semilineal asociada
(f, ). Son equivalentes

(a) « es un isomorfismo semilineal afin.
(b) « es una aplicacion biyectiva

(¢) (f,p) es un isomorfismo semilineal.
(4) Sea a: A — A es una aplicacion semilinal afin. Se tiene:

(a) Si L es una variedad lineal de A, entonces a(L) es una variedad lineal de A'.

(b) Sia es un isomorfismo semilineal afin y L es una variedad lineal de A, entonces

dima(L) =dim L.

Demostracion. (1) Sean (f, ) aplicacion semilineal asociada a o y (g, v) aplicacion semi-
lineal asociada a 3. Se tiene

(Boa)(P) (Boa)(Q) = g(a(P)alQ)) = 9(f(PQ)) = (a0 /)(PG).
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de donde se sigue que 8 o a es una aplicaciéon semilineal afin con aplicacién semilineal
asociada (go f,v o pu).

(2) 1o: A — A es una aplicacion semilineal afin cuya aplicacion semilineal afin asociada
es (1v, 1K)'

(3) (a) = (b) Se sigue de la definicion de isomorfismo semilineal afin.

(b) = (c) Para probar que f es inyectiva es suficiente probar que el nicleo de f es
{0}. Sea v € V tal que f(v) = 0. Se tiene que 0 = f(v) = a(P)«a(P +v) y por tanto
a(P) = a(P 4 v). Asi, P = P+ v y entonces v = 0.

Veamos que f es suprayectiva. Sea v/ € V/'y P € A. Si Q € A es un punto tal que
a(Q) = a(P) + v/, entonces

F(PG) = a(P)a(Q) = a(P)a(P) + v/ = v'.

(¢) = (a) Por A6 (2), (f~%, ') es un isomorfismo semilineal afin. Sea A € A y
consideremos la aplicacion semilineal afin 3: A’ — A, dada por B(P') = A+ f~Y(a(A) P).
Se tiene que foa =1y aof = 1,.

(4) (a) Sea L = A+ U variedad lineal afin de A y sea (f, 1) una aplicacién semilineal
asociada a «a. Se tiene

a(l) ={a(A+u) |ue U} ={a(d) + f(u) | ue U} = a(4) + f(U),

es una variedad lineal.

(b) Si « es un isomorfismo semilineal afin y L = A+ U es una variedad lineal, entonces
por (a) y por A.6
dima(L) = dimgs f(U) = dimg U = dim L.

O

Proposicion 2.36. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V y GS(A) el conjunto
de isomorfismos semilineales afines de A. Se tiene que GS(A) es un grupo con la operacion
COmMpPOosiCLON.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 2.35. 0
Proposicion 2.37. Todo isomorfismo semilineal afin es una colineacion afin.
Demostracion. Se sigue de la proposicion 2.35 (4). O

Teorema 2.38. Sea V y V' espacios vectoriales de iqual dimension sobre el cuerpo K. Si
A y A’ espacios afines sobre los espacios vectoriales V. y V', respectivamente, entonces A
y A’ son espacios afines isomorfos.

Demostracion. Sea f:V — V' un isomorfismo de espacios vectoriales, A € A y A’ € A/
La aplicacion a: A — A’ dada por a(P) = A" 4+ f(AP), es una afinidad. O

Ejemplos 2.39. (1) Sean A un espacio afin sobre el espacio vectorial V' y v un vector
de V. La aplicacion traslacion ¢, : A — A, t,(P) = P + v, es una afinidad. Las
traslaciones de A forman un grupo abeliano con la operacién composicion.
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(2) Sean A un espacio afin sobre el espacio vectorial V', C un puntode A y A € K, X\ # 0.

La homotecia de centro C' y razon A, hg : A — A dada por hf(P) =C+ Aﬁ, es
una afinidad.

(3) Sean V y V' espacios vectoriales sobre los cuerpos K y K', respectivamente. Toda
aplicacion semilineal (f, ) : V' — V' es una aplicacion semilineal afin.

(4) SiV y V' son espacios vectoriales, entonces toda aplicacion semilineal afin a: V- — V/
es de la forma o = t, o (f, ) donde v € V' y (f,u) : V. — V'’ es una aplicacion
semilineal afin.

Teorema 2.40. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. La aplicacion ¢ :
GS(A) — GSm(V) que lleva cada isomorfismo semilineal afin a su isomorfismo semilineal
asociado es un homomorfismo de grupos suprayectivo cuyo nicleo es T(A).

Demostracion. De la demostracion de la proposicion 2.35 (1) se sigue que ¢ es homomorfis-
mo de grupos y de la proposicion 2.34 que ¢ es una aplicacion suprayectiva. Si a € GS(A)
es un elemento del ntcleo de ¢, entonces la aplicacidon semilineal asociada a o es 1y. Por

tanto
a(P)a(Q) = PO,

para todo P, Q € A. Por la regla del paralelogramo

Pa(P) =Qa(Q),

para todo P, @ € A. Pongamos v = P «(P). Se tiene

o(P) = P + Pa(P) = t,(P),

para todo P € A. Asi, a =t, € T(A). O

2.4. Teorema fundamental de la geometria afin

Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y V'’ un espacio vectorial sobre el cuerpo
K’. Sean A y A’ espacios afines de igual dimension n > 2 sobre V' y V’, respectivamente.
En esta seccién vamos a probar que toda colineacién afin 7 : A — A’ es un isomorfismo
semilineal afin. Para esto vamos a construir un isomorfismo semilineal (f, ) : V — V' tal
que (f, ) es el isomorfismo semilineal asociado a 7.

Definicion 2.41. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. Sean Py, P>, Ps
y Py cuatro puntos distintos y I, la, I3 v I4 cuatro rectas distintas. Se dice que los pun-
tos Py, Pa, P3, Py son los vértices del paralelogramo de lados ly,1s,13,14 si se verifican las
siguientes condiciones

(1) bl s o || La
(2) 1Nly = {Pl}, 1Nl = {PQ}, loNl3 = {Pg}, 3Ny = {P4}
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Lema 2.42. Sean Py, P», P3, Py los vértices de un paralelogramo. Se tiene

PPy=PP;, PPy=PPs.

Demostracion. Dado que Py o Py || Pyo Ps yPioP || P> o Py, existen escalares a,b € K

tales que P\ P, = aPy Py y PL Py = bP, P;. Veamos que a = b = 1. Por la relacién de
Chasles

PLP+PoP3s=P Ps=P Py+ Py P3,

y por lo tanto

aPyP3s+ Po Ps=bP, P3+ P, P35,

de donde se sigue
(a— 1)P4P3 = (b— 1)P2P3.

"
Dado que lo N3 = {P3}, los vectores Py P3 y P, P3 son linealmente independientes; por
tantoa = b= 1. O

Lema 2.43. Sea 7: A — A’ una colineacion afin y sea v € V. El vector 7(P) (P + v} no
depende del punto P € A.

Demostracion. Siv =0,

7(P)7(P +0) = 7(P) 7(P) = 0,

para todo P € A.
Sea v # 0y sean Py @ en A. Vamos a probar que

(P)7(P 4+ v) = 7(Q) 7(Q + v).

Caso 1: Si @Q € P+ (v). Los cuatro puntos P, @, @+v, P+v forman un paralelogramo.

P+ Q+v
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Por ser 7 colineacion afin, los puntos 7(P), 7(Q), 7(Q + v), 7(P 4 v) forman un para-
lelogramo. De acuerdo con el lema 2.42; se tiene

T(P)7(P +0) = 7(Q) T(Q +v).

Caso 2: Si Q € P+ (v). Dado que dimA =n > 2, existe R ¢ P + (v) = Q + (v).

Q
Py R+
P R

T(P)7(P+v) = 7(R) (R + v) = 7(Q) 7(Q + v).

Por el caso 1,

Proposicion 2.44. La aplicacion f: V — V' dada por
f) =7(P)T(P+v),
es un isomorfismo del grupo aditivo de V' en el grupo aditivo de V.

Demostracion. 1. Veamos que f es homomorfismo de grupos para la adicion. Sea P € A.

Se tiene
fv)=7(P)7(P + vi, flw)=7(P+v)7(P+ v+ w).

Consecuentemente,

f(0)+ f(w) =r(P)7(P +v) + (P +v) 7(P 4 v+ w)
=r(P)7(P+v+w) = fv+w).

Dado que f es un homomorfismo de gupos para la adicién, para probar que f es una
aplicacion inyectiva es suficiente probar que el ntucleo de f es {0}. Si v € ker PecA
p Y P q y )

entonces 0 = f(v) = 7(P) (P + v ) y por lo tanto 7(P) = 7(P+wv). Por ser 7 una aplicacién
biyectiva concluimos que P = P + v o, equivalentemente, que v = 0.

Veamos que f es suprayectiva. Si v/ € V!, P € A, Q = 7 Y7(P)+ ) yv = I@,
entonces

_—
fv) =71(P)7(Q) = 7(P)T(P) +v' =" 0
Lema 2.45. Sea 7 : A — A’ una colineacion afin, P € A yv € V, v #0. Se tiene

(1) 7(P + (v)) = 7(P) + {f(v))-
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Demostracion. (1) Dado que 7 es una coalineacion afin, por la proposicion 2.24 se tiene
7(P+ (v)) =r(Po(P+v))=7(P)o7(P+v)
=7(P) + (r(P)7(P +v)) = 7(P) + (f(v)).

(2) Veamos que f((v)) C (f(v)). Seaa € K. Sia =0, f(0Ov) = 0. Si a # 0, entonces
(v) = (awv). Por (1),
T(P) + (f(v)) = 7(P + (v)) = 7(P + {av)) = 7(P) + (f(av)).

Por tanto (f(v)) = (f(av)) y asi, f(av) € (f(v)).
Sea ahora a' f(v) € (f(v)) con o' € K'. Dado que 7(P) +d f(v) € 7(P) + (f(v)) =
7(P + (v)), existe a € K tal que 7(P) + d’ f(v) = 7(P 4 av). Se tiene

flav) = 7(P)7(P +av) = 7(P)7(P) +d f(v) = d f(v),
de donde se sigue que o’ f(v) € f((v)). O

Seaa € KyveV,v# 0. Dado que f({v)) = (f(v)), existe u,(a) € K’ tal que
flav) = py(a) f(v).

Lema 2.46. Se tiene que py,(a) = py(a), para todo v,w € V. — {0} y para todo a € K.

Demostracion. Caso 1: Sean v y w vectores linealmente independientes. Si a € K, se tiene

flav) = py(a) f(v),  flaw) = pw(a) f(w),

Flav+aw) = f(a(®+w)) = rorula) f(o +w).
Veamos que f(v) y f(w) € V' son vectores linealmente independientes. En efecto, sea
P € A. Por ser v y w vectores linealmente independientes, los puntos P, P+v y P+ w son

afinmente independientes. Por 2.23 (1), los puntos 7(P), 7(P +v), 7(P +w) son afinmente
independientes. Asi, los vectores

T(P)T(P+v) = f(v), T(P)T(P-Fw; = f(w),

son linealmente independientes.
Dado que

potw(@) (0 +w) = porw(a) f(0) + proyw(a) fw) = po(a) f(0) + pula) f(w),

concluimos que
(@) = pyrw(a) = puw(a).

Caso 2: Sean v y w vectores linealmente dependientes, equivalentemente (v) = (w). Dado
que dim V' > 2, existe u € V de tal que u € (v), de donde se sigue que u y v son linealmente
independientes y que u y w también lo son. Por el caso 1,

to(a) = pula) = pw(a)
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Proposicion 2.47. La aplicacion p: K — K', dada por u(a) = py(a), siendo v cualquier
vector no nulo de V', es un isomorfismo de cuerpos.

Demostracion. Veamos que p es un homomorfismo de cuerpos. Sean a, b € K Se tiene

f((a+b)v) = pla+0b) f(v),

y por ser f homomorfismo de grupos

fla+b)v) = flav+bv) = flav) + f(bv) = (u(a) + (b)) f(v).

Dado que f(v) # 0, concluimos que p(a +b) = p(a) + p(b). Por otra parte,

f((ab)v) = p(ad) f(v).

y también
f((ab)v) = f(a(bv)) = p(a) f(bv) = pu(a) p(d) f(v).
Dado que f(v) # 0, se tiene que pu(ab) = p(a) pu(b). Ademas,

fw) = f(lv) = p(1) f(v).

Luego, p(1) = 1.

Probemos que p es una aplicacion inyectiva o equivalentemente que el nucleo es {0}.
Sea a € K tal que p(a) = 0. Se tiene que f(av) = u(a) f(v) = 0. Por ser f homomorfismo
de grupos inyectivo, av = 0 y por lo tanto a = 0.

La aplicacion p es suprayectiva. En efecto, sea o/ € K'. Por el lema 2.45 (2), existe
a € K tal que f(av) =d f(v). Dado que f(av) = p(a) f(v), concluimos que p(a) = d'.

O

Corolario 2.48. La aplicacion f es un isomorfismo semilieal respecto a .
Demostracion. Se sigue de las proposiciones 2.44 y 2.47. OJ
El siguiente teorema es el teorema fundamental de la geometria afin.

Teorema 2.49. (Teorema fundamental de la geometria afin) Sean A y A’ espacios afines de
igual dimension n > 2 sobre los espacios vectoriales V y V', respectivamente. Si 7: A — A’
es una colineacion afin, entonces T es un isomorfismo semilineal afin.

Demostracion. Sea (f, ) el isomorfismo semilineal asociado a 7 construido en las propo-
siciones 2.44 y 2.47 y sean P,(Q € A. Se tiene

7(P)7(Q) = 7(P) 7(P + PG) = f(PQ). O

Teorema 2.50. Sean A y A’ espacios afines de igual dimension n > 2 sobre los espa-
cios vectoriales V. y V', respectivamente y supongamos que el cuerpo K tiene mds de dos
elementos. Sea 7: A — A’ una aplicacion biyectiva. Son equivalentes

(1) La aplicacion T lleva puntos alineados a puntos alineados.
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(2) La aplicacion T es un isomorfismo semilineal afin.

Demostracion. (1) = (2) Se sigue de los teroremas 2.30 y 2.49. (2) = (1) Se sigue de la
proposicion 2.24 (2)(b) y de la proposicion 2.37. O

Observacion 2.51. Obsérvese que si dim A = dim A’ = 1, las colineaciones afines de A en
A’ son las aplicaciones biyectivas; en este caso, no toda aplicacion biyectiva de A en A’ es
un isomorfismo semilineal afin.

Por ejemplo, ninguna aplicaciéon biyectiva 7: R — R distinta de la identidad que deje
fijos dos puntos distintos es una afinidad.

Si F' es un cuerpo finito con mas de 4 elementos, existen aplicaciones biyectivas 7: F —
F que no son isomorfismos semilineales afines. En efecto, sea |F| = ¢ = p’, con p primo.
Se tiene un isomorfismo de grupos

GS(F)

TF) ~ GSm(F)

y entonces

[GS(F)| = |GSm(F)| [T (F)]-
El niimero de isomorfismos p-semilineales de F' en F' es ¢ — 1 y el niimero de automorfismos
de cuerpos de F' es t. Por tanto |GSm(F)| = t(¢ — 1). Dado que |T'(F)| = |F| = q,
concluimos que |GS(F)| = t (¢ — 1) ¢. El ntumero de aplicaciones biyectivas de F' en F' es

q!. Para ¢ > 5 se tiene que t(q¢ — 1)g < ¢! y por tanto existen mas aplicaciones biyectivas
de F' en F que isomorfismos semilineales afines.
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3. TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA GEOMETRIA PRO-
YECTIVA

3.1. Espacio proyectivo

Definicién 3.1. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K. Se llama espacio proyectivo
o espacto proyectivo analitico asociado a V' al conjunto cociente

pvy = L =10

~

donde ~ es la relaciéon de equivalencia dada por
Ul,UQEV—{O}, U1NU2<:>E|>\€K,)\?£O|U2:)\U1.

Se tiene que [v] = { v | A€ K, A # 0} = (v) — {0}, para todo vector v € V. Llamaremos
puntos a los elementos de P(V'), es decir a las clases de equivalencia [v] con v € V — {0}.

Ejemplo 3.2. El espacio proyectivo P(R?) es el conjunto cociente

P(R3) — RS — {(0707 0)}’

donde
(%0,1‘171'2) ~ (-%'6,.%',1,$/2) <j?3A€R7 )‘7&0 ‘ (936733/1:35/2) :)\(1'0,.%'1,.%'2)-

Se tiene que
[(:1:07]"17%2)] = <(x07x17x2)> - {(07070)}7

donde {(zg, 21, 72)) es el subespacio vectorial de R? generado por (zg, 21, 72).

Definicién 3.3. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensiéon n + 1, n > 0. Se dice
que la dimension proyectiva de P(V'), que denotaremos por pdim P(V), es n.

» Si pdim P (V) =1, se dice que P(V') es una recta proyectiva.
» Si pdim P(V') = 2, se dice que P(V) es un plano proyectivo.

Obsérvese que los espacios proyectivos de dimensién proyectiva cero son conjuntos con un
tnico punto. Si V' = 0 entonces P(V) = @ y diremos que & es el espacio proyectivo de
dimensiéon —1.

Definiciéon 3.4. Sea P(V) un espacio proyectivo de dimension n. Una wvariedad lineal
proyectiva de P(V') es cualquier subconjunto de la forma P(U), donde U es un subespacio
de V.

» Se dice que P(U) es una recta de P(V) si pdim P(U) = 1.
» Se dice que P(U) es un plano de P(V) si pdim P(U) = 2.

» Se dice que P(U) es un hiperplano de P(V') si pdimP(U) = n — 1.
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Obsérvese que pdim P(U) = dimg U — 1 y que las variedades lineales proyectivas de
dimensién proyectiva cero son conjuntos con un tnico punto.

Proposicion 3.5. Sean U y W subespacios de V. Se tiene
(1) UCW <« PU) CP(W).

(2) Sea {Ui}tier un conjunto de subespacios de V. Se tiene

P((\Ui) = NictP(U7).
el

Demostracion. (1) Es trivial. (2) La inclusion P(N;crU;) C NierP(U;) se sigue de (1). Si
[v] € NicrP(U;), para cada i € I existen u; € U; de tal forma que [v] = [u;]. Por tanto
existen escalares \; € K — {0} tales que v = \; u;. Asi, v € NierU;.

O

Definiciéon 3.6. Sea S C P(V). Se llama variedad lineal proyectiva generada por Sy la
denotaremos por S a la menor variedad lineal proyectiva de P(V') que contiene a S, es decir

S=\PW)

i€l

donde {P(U;) }ier es el conjunto de variedades lineales proyectivas de P(V') que contienen
as.

Observacion 3.7. Si S # @ es un subconjunto de P(V') entonces
S=P({(veV | [v]es)).

En general, la unién de un conjunto de variedades lineales proyectivas no es una variedad
lineal proyectiva.

Definicién 3.8. Sea {U;};c; un conjunto de subespacios de V. Se llama variedad lineal
union de las variedades {P(U;)}icr a la menor variedad lineal proyectiva de P(V) que
contiene a P(U;), para cada ¢ € I; la denotaremos por o;c; P(U;). Entonces

oicr P(U;) = | P(U7).
iel

Si Py, ..., P, son puntos de P(V') denotaremos { Py} o...0{P,} por Pyo...o P, y diremos
que es la variedad lineal generada por P, ..., P,.

Proposicion 3.9. Sea {U;}ic; un conjunto de subespacios de V. Se tiene

oicr P(U;) = P> Uy)

el

21



Demostracion.

oier P(U3) =P(< v e V/] € | JPIUi] >) =P(<ve Ve | JU; >) =
i€l el
=P(<|JUi>) =P U
i€l i€l
O

La siguiente relacion entre las dimensiones de la variedad lineal unién e intersecciéon no
es siempre cierta en geometria afin, pero si lo es en geometria proyectiva.

3.10. Identidad de Grassmann para variedades lineales proyectivas.

Sean U y W subespacios de V. Se tiene
pdim P(U) 4 pdim P(W) = pdim (P(U) NP(W)) + pdim (P(U) o P(W)).

Demostracion. Se sigue de la identidad de Grassmann para subespacios de un espacio
vectorial. ]

Como aplicacién se tienen las siguientes propiedades de incidencia caracteristicas de
espacio proyectivo

Proposicion 3.11. Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension n+ 1, n > 0.

(1) Si L es una variedad lineal proyectiva de P(V)) y P es un punto, P ¢ L, entonces
pdim (Lo P) = pdim L + 1.

(2) SiL es una variedad lineal proyectiva de P(V'), H es un hiperplano y L. ¢ H, entonces
pdim (LNH) = pdim L — 1.

(3) Sean Ly y Lo rectas de P(V'), Ly # La. Se tiene

(a) Ly Ny es un punto si, y solo si, Ly y Lo son coplanarias.

(b) SilLy y Ly no se cortan, entonces no son coplanarias y estin contenidas en una
variedad lineal proyectiva de dimension 3.

Demostracion. (1) Sea L. € P(V) una variedad lineal proyectiva y P ¢ L. Dado que
LN{P} = o, aplicando la identidad de Grassmann se tiene que pdim (L o P) = pdim L +
0—1=pdimL — 1.

(2) Sean L una variedad lineal proyectiva de P(V') y H C P(V) un hiperplano tal que
L ¢ H. Entonces H # L o H y dado que pdim H = n — 1, se tiene que Lo H = P(V).
Aplicando de nuevo la identidad de Grassmann se obtiene que pdim (L N H) = pdim L +
pdim H — pdim (Lo H) = pdimL+n—1—-n=pdimL — 1.

(3) (a) Sean L; y Ly rectas de P(V). Si Lj N Ly es un punto, entonces dim (L; o Lg) =
dim L; + dim Ly — 0 = 2 y por tanto las rectas IL; y Lo estdn contenidas en el plano
L1 oLy . Reciprocamente, si existe un plano H tal que L1,ILo C H, IL; # Ly, se tiene que
Lj oLy = H. Asi, pdim (LL; NLg) = pdim L 4+ pdim Ly — pdimH = 0.

(3) (b) Sean L y Ly rectas de P(V'). Dado que LyNLy = @, se tiene que pdim (L oly) =
pdimL; 4+ pdimLy +1 = 3. O
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Definicién 3.12. Sean Py = [vg), ..., P. = [v,] puntos del espacio proyectivo P(V'). Se dice
que Py, ..., P., son proyectivamente independientes si los vectores vy, . . . , v, son linealmente
independientes.

Proposicion 3.13. (1) Sean Py,...,P. € P(V). Son equivalentes:

(a) Po,..., P, son proyectivamente independientes.
(b) pdim(Pyo...oP,) =r.
(c) P €Pgo...o]3io...oPT, 1=0,...,7

(2) Si la dimension proyectiva de P(V') es n, entonces el nimero mdximo de puntos
proyectivamente independientes es n + 1.

(3) Si pdimP(V) = n y Py,... P, € P(V), r < n, son puntos proyectivamente inde-
pendientes, existen Pyiq,...,P, € P(V) tales que Py,..., P, son proyectivamente
independientes y generan P(V).

Demostracion. (a) < (b) Se sigue de que Pyo...o P, =P({v,...,vp)).
(a) & (c) Se sigue de que

v; € (Voy ... Vjy...,Up) < P, € Pyo...oP;o...0P,.

(2) Si Py,...,P. son puntos proyectivamente independientes entonces los vectores
vg, - .., Uy son vectores linealmente independientes y por tanto r < n. Veamos que exis-
ten n+ 1 puntos proyectivamente independientes. En efecto, si {vy,...,v,} es una base de
V', entonces los puntos [vgl, ..., [vy], son proyectivamente independientes.

(3) Sean vy41,...,v, vectores tales que vy,...,Vr, Vpyi1,..., U, son linealmente inde-
pendientes y pongamos Pr11 = [vy41],..., P, = [vy]. Los puntos Py, ..., P, Pri1,..., P,
son proyectivamente independientes. O

Ejemplos 3.14. Sea P(V') un espacio proyectivo.
(1) Py, P, son puntos proyectivamente independientes si, y solo si, Py # P;.

(2) Py, P1, P, son puntos proyectivamente independientes si, y solo si, Py, P, P> no estan
alineados.

(3) Py, P1, Py, P3 son proyectivamente independientes si, y solo si, Py, P, P», P3 no son

coplanarios.
Proposicion 3.15. (1) Si Py, ..., P, son puntos proyectivamente independientes y P11 &
Pyo...oP,, entonces los puntos Py, ..., P, Pry1 son proyectivamente independientes.

(2) Si L es una variedad lineal proyectiva de P(V) de dimension r, entonces existen
puntos Py, ..., P, € L proyectivamente independientes tales que L = Pyo...o P,.

(3) Si L es una variedad lineal proyectiva de P(V') de dimension r y Py,...,P. € L son
puntos proyectivamente independientes, entonces L. = Pyo...o P,.

(4) Si L es una variedad lineal proyectiva de P(V') de dimension r y L = Pyo...o P,
entonces los puntos Py, ..., P. son proyectivamente independientes.
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(5) Sean Py, ..., P, puntos de P(V). Existen puntos Qo,-...,Qs € {Fo,..., P}, proyec-
tivamente independientes, tales que Pyo...0o P, = Qpo...0Qs.

Demostracion. (1) Por la proposicion 3.11 (1),
pdim(Pyo...oPyq) =1+ pdim(Pyo...oP.)=r+ 1.

El resultado se sigue de la proposicion 3.13 (1).

(2) Sea L. = P(U) una variedad lineal proyectiva de dimensién proyectiva r y sea
B = {vg,...,v,} una base de U. Los puntos Py = [vg],...o P, = [v,] son proyectivamente
independientes y generan L.

(3) Si Py,...,P, € L, entonces Pyo...o P. C L. Dado que F,..., P, son puntos
proyectivamente independientes, pdim(FPpo...o P,) = r = pdim L, de donde se sigue que
L=PFyo...oP,.

(4) Dado que pdimL = dim(Pyo...o P,) = r, por la proposicion 3.13(1) los puntos
P, ... P, son proyectivamente independientes.

(5) Sea P; = [v;], i = 1,...,7. Se tiene que Pyo...o P. =P({(vg,...,v,)). Supongamos

que pdim(FPyo...o0 P.) = s > 0. Existen vectores wo, ..., ws € {vg,...,v,} tales que
(v, ..., vr) = (wo, ..., ws).
Poniendo Qo = [wp], ..., Qs = [ws], se tiene que Pyo...0o P, =Qpo...0Qs. O

3.2. Colineaciones proyectivas

Definicion 3.16. (6, p. 103]) Sean V' y V' espacios vectoriales sobre K y K’ respectiva-
mente, de igual dimension finita n > 2. Se dice que una aplicacion o : P(V) — P(V') es
una colineacion proyectiva o isomorfismo de espacios proyectivos si verifica:

(1) o es una aplicacion biyectiva.

(2) o lleva puntos alineados a puntos alineados, es decir

PePobP — O'(P) S O'(Pl) OJ(P2).
Se dice que los espacios proyectivos P(V) y P(V') son isomorfos si existe una colineacion
proyectiva o : P(V) — P(V").

Observacion 3.17. Obsérvese que para n = 2, todas las aplicaciones biyectivas de una
recta proyectiva en otra recta proyectiva son colineaciones proyectivas.

Proposicion 3.18. (1) Sean V, V' y V" espacios vectoriales de igual dimension finita
sobre los cuerpos K, K' y K", respectivamente. Si o : P(V) = P(V') y o' : P(V') —
P(V") son colineaciones proyectivas, entonces o’ o o es una colineacion proyectiva.

(2) Sea o :P(V) —= P(V') es una colineacion proyectiva. Se tiene:
(a) Si P, eP(V),i=0,...,r, entonces

o(Ppo---oP,) Co(Py)o---oa(P).
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(b) Si P, P, P, € P(V), entonces
o(P)€eo(P)oo(Py) = PePiob.

(c) oL :P(V') = P(V) es una colineacion proyectiva.
(d) Si P,eP(V),i=0,...,r, entonces

o(Pyo---oP,)=0(Py)o---oa(F,).

(e) L wariedad lineal proyectiva de P(V) <= o(L) variedad lineal proyectiva de
P(V").

1L y I son variedades lineales proyectivas de , entonces
f) SiL y L/ dades | l de P(V
LcL < o(L)Co(l).
g) Sea L es una variedad lineal proyectiva de . Se tiene
Sea L dad [ [ de P(V). S
pdimLL = pdimo(L).

Demostracion. (1) Dado que o y ¢’ son aplicaciones biyectivas, ¢’ o 0 es una aplicacion
biyectiva. Sea P € P o P,. Por ser o y o’ colineaciones proyectivas se tiene

PePoPy=o(P)co(P)oa(P) = d(c(P))ed(a(P))od (c(P)).

(2) (a) Razonaremos por inducciéon sobre r. El caso r = 0 es trivial. Supongamos el
resultado cierto para » — 1 > 0. Veamos es cierto para r. Sea Q € o(FPyo...o P.). Por
ser o aplicacion biyectiva existe P € Pyo ... o P, tal que o(P) = Q. Veamos que existe
[y] € Pyo...oP,_y tal que P € [y] o P,.

Sea P; = [v;], para i = 0,...,r. Existen escalares \; € K tales que P = [Agvg + ...+
Arp]. Siy = Agvo+...+Ar—1 0,1, entonces P € [y|o P,. Por definicion de colineacién afin
se tiene que o(P) € o([y])oo(P,) y por hipotesis de induccion o([y]) € o(FPp)o...o0(Pr_1).
Por tanto

o([y]))co(Py) Co(Py)o...o0(P,),

yasi, Q€ o(FPy)o...oo(P).

(2) (b) Vamos a razonar por reduccién al absurdo. Supongamos que o(P) € o(P;)oo(Ps)
y que P ¢ P; o P,. Dado que P ¢ P; o P por la proposiciéon 3.15 (1) P, P, P, son
proyectivamente independientes.

Sea pdimP(V) = n. Por la proposicion 3.13, existen Ps,..., P,
P, Py, Py, Ps, ..., P, son proyectivamente independientes y ademas P(V')
Por (2) (a)

/

€ P(V) tales que
= PoPjo...0F,.

P(V')=0(PoPio...oP,) Co(P)oo(P))o...o0(P,)=0(P1)o...o0(F,).

Asi, P(V') = o(P1)o...00(P,) y entonces pdimP(V') < n—1, lo cual es una contradiccion.
(2) (c) Se sigue de (b).
(2) (d) La inclusion o(Ppo...o P.) C o(Fy)o...oa(P;) se sigue de (a).
Dado que 0! es colineaccion proyectiva se tiene

O'_I(U(Po) o...o0(PR,)) C U_l(O'(PO)) 0...0 U_I(O'(Pr)) =Pyo...0oP,.
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Por tanto
o(Py)o...oo0(P)=0c(c" Y o(P)o...0o0(P,))) Ca(Pyo...oPR,).

(2) (e) Sea L una variedad lineal proyectiva de P(V'). Existen puntos Py, ..., P, tales que
L=PFyo...0oP,. Por (d), o(L) =0c(FPy)o...o00(P,) que es una variedad lineal proyectiva.
Reciprocamente, si o(L) es una variedad lineal proyectiva, existen Pj,..., P, € P(V) tales
que o(L) = Pjo...o Pl Por ser 0~! colineaciéon proyectiva
L=0o"Yo(L)=0"YP)o...oco7 (P).
(2) (f) Se sigue de que o es aplicacion biyectiva.
(2) (g) Si pdimILL = r, entonces existen puntos Fy,..., P, tales que

L=PFPo...0oP,.

Por (d) o(L) = 0(Py) o ...00(P,), de donde se sigue que pdimo(L) < r.
Analogamente, por ser o~ colineacion proyectiva pdim . = pdim o ~*(o(IL)) < pdim o(LL).
O

Proposicion 3.19. Sean V y V' espacios vectoriales de igual dimension finita n > 2 sobre
K y K', respectivamente. La aplicacion o : P(V) — P(V') es una colineacion proyectiva
st, Y solo st,

(1) o es una aplicacion biyectiva.

(2) Si L es una variedad lineal proyectiva de P(V') entonces o(L) es una variedad lineal

de P(V') y pdimL = pdim o (LL).

Demostracion. Si o es una colineacion proyectiva, (2) se sigue de la proposicion 3.18.
Supongamos que se verifican las condiciones (1) y (2). Sea P € P; o P» y veamos que
o(P) € o(P) oo(P,). El caso P; = P; es trivial. Supongamos que P; # Py. Por ser o
aplicacion biyectiva, o(P;) # o(P2) y entonces o(P;) o o(P2) es una recta.
Dado que o(P1),0(P) € o(P) o Py), se tiene que o(Py) o o(P2) C o(P; o P3). Ademas
tenemos que pdim (o(Py) o 0(P)) = 1 = pdim (P; o P;) = pdimo(P; o P) y por tanto
O'(P)EO'(Plo_PQ):O'(Pl)OO'(PQ). O

Proposicion 3.20. Sea V' un espacio vectorial sobre K y PG(V') el conjunto de colinea-
ciones proyectivas de P(V'). Se tiene que PG(V') es un grupo con la operacion composicion.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 3.18. OJ

3.3. Aplicaciones semilineales proyectivas

Proposicion 3.21. Si f: V — V' es un isomorfismo semilineal respecto a pu: K — K/,
entonces (f, ) induce la aplicacion biyectiva

P(f,p) : P(V) = P(V'), P(f,wlv]=[f(v)], VY[v]€P(V).
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Demostracion. La aplicaciom P(f, u) es inyectiva. En efecto, si v1,v2 € V son tales que
[f(v1)] = [f(v2)], entonces existe N € K’ tal que f(v1) = X f(v2). Sea A € K tal que
pu(A) = N. Se tiene que f(v1) = p(N) f(v2) = f(Ave). Asi, v1 = Avg y por tanto [v1] = [ve].
La aplicacion P(f, u) es suprayectiva puesto que f es suprayectiva. O

Definicion 3.22. Se dice que una aplicacion 3: P(V) — P(V’) es un isomorfismo semili-
neal proyectivo si existe un isomorfismo semilineal (f,p): V — V', tal que 5 = P(f, u).

Ejemplo 3.23. La aplicacion 3: P(C3) — P(C?) dada por B([zo, 71, 22)]) = [izo+21, 200+
(1 + 1)@y, (1 —i)z1 + 22)], donde z; es el complejo conjugado de z;, para i = 0, 1,2, es un
isomorfismo semilineal proyectivo.

Proposicion 3.24. (1) Si g: P(V) — P(V') y 5: P(V') — P(V") son isomorfismos
semilineales proyectivos, entonces 3o 3’ es un isomorfismo semilineal proyectivo.

(2) Lpay: P(V) — P(V) es un isomorfismo semilineal proyectivo.

(3) Si B :P(V) — P(V') es un isomorfismo semilinal proyectivo, entonces 371 es un
1somorfismo semilineal proyectivo.

(4) Sea B :P(V) — P(V') un isomorfismo semilinal proyectivo. Se tiene:
(a) Si L es una variedad lineal proyectiva de P(V'), entonces B(L) es una variedad
lineal proyectiva de P(V').
(b) Si V tiene dimension finita y L es una variedad lineal proyectiva de P(V),
entonces pdim B(IL) = pdim (L).

Demostracion. (1) Si 8 =P(f,n) y 8/ =P(f', 1), entonces
B'0B=P(f o f,u o).

(2) Tpvy = P(1y, 1k).
(3) Si ,8 IP’(f, u), entonces B =P(f~1, u7t).
(4) Sea . = P(U) siendo U un subespacio de V. Se tiene que 5(L) = P(f(U)).
(4) (a) Por la proposicion A.6 (3) (d), f(U) es subespacio de V'. Asi, P(f(U)) es una
variedad lineal proyectiva de P(V).
(4) (b) Por la proposicion A.6 (3) (d), dimg U = dimgs f(U). Por tanto, pdimL =
pdim S(L) O

Proposicion 3.25. Sean V' y V' espacios vectoriales de igual dimension finita sobre los
cuerpos K y K', respectivamente. Si : P(V) — P(V') es un isomorfismo semilineal pro-
yectivo, entonces B es una colineacion proyectiva.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 3.19 y 3.24 (4). O

Proposicion 3.26. Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K yPGSm(V') el conjunto
de isomorfismos semilineales proyectivos de V. Se tiene que el conjunto PGSm(V') es un
grupo con la operacion composicion.

Demostracion. Se sigue de la proposicion 3.24 (1), (2) y (3). O
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Definicién 3.27. Se llama homotecia de razon A € K — {0} a la aplicacion K-lineal
A: V — V dada por A(v) = Av, para cada v € V. Denotaremos por H (V) el conjunto de
las homotecias de V.

Proposicion 3.28. H (V) es un grupo abeliano con la operacion composicion.

Demostracion. Si A,y € K — {0}, entonces M2 = Ao, Ademids, 1 = 1y y A =
AL OJ

Proposicion 3.29. Sean V y V' espacios vectoriales de dimension finita sobre los cuer-
pos K y K', respectivamente, con pdimP(V) = pdimP(V') > 1. Sean (f1,11) y (f2, p2)
isomorfismos semilineales. Son equivalentes

(1) P(f1, 1) = P(f2, u2)-
(2) w1 = p y existe X € K' — {0}, tal que fo = Ao fi.

Demostracion. (1) = (2) Para todo v € V, [fi(v)] = [f2(v)], de lo que se sigue que
f2(v) = Ay fi(v) con A\, € K/ —{0}. Veamos que A\, = A/, para todo v,v' € V. Siv,v' € V
son vectores linealmente independientes, se tiene

f2(v+0") = fo(v) + f2(0)) = X fi(0) + A f1 (V)
fa(v + ') = A [1(0 4 0) = Aogor f1(0) + Apr f1 (V)

Dado que fi(v) y f1(v") son K’-linealmente independientes, se sigue que Ay, = A\ypyr = Ay
Si v y v’ son linealmente dependientes, como dim V' > 2 existe v” € V tal que v ¢ (v) =
(v'). Por tanto A, = A\, = A\,. Poniendo A = ), se tiene fo = Ao f].

(2) = (1) Supongamos que fo = Ao fi y u1 = pg. Para todo v € V, se tiene

P(f2, )] = P(Xo fi,m)] = [(Ao f1)(v)] = N fi()] = [f1(v)] = P(fr, p)[v]. O

Definicién 3.30. Sean V' y V' espacios vectoriales sobre K. Se dice que el isomorfismo
semilineal 5 =P(f, p): P(V) — P(V’) es una proyectividad si p = 1.

Proposiciéon 3.31. Sea V' un espacio vectorial de dimension finita > 2. La aplicacion:
P:GSm(V) —» PGSm(V), P(f,n) =P(f, p).
es un homomorfismo de grupos sobreyectivo cuyo nicleo es el grupo H(V).
Demostracion. La aplicacion P es un homomorfismo de grupos puesto que
P((f's 1) o (fsn) =P (f o fup 1) =P(f o f,p 1) =P(f', 1) o P(f, )

Si (f, 1) € GSm(V) esta en el nticleo de f, entonces P(f, 1) = 1pyy = P(ly,1x). Por la

proposicion 3.29, existe A € K’ — {0} tal que f = A. Por tanto f € H(V). O
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3.4. Encaje de un espacio afin en un espacio proyectivo

Proposicion 3.32. Sea V' un espacio vectorial sobre K de dimension finita > 2, H = P(H)
un hiperplano de P(V) y c € V. — H. La aplicacion:

p:c+ H—=P(V)
dada por p(v) = [v], es una aplicacion inyectiva y su imagen es P(V') — H.

Demostracion. Si[c+hi] = [c+ha], entonces existe A € K —{0} tal que c+h; = A (c+ha).
Como ¢ ¢ H, se tiene que 1 — A = 0 y por tanto vy = va.

Claramente ¢(c + H) C P(V) — H. Ademas, si [v] € P(V) — H, dado que v ¢ H y
V = {(c¢)+ H, entonces v = Ac+h, paraalgain A € K — {0} y h € H. Asi, [v] = [Ac+h] =
[c+ A71h] = p(c + A7 1h). O

Definicion 3.33. La aplicacion ¢: ¢+ H — P(V), dada por ¢(v) = [v], se llama encaje
del espacio afin ¢+ H en el espacio proyectivo P(V'). El hiperplano H = P(H) se llama
hiperplano de puntos en el infinito.

C+H ! /

Definicién 3.34. Sea L una variedad lineal afin de ¢ + H. Se llama variedad lineal com-
pletada proyectiva de L respecto al encaje ¢: ¢+ H — P(V) a la menor variedad lineal
proyectiva de P(V') que contiene a ¢(L), es decir a ¢(L).

Proposicion 3.35. ([4, Ch. II, Theorem 7]) Sea L = a + U una variedad lineal afin de
c+ H. Se tiene:

(1) (L)

P({L))=P((a)+U).
(L) U P(U), puesto que

S
5
=
I
S

(3) pdim (L) = dim L.

(4) pdim (¢(L) N H) =dim L — 1.
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(5) Eziste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de variedades lineales no vacias
de ¢ + H y el conjunto de variedades lineales proyectivas de P(V) que no estin

contenidas en H, dada por L — @(L). Ademds, si L1 y Lo son variedades lineales de
c+ H, entonces:

(a) L1 C Ly <= ¢(L1) C ¢(L3).

(b) L1 || Ly <= »(L1) N HC ¢(L2) N H o ¢(L2) NH C ¢(L1) N H.

Demostracion. (1) Probemos que (L) = (a) + U. Sea W subespacio de V' tal que L C W.
Como a € L, (a) C W. Ademés, U C W puesto que para todou € U, u = —a+a+u € W.
Asi, (L) =(a)+U CW.

Veamos que P((L)) es la menor variedad lineal proyectiva que contiene a ¢(L). Sea
P(W) variedad lineal proyectiva tal que ¢(L) C P(W). Como L C W, P((L)) C P(W).

(2) Claramente ¢(L) C P(V) — H. Sea ahora P € P(V), P € ¢(L) y P ¢ H. Existe
Aa+u ¢ H tal que P = [Aa + u]. Dado que Aa +u ¢ H, se tiene que A # 0. Asi
P =la+ X1tu] = p(a+ A"tu) € p(L). Por otra parte, puesto que Aa + v € H implica
A =0, se tiene que p(L)NH =P(((a)+U)NH)=PU).

(3) Por (1) (L) =P((a)+ U), y dado que (a) N U = {0}, se tiene que

pdimp(L) =dimg((a) + U) — 1 =dimg(a) + dimg U — 1 = dim L.

(4) Por (2), pdim (L) NH = pdim (P(U)) = dimg U — 1 =dim L — 1.

(5) Si L = a + U es una variedad lineal de ¢ + H, entonces ¢(L) = P((a) + U) ¢ H,
puesto que (a) +U ¢ H.

Denotemos por A el conjunto de variedades lineales afines de ¢ + H y por P(V) el
conjunto de variedades lineales proyectivas de P(V'). La aplicacion

p:{Le A|[L#2} > {LeP(V)|LgH},

dada por (L) = ¢(L), es una aplicacion inyectiva. En efecto, si L1 y Lo son variedades
lineales afines no vacias y ¢(L1) = ¢(L2), entonces por (2),

o(L1) = p(L1) N (P(V) —H) = p(L2) N (P(V) — H) = p(La),

y por ser  una aplicacién inyectiva, se tiene L1 = Lo.
Sea ahora P(W) una variedad lineal proyectiva tal que P(W) ¢ H. Dado que W ¢ H,
entonces W 4+ H = V. Utilizando la identidad de Grasman se tiene

dlmK(W N H) =dimg W +dimg H — dimg V =dimg W — 1,

y por tanto WNH es un hiperplano de W. Seaw € W, w ¢ H. Se tiene que (w )+(WNH) =
Wy(w)+H=V.Sic=Aw+ h, entonces \w =c— h € c+ H y la variedad lineal afin
Aw+ (W N H) verifica

eAw+(WnNH))=P(Aw)+(WnH))=P(w)+(WNH)) =P(W)

(5) (a) Sean L; y Lo variedades lineales no vacias de ¢ + H. Si L1 C Lg, entonces
©(L1) C ¢(L2) y por tanto ¢(L1) C ¢(L2). Reciprocamente, si ¢(L1) C ¢(Ls2), por (2),

p(L1) = (L) N (P(V) —H) C ¢(Lz) N (P(V) —H) = ¢(La),
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y por ser  una aplicacién inyectiva, se tiene Ly C Lo.

(7) Sean Ly = a1 + Uy y Ly = ag + Uy variedades lineales afines de A. Se tiene que
Ly || Le si, y solo si, Uy € Uy o Us C Uy o, equivalentemente, si P(U;) C P(Us) o
P(Uy) € P(U;). El resultado se sigue de (2). O

Definicién 3.36. Se llama encaje de un espacio afin de dimensién n sobre un cuerpo K,
en un espacio proyectivo de dimensién n sobre K, a la composicién de una colineacién afin
y un encaje como el de la definicion 3.42.

Ejemplo 3.37. La aplicacién
j: R = P(R?)

dada por j(z1,22) = [(1, 21, 22)] es un encaje de R? en P(R?) que se llama encaje canénico.
La recta H = {[(0,21,22)] | (71,22) € R? — {0}}, se dice que es la recta de puntos del
infinito de R?.

3.5. Teorema fundamental de la geometria proyectiva

Sean V' y V' espacios vectoriales sobre los cuerpos K y K’, respectivamente, tales
que dimV = dimV’ > 3. En esta secciéon vamos a probar el teorema fundamental de la
geometria proyectiva, que afirma que toda colineacion proyectiva o: P(V) — P(V’) es un
isomorfismo semilineal proyectivo. La demostraciéon dada utiliza el encaje del espacio afin
en el espacio proyectivo, estudiado en la seccién anterior, para relacionar las colineaciones
afines y proyectivas, y también el teorema fundamental de la geometria afin

Finalmente, veremos que el teorema fundamental de la geometria afin se puede obtener
a partir del teorema fundamental de la geometria proyectiva, definiendo el espacio vectorial
universal asociado a un espacio afin y utilizando de nuevo el encaje del espacio afin en el
espacio proyectivo.

Teorema 3.38. (Teorema fundamental de la geometria proyectiva) Sean V' y V' espacios
vectoriales de igual dimension finita n > 3 sobre los cuerpos K y K', respectivamente. Si
o: P(V) — P(V') es una colineacion proyectiva, entonces o es un isomorfismo semilineal
proyectivo.

Demostracion. Sea H = P(H) un hiperplano de P(V) y o(H) = P(H') = H'. Sean
ceV—-—Hyd eV —H'. Dado que ¢': ¢ + H — P(V’) es una aplicacion inyectiva
cuya imagen es P(V’) —P(H'), también denotamos ¢’: ¢ + H — P(V') —P(H’). Conside-
remos el cuadrado conmutativo

c—f—HLP(V)

Jd+H —2 5P

donde ¢ y ¢’ con los encajes de c+ H y ¢ + H' en P(V) y P(V’), respectivamente, y

ach_looocp:c—i—HHc’—i—H'.
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Veamos que « es una colineacion afin. La aplicacion « es biyectiva, puesto que si a(x) =
a(y), entonces o(¢(x)) = o(p(y)) y por ser o y ¢ aplicaciones inyectivas, z = y. Ademas
siz’ € d 4+ H', existe [z] € P(V) — H tal que oz] = [2']. Siy € ¢+ H es tal que [z] = [y],
entonces a(y) = .
Sea L una variedad lineal afin de ¢+ H. Probemos que (L) es una variedad lineal afin
de ¢ + H' y que dim L = dim «a(L). Se tiene
a(L) =¢'a(p(L) = ¢ o (o(L) N (B(V) — H))

=¢' o (p(L)) N (B(V) — H')).

Dado que ¢(L) ¢ H, o(o(L)) ¢ H'. Por ser o colineacion proyectiva, o(p(L)) es una
variedad lineal proyectiva de P(V'). Por la proposicion 3.35 (5), existe una variedad lineal
afin L' de ¢ + H' tal que o(p(L)) = ¢/(L’). Por tanto

a(L) =@ (Y@)) NPV -H)) = (L) = L.

Ademas,

dim L = pdim ¢(L) = pdim o (p(L)) = pdim (¢/(L/)) = dim L.

Por el teorema fundamental de la geometria afin (teorema 2.49), o es un isomorfismo
semilineal afin, es decir, existe una aplicacion semilineal (f,u): H — H' tal que

ala+h)=ala)+ f(h), a€c+H, he H.

Consideremos la aplicacion

f:V={(c)oH — (alc))o H =V’
Ac+ h— p(N) ale) + f(h).

Veamos que f es una aplicacion semilineal respecto a .

FOM e+ hi 4+ Aac+ ha) =M + A2) ale) + f(hy + ho)
=u(A1) ale) + f(h1) + p(A2) ale) + f(h2)
=f(Arc+hy) + f(hac+ h),

Fla(hc + h) =f(are + ah) = p(a)a(c) + g(ah)
=p(a) p(N) a(c) + p(a) f(h) = p(a) f(Ae+ h),

para todo a € K. Ademas, f es una aplicacién biyectiva; para probar que f es una aplica-
cién inyectiva, como V' y V' son espacios vectoriales de igual dimension finita, es suficiente
probar que f es inyectiva. Supongamos que f(Ac+h) =0y que afc) = + 1, h' € H'.
Se tiene

fe+h) = pNa(e) + f(h) = p(A) ¢ + p(N) B + f(h) = 0.
Luego, u(A)d = —u(M)h' — f(h) € (YN H = {0}. Asi, u(A) = 0, f(h) = 0. Por tanto,
Ac+h=0. . .
Dado que P(f, u)[h] = [f(h)], se tiene que P(f, u)(H) = H'. Ademas,

(B(f, 1) 0 @)(c+h) = [a(c) + f(h)] = (¢" 0 a)(c +h).
Veamos que P(f, p) = o
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» Sifz] e P(V)—H, [z] = [Ac+h], \ € K —{0}, h € H, entonces
ola] =ole+ A7'h] = (g o g)(c+ AT'h) = (¢ o a)(c+ AT'h)
=¢(a(e) + n(A")f(h) = [n(Na(e) + F(h)] = P(f, p)lz].

» Si [h] € H, veamos que o[h] = [f(h)]. Dado que ¢’ a(c+ (h)) = ocp(c+ (h)), se
tiene

¢'(alc+ (h))) Colelc+ (),
y teniendo en cuenta las identidades
pdim ¢/ (a(c+ (h))) =dim a(c+ (h)) =dim (c+ (h))
=pdim p(c+ (h)) = pdimo(p(c+ (h))),

se llega a la igualdad o(¢(c+ < h >)) = ¢’ a(c+ < h >) . Por tanto
a{[h]} =o(p(c+ < h >)NH) =o(p(c+ < h >))NH
=(¢'(alct+ < h >)))NH = ¢/(alc)+ < f(h) >)NH = {[f(h)]}
=P(f, m){[h]}-

Asi, o =P(f, pu). O

Observacion 3.39. El teorema fundamental de la geometria proyectiva no es cierto, en
general, si pdimP(V) = pdim P(V’) = 1. En este caso las colineaciones proyectivas de P(V)
en P(V') son las aplicaciones biyectivas y no toda aplicacion biyectiva de P(V') en P(V')
es un isomorfismo semilineal afin.

Por ejemplo, ninguna aplicacién biyectiva o: P(R?) — P(R?) distinta de la identidad
que deje fijos tres puntos distintos es una proyectividad. En efecto, sea P(f): P(R?) — P(R?)
una proyectividad que deja fijos los puntos [v1], [v2] v [vs], [v1] # [v2] # [vs]. Dado que los
vectores v1 y vo son linealmente independientes tenemos vs = avy + bvy con a # 0 por ser
[vs] # [v2] ¥ b # 0 por ser [vs] # [v1]. Los vectores vj = avy y v) = bvg son linealmente
independientes, luego {v],v5} es una base de R?. Se tiene

olvi] = [f(v1)] = [v1], ofvy] = [f(v3)] = [vh], o[v] +v5] = [f(v] + )] = [v] + 3],
y entonces existen A1, Ao, A3 € R tales que f(v]) = A\ o], f(v)) = Xevh y f(v] +vh) =
A3 (v} + v)). Por tanto, A; = A2 = A3. Poniendo A = \; se tiene que f = A y por tanto
g = 11@(‘/).

Si F' es un cuerpo finito con mas de 4 elementos, existen aplicaciones biyectivas o :
P(F?) — P(F?) que no son isomorfismos semilineales afines. En efecto, sea |F| = q = p',
con p primo. Por la proposicién 3.31 se tiene un isomorfismo de grupos

GSm(F?)

HFD) ~ PGSm(F?)

y entonces
|GSm(F?)| = |PGSm(F?)| |H(F?)]|.
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El ntimero de isomorfismos ji-semilineales de F? en F? es (¢? — 1)(¢*> — q) y el ntimero de
automorfirmos de F es t. Por tanto |GSm(F?)| = t(¢> — 1)(¢* — ¢). Dado que |H(F?)| =
q—1, PGSm(Fz)‘ =t(g>—1)q.

El nimero de elementos de P(F?) es ¢ + 1 y por tanto el nimero de aplicaciones
biyectivas de F2 en F? es (q+1)!. Para ¢ > 5 se tiene que t(¢?> —1)q < (g+1)!, y por tanto
existen mas colineaciones proyectivas de P(F?) en P(F?) que isomorfismos semilineales
proyectivos.

Definicién 3.40. [2, (3.1.7)] Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. Se llama
espacio vectorial universal asociado al espacio afin A al conjunto V = (K* x A)| |V con
las operaciones:

/

—
" P st A+ X #0,

s (MP)+ (N, PY=N+N,P+

—
e \P)+ (N, P)=AP'P,si A+ N =0,
(A P)+v=(\P+ 11,

k(\, P) = (k A\, P), para todo k € K*,

0\, P)=0,
para todo P,P’ € A, \,\ € K* y para todo v € V y donde ademaés la adiciéon de
elementos de V' y su multiplicaciéon por escalares es la original.

Vamos a construir un encaje del espacio afin A en el espacio proyectivo P(V'). Para
esto, definiremos una afinidad de a: A — {1} x A, donde {1} x A es un hiperplano afin de
V.

Proposicion 3.41. En las condiciones de la definicion anterior, se tiene

(1) V es un subespacio de V.

(2) Para cada A € A, se tiene que V = ((1,A)) & V.

(3) {1} x A= (1,A)+V es un hiperplano afin de 1% que no pasa por 0.
(4)

4) La aplicacion a: A — {1} x A, dada por o(P) = (1, P), es una afinidad cuya aplica-
cton lineal asociada es 1y, .

(5) Si R = {P1,...,Py;Q} es una referencia afin de A con base asociada B, enton-
ces a(R) = {(1,P1),...,(1,P,); (1;Q)} es una referencia afin de {1} x A con base
asociada B.

Demostracion. (1) es trivial. N

(2) Claramente, ((1,A)) &V C V. Por otra parte, sea (A, P) € K* x A. Puesto que
P=A+ ﬁ, se tiene que (A, P) = (\,A) + AAP.

(3) Se sigue de las igualdades (1, P) = (1, A) + AP y (1,A) +v=(1,A+v).

(4) Para cualesquiera P,Q € A, se tiene
a(P)a(Q) = (1,P)(1,Q) = (1,Q) - (1,P) = (1,Q) + (-1, P) = PG.
(5) Se sigue del apartado anterior y de A.27 (4). O
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Definicion 3.42. Sea A un espacio afin sobre el espacio vectorial V. Se llama completado
proyectivo de A al espacio P(V). La aplicacion @: A — P(V), dada por $(P) = [(1, P)], se
llama encaje del espacio afin A en su completado proyectivo. El hiperplano P(V') se llama
hiperplano de puntos del infinito del encaje ©.

La aplicacion ¢: A — P(V') es composicion de la afinidad a: A — {1} x A = (1,A)+V

y el encaje ¢: (1, A) +V — P(V) dado por ¢((1, A) +v) = [(1, A) + v], para todo v € V.

Vamos a ver como el teorema fundamental de la geometria afin, que ya hemos probado
(teorema 2.49), también se puede obtener a partir del teorema fundamental de la geometria
proyectiva.

Teorema 3.43. (Teorema fundamental de la geometria afin) Si A y A’ son espacios afines
de igual dimension n > 2 sobre los espacios vectoriales V y V', respectivamente y 7: A — A/
es una colineacion afin, entonces T es un isomorfismo semilineal afin.

Demostracion. Sea 7: A — A’ una colineacion afin, A € A y A’ € A’. Vamos a denotar
(1, A) por cy (1,A") por ¢. Consideremos el diagrama conmutativo

A—2 scrV

A/LCI—}-V/

donde 7 = o/ oToa~!. Por las proposiciones 2.37 y 2.35, la aplicacion 7 es una colineacion
afin. Pongamos ¢ = (1, A), H=P(V) y H =P(V").

Consideremos la aplicaciéon o : P(V) — P(V') definida de la forma siguiente:

o Sifz] e P(V) —Hy [2] = [21], 21 € ¢+ V, or[z] = [T(21)]

e Si[z] e Hy T(c+ (x)) =7(c)+ ('), entonces o, [x] = [2]. Veamos que en este caso
o, no depende de c. En efecto, 7(a+ < = >) = T(a)+ < 2’ >, puesto que T lleva rectas
paralelas a rectas paralelas.

Vamos a probar que o, es una colineacién proyectiva. De la definicién de o, se sigue
que el cuadrado

c+V —2 5 P(V)

d+V — PV

es conmutativo. La aplicacion o, es inyectiva. En efecto, sean [x1], [x2] € P(V) tales que
orlr1] = orlxa]. N _

Si or[x1] = o-[z2] € P(V') — H', entonces [z1], [x2] € P(V) — H. Pongamos [x1] = [y1],
[zo] = [y2] con y1, y2 € ¢+ V. Se tiene

©'(T(y1)) = [F(1)] = orlan] = o7[2a] = [F(y2)] = ¢'(T(12)),

y dado que ¢’ y 7 son aplicacions inyectivas, y1 = yo.
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Sio[z1] = or[x2] € H', entonces [x1], [z2] € H. Se tiene que si ?(c+(fn1 )) =T7(c)+(x))
y T(c+ (x2)) = 7(c) + (24 ), entonces o,[x1] = [z]] y or[xe] = [z]. Dado que [}] = [25],
entonces (2} ) = (%) y por tanto 7(c + (x1)) = T(c+ (x2)). Dado que T aplicacion

biyectiva ¢ + (1) = ¢+ (x2). Asi, [x1] = [z2].

Veamos que o es aplicacion suprayectiva. Sea [z/] € P(V') — H' y [2/] = [¢/] con
y ed + V' yseaxec+V tal que 7(z) = y/. Se tiene que o,[z] = [T ( N =1[]=12]S
[2'] € I, se tiene que 7 1(7(c) + (2')) = ¢+ (z) con x € V, luego o, [z] = [2].

Vamos a probar que o lleva variedades lineales proyectivas a variedades lineales pro-
yectivas. Sea L una variedad lineal proyectiva de P(V).

» Si L ¢ H, por la proposicion 3.35 )(5), existe una variedad lineal afin L = a + U
de ¢+ V tal que ¢(L) = L. Se tiene que 7(L) = 7(a) + U'. Veamos que o,(L) =
P((7(a)) + U'). Dado que . = P({a) + U), para todo A € K — {0} y todo u € U,

orNa+u) =orfa+ 2"t = [Fla+ A )] € P((F(a)) + U").

y orlu] = [W] € P(U) C P((7(a)) + U’), siendo 7(a + (u)) = 7(a)
o-(L) c P({(7(a)) + U"). De forma analoga se prueba que P((7(a)) + U’)

ﬁ‘l’
:l>
2

(

» SILCH,L=PU),U CHy77(c+U)="7(c)+ U, se tiene que (L) = P(U").
En efecto, si u € U y 7(a + (u)) = 7(a) + (') , entonces o-[u] = [u'] € P(U’). Asi,
o-(L) C P(U"). Por otra parte, si [u'] € P(U’), dado que a + U = 71 +
existe u € U tal que T(a + (u)) = 7(a) + (v’). Luego, [v'] = o,[u] € o,(L).

Se tiene
pdimo,(L) =dimL = dim 7(L) = pdim o (L).

Por la proposicion 3.19, o, es una colineacion proyectiva. Ademaés, o (H) = H'.

Dado que o, es una colineacién proyectiva, el teorema fundamental de la geometria
proyectiva afirma que o, es un isomorfismo semilineal proyectivo, es decir, existe un iso-
morfismo semilineal (f, u): V = V' tal que oy = P(f, ). Vamos a probar que

ﬁ:golfloafogozc+V—>c/+V/

es un isomorfismo semilineal afin. Dado que V! = (¢ )Y@ V' y f(V) = V', es f(c) = A+,
A # 0, para algiin v/ € V', Asi,

Ble+v) =¢ O+ W) =@ T+ AT AT (@) =+ AT+ AT f(v), veV

Sic+wvi,c+ vy € c+ V, se tiene

Bc+v1), Ble+vy) = A" flvg —v1) = A" fc+ v1, ¢ + v9).

Dado que f(V) = V' la aplicacion f|y: V — V' dada por f|y(v) = f(v), es un isomorfismo
semilineal respecto a u. Por tanto, la aplicacion 8 es un isomorfismo semilineal afin con
isomorfismo semilineal asociado (A~!f|y, it). Veamos que 3 = 7:

Blet+v) = (¢ oor0p)(ctv) = ¢ (o) (c+v)]) = ¢ [Flc+v)] = F(ctv), veV.

Dado que a: A = c+V y a': A" — ¢ +V’ son afinidades y que 7 es un isomorfismo semi-
lineal afin con isomorfismo semilineal asociado (A™1f|y, 1), la colineaciéon afin 7: A — A’
es un isomorfismo semilineal afin con isomorfismo semilineal asociado (A~! f|y/, ). O
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Observacion 3.44. Sea A un espacio afin sobre V' y A’ un espacio afin sobre V’. Se tiene
una aplicaciéon biyectiva @ entre el conjunto de colineaciones afines de 7: A — A’ y el
conjunto de colineaciones proyectivas o : P(V) — P(V) tales que o(H) = H'. La aplicacion
® asocia a cada colineacion afin 7 la colineacioén proyectiva o construida en el teorema 3.43;
su inversa ®~! es la aplicacion que asocia a cada colineacion proyectiva o: P(V) — P(V')
tal que o(H) = H’ la colineacion afin o/ ' o ¢/ oo opoa: A —s A’. Esta aplicacion
biyectiva @, induce una biyeccion entre el conjunto de isomorfismos semilineales afines
7:A— A’ y el conjunto de isomorfismos semilineales proyectivos 8: P(V) —P(V’) tales que
B(H) = H'. N

En particular, se tiene un isomorfismo de grupos entre el grupo PGy (V) formado por
las colineaciones proyectivas o: P(V) — P(V) tales que o(H) = H y el grupo S(A) de
colineaciones afines de A; este isomorfismo induce un isomorfismo entre el grupo PGSmy (V)
de isomorfismos semilineales proyectivos : P(V) — P(V) tales que S(H) = H y el grupo
GS(A) de isomorfismos semilineales afines de A.
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A. Aplicaciones semilineales

Definicién A.1. Sean V y V' espacios vectoriales sobre K y K’ respectivamente y sea
u: K — K’ un isomorfismo de cuerpos. Se dice que la aplicacion f: V — V' es una
aplicaciéon semilineal respecto a p si verifica:

flavi +bva) = pla) f(vr) + w(b) f(v2), Yvi,v2 €V, Va,be K

Denotaremos por (f, ) la aplicacion f semilineal respecto a p. Si ademés f es una aplica-
cion biyectiva diremos que (f, 1) es un isomorfismo semilineal.

Obsérvese que si K = K' y i = 1k, entonces la definicion anterior es la definicion de
aplicacion lineal.

Ejemplo A.2. La aplicacion f: C? — C3 dada por f(xg,z1,22) = (2o + izy, 21 + (1 —
i)Z2,22), donde z; es el complejo conjugado de x;, para i = 0,1,2, es una aplicacion
semilineal respecto a u: C — C, siendo p la aplicacién conjugacion.

A.3. Nota.

(1) El tnico automorfismo de cuerpos de Q es la identidad. En efecto, si p: Q — Q es
un automorfismo de cuerpos, entonces p(1) = 1. Por ser u automorfismo del grupo
aditivo de Q, entonces p(m) = m, para cada m € Z. Dado que 1 = pu(n/n) =
p(n)p(1/n) = np(l/n) se tiene que pu(1/n) = 1/n. Asi, u(m/n) = m/n.

(2) El tnico automorfismo de cuerpos de R es la identidad. En efecto, si p: R — R
es un automorfismo de cuerpos, entonces g = lg. Ademds p conserva el orden
puesto que si x,y € Ry o < y, entonces x —y = 22, con z # 0 y por tanto
pw(w) — p(y) = u(z)? > 0. Sear € Ry x ¢ Q. Veamos que u(x) = . Si u(z) # =,
entonces x < p(x) o p(x) < x. Supongamos que x < u(x). Por ser Q denso en R,
existe m/n € Q tal que z < m/n < p(x). Asi, p(z) < m/n < p(x).

(3) Existen infinitos automorfismos de cuerpos de C [3, Exercise (4), pg. 219].

Las aplicaciones semilineales tienen muchas de las propiedades de las aplicaciones li-
neales.

Lema A.4. Sea B = {v1,...,v,} una base de V, vj,...,v,, € V' y p: K — K’ un

' n
isomorfismo de cuerpos. Existe una tinica aplicacion semilineal respecto a u, f:V — V/,

tal que f(v;)) =vl,i=1,...,n.

Demostracion. La aplicacion f: V — V' dada por

FOQ miv) =Y plwi) ),
=1 =1

verifica las condiciones pedidas. O

Observacion A.5. Obsérvese que como consecuencia del lema anterior si pu: K — K’ es
. . . ! .1

un isomorfismo de cuerpos, entonces las aplicaciones f: K" — K ™ semilineales respecto

a u son las aplicaciones de la forma

fx1,. . zn) = (anp(z1) + - oo+ arpp(Tn), - o amipp(1) + oo+ A pe(T2))

cona;j € K' parai=1,...,m,j=1,...,n.

38



Proposicion A.6. Se tiene

(1) Seanp: K — K' yp': K' — K" isomorfismos de cuerpos y sean V, V' y V" espacios
vectoriales sobre los cuerpos K, K' y K", respectivamente. Si (f,pu): V. — V' y
(f', 1) VI —= V" son aplicaciones semilineales, entonces la aplicacion f'of : V. — V"
es semilineal Tespecto a p' o .

(2) Sif: V — V' esunisomorfismo semilineal respecto a p: K — K', entonces f~1: V! —
V es un isomorfismo semilineal respecto a p~' : K' — K.

(3) Sea f:V — V' es una aplicacion semilineal respecto a p: K — K'. Se tiene

(a) St B = {v1,...,vn} una base de V, f es inyectiva si, y solo si, f(B) =
{f(v1),..., f(vn)} es K'-linealmente independiente.

(b) Si B = {v1,...,v,} una base de V, f es suprayectiva si, y solo si, f(B) =
{f(v1),..., f(vn)} genera V',

(¢) SiB ={v1,...,vn} unabase de' V, f biyectiva si, y solo si, f(B) = {f(vi),..., f(vn)}
es base de V.

(d) Si U es un subespacio de V, f(U) es un subespacio de V'. Ademds, si V
tiene dimension finita y f es un isomorfismo semilineal, entonces dimg U =

(e) Si U’ es un subespacio de V', f=1(U’) es un subespacio de V.

(f) SiV tiene dimension finita, entonces dimg V' = dimg Nuc f + dimg f(V).

Demostracion. (1) Se tiene

(f o f)lavy +bva) = f(p(a) f(v1) + p(b) f(v2)) = p'u(a) f/(f (v1)) + 1'1(b) £'(f (v2)).

/

(2) Sean z',y’ € K’ con 2’ = p(z) e y' = p(y), y sean v, vh € V' con v§ = f(v1) y
vh = f(v2). Se tiene

S+ yh) = (@) f o) + p(y) f(v2) = £ (f(zor + yu2))
=avy +yvg = p (@)D + T @) ().

(3) (a) Supongamos que f es una aplicacion semilineal inyectiva. Pongamos

Z I‘; f(vl) = 0)
=1

conz, € K',i=1,...,n. Por ser p isomorfismo, existen z; € K tales que u(z;) = z}, para

t=1,...,ny entonces
0= p(x:) f(vi) = FO i)
i=1 i=1

Por ser f inyectiva, Y ;"  x;v; = 0 y por ser B base z; = 0, para i = 1,...,n. Asi,
z, = p(x;) =0, para i =1,...,n.
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Reciprocamente, pongamos
n
i=1

Se tiene que Y i, p(x;) f(v;) = 0, y por ser f(vi),...,f(vn) vectores linealmente in-
-0,

dependientes u(x;) = 0, para i = 1,...,n. Por tanto x; para ¢ = 1,...,n. Asi,
Z?:l T; Uy = 0.

(b) Supongamos que f es suprayectiva. Dado v' € V/, existe v € V tal que f(v) = v’
Por ser B base de V, existen ; € K, i =1,...,n, tales que v = ) ;" | z; v;. Por tanto,

n

o = ) = 3 ) Fw).

i=1
Reciprocamente, sea v’ € V’. Dado que f(B) genera V', existen 2, € K', i =1,...,n, tales
que v/ =Y ", @ f(v;). Sean x; € K, tales que p(x;) = a} para i =1,...,n. Se tiene que

o= ) f) = FO ] miv).
i=1 i=1

(¢) Es consecuencia directa de (a) y (b).
(d) Sean ',y € K"y f(u1), f(uz) € V. Se tiene

o flur) + 9 fluz) = p(x) fur) + p(y) fluz) = f(zu +yuz) € FU),

donde 2’ = p(x) e y' = p(y).

Si (f, 1) es un isomorfismo semilineal y B es una base de U entonces f(B) es una base
de f(U), por (c). Por tanto, dimy U = dimy f(U).

(e) Sean z,y € K y v1,va € f~1(U’). Se tiene

flavr +yv2) = p(x) fvr) + ply) f(v2) €U

(f) Consideremos la base B’ = {v1,...,v,} de Nuc f. Completamos B’ a una base,
B = {vy,...,v,} de V. Se tiene que f(B) genera f(V) y por tanto {f(vy41),...,f(vn)}
genera f (V). Veamos que los vectores f(vy41),..., f(vn), son linealmente independientes.
En efecto, si

> wlas) f(vi) =0,

r+1
entonces,
n
in v; € Nuc f,
r+1
y por tanto existen xz; € K, 1 =1,...,r, tales que
n T
Zazivi = szvl
r+1 1
Por ser B base de V, se tiene que z; = 0, para i = 1,...,n. Asi, u(z;) = 0, para i =
r+1,...,n. O
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Corolario A.7. Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea GSm(V') el conjunto de
isomorfismos semilineales de V' en V. Se tiene que GSm(V') es un grupo con la operacion
COmMpPosiCLoN.

Demostracion. Se sigue de la proposicion A.6. O

A.8. Matriz asociada a una aplicaciéon semilineal Si f: V — V' es una aplicacion
semilineal respecto a pu: K — K', B ={v1,...,v,} y B’ ={v],...,v},} son bases de V' y
V', respectivamente, poniendo

m
fvi) = Zajiv;», i=1,...,n,
j=1

la matriz
ail oo Q1np

A= (aij) = S men(K/)
aml .. Amn

se llama matriz asociada a (f, ) respecto a las bases By B’.

Proposicion A.9. Sea f: V — V' una aplicacion semilineal respecto a p: K — K'. Sean
B ={v,...,on} y B'={v],..., v} bases de V y V', respectivamente. Sea A = (a;j) la
matriz asociada a (f,p) respecto a las bases B y B'. Siv = xyv1 4+ -+ + zpv, y f(v) =
Tl + -+ 2 vl entonces se tiene:

m=m?’

Ty aii Qin M(-Tl)

:E,lm am1 Amn ,U,(I‘n)

Demostracion.
m n n n m
S =fO wiv) =Y i) foi) =Y pla) O ajiv))
j=1 i=1 i=1 i=1 j=1
m n
j=1 i=1
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