TE41 - FINAL P2021 - LUNDI 21 JUIN 2021

Exercice 1 : Déformations planes- contraintes planes - 5 points

PREMIERE PARTIE : DEFORMATIONS PLANES

Cet état de déformation se rencontre dans le cas de structures allongées dans une
direction donnée (par exemple dans la direction e; ) et identiques a elles-mémes dans
cette direction (tant au niveau géométrique que du chargement).

Cet déformation découle d'un mouvement plan, défini par un champ de déplacement
¢ qui ne dépend donc par de la variable z3 et dont la composante &3 est nulle. C’est-
a-dire que § est de la forme :
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On suppose le matériau homogéne, élastique et isotrope.
1. Donner I'expression du tenseur de déformations linéarisées ¢ .
2. Que constate-t-on sur les composantes €13 , €23 et €33.
3. Pourquoi parle-t-on dans ce cas de déformations planes?
4

. En utilisant la loi de Hooke, donner I'expression du tenseur des contraintes de
Cauchy o.

5. Que vaut la composante o33 7 Pour information, on appelle cela I'effet Poisson.

6. Parmi les trois figures ci dessous, laquelle correspond & un état de déformations
planes ?

DEUXIEME PARTIE : CONTRAINTES PLANES
Les contraintes planes apparaissent par exemple dans le cas de structure mince chargée
uniquement dans son plan.

Une telle structure est appelée une coque et ne doit pas étre confondue avec une
plaque, de géométrie comparable mais chargée perpendiculairement a son plan.

L’état de contraintes planes est défini par le tenseur suivant :

o (z1,22) o12(x1,22) 0
g = 012(9517352) 022($1>372) 0 (2)
0 0 0

1. Ecrire la loi de Hooke inverse qui donne £ en fonction de o et en déduire
I’expression du tenseur des déformations :
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2. Est-on dans un état de déformations planes ? Pourquoi ?

3. Parmi les trois figures ci dessous, laquelle correspond & un état de contraintes
planes ?
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Exercice 2 : Pression dans une sphére - 9 points

On considére une sphére creuse a paroi épaisse (Figure 2 ci dessous), de centre O
dont la surface 02 est constituée de S, de rayon a et S, de rayon b. Elle subit une
pression normale uniforme égale & p; sur sa paroi interne S, et une pression normale
uniforme sur sa paroi extérieure S, égale a p. (Figure 3). On choisit naturellement
les coordonnées sphériques (7, 0, ¢) centrées en O pour étudier ce probléme.

FIGURE 2 — sphére creuse de rayon interne a et rayon externe b

FIGURE 3 — coupe de la sphére : pression p; sur .S, et pression p, sur S

Hypothéses :
— hypothéses des petites perturbations.
— état isotherme.
— pas de forces volumiques.
— matériau homogene, élastique et isotrope.
— le vecteur contrainte sur S, s’écrit : p;e,..
— le vecteur contrainte sur Sy s’écrit : —pce,..
— le vecteur déplacement £ en 0 est nul.
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Indications : Les questions 1, 2, 3 sont indépendantes. Vous pouvez prendre le
résultat pour faire la question suivante.

Questions :

1. Justifier pourquoi le vecteur déplacement § s’écrit sous la forme :

§(r0,0) = rf(r)e, (4)

ou f est une fonction de r.

2. On rappelle que les équations de Navier (résolution par la méthode des dépla-
cements) sont données par :

(A + p) grad(divg) + pAE + pF — kgradt = 0

Montrer que les équations de Navier, en coordonnées sphériques, conduisent
a résoudre 1’équation différentielle suivante :

4f(r) +rf'(r) =0 (5)

3. Vérifier que la solution de 1’équation différentielle (5) ci-dessus s’écrit sous la
forme :

B
§(r,0,2) = £(r) = (Ar + —)e, avec A et B constantes réelles
= = r

4. Calculer le tenseur des déformations linéarisé €.

5. Calculer le tenseur des contraintes :
g = Atrg)l + 2ue

ou (A, ) représente les coefficients de Lameé.

6. Utiliser les conditions aux limites sur les contraintes pour déterminer les constantes

A et B.

7. Donner I'expression de .
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Indications : Opérateurs en coordonnées sphériques

1. Un vecteur v au point M est décomposé dans la base locale orthonormée (e,,
€y, €,)- Ses composantes sont vy, vg, V.

2. Divergence d'un vecteur :

divv—avr—i-l%%— ! a——i—cot9—+2—
= Or r 00 rsinf Op g
3. Gradient d’une fonction scalaire f(M) = f(r,0,¢) :

of 10f 1 of

df = =L -z -
grad f ar & + r 00 < + rsin 0 0@02@

4. Laplacien d'un vecteur :

2 1 O(vg sinb) 1 Ov
A = (A r — 5 \Ur 2
ay s L e A By
2 Ov Vg cosf Ov
A . — L
st ( 90 2sin?0  sin26 d¢ )> %
2 ov, Ovg Vg
A+ r? sinﬁ(&p cot90 5, Op 231116’)) Eo
5. Laplacien d'une fonction scalaire :
0?f  20f 1 0*f 1 0 f 1 0%f
Af = — 4+ —— —cotgh — + ———5——=
F=a2 Trar T e T 2 T g a2
6. Gradient d’un vecteur :
ov, 1(8%_@) 1 1%_0)
or r 00 o r sinfd Oy v
. 8119 1 6’119 1 1 8@9
gradv = 55 G Tl T(Gga, — coef )
v, 1 Ov,, 1, 1 Ov,
or r 00 r(smé’ oy + cotghvo + vr)
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