
 . Universidade &* do Rio de Japeive
Geptro de Ciências Mateníticaam | |

edaNaturega
“ Ins t i tu to  de Geociâncias

- Departamento de Aetrogomia |

DETERMINAÇÃO DE ÚRBITXAS
DE B INÁRIAS  V ISVAIS

o “por
. Sebastião Fernandes Cunha Sebrinho

' o orientador Na

| José Auguato Buarque de Nazareth

melo > 2981



AGRADECIMENTOS o

Em primeiro lugar quero agradecer & todas as pessoas que,

sem qualquer in te resse(sem intenção de se  beneficiar)ajudam qualquer

outro seu  semelhante.

O parágrafo acima aplica-se 'inteiramente ao meu orientador
nes te  p ro j e to ,  José  Augusto Buarque de Nazareth, que conseguiu tempo

e pac iênc ia  para que pudesse tornar realidade este p ro j e to .

Meus sinceros agradecimentos a meus irmãos Abrahão, José
Zacarias e Mauro Lúc io ;  a meu amigo D iórgenes Fen teado ;  a meu t i o

Abãâon e a meus colegas Nanoel Ribeiro da Silva, Regina Ocirema,
Sérgio Fereira e Sérgio V io la .



PALAVRAS CHAVES

- ; Órvitas
Nétodo de Kovialsky,

“ " Binfírias Visuais

RES UNO

Es te  pro j e t o  t ra ta  da obtenção de órbitas de

binarias visuais ãe uma forma geral e da órbi ta da bina-

r i a  visual 488 como i lustração. São recordados conce i tos

bás icos  como Le is  de Kepler e momento angular. São c i ta-

dos os métodos de Kowalsky, Zwier e Thiele sendo .que ao
método de Kowalsky é dada ume prioridade, pois é através
dele que se obtém equi a órbita (verdadeira)  da  binária
488 (para e fe i to  i lus t ra t i vo ) .  A parte principal do refe

r ido projeto trata da determinação das órbitas aparente
e verdadeira de binária visuel ASS ussndo dados Óbtidos
£$oOr A i t ken ,  Van B iesbroeck ,  Leavenworth, Bernewitz e Mag-
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I INTRODUÇÃO,

Estrelas dunlas v isuais ( as est re las  que Serão tratadas a

qu i )  são  nares l i gados  f i s i camente  com ne r íodos  de  revo lução Feral -
” *

mente na faixa de noncos anos a te  nouco mais de mil anos ,

em torno do centro de massa comum (figura 1). Cada membro" do s is tema

b inár io  se  movimenta de  acordo com as  l e i s  de Ken le r .
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) Figura 1 .  I lus t racõo a r esne i t o  ào  movimento das  es t re l as
Mrpinírias v i sua i s  ( ó r v i t as  abso lu tas ) ,  senão :  Ea  órb i ta  abso lu ta  àn
est re la  S , (de  mãior  brilho, v r inc iva l ) ;£a  órvi ta absoluta da es t re la
SS, (de  meno r  brilho, conpenheira): CM O centro de  massa  do  s i s t ema , é
—Tfoco de embas as  Órbi tes (E  e E ) SS 5558 ,  ss 8188  pos i ções  da cs -
— t re la  S, nos i ns tan tes  t , , t  , t , t e  t i s  ,S ,S ,8 ,  0 S as vos i r oes  “a
es t re l a  S ;nos  i ns tan tes  t , t , , t  , t ,  e t , .
Falo)

PP O tse rvamos  ouve, como em toÃão movimento Kev le r i eno ,  AS CON

mnonen tes  s i t ua r - se  semnire em von tos  onos tos ,  r e l a t i vamen te  no  cen t ro

Mãe  messa ,
O

- - (O - ”  E)  É sNeste  trabºrlho não t ra teremos da  determinação das o rb i t os
“ “

Ed LE) » há  [ )  . . EdAenso ln tas ,  po i s  -ara i s so  se r i a  necesso r i o  r ons ide racoes  re la t i vas  so
É. . . - " *“

"mov imen to  p rop r i o ,  o nue  n ºo  se ra  ereíietusão, . Ass im não  da re ros  Sº -
FP), é CL E s a adTese no  ca lev l o  das nasses ,  embora i s so  se ja  de mui ta imnortencia,.
Faso,

- Fa) Lad -- Tomenão ma  es t ra l a  esmo ra fe renc ia ,  a ont ra  se  move rela-—
. bd . . - »mt i v rmen te  A oDr imaira de  mane i ra  à Cesc reve r  1-2 e l i nse ,  onde  a es  -

= ” -  O O - é -"trela de  re fe renc ia  ( es t re l a  5 r inc ins l1 )  e m Aos f ocos ,  à es ta  cu rvê
. . sTEMOS O no re  de  e l i n re  ve rda =.

) e i ra ,  m i re t i -n to ,  o nue se oMSserve, Quan
. 9 À

nº  coo r i sn  dos  re l a t i vas ,  e 2 Qrvhito entrmentTA,  ne  E A MTO
7

E)  . - - %s fe i r a  no n l : no  tangente a es fe ra  ce les te ,  perrvenre ? DE o Le
r)

o
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1º 1 ee D ” 7” pe

i n t e  de  v i r eda ,  :
- . - - A . = . É . = ”

Na de te r v r i nas?o  des  o rb i t =s  vercdsedei ras,  veºr ios seo  08  meo-
*5ãos .  nve  nodem se r  vt+ilirvaeÃãos, Outamos ne lo  "e toão  de  Kora lskv .  E O

As estre las descrevem órbitas elívt icas (orb i tes absolutas)
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exemplo i l vu - t ro t i vo  (pu r te -  iV  e V) é deão pe lo  pur £P9,  Os inótodo- de

Th ic le  e de Zwier forwn c i tadoo pore que o t rubalho vão f i ca - -e  mu i to
r es t r i t o ,  '

s Deve- re  tomar cu idado para .8£o confund i r  ume b izór ia  viguel

com um par  ó t i co ,  po i r  nec te ,  ape-ar  de  =ua" e r t r e l es  es ta rem cepare-  -

das de  me-ma forma que eº cs t re las  de uma b i sá r i a  v i -ue l  (em termos de

RN ot ;ervações v i sua i s  ou  m ic romé t r i cas ) ,  deve-se  levar  em cos ta  que a-

componentes de um pat ó t i co  não estão ligadas finicenme. te (come.:te es-

tão quase na  mesme l i nha  de v i snda ) ,  mes -eparadas t as to  ques to  o So les -.
ectã ceperedo de quelquer outre es t re la ,.

hs es t re l as  b inár ias  podem ce r  c l ass i f i cadas  quento à iscli.-
- . . s s . ' * LAN s snação orb i ta l i e so semi-eixo maior a em; b isar ies  ec l i psen tes ,  viseu
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2is  e espec t roscon i ces .  45 ec l invsantes  apresen tam i sc l i naçoe -  o rb i t e i o

2proximas a 90 , de forma que periodicame;ste uma e - t r e l a  i n t e r cep ta  a
Lam

—- luz da ou t ra ,  ocoerre/;ão ec l i pses .  às v i - us i s  po lem ce r  cepe re ies  Opti
. - . .mce l ren te ,  com in te r fe rôme t ro  ou  com m ic rôme t ro ,  j ê  a” e -npect roscop iceas

por apresentar o ceni-eixo meior ( a ) tem mesor que o des v isueis,A '
C) n E) 4 ”” 2 a— têm ceu  Movimento de tec tado  somente satraves da  otr-ervaçao de velociêde

" PERRENR . -. Ff CAR ” " = .nães  red ia i s  ver igve is  (o  pe r i oão  das eo rec t roscóp i cas  é contado em à :
. s 2n,  Enquanto o das v ísua is  e contado em cnos ) .
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f i g .  2 ) :

( x ,  v ) .

IT  ASPECTOS TRÓRICOS RELATIVOS 48 BINÁRIAS VISUAIS

1 )  CONCEITOS = FÓRNILAS FUNDAMENTAIS
Equação cartesiana da e l i v se  re fe r ida  a seu  centro ( ve r

x
2a (eouvação 1)

À
a FÃ -

L——
ÀNE

Fisura 2 .  E l ivse  desc r i t a  vor  coordenadas retangculares

Equação volar  da  e l i nse  re fe r ida  a seu  f oco  ( ve r  f i g . 3 )  :

a l1 -e ' )
l1+ e cosv

(equação 2 )

m
b

A

Figura 3 .  Elinse descr i ta vor coordenadas nolares ( r , v ) .

Nas equações (1 )  a ( 4 )  temos:
É O s *a é o semi-eixo maior,

2 + [ )b=a  V1I-e e o semi -e ixo  menor ,
2 2VEZ soes  ———— e à excent r ic iádede,

um dos  Tocos  da e l i nse ,O
r

. . : .Iºl aa  d i s tênc ia  entre um nonto aualover da e l ivse e
o f oco  de re fe renc ia ,

44 é o r a i o  ve to r ,  com or igem no f oco  ôde re ferênc ia  e extre

m idade  num Donto qua lnne r ,

v é a anomalia ve rdade i ra ,  ângulo con tado  desde  o e i xo  dos

x ( com oríisem nº es t re l a  o r i nc i va l ) ,  na d i r esão  do mov i

mento até a sosinão da comnºenheira,
( r ,  v )  são  as  coo r i enadas  vo la res  em se  t r a tando  da  e l f

pse verdade i rê ,  |

2e é a d i s t ânc ia  entre um dos f ocos  e O cen t ro  da  e l ionse,

p=  a(1 - e) éosem i  latus rectum,
Te f l  são ,  respec t i vamen te ,  o per ias t ro  e o apoast ro .



” º  DA +

O mov imen to  d=«s es t re l as  b i na r i as  e desc r i t o  ne la  fornmIia

a
LS

“- P
= K (  m , :m , )  (enmuacão 3 )

%

Quando se re lac iona  as massas m, e m, (de S, e S, ) a massa do So l , a
£ 5. ;cons tan te  F passa  a va le r  47 ,  e no r t an to  a formula an te r i o r  se  re  -

duz  à forma
a

mM +m e (enuação 4 )
P

onde . , ,
a e o sem i -e i xo  ma io r , P e o ner iodo de revolucaão, em,  à

m, são  med idas  em un idades  de  massa  so la r .

Se ja  um s i s t ema  b iná r io  comososto de massas m, em,  é sSuvo-

nhamos aque é desvurezível  2a i n f l uênc ia  de  nua lque r  outra massa  sob re

e las .  Como v imos ,  O movimento de ouvalover uma des tas  es t re las  re l a t i

vamente à outra se rá  ume e l i v se ,  com uma num dos f ocos  e a outra des

crevendo es ta  curva ( f i g . 4 ) .  :
y

Mz

> s s

i gu ra  4 .  V é a ve loc idade  re la t i va  de m , .
—

Deve -se  no ta r  aqui as p rop r i edades  do momento engu la r , . L.

Satemos que ses condições postu lades,
— — -
L = r x  mV+=  cons tan te ,

e como o momento engular se  conse rva ,  o mov imento  se  ve r i f i ca  num

vlano inveriante que con tém 7 e r  (plaro da  o rb i t a  ve rdade i re ) .

1 .1 )  LE IS  DE KEPLER

. f '
12 -45  Orb i tas  das tbinérie- são e l i p t i c cs ,  com & es t re l a

pvri:cival ocupesão um dos f ocon .

2r -A Í ree  varr iêe pelo re io  ve to r ,  & , é p roporc io : el

ao in te rva lo  de tempo necessé r i o  para que & es t re l a

companhe i ra  desc reva  a e l í pse .

328-0 produto do quadrado do periodo de revolução pelo



É

cubo  dn  d i s t i nc i a  en t re  my em,  e cons t -n te , .

| 4 + + [ 3  LÁ

Como o r a i o  ve to r  nne  “ne duas  b ina r ia "  va r re  areas i qua i s

em in terva los i r va i s  de temovo, temos que ,  m, comn le ta  um» vo l t a  em

t o rno  de  m , ,  -.em um in te rva lo  de  tempo co r responden te  ao per íodo,

P = e.c, ( equa rcso  5 )
o à o ” Fá

onde,  c e 0 dob ro  da  cons tan te  das areas e Pe  o verioãdo de revo lu  -—

ção ,  *

1.2)  ANOMALIAS EXCÊNTRICA, E, E MÉDIA, M.
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Fi-“vra 5 .  De f i n i não  des  enomal ias excên t r i ca  e rédia, onde  S
ê uma vos i cão  ous loxe r  da  es t re l a  comueanheira na e l í nse  verdasde i ra ,  S

Ce a nos i ”  £o  co r r  es  onden te  da  es t re l a  conmosnkeira no  círevclo maildo
a r ,  P é o f oco  da  e l í nse  ve rdade i ra  ( es t re l a  o r inc i - sa l ) ,  2Peêeonne r i -
mr es t i ro ,  O é o can t ro  à= el Í ívse ve râsde i ra  e do  c í r es l o  aunv i l i s r  Cv
ml íenom= l i s  r ed ia )  é a á rea  t race ejeâea (áreas en t re  o E8rco S 'P e os  ses -
men tos  de re ta  FP e S 'F ) ,  E é o Íngu lo  DOS,

OW Pela  f ianrs  5 no t í - se  que  a anomal i s  excen t r i ca  vem 2 se r

a vDoOSiçao anmul=r do  l i ga r  co r resoonden te  a 8 540 c í r cu lo  aux i l i a r  .

A A á rea 12 do c í r cu lo  au - i l i a r  é verr ida no  in terva lo  ãe

— temo  co r rasnon ien te  4o  ne r í odo  P .  Portanto a á rea  FS 'P  é verriãda
2 RE - + É . *mo in te r va lo  de  tanmso t—M, onde  T e —º encoca da  nescsemem ne lo  naerizss>

2.
) s : r = .corn, À e rea  ES'!'D (&  *") nojde se r  evo resso  como à Giferenona en t re  O EaPA

to r  S ' *Gde  o triênio OS 'F

PP” FS 'P  = S 'CP  — 0S 'F ,

Õ OS'F = e con  D,
e .

one à esnnacs o de  “Yenlaer "

" — ” —erm3Ta=  27 (+= ) .  . ( e rn2nao  6 )e .  = [ r e  a

29
90

9,



A4 equação de Kep ler  descreve uma equação transcedente ent re
. Ff... . -% .

aomealia med ia  e e anomalia excen t r i ca ,

>)
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Cuando se deseja ob te r  a posição ( r  , v )  da companheira (na
Arbi ta verdadêira) a partir da asomalia excêntrica, usa-se as equações
W Y l 4+  e E A ”t+ —-  = 1/7 LEE —> equaçãoR é (3 )  To  te ( )  (equação 7 )
Pr  .

- r = g (1 -ecs  E ) .  — (equação 8 )
A

ns As coorêenades e l íp t ica  retangulares x ey  (tembém chamedas
Coordenadas reduz idas da componente B ) ,  como função de  E são dedas po r
“

O rPr x = mm Ccosv  = cos  E -e  |
PP | (equazão 9 )
We y = T senv=V  -désenkE . ,
PR : :
O CA ” 'O movimento medio em graus por  ano e dada por
O 260º
— = SS .

O As relações e fórmulas acima forem tiradas de ven de Kamp,
Or

-S67, págine 152 .

1 relação entre a distêínciea de uma est re la  & Terra ( à ) , e
Cearelaxe em segundos de arco ( Fr j e  ad i s tânc ia  ferra - So l  ( 1 UA )
C asda po r

o 1 UA ll UA -
” à fisen Tº = “POb2E5S p t  (equação 10 )
229ndo a parelaxe é de 1", temos que 2 distância vele 1 parcec ( 1 =c) ,
Las

yortanto

) 1pc  = 206265 UA,

)

4 partir do resu l tado acima e relacionando a distência Terra - So l  com)

adistêincia pe rco r r ide  pe le  luz em um amo, temos

lpc  = 3 ,26  ano-luz,

1 mo-luz = 6,31 x 10 UA,
parelaxe em graus po r  ano “àsãe vor

"SS: MNA
r a(UA)
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2 2) ÓRBITA APARENTE
2.1)  O Te vam A SER UMA EX&ÍPSE APARENTE

. f
Pe la  f imi ra  6 nodae-se observar  2 e l i nse  ana ren te .

P lano  R
para a n r  f onúen te  à

estena celeste

tinha de esfera 7
v i sada  ce les te

r a ta
e '

vbsenvadoa
yY

. o” sf
Fimura 6 ,  T 1lustranão de  numa e l i nse  ana ren te ,

+ + . - + . "
À o rb i ta  aAvuarente e à np ro jeção  da  orb i ta  verándeaira no  ola
. % . . %

no  nervendieuvutar 2 linha de  v i sada  e tangente  2 es fe ra  ce les te  no

vonto determinado nela es t re la  vrincinal (o lano do cên) (Tinss.6 e 7 )

b

Fimura 7 ( a  e b ) .  Pimuras ilustrando & órb i ta  avarente (7a)
”

ea  órv i ta  ve rda je i ras  ST ea  2ro  jenão de Se eS tea  n ro j ecão  de
Ss ass im  como a o rb i t a  anaren te  é A "ro jerõso da  órb i ta  ve rdade i ra .2 !

2 ,2 )  CONSIDSRANDES APRAIS
Porra nue  se  vossa  f aze r  mA obse rvacão  comouleta de  estrelas

' . ,  % e s
dun las  v isna is  e ob te r  os  dados  necess=sr ios  à cons t rucao  das  e l i nses

anarentes e ,  nos te r i o rmen te ,  verdadeiras, devemos reg is t ra r  o tempo



- de observanão ( t ) ,  n posicão rnmulºer ( 6 )  de comannhaira em relasão
-— A n r inc ina l ,  a distôincia anonlar ( 2 )  entre as does es t re l *e  e es

ve loc idades  rad ia i s  dessas  es t re l as ,  Desses dados ,  o t e rno  de  obser

s vação é conhec ido  rom mu i to  ma io r  nrec isão que gqualoner dos  ou t ros .

— Entre n º  duas coorden=des de nosirão, A posi-ão anmmlar ( 6 ) da com
panheira re lac ionada  à nr inc ina l  é mu i to  ma i s  n rec isa  rne  à d i s tôn -

c ia  an fu la r ,  cuando se  t ra ta de observacões v i sua i s ,  O instante da

Obsnrvaçõo é necesso r i o  nara  de te rm ina r  o mov imento  na elínsse ( àa
. * a . [A  a. . Lei

. comnanheiíra re lac ionada  a o r i nc i na l ) .  E nessºo de te rm inacão  nue  Fe
*

an l i ca  a l e i  de  ve loc i dade  areolar  de  Ken“ ler,  '
-- ” 2

A funcião da  ve loc idade  radia l  e determinar quel nedo  e =s
” - - DA

cendente  e nal e descentente., O nodo descendente e snne le  em ne  à
es t rô l a .ma i s  se  aproxiína: (desv io  para o azul nas  ra ias espec t ra í s ) ;  oO

o . "
nodo se ra  ascendente no  momento em que-a  es t re la  meis se  afestar (dese

—

>

>

>.

O

Pa

rr

aa

O

O

PP

Pas
v io para o vermelho nes  raies espec t ra i s ) .  11 guns autores tomam como.

, ae.

ascendente o nodó tomado aqui ctmo sendo descendente,e v ice versa,
no: As cooráenades medidas devem es ta r  raduzidas & UM equi-

--
O r s - dá  o E eonoc io  e nara i s t o  é necessa r i o  fazer  A correcrco da coordenada e- A :

oc  LA o LC E ”— Precessãao e em movimento v roar io (A i tken ,  1967 ) .  à co r ren -o  n=ra a
.. É

rm n recessao  e dada no r

”» A6 = 0,00557 (sen < ) ( sec5 )(t-t, ) ,   (evmacão11)
ondonhe ? e NCex e 2 ascensão ra ta  da b inter ia ,
PA o í s - “ sda :a a declinso-aãao 6a  hinseria,
Fam) o É * -t, e asa evoca  de  re fe renc io  e
”“

+ > - o

Pa t eo ins tan te  da orservação,.
- - ” . A

A crorr=nao nara  o mov imen to  p ron r i o  e sda  nor
O — Ú =A6  = -—15 fé (sen ) ( t  - t ) ,  (equação 12 )
Cam Dá

on te  u, ; : o s  =Ow” / “e mov iman to  p rop r i o  em »scensao re ta ,  exn resso  em se  —
F 1Oxmãos de tempo, ;

VP” É - f
Daya -se  l embra r  nue  08  cs l o l os  nara de te rm inseso  de  e l i -

Fam) . 2

Are  anarente são, em me“-sl, beseados em meúidas tomados em um Ou
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mA magma noi te de obsarvºe- Ro, amais am condincdes ds observysoão e O

t i no  de t e l escón io  u t i l i zado .  É nor  es ta  razão  nne ,  denendendo da

exner iência do  observador  e dos  fa tores c i t ados ,  se  adota o c r i té -

r i o  de se dar vesos às medidas, Assim, uma medida muito hoa será a

one la  em oue foram fe i tas  várias observacoõam numa no i te  vara uma

só  medida( sendo es ta  medida imal à med ia  ar i tmét ica  das obearva-

cen  fe i tas nanuele no i te  ) vor um observador exierimentado.De for

mA nue  AS comb inacoes  desses  nua t ro  f a to res  (exve r i ênc ia  do  obser=

vador ,  nmúumaro de observacoes tomadas numa no i te ,  t i no  de t e l escó  -

v io  u t i l i zado  e cond icão  de observacão em gera l )  determinam se  uma

medida é diona de muita, méd ia  ou vouca conf ianca.  Pontos com maio

rer  vemos iniicam, mais oue om de menor neso ,  nor onde irá vassar

a e l ívese.

Outro detalhe a ser lembrado é o cuidado na utilização de
lugares normais ,  no i s  não é bom tomar vontos  normais envolvendo vá-

r ias med idas  mui to  esva lhadas .No caso de  uma dist r ibuicão de vontos

exverimentais como a da figura 8 ,

Fisura 8 .  Os nontos determinam as medidas e om asteríst i-
com determinam os luzares normais das med idas .  S, indica a vos i rão
da pr imar ia ,

para nove se nossa tomar lusares normais no traçado da elínvse, deve-

se  no ta r :  vurimeiro, se  a d is t r ibu icão contém muitas medidas e todas

relat ivas a um sÓ ve r í odo ;  semindo,  deve-se tomar lusvares normais de

nontos vróximos,.

Existem várias maneiras de se obter coordenadas de nosicrão
de  uma es t re la  duv la ,  Tais coordenadas  vodem se r  unvnolares ou retan-

Fulares,  Quando as  observações são fe i tas  em um mic rômet ro ,ns  coo r  —

denedas medidas são as coordenadas polares pe ,  onde n orisem da
Dos i rão  ansular ( 6 )  é indicada vela d i reção norte ( O tomado em sra

us e contado no sent ido ant i -horár io ) .
Muando as  observações são fei tas em vlacas fo tograf icas,as

a DA

coordenadas s ºo  re tanon la res ,  x e y ,  sendo nue à direcção do e ixo  x «é

10
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a d i r eção  no r t e  e o e i xo  y ê perpendicu lar  ao e i xo  x e pos i t i vo  na  d i -

reção l es te .  As observações fe i tas  em placas fotográficas são muito
mais p rec i sas  ( por  um fator  de  10 )  do que as ob t i das  por mi c rômetros

(Aitken, 1967).

2.3) TRAÇADO DA ÓRBILIA APARENTE

Duas são  as manei ras usadas para  se  de terminar  a e l í pse  apa

r en te .  À que cons i s te  em p lo ta r  as pos i ções  da  secundá r i a  ( tanto em

coordenadas po la res  como re tangu la res ) ,  com a pr imária tomada como ori

gem, dando maior peso às melhores medidas. Com a ajuda de um el ipso-
Erafo ou  com o uso  de do i s  p i nos  e uma linha, t raça -se  uma e l í pse  atra

vês dos pon tos  marcados e a a jus taremos até que tal  e l í pse  sa t i s f aça  a

Le i  das Á reas .  O a jus tamento  p rec i sa  se r  f e i t o  com a maior  p rec i são  e

a curva e l í p t i ca  t raçada com grande cu idado,  uma vez  que a cons trução

da elípse aparente é a parte c r í t i ca  da determinação das orbitas verda
dei ra  e aparente .  À Meneira de de te rm ina rse  a e l i pse  ob t ida  é vál ida é

atravês da  comparação das ve loc i dades  a reo la res .  (Com um plan Ímetro me

de-se  os  se to res  da  e l i pse ,  comparando-os .  (Como a e l ípse  aparente tem

que sa t i s f aze r  a l e i  das á reas ,  pa ra  cada se to r  da e l í pse  ob tém-se  uma

ve loc idade a reo la r  e ao comparar es tas  ve loc idades  areolares deve -se

ver i f i ca r  onde deverá  haver cor reção na  e l í pse .  Repe te -se  O p rocesso :

traça-se nova elípse, mede-se os setores eliípticos, compara-se as diver
sas ve loc idades  a reo la res ,  até que as divergências ent re as ve loc idades

areolares dos d iversos se to res  se jam mínimas. l esse  momento, uma e l íp -

se  sa t i s f a tó r i a  e ob t i ãa ,  po i s  sa t i s f az  a l e i  das áreas FÊ  = cons

t an te ) .  |U passo  segu in te  se r i a  encont ra r  os  e lementos  o rb i t a i s .

A segunda  mane i ra  éa  segu in te :  t raça -se  separadamente os

grêf icos Px  t e ex t ,  onde e é a pos ição  angular observada (tomada em

graus ) ,  2 é a d i s tânc ia  observada (em segundos de a rco)  e t é o tempo

de observação; sendo ainda, que&ge/  são tomadas como ordenadas e t
é tomado como absc i ssa .  Nes te  ceso  também deve -se  dar ma ior  peso  às

me lhores  med idas ,  de ta l  forma que os  pon tos  v indos de melhores obse r -

vações ind icam,  p re fe renc ia lmen te ,  po r  onde irão passar  as re fe r idas

curvas. Depois de t raçados os gráf icos x t  ex t ,  t raça-se a e l i pse

usando-se a fo rma das duas curvas:  êx t  e / x t  ( ou  t xe  e t xP ) .  Para es -

te método , a curva 8x t  é mais adequada que a curva x t ,  pois O&
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é ma is  u rec i so  aque. Portanto, se  almuma correcção fo r  necessária,

es ta  deverá se r  fe i ta  na curva relativa ao  gráfico Px t .  Desenhando

cuidadosamente a curva OX t ,  suave e sem mudancas abruvtas, tere —

mos à vos icão  angular da comuanheira em qualquer evoca  Dnarticular.

Pela teor ia  dae eravitacão universal, no movimento e l ív t ico

2? àeo àtP? a = constante > rá e Ye  Te

donde À
Vá = JA  Si = Je t  º (ecouvação 13)

Desta curva (ver  figura 9 )  lê-se as évocas correspondentes a & (évo-

tem-se

ca t ,  ) ,  G (évoca  t, ) e aul ica-se a eaq.(138), resultando um valor de  Pr

aque é tanto mais anroximado auanto menor for o intervalo Ão,
sÀ

o

[Ea i

h —
t t  T canos)

Figura 9, Curva gx t  vara o movimento elítico.

Tomamos . ,  1=0 ,1 ,2 ,3 , . . . ,  tal que O.,,- & = 0. Uma série de valores
relat ivos da distância, corresvuondendo a todos os intervalos angula- -

res Ô, nodem ser obtidas da tabela de ângulos (Aitien,1967,nvag.96).
Em seguida nlota-se as curvas Óx t  e Puto  Se essas curvas de intervo-

lação forem corretamente desenhadas e intervretadas, delas tenta-se
obter um arco de e l í v se .  Caso não se ja  vossÍível a obtenção desse  ar-

co ,  temos que a tentativa falhou. Com i sso  repete-se O vurocesso até

que se  consiga um arco de e l ívse sat isfatór io.  Quando i s so  for con -

segu ido ,  desenha-se a melhor elÍívse e ,  com e la ,  corrige-se a curva

de intervolação. Essas interações convergem vara a e l ívse  aparente.
Uma observação imvuortante é a que trata das re lações entre

as órbitas avarente e verâadeira, vo is  O centro da órbita verdadeira

se  v ro j e ta  no centro da órbita avarente, No entanto, o f oco  não se

vrojeta, em geral, de forma a ser também foco da órbita avarente.
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3) ÓRBITA VSADADSIRA

* - fDeno is  da  const ruçao da  e l i nse  nnarcente, devemos encontrar
os  e lementos  o rb i t a i s ,  os  oua is  def inem a forma da órb i ta  verdadeira,
sua nosição no plano orbital e a inclinação deste nlano em relação
no plano do  céu  (fig.1O),

c lano

Os e lemen tos  orbitais a serem cons ideredos são :
P — meríodo de revolução do s is tema binário,

— temno  de  vassagem ne lo  “e r i as t ro  ( de ta ,  énoca),
— excen t r i c i dade  da  e l í v se  verdadeira,  "
— semi -e i xo  ma io r  ( da  e l í v se  ve rdade i ra )

pos ição angular do vonto nodal ou âugulo de posição donodo,

rm
 

O
r 

O
 

H
s

Ú

— inclinação do plano orb i ta l ,
. + a"w —- longitude dào ner ias t ro ,  i s t o  é ,  o argulo en t re  o nodo  e o

o per ias t ro ,  med idono pvlauo da órb i ta  verdadeira e no
no  sen t i do  do  mov imen to  da  compenhe i ra .

93
92

9)
 

D)
2D

)

/ arastos
/

Á
Á

rá

/ t i nha  des most
Pete

soba l'
1

- ”

Fá
!
l
|
t
1
|
Ya

onk i f a  venvateina

, b i  - ” a d

plano tenente à estéra celeste

' " = . ” :Fimura 10 .  Una i l n s t r acão  à r esve i t o  dos  e l emen tos  geome —
Nr i cos  3 ,  VW.
Cam)

”"
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O ner foão,  temno de vasSeAmem ne lo  veriastro e excentr iciãa

de são elementos dinâmicos, e is to  vorque são inteiramente indenen -
dentes  dae loca l i zacão esnac ia l  do  s is tema.  O semi-e ixo maior  é um e-

lemento dinamico quando med ido  em unidades lineares, vDOréêm aquando me

dido em mmidades angulares (segundos de arco), e le  é funcão também
da varalaxe, e então relacionado à órbita da Terra. Os elementos res

tantes (pos i cao  angular do vonto nodal, inclinacão do  vlano orbital

e longitude do  pneriastro) são puramente geométr icos;  es tes  elementos

somente relacionam as órbitas da Terra e do sistema binario. Uma ex-

nlicacão relativa aos elementos geométricos é dada a seguir.
SC= Posição angular do vonto nodal. É o ângulo entre a 11i -

nha dos  nodos (linha de in terseccão entre o nlano da

órbita verdadeira e o vlano vervendicular à linha de

visada do  observador e tangente à esfera ce les te  na es

trela vrincival), e a linha sul-norte (e ixo  dos x ) ,
contado no sent ido anti-horário. O vonto nodal vode

ser  ascendente ou descendente:  sera ascendente quando

a est re la  comvuanheira, em seu movimento relativo à es -

trela princivnal, passa vela linha dos nodos se afastan
àãos será descendente auando a comuanheira nassa nela

linha dos nodos se  anroximando. Para dec id i r  se  o nodo

é ascendente ou descendente, serão necessárias medidas

ao longo da linha de v isada.No caso de não terem s ido

feitas medidas das velocidades radiais, permanece a& in

determinação de qual vonto se ja  descendente ou ascen -

dente ,  Nesse camo a nosição angular ào  vonto nodal e

contada de O a 180.
à - Inclinação do vlano orbital. Ângwlo entre o vlano orbi

tal e o vlano do céu. O ângulo 3 é contado de O a 90
aquando à nosição angular ( 6 )  aumenta com o avanço do
temvo (mov imento d i r e to ) ,  e de  90  a 180  anando a nos i -

ção angular dec resce  com o tempo (movimento retrógra -

do ) .  Às órbitas verdadeira e anarente coinc idem quando

34 é O ou 180 (senão que se i vale O, o movimento da .
comvanheira é no sent ido anti-horário e se vale 180, o
movimento da comvanheira é contado no sent ido horário )s

aquando i for igual a 90 a órbita avarente é um segmento

de re ta .  Quando O< i<90 e 90€1 i<180  node ocorrer que

auer  dos quatro casos ilustrados, resvectivamente, nas
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f iss.  l1-a e l1-b, e l11-c e 11-d. Até oue à indetermi-
nacão a r esne i t o  dos  pontos nodais (ascendente  e des  -

cendente)  se ja  resolvida, os  casos das figoras 11-b e

ll-c são tomados.

A

t

'
U

i ki
: LON

, a
v JÁ s '  descendente

ok  É
% % PE

piano do cév

2d

e.
..

.. 
.—

Plano onbi ta l

! á
5 tenda :

yJ

riano doe ce

rad ia l ,

€

S '  ndo
N ! 1 dscendesto

Dá
% x ”.N Sao ”

Y
Flare cabital

Flano do cév

b

-.—. —— ..—. .-

t a

Figura 11. Ilustracão a resvei to da indeterminação da incl
nação do nlano orbi tal ,  auando não são fe i tas  medidas de velocidade |

w - Longitude do periastro,. Êo  ângulo na órbita verdadei-
ra entre a linha dos nodos e eixo maior, contado de Oº
a 360º. É medido do vonto nodal ascendente na direção
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ão  mov imento  da comnanheira a té  o ponto de DASSAZXEeM De

l o  nveriastro (fig.12?).

E—.
nodo

descendionte

aro sto Feniastro

ss
us
ascendente

Y

Figura 12. Determinacão da Longitude do periastro.

Observar que, no caso em aoue não são feitas medidas de
velocidade radial, não se  sabe aual nodo é ascendente.

"esse caso, w6é contado a pa r t i r  da posição angular do
ponto nodal ,52,  de D 'a  360%, quando B cresce com o tempo,
ou obt ido das fórmulas e depois subtraido de 360, ca-

so  6 diminua com o tempo.
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5 )  ORIENTAÇÃO NO ESPAÇO (CO-SENOS DIRETORES)

Se ja  o sistema de e i xos  x , y , z  e o vetor unitário vs. como

na fimwra 13 .  z -

d/ |
|1& sena

!o) )º j o
a : PA Y

E > | e Tal casa cosa
Td sato UO

x

Figura 13 . OObtenção dos co-senos d i r e ta res  do ve tor  uni trr io
ú .  através de  p ro j eções .

As vorojeções do vetor unitário, UU, nos eixos x,Xy,Z, SãO OS
co- senos diretores da direção do vetor em questão; isto é, send,
Sen cosoô, cosV coséê são os co-senos diretores da direção de À se -
gundo oa e ixos  z , y , x ,  resvectivamente,

Observar que ( seno  E senU cos8 F+(cos / cos O Y=  l .
Em geral , os  co-senos d i re tores de um vetor aqualguer, com

relação à um eistema de eixos arbitrários, satisfaz & relação
RIR a f  = ,  (equação 14)

onde o Índicen é a dimensão do referencial considerado.

Figura 14 .  Construção dos có-senos diretores vara o proble
ma das binárias v isuais.  Ver t ex to  nara definição dos  termos.

LA
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Na fimwra 14 tem-se a es fera  ce lea te  de raio unitário cen-

trada na es t re la  nrincival S ,  or igem de do i s  s is temas de coordenadas

retangulares:  SL, SM, SK e SA,  SB, SC.  Os e i xos  retangulares SL, SM,

SK são re lat ivos à orbita avnarente; os  e ixos  SA, SB e SC são os  e i -

xos da órbita verdadeira. Naturalmente, o e ixo SA da orbita verândei

ra é o e ixo que contem a est re la  urincival S e o periastro P, o e ixo

SB é ortogonal ao eixo SA e está no vlano da orbita verdadeira, o ei
xo SC é ortogonal ao vlano da órbita verdadeira. Da mesma forma, O
e ixo  SL € o e i xo  com origem em Sed i rec ionado  vara o norte ne órb i ta

avarente, o e ixo SM é o e ixo  do nlano da orbita aparente ortogonal

ao e i xo  SL e d i rec ionado vara o l es te ,  e o e ixo  SK é o e ixo Dverven -

dicular ao nlano da órbita avarente. SK é o eixo da linha de vieada,

nositivo na direcão ovosta ao observador.
O ângulo entre os vlanos da órbita anarente e da órbita

verdadeira e revresentado vela let ra 1 .0 l e  o ângulo entre o e ixo  SL

e o vonto nodal N, i s to  é ,  o ângulo LSN, QN é a linha dos nodos.
Para uma notação mais símoles, façamos o eixo SL como sen-

ão e ixo  x ,  o e ixo SM como sendo oO eixo y ,  o e ixo  SK como sendo eixo

z ,  0 e i xo  SA como sendo e ixo x ' ,  o seixo SB como sendo eixo y ' ,  o ei=

xo SC como sendo eixo zº',.

Os co-senos diretores do e ixo SA com referência aos eixos

SL, SM e SK são, resvectivamente, |, m,e ns; do eixo SB com referen - .
cia aos  e ixos  SL, SM e SK são Í, ,m, e n , ;  do  eixo SC com referencia a

SL, SM e SK são /, , me  n , ;  do eixo SE com referencia a SA, SB e SC
são ,  respectivamente |, , L, e ; 5  do  e i xo  SM em referência a SA, SB e SC

são my, m,e m; do eixo SK com referência a SA, SB, SC são n , ,  n ,e  DD.
Mais ainda,

L .  m in ,  =

+ minto
1+menm os
LARA =

ma + mem =

rpP
FÁ

ÁÇ
NN

HÇ
MO

EO

nº + ni+n; (equação 15)
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Figura 15 .  Relação entre os  co-senos diretores e os  elemen
tos  orb i ta is .

Das f igs .  15 ,  tiramos que

(cos AL) = )  =(cos w) (cosSl )  - ( sen  w)(sensl )(cos 1 ) ,
(cos AM) = m,=(cos w)(senSl) + (sen w)(cosSl)(cos 1),
(cos AK) = n ,= ( sen  w)(sen i ) ,
são os co-senos diretores do eixo SA com referência aos ei.

xos SL, SM, SK, resnect ivamente.  Além d i sso ,  temos que

19



sení(90 +1i) = coa i ,

cos(90+1i) = —sen à,
sen(90 - i )  = cos 1,
cos(90 - 1) = sen i , (equação 16)

Figura 16. Relações entre os  co-senos d i re tores e os  ele —
mentos orbi tais.

Da figura l16-a tiramos que f. = — sen w cossle
m!' = - senw  sen í l ;m !  é parte do  co-seno diretor m.essim como À,

€ varte do co-seno d i retor  ae Í, « Da figura 16-b tiramos que

k = - seníl cos w cos i em" t  = cosw cosil cos i ;  mt e À, são
as outras vartes dos  Poa  d i re tores de m, e l ,  resvec t ivamente :

m= mt+  m?º «e = + kh « Finalmente da figura

16-c tiramos que n ,=  cos w sen i ,évortanto,

20



21

1, = — (sen w)(cosSl) - (cos w)(seníl)(cos 1), eq. (17)
m = - (sen w)(senÍ l )  + (cos w)(cos5!)(cos i),
n ,=  ( cos  w i ( sen i ) ,

K1  Cc

5 > »
GS, 2 M

: " Cseni cassl
=== .  SEM S8, . >

m,
k = Men) MSL

Figura 17. Relação entre os  co-senos diretores e os elemen
t os  orbi ta is.

Finalmente, da figura 17 tiramos

1, = (senSl)(sen 1 ) ,
m,= - (cosSl) (sen i), (ennação 18)
n ,=  (cos 1),
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IIT MÉTODOS PARA CÁLCULOS DE ÓRBITAS

1) MÉTODO DE KOWALSKY

Para se  calcular as orb i tas,  vários metodos voderiam ser

v rovos tos .  Os três metodos de  ap l i cações  mais gerais são aqueles vro-

nos tos  nor  Glasenavpo Kowalsky, Zwier e Thiele ( o mesmo que O 0rovos

t o  nor I nnes ) .
Nesse contexto será dada muito enfase ao método de Kowals -

ky, vo is  será atraves des te  metodo que serão fe i tos os  calculos vara

a obtencão dos elementos orbitais e consequentemente a órbita verda -

deira,

Este metodo (de  Kowalsky) é extremamente analítico, e ,  vor

tanto, adequado à comvutação, sendo que os elementos orbitais são a-
aqui encontrados à part i r  da equação geral da el Ínse anarente (eco. 19),

A origem das coordenadas é tomada em S ' ,  a vosicão da estrela vrinci
pvAl. Temos

AX+ 2Hxy + By + 2Gx + 2FEy + 1 = O. (equação 19)
O procedimento usado nor Kowalsky, devo i s  de a e l ívse anarente ser

cuidadosamente delineada é o que segue,

Pondo y = O na equacão 19, a equação resultante fica sendo

Ax'+ 26x + 1 = O. (equação 20a)

Observa-se aqui que as ra izes desta  equação, x , e  xXx,Serso om vontos

em oue o e ixo  dos  x in tercenta a e l ípse aparente. Tomando a equação

208 e a dividindo por A ,

x+ 26x i so ,  (equação 20b)
A À

Como sabemos, para uma equação do segundo grau temos

( x  - ( x  - -=oO,

x - x ( x+  x) + xx, = O. (equação 20c)

Comparando cada termo das equações 20b e 20c, vem

Ltd =xx=>  A=z 1 , (equação 218)
à x,-X.

Donde
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——. E 0. ( x ,+  x) = GG = 7 o 6 ( ecuação  21b)

Nota-se que as constantes A e G sao obt idas vor medidas diretas das

d is tânc ias  entre a es t re l a  orincival ( 8 º )  e os  vontos em que o e i -

xo  dos  x intercenta a e l ípse  anarente.

Similarmente, colocando x = O na eouação 19, tem-se:

By + 2Fy + 1 = O, e dividindo esta equacão vor B,  tem-se

Donãe

B = ——, (equação 22a)

F=  - ( y - x) * (eouação 22D)

Como se vode notar, as constantes B e P são então obtidas
atraves de medidas das distâncias entre a estrela vrinciívpal e a e l f .

nse aparente ( os  pontos em que o e i xo  dos y in tercevta a elivse apa-

ren te ) .
Tendo agora os  valores de A, B ,  F, G, deriva-se a constan-

te  H da equação 19 :

H = AX + By" + 2Gx + 2By + 1
* (equação 23)

2X

Para obtenção da quinta constante, H, usa-se os  do is  vontos ( x ,  z) se

( x ,  %)  de  modo que o produto xy se ja  o maior vossÍível (para minimi

zar o er ro)  «de forma que os vontos ( x , ,  7. ) e ( x ,  X, ) não estejam

no mesmo quadrante,dado que se  es t i vessem no mesmo quadrante seriam

excessivamente próximos.  Naturalmente, na obtenção da constante H a-

Dlicam-se os valores de A, B ,  F, G, x .e  É na equação 23, obtendo as-
sim un valor para H (H , ) .  Novo valor para H é obt ido quando se  apli-

cam os  valores x , e  y, (obtendo assim H, ) .  A semelhança entre os  valo-

res  ob t idos  vara H será maior quanto mais correta for a el ípse apa -

r en te .  Depo is  de ob t idos  os  valores H ,e  H , ,  toma-se a média desses

do is  valores para H ,

Somente a obtenção dos coef ic ientes A,8,5G« H não é sufi-
c ien te ,  po is  o objet ivo desse método é naturalmente, como em qual -

ie
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quer método,  a obtenção dos elementos orb i ta is  (N, w,  i , a ,  e ,  Pe  T ) .

Os e lemen tos  T e Pnão  são ob t i dos  a par t i r  dos  coe f i c i en tes

A ,  B ,  F ,  G e H ,  mas os  ou t ros  e l emen tos  s im .

UVBTENÇÃO DOS ELENENTOS ORBITAIS

Para que se possa obter os elementos geométricos, o semi-eixo
maior  e a excen t r i c idade  da ó rb i ta  verdadei ra,  p rocede-se  como se segue .

Seja a esfera celeste centrada na estrela principal S, onde 3 é
também origem dos sistemas de coordenadas ( x , y , z )  e ( x ' , y ' , 2 ' ) .  As
coordenadas (x,y,z2) são re la t ivas à e l i pse  aparente «e ( x ' , y ' , z ' )  são
relat ivas à e l í pse  verdadeira ( f ig .  18 ) .

Figura 18 .  Diagrama de órb i ta.

O ângulo entre os planos das duas Orbitas é i ,  que é o ângulo
en t re  os  pó los  z e zº' des duas ó rb i t as ,  A linha de i n te r secção  dos

do is  planos (CSM) é a linha dos rodos .  A pos ição amgular do ponto Não

angulo SL, sendo w contado a par t i r  dos nodos (par t icu larmente,  de N )

no  p lano  da  ó rb i t a  ve rdede i ra  a té  a coo rdenada  x '  ( o  e i xo  x é pos i t i vo

de  3 para  o no r t e ,  o e i xo  x '  é pos i t i vo  de S para o pe r i as t ro  P ) .
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Ss
sr

A ,.

Figura 19 .E l Í vSe  em oue seu  cent ro  co inc ide com a oricem
do sistema de coordenadas (É ,  9 ) .

Os focos  na fimura 19 são FP e S e an emiacão da e l ínse é

+ —=1 l ,  (equação 24)

J

" ae
'

a 2 >
& FS

Fimura 20 .  Elíose em oue um de  seus focos  é origem do  s is -
tema de coordenadas ( x , v ) .

A equacão da e l  Ípse relativa à fimura 20  É

2 2t +  + ”
( x  ae)  + x ) .  (enuação 25)

a D

Observe nue  na fimura 20 ,  o e ixo  dos  y !  co inc ide  com o fo-

co  S ( i s t o  é ,  es tá  des locado  de  ae  em relacãõo ao  e i xo  7 ) .

De Acordo com a t eo r i a  dos co-senos d i re to res ,  se jam Í ,  mn,.,
+ e l  a En , ,  OS co -senos  dgiretores do  e i xo  x *  com re fe renc ia  aos  e i xos  x , y ,7  j|

sejam f ,  m ,  n , ,  e df, m, s N , ,  OS cossenos diretores dos eixos y º  e z ,



- [À E lr esnec t i vamen te ,  com re fe renc ia  206 e i xos  x , v ,7 .  Os va lo res  desses
s f * .cossenos  d i r e to res  forem encont rados no  canltunlo an ta r io r  ( o r i en tn=

070 no gsnaso) como  sendo

À, = coss) cos  w (equacõo 14 )

ms

n =

—- sens! sen  w cos  i ,

sens) cos w 4+ cos  sen w cos  i ,

sen  w sen  i ,

|. = — cosfl sen w — seníl cos w cos i, (enuarão 16 )
m, = — sen)  sen w + cossl cos w cos i ,

cos  w sen  i,

senflsen i ,  (enuação 17)
m, = — cos i l  sen i ,

cos  i .

Ainda de  acórdão com a teor ia  dos  cossenos  d i re tores sabemos aoue
2 “-

d, + É + L = ) ,  (enmacsro 18b)

m eme+ml  =, (enuação 18c)
n t ren t r+n t  el, (snuação 18d)

Qmando se vrogseta aualquer nonto da órbita verdadeira
( x ' , 7 ' , 0 )  nº órbita anarente, tem-se,  sara ess .  nonto,

x = Í, x '  + 1 ,3  (enuncão 269)

vy=m,  x ' +  my  (equação 26b)

De
xa=  À ,  x *  + RYº ,tem-se -
x '=  ( x  — Ly ' ) / h  (equação 260)

&a inda
x '=  x Ly .

Anlicando a ennacão 26c na enuação 26b, vem

= x -  y º  *
y — "nn. —— .—amse— + mn, y ,

À,
donde

v '=  l y  -mn.x fenuação 272)
Í mn, — m. da

Ainda das enuacões 262  e 26b ,  obtemos

- x !
Y = mn, x *  + m ,  y º  > v º  me  ST  DX

mm.
; (envação 18e)
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Snbat i tu indo amora no valor da  env ioRo l he  em x = Í x '  + Í v ' , resu l ta

sv . dx  + À FTomX' me mdx '  + Í. — L im ,x *" ' 2 1
HP mn,

ou

mx a x º  (hm - hm,  ) + Í y s

e então

x '=  —aZ — dy  (souacão 27)
im  - Lim , i "

va  - mx> -  t y .  " (eouação 27c )

Í ima -  FÃ m;

Substituindo 08 valores dos  resvec t ivos  co-ssenos d i re tores,  encontra-

mos

Ím ,  = Jim, = — cossl sensl cos w sen w
à 2 . E) E a+ COSA cos  w com à + sen !  sen  w cos  i

- cosfl senfl cos wsenw cos  à
cosfl sen w cos i + cosfl senil cos w sen w
cosft senil cos w sen w cos i
+ senflcos w cos i , .  |

km,  - Í.n, = vom à ( cos  com w+ senfisenwvw+ COB sen w
+ senítcos w ) ,

À, m, — d im ,  com à ( cos t  cos  w+ se rw  )
+ se r  ( sen 'w+ocos  w ) )

f im ,  — Ám=cos i  ( cosfliserfl) = cos i=n,,
À m - ima  n , .  (souação 28 )

Substituindo a envacão 28 nas ennacoes 272 e 27,

xº' = mx > Ày (enuaçõo 298)n, ,

v '  ==  2x ho , (enuação 29b)
1

: ” FÉ .

Subst i tu indo os  valores de  x *  e y *  ne enuacão  25 ,  obtem-se & eoua-oao

da órbita avarente
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+ = l l ,

n º  rº

[e AP]
a a

(mix = Av  + sen )  ( mx  Ly  a r

an  pn

Esta eqmiacão node tomar a forma

ma x + d i ve  nen+  omxsen - nmxh i v -  ÁÁyaeen, +
a nn

2 FÃ tt amº n º  + Ly  =enhom 120 ,

E

ENE:

ou

Do 2%
(Co  ma y x ( PRA PA JY  . 2 ( ne  - nd  xy + 2(2x22ETL)x

bm en  an t  bn  em bm an
FW ) 2 2 2

+?  ( Ffaaãen, y + aen, = l s z=  O ,

an  an

ou ainda :
HA

Boo a n

És bb n a mn,
ae  a

Multiolicando ambos os  lados des ta  equeção vela razão comum f ,  ànde
f =z= -  e t ob tem-se ,

Dn

( tm )  £) e + (QE) E )
+ 2 ( -  £ qnd  4 2 )  ) x  + 2 F| DL  ) x  (ecr,30)an ,

1e( -sE)o  + f ( e -1 )=0 .
- ” . DA Dá LA) o

Ass im como a enuncao  19 ,  a esuaçaão acima e tambem relat iva 2 orbita

anaren te ,  e então comvuarando es tas  dvas ennacoes ,  vem



n, A Los
E 4d

pe  f dh ,  L )
n; a* p I?

f Í .m .  1 mn"

H= CR í a* t e )  ,

G fem,
an

TF = f e  A J

am

1= f (  e -12 ) .

Comvarando na última dessas relanões com a relacão b =a '  ( 1 -e ) ,
t e r - se

Fã 2 a = =b-—b = a ( e  - 1 )S  =

vindo da í ,  a

f ( é -1 )D12 f (
Como :

Pp L a (1 -2  )
Pp *W3 a

temos
EM E os .  A

f z  ao CD > f=  "

Avl icando es te  valor de f (enuação 33 )  e o valor de p (=a (1  - e º ) ) ,

nas re lações 31, obtemos
1 m:. m,;

-— +Az  om (— n ) ,

2 bh

1 a +—- +
B=  on: ( a P »

H = 1 1 h im ,  Í ne )

UM" A v O

CE e=e-  e ”  a +,

on,

F = e l .

Jos  f=  —Eo

(enuacãõo 31a )

(enmacão 316)

(enmarão 310)

(esuacõão 33d)

(enmarão 31e)

(enuacão 31f)

( ee -1  >»

E

pb?

= a (1- é ) ,

(emuação 33)

(eonnacõoliia)

(équação 34b)

( écuação  340 )

(eduação 34ã)

(equação 34€e)

(eouacão 32)
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Como

t i ramos

Mas ,  como

então

2 t a
" Fa e 1 ? m 1 À 1 m :  m

F a + + A = B = L—) Em a ( 222  2 + —)

n; nn ,  nn, a 7n a p

a ? ?z
e (À ,  - mê  - 1 ( 2  ES mm: 4 )

nn  Dn, a L

LAS À
2 f

1
e=1+Z2 )

2 à a

ed  =a -do  m i  m ia= l—-  mm,

CSS A 1 + : i a  "PF + A Bad  AOS
3 | PY ;

Substituindo os velores de  ÀÍ, ; Mm, € n ,  , dsãos ve la  ecvuasão 17,

ou

TF =F -G+aA-B=

cos sl sen t i  - sent sen*º i
v'cos* i

2FF -C  +A-B=

sen i ( cosft -— senJl)
v 'cosm 5

sen. i cos 252
p' cos i

2te  i (ecuação 35)cos aQR
2

P

Amora, aulicando os  valores de F ,  6 ,  H dados vela eq .  34 ,

1 l Í Lm,  f u ,ve - E = (22 V ( -SS) -  e ra  + De)



eh Ao (2 Amado,
r n  nn o

" - = [| + 2 )  fm ,  + Í ,m ,on  e

At  fm. ela, | :

Reso lvendo  amora  o t e rmo  ent re  co l che tes  na eogvacão ac ima ,

Í, = cosficos w — senflaen w cos i ,
m,=  senficos w + cosflsaen w cos  i ,

1, = — (cosflsen vw + senflcos w cos i ) ,
m = - senflsen w + cosflcos w cos i ,

vem

kh m, = sen  w (senflcosR)+ se r ( sen w cos w cos i )
3 a a—cosfl (sen w cos w cos i ) - cos i cos w (senilcosfl),

ou
Ji m=  ( sen 22, -« ( sen  w-cosicosw)

e —- cos  25l ( sen  w cos  w cos  i ) ,
JA m,= cos w ( cosflsenSl)- sen'w cos  i ( cosil senSl)

+ cos !  (sen w cos w cos i )
—- senfl ( sen w cos w cos i ) ,

ou
J sen 25  a F 2ne  TS COS w - sen  w cos  ii )

+ cos 2 ( sen w cos w cos 1 ) ,

Somando ÍÔnm, com Am, ,

H, m + ,  ma] —en 211 ( cos w sen w -senwecos i
- cos w cos 1 )+ ( sen  w cos w cos i ) .
. (cos 2 = cos 251),

ou

[ dm  + hn  = sen 2H (1  - cos 3 ( sen  w+cos 'w  )»
2

donde
2[ d im ,  + dam sen t i  sen  25º e

2
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Voltando ao  rac ioc ín io  an te r i o r  e levando os  va lores  ob t i dos  no t e r

mo entre co l che tes  , vem
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F t  -Hse- S- . EL sen 252, (aquação 36)

Dividindo n equação acima pelo equoçõo 35, ubtém -— se

reqregoge do te 28
U = te 2fl= =—— peste (aquação 37),

2 é então determinada pu r  es ta  equação, uma vez  que 25  cunstantes
de Thiela — Innes (A ,  B ,  G, Fa l )  são uguru quantidades conhecidas.
assir,

X 
eare tc. (H) e (anuacão 379 ) .

Para que se  possa  encon t ra ro  va lo r  da  i nc l i nação  o rb i t a l  à

(uma vaz que as equações 35 a 36 furnacem à cumo função da p ) ,  dave
mus ancuntrar p cumo função de quant idades ovnhac idas  ( que ngvura
pudem ser  A ,  F ,  H ,  BGe5Sl). Outra vaz ,  tumando relações entra as
cuns tan tas  de Th ie le  — Innea,

F + 6 ame  shk + EE deFa EX + n taih),

que pode ser reascrita na forma

F+  6 - (A +3B)= xsE O + o?  pr [Ba i l a  E),

ou ainda,

F + GG - (A+B)a  j+ mi (2  + e )+  ESA Ro

Mas, então,

F + G - (A+B a [ L+m iam +] L

que, cum a utilização das eqs. (18), se reduz a

* Ss : 2

Fo+ Go  (A4Bo toa RL AM , 2a + nd),
PAn, Pv*n,

ou 1 :
' a "FP + G-  ( à  + B) = — A P—.



e ap l i cando  a re l eção  trigonometrice sen i + cus ' i  = 1, segue

1 + cus im=14+ (1 -  se t i ) =2 -  saen'i,

a 2 2 = sen'i.d = FF +G - (443)  = OE

1 + cus 4
p teus ' i

donde
. zd =P  +46 - (A+B)75  2+tHi.,

Pp

Pudenmus ubter,  pelas aquaçoes 35 e 38,

p'  2 + tg  = ( t e  i ) ( cus  28) ,
4d FÉ

Purtantu,

TL
= = 1 Tous 2 )Z  = XY

ou
2 2 7MN =téi = —eosAMITO

dunde 2 Y ! VT

te à Vasto nn F—
—N

i = ore te [les ambrE *

Comu fui v is to  antaerivrmenta ( eq .  Sea,

PANEE. = ( t g  L ) í gos  22 ,

(tgli)(cus29) .p=y  ERR)
donde

Du cunjuntu da aquaçues 34, tiramos

= 2 EN): à = —T6PM =:
PO,  o. e

(equação 38)

(aquaçãu 38-2)

(aquação 38-b)

(equação 38-—c)

33

(equação 38-d).

(aquação 38-e)
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rp. et: = —Bn—," APOD,

sôndo que sa pude ubservor, palus cunjuntus da equações 16 e 17,
que

h = —(cosS)) (sen w) + (senóSl)(cus w ) ( cus  à ) ,

m, = ( euss l ) (cus w ) (cus  1) - (sanSi)(sen w ) ,

n, = Cos 1 .

En tão 9,

m, = —=-Ê Pl cos à) = —(sonfl)(son w).+ (cusSl)(ocus:w) (cus i),
(equação 39)

kh = —F píoos à )  2 - (cusNl)(senw) + (senfl)(cus w)(cus 1),
(equação 40 )

Multiplicando 2a equação 39 por  —sens? ; à equação 40 pur - cos  52
e sumandu,

pP( G(sansl) = ba consl) , cos i =  (sen ")[ senil + cos T

Desta equação tiramos a excentricidade

G(seníl) — Fícusst) (cus 1 -em= ER . (equação 41-2a)

Multiplicando agora a equação 39 pur —cusS l ,  a equação 40 por
-Sensl e subtraindo, tem-se

G(eve!l) Flsendl)p (cos 1) = (cos w) [(ssdN) + (cosNI| (cos 1 ),
vou

Gíovs!) + F(senft). p = (cos w).

Pode-se nutar qua, desta equação, a excentricidade toma o valor

em  Ple(cosf) + F(senS)), (equação 41-b)

Dividindu-se a equação 41-na pela equação 41-b,

| G 2) - FE 52 4 Ne
RR = te um APAOL iços (cos 1). (aquação 42)
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e então,

w= arc tg (R ) .  (equação 43)

O semi eixo maiur, o ,  é deduzido da relação

a = E—xsejos (equação 44)

Portanto, uma bua sequência para se ancuntrar us  valores
nunóricus dus alementus urbitais é

F-GC4A-B=Y  = na (cos  252), (equação 35)

ENERDE = « te  22, (equação 37)

Sê = LES EA ,  (equação 37-a)

pa  ED gua 25) (equação 38-a)

i = arc tg | TES FRA - 7 | (equação 38-d)

p = (Cs) [eos 22) ), (equação 38-e)
w=arc tg | - flen sd = Eeesiid cvs  id : ( eq .  43)

ê = —PlG(san NR) — F(ícosJL)] cosi, (equação 41-a)
sen w

p . !
a = (equação 44)

OBTENÇÃO DOS ELEMENTOS DINÂMICOS; PERTODO (P)  E ÉPOCA
DE PASSAGEM PELO PERIASTRO (T)

Neste métudu à vubtanção de T e P é feita a partir de medi
das de áreas no el ípse nparenta através de um planímatru.

Na ausência de um planfímetru, adutamos o procedimento que
se segue.  Medimus us  ângulus da pus içau  e as  d is tâncias ongulores
de uma purção de pequenos setures ( l igodus entre s i )  do elípes (u-
sando cuurdenados polares) de furma que em cada setur da elípsae me
didou, a distância angulor/ (entra 8º' a o traçado da el ípsa) puuco
varia ( f i g .  21).
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a b

Figuro 21. I lustração das distancios angulares (O ,  Ases  )
e: 05  orcus entra e l os ,  no a l ípsa onparente. A Fig. 21bé porta da
fig. 2la, aonplioda; 9º é a estrela princípal.

A seguir calculamus.

=

na porta mais cunfiával da elípsa aparente, ou mesmo na alípse
i n te i ra  (caso esta seja razoável), sendu c é dupla cunstanta da
valucidade nrevlar, Observe que oc é ubtida através de medida de é—
rea, à pur essa rozão, casu axisto à dispusição algum plonímetro é
melhor usá-lo para ubtar  c e fazer medidas de áreos no e l í pse .

O qua fu i  proposto po r  G lasennap  Kovwvalsky Para se encontrar
u paríudo P e o ópuca de ponssogem pa lu  perinstru, TF, é doado À ser
guir. Tunmando-se no traçado do e l ípsa oporente vo punto T '  mais
próximo de S' (ubservoçõo: este punto P'* e y cantru O do el ípsa de
vem estar na mesma direção; o segmento CS' P *  é a p ru j ação  do semi
—eixu maiur, a; de.órbita verdadeira no órbita opoarente a o excentrá
cidode, a ,  pude ser dada puresm= CS'/GP'), Noturalmante, esta pun
tuo P '  (eaubre c traçado da e l ípse aparente, 0onis próximo de 98!) é a
prujação du punto duo pariastrou. o

%

Ff

Figura 22, OC & vu centro das elípses verdadeira. 8 oponren-.
t e ;  S' an p ro j eçau  da  es t re la  principal no plano duo cêu;s aº' 5 as
pusiçoes ubservodas, tumados sobra o traçodo do alípse nparenta,
sendo s antes  da possogem pelvu periastro e sº' depu is .  À & .Curres
punde n dota t.e à s'* currespunde o data t; ; P '  a projeção do
paerinstro. :
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Meadindu-se os áreos dus setures P '  S' 8º e P 'S 's  (vide fi
gura 22) e em seguida diívidindu-se es tes  valores pu r  c ,  encuntro-se

duis valores,  nus quais sõo adicivnadus us valures de t e t . O tem
pu  de passagem palvu perinstro é doado pe la  médio dus  dulis valures:
1, e T , ,  ísto é ,

Te  t . P 'S ' 8 '
e

P 'S 'g
e

,

Ta  t + 1, (equação 46)

Tm Tr+ T ,  ,

Obsarvomus que T, e T, daverão sar numericomente semalhantes.
O tempo de passagem pe lo  paerinstro pudará ser  ubtido das

medidos de vários grupus ( du i s  n du í s )  de  pun tus .
Para se ubtar vu períudo da ravoulução, Kowalsky Prupus que

se madisse on área de toda o el ípse nparente dividindu-a em seguida
pala dupla cunstante da velucidade arepnlar ( c ) ,  de furma que vu re
sultado é vu períudu de revuluçãu P .

2 )  MÉDODO DE ZWIER

Este médudo também parte du princípio de que a órbita apa
renta tenha sido traçada.

Á

Figura 23 ,  elípse npnrenta (órb i ta aparente)
O difimatro A'CS'P'! da elípse aparente (fig.2?3), traçado

através de S '  (p ro jeção  da estrela principal S ) ,  é a projeção do
eixo maiur 20 da órbita vaerdodeira. O punto P '  é a pro jeção du pe
rinstro nu plano do  céu.  O punto  A '  é à pru jeçãu du apuastru no
planu do céu.  Uma vez qua u segmento CP' é à pru jeção du semi-eixo
maior a ,  o segmento CS' é à projeção do produto ne (unde e é a ex
cantricidade da órbita verdadei ro) .  Dadu que ne prupurções não saO
mudodas em uma pro jação ,  a excentricidade e será pur CS'/GP', o
semi-eixu manur é dado pour

b=  a | 1-6º ,

: 1 -
Seja K à prupurçau do  e ixo maior relativoja x= gs 9 Propors
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au eixu manur dao órbita verdadeiro; sajao o distância A'CP*' o eixo
cunjugadu 2n ' .  O vutro a ixu cunjugodu (2b ! )  será dado e par t i r  de

cons t rução  que  se  segue .

À= o as  E r  ON D

tonto media
consoades

N h 7 7
tansente “a el ns |

/em VA ,

Figura 24 .  Ilustração du métudo de Zwier,

Seja uma corda na e l fpse  aparente, pa ra le la  a ACSP.
Toma-se o pon to  med io  des ta  co rda  e em segu ida  t r aça -se  um segmen

to passando  po r  esse  pon to ,  pe lo  cen t ro  C e co r t ando  a e l í pse  a=

pa ren te  em do i s  pon tos ,  D e D'! ( f i gu ra  24 ) .  es te  segmento, assim
t r açado  é o d i âme t ro  con jugado  2b ' .  A equação  da  e l í pse  apa ren te

r e f i r i da  ao d iâme t ro  conjugado ê

x? + Zoo = l ,
( a X o (Co )
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e n equação do elípse auxiliar, referido também ou diâmetro cunju-

gndu, é dada por

2 E

Z + — >=  am l ,
( a ' )  (kh' Y

Traçamos agora uma tangente  à e l í pse  aparente no ponto  D$'!
e uma pe rpend i cu la rà  essa  t angen te ,  passando  pe lo  mesmo poh to  (2 ' ) ,

no sent ido  ex te r i o r  a e l í pse  aparen te ,  e tomamos em seguida os  pon-
t os  G e P ' f ad i s tânc ia  ent re  ê l es  mede ka '  = a "  ( a  d i s t ânc ia  do pon
to  G ao cen t ro  C é CG = &< ) ,  Marca -se  então um ponto  (F )  na r e ta  tan
gente a P '  t a l  que a d i s tânc ia  FP '  se ja  kb!' = b ' ( a  d i s tânc ia  ent re  o
ponto  F e o cen t ro  C va lex  , i s t o  é ,  CF =X) ,  Ma rca -se ,  agora ,  um p
pon to  ( J )  no d iâmet ro  conjugado 2b '  (DD! )  de  forma que a d i s t âc i a
des te  pon to  a P'! se j a  ka ' . ,O  seguimento CJ  é igual . e

o + g = 2 º+  pg (equação 47)

Duas impurtantes observaçuaes:
— A linha dos nudus é vu único difmetro da elípse aparante

que não é reduzido pela projeção.
— No método de Zwier us ângulus sãu cuntados na direção

crascente dus ângulus de pus ição.
Saja Y a pusição angular de P ' ,  O ângulo de inclinação da órbita

verdadeira é dondu pela relação

cus i = É (equação 48)

Cuntinuando cum o descrição du métudo de Zwier, tumomus
as pusiçues angulares du puntu P '  a duo punto D (uu  Dº ) ,  com o cem
tru cumu urigem e yu eixu x cumu infcio de cuntagem, de maneira que
a pus içau angular de D (ov D ' )  soja, senduWV tumado de furma que
Y-V  se ja  um ângulo ogudu. Tendu tudos essas informações, é fácil
verificar que

(ec +p )  = a ' + b"” 2a'tp" | sen (S -  4 ) , (equação 49)(eo g)is at nr centon | son (JU.
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As cuurdenadoas dae qualquer puntu no el ípse nuxilior em re
laç"u no eixus 2X e 2 f  são escritas no forma Xcusp  efseng.
As cuourdenados do puntu P '  (extremidode do diâmatru oº') sõu, pur-
tanto ( «cus  w, É sen'!). Disto decurre que

(E )  = n º  = «cos w + f sen w, (equação 50)

ou
Fá E %aº' (sen'w + cos w = “ cus  w.+ É sen w,

Tau= gt .º (equação 51)

O sinal da ( ton  w) tem que ser o masmo de (X -V ) .
É atravós de w' (projeção du angulo w) que se encontra

a pusição angular do puáto nodal ascandente S?, no médudu de Zwier.
A tangenta desse ângulo (w'!) é doada por

tan w' = É. tan w, (equação 52) .

Resultando para S2 o valor - SS = Y -  w (equação 53).
O valur de w que dave sar  tumadu no equação 52 é vo que foz S0<180”,
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3)  MÉTODO DE THIELE
Em relaçõouo o este méátudu não será dodu oqui, muita ênfose,

uma vaz que vu métuduo esculhidu poro i lustrar o exemplo dae cálculo
de órbita (ASS) fui u móétudu da Kuwalsky.

É bum que se nuta que Innes prupus um métudu que é em sua
essênc ia  vo mesmo prupustu pur Th ie l e ,

O mátudo de Thiale se basaa em três pusiçues ubservadas
( lugares  nurmois) e na cunstante de  ve luc idade orau lor .  As  t rês pv

siçoões ci tadas spo lugares nurmais habilmente se lec inndus,  de four
mao que representem cunvenientemente os  partes bam vubservoadas da  elf
psSê aparente. O gucesso du métudu de Thiele depende do habilidade
cum a qual é fe i ta  tal seleção à dao precisãu cum a qual é feita a
definição da cunstante de valucidade areular.

Neste métudu sau considarndus dadus: a dupla cunstonte de
velucidadea nravular(o) us três lugares nurmais e vue instantes corres
pundentes a asses t rês lugares nurmois t ,  , t, e t,..

Tendo, para cada vbservação,

xs  / cos  8, -

y=  / sen  e, (aquação 54).

vem

PF eus  (e  - 5 )  = r ous  ( v  + w ) ,

/P sen (a-5Sl) = rísen(v + w))(cus 1 ) .  (equação 55)

Saparandu 6 de r ev  de mw,

((cuse )+K(ísene)(cosSN ) )  = r ((cus v)(cos w-(sen wiksenvl),
( (  sen 9 ) ( cos 2) = ( sen )  (cous80)) = rí(senv cosw + senw cosv cesá).

Troanspondo vu segundo membro paoro o primeiro é usando a equação 54,
vem

x = r(cos v)((cos w (  cussl)-(sen w)(saenS!)(cos 1) )
+ rísaen v ) ( ( - sen  wi (ouasJ! ) - ( cos  w)(senSt )(ícus i1)),

y =r(  com v)((cous w) ( san 2º )+(sen w) ( cos 5º ) ( cus  i ) )

+ rísen v ) ( ( - sen  w) ( senSL! )+(cius w í cus A ( cus  1 ) ) ,

Observe que a inclinação 4 é tumado entra 90 a 180 , quando u movi
mentu four retrógradu, em tudas ns  fórmulas de Thiele-Innes.
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Xs= Z (cus v )  = (cusE) - (senV),

T=  == (sen v) = ( cos  ) - (sen E),
e

A = ol(cus w)(cusJt )-(sen w)(senJ!)(cous1)),
B = n((cus w)(senJ! )+K(sen w)(susJY? ( cus  1 ) ) ,
F = n((-sen w)(cusNA)-(cus w)(seny”l! )((cus 1 ) ) ,
G = o(( -sen w)(senót)+í(cus w (cus Vê ( cus  i ) ) ,

(equação 57)

(equação 58)

CÊ
Estas equaçoues relaciuvnom o5  constantes de Thiíele-Innses e ug  ale-
mentus urbitais a ,  w, la.

As equações 56 ,  57 e 58 pudem ser escritas na furma

X=  AX + FY,
(equação 59)

T=  BX+  GY.

O cantru da alípsa aparenta a mois us puntus (A,B) e
' " am

(F ( cusV) ,  G(ícosV ) ) ,  definem os prujeções dus eilxus moiur à Dem
nur da órbita verdadeira ( par de eixos cunjugadus).
Se3a 2 17o=  (AG -— BEBF)(cusV ) ,  (equação 60)

n dupla cunstante de velucídade arevular.
Cunsideremus 08  pus i ções  do  es t ra la  principal e da com-

panheira nas datas t ,  e t ,  . Representando pur4,a dupla área do
triângulo furmado pa las  três pusiçues (da  principol e da cumpanhel
ra em t, à t t :  ) ,  vem

4, = 5 —%-x%3 8: (AG-BF) (X ,  Y, - 37). (equação 61)

Substituindo as  equaçoes 57 e 60 na equaçõo 61, temous

Ar ;  P- = TA  sen (E ,  -—- E , )  — (senv)( (sen E)-( sen E,)),

(equação 62)

Desta equação e da equação de Keplar segue que

E — (sen  )(sen E) = M=  2/(t-T) , (equação 6)

ente A =p .

Assin,

Subtroaindo desto última equação à equação 62,0btemos'
t Ft t P - rm = 1 ( E, - E , )  - sen(E, -— E, ) ,NA

t -  t = ns (E, - E, ) - (senV)((sen E,)-(sen E,).

(equação 63)
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Fazandu E - E = u e E ,  -E  =v ,  t emusE - E, = wv,  6
escraevaendu na equação 63 para ( t .  — t ) ,  ( t , -  t ) e  ( t , -  t , ) ,  saque

que t —- tt - LÂus = z (E ,  - E ,  ) - sen (E ,  — E ,  )
DP .

= VT  (u- sen  u l ,

ty — tt  - A = (E ,  — E , )  - sen (E  -E )

= — ( v -  senv),
%, = t - As. = . (E  - E, ) - sen(E,;- E,)

a (uv) - sen (u  + v ) ,PP

u -  senum (t,— t, - —Âni) ,

(equação 64)

Purtantu,

(equação 65)
v -  senvm( t - t- —Lasr , 208

(urv) - sen (uv)  = ( t ,  — t ,  — As) .

Nute que se ans ubsaervações se estendem sobre uma ravulução
cumplata, ou paríodu será aproximadamenta cunhecido;s vu valur de / se
rá também conhacido e dai pode-se daduzir de vez om valuras de
sent e E . No entanto, se as vbservaçoas fei tas cobrem sumen-
te portas da órbita, assume-se vu valor mois plausível para ,rº faz»
se uma tabela,  como a tabela A ,  part indo dus parâmetros À , ,  das ,
A,; é co, aoplicadus a formula 65 .  Na la ,  M , M r  e Ud, são valo
res  pussíveis de / « Quando à diferança suma — (u+v) for suficien
te pequena vu mesmo valor deA aplicado em u e v cuincide cum o a
plicndo em (uv ) ,

Tabela A .  Exemplo de urganização da tabela para vu cálcu
l o  da u ,  ve kW

P Rh Lº Ve Ls
u -  senu
v -  senv

(us v) -— sen(u+ v)
u

"
Suma
u+v

Suma - ( u  + v)

O.

Cem

4d
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Nes te  es tág io ,  temos

27 ,
PR

Combinando as relações 65, obtemos

Fe

4d, + da, -Ô14 = = [sen u) + (sen v) - (sen t+v ]

4,; (sen à )  - A,2 - (sen v )  = 2 (sen  f )  [ (sen vl((sen E) -

(sen E, ) )  - (sen  u ) ( ( sen  E, ) - (sen E »] ,

onde E, — E,

A segunda equação pode  se r  ceocrita na forna

Ôss ( sen  u )  — 4, ( sen  v )  = —-(sen V ) ( sen  E a )  fcsen v l ( 1Via

sen E r - — —2SenSen E ;  JF
" senE,  ) + (sen u j ( 1  “sen E, -)

ou então,

4.: (sen u)  - A ,  , (sen v )  = — (senV)(sen E, ) (sen v )  +

( sen  u )  - sen íu  v ) | .  (equação 66 )

Dessa forma,

A,, (cos u) + A ( cosv ) -  4, = —elsend) [(sen =E) (sen E)

—(cos u ) ( sen  E, - sen EX, ) - (cos v ) ( sen  E, - sen E ,  1,

ou

A (cos u) + A,,. (cos v )  - dd, ue —(sen V )(cos E . )  |(sen.u)PP

+ ( sen  v )  - sen (u  + v!) . (equação 57)

Das equações 66 e 67 decorre

(sent )(sen E, ) = Luisa Ás (son v )
a TA, -Ôd, (equação 68)

— A, 4,. - À,
( sen  ) ( cos  E, ) =  a A . " "
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Como o sistena formado pelas equações 68 fornece E, e 6&e senv, ten-se

que

E,  = E, = À e E = +ve .

Da equação M = Pp ( t -T )  são obtidos três valo-
res para o tempo de passagem pelo per iastro,  T (pe la  aplicação das

três datas t , ,  t i ,  e t ,  ) .
Após ut i l izar a equação 57 para encontrar X e Y ,  coma eque

ção 59  se  obtém &s  constantes de  Thiele-Innes : A ,  B ,  F e G .  A part ir

da í ,  se obtém os elementos orbitais geométricos ( w,5dei ) por combi
nações das relaçoes 58,  como indicado & seguir.

BB — Fte(w +52) « r ea r

telw -A) 2 BOI,
Â GG

2 + à = G. (eonin +52) = - (B -F )  (sen(w 122 )
BTT  A + G * ( cos (w=-SS) )  " B=F  * ( sen íw Sl)

(eq. 69)

Lembramos que nas fórmulas 68 ,  se o movimento for retrógrado, os valo

res de w + ,  u-=Sle . são tomados no 2 º  quadrante.
Outra observação importante 6 & que se  refere à dupla cons

tente de velocidade areolar ( c  = ÊÚ Fr.2 ,  cu jo sinal é negativo quan-

do o movimento da companheira relativamente à principal for  retrógra-

do.

Tendo agora w,5Sl e i e as constantes de Thiele-Innes (A ,
B,  F e G) pode-se ob te r  o semi=eixo maior através de uma das equações

do conjunto de equações 58. For exemplo,

1
*º = (cos w)(ícoss) — (sen w)(sens)(cos 4 )  (eg. 70)

Em resumo, no método de  Thiele se  obtém primeiro o período

a partir ae ,  depo is  obtém-se a excentricid:=de e e o tempo de  pasca-

gem pelo per ias t ro  7 pela apl icação das re lações 68 .  Em seguida obtém

se X e Y das equações 57 ,  e em seguida as  constantes de Thiele-Innes

da equação 59 .  À seguir, utilizando as  equações 69 cbtém-se os  elemen

tos orb i ta is  geométr icos w,I4€ St. Para se  ob te r  o semi-eixo maior a ,

aplica-se à equ=ção 70 ,
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4 )  CONSTRUÇaU DA ELIFSE VERDADEIRA, À IARTIR DA

ELÍTSE AYARENTE E DOS ELEMENTOS CRBITAIS,

Fela e l í pse  aparente, encontra-se o seu  centro Ce  observamos

que este ponto é centro de auxbas as e l ípses (aparente e verdadeira) .
Quando da construção da e l ípse aparente ,  uma das primeiras providênci

as tomadas fo i  t raçkr o eixo dos x que é posi t ivo na direção norte

(es te  eixo tem origew em S ' ) ,

Fara que se  possa obter  a e l ípse  verdadeira a partir da e-—

lípse aparente e dos  elementos orb i ta is  a ,  e ,  i ,  w ,  l e  T ,  proceae-se

da formu que se segue(f igura 25 ) .  Traça-se dois c í rcu los ,  ambos cen-

t redos  no centro C, comum às  e l ípses verdadeira e aparente ,  um dos

círculos de raio a e outro de raio igual a a V1- e (=b, semi-eixo
menor). treça-se também um eixo paralelo 20 eixo dos  x de forma que

es te  novo eixo (tawbém eixo dos x )  tenha como centro o ponto € (natu-

ralmente es te  eixo tem d i reção sul-ncorte e é pos i t i vo  no sent ido de

sul para nor te ) .  A par t i r  des te  e i xo ,  traça-se a linha dos nodos Sto E

que por sua vez é cbtida & partir do elemento S.(posição angular do
ponto nodal ascendente) .  Com a linha dos nodos,  marca-se a lougitude

do pe r ias t row  e depois  de  marcado O ponto correspondente à longitude

do per ias t ro (w ), traça-se um segmento de reta que ligue tal  ponto &o

centro comum a ambas as  e l ípses  e c í rcu los .  Es te  segmento de reta cor

ta o cí rculo de raio a em dois pontos ( um deles é o periastro e Oo ou

tro é o apoas t ro ) ,  O ponto do  per iastro P é aque le  que se  projeta na

órb i ta  aparente no ponto da el ípse aparente meis próximo da projeção

da estrela principal S .

yr"
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(A)

Figura 25.  Construção de elípse verdadeira a partir
da aparente e dos elementos orbitais ( j á  obtidos pe
la aplicação de algum método).
Uma outrs naneira de se  obter  o periastro é traçar uma per-

penôicular à linha dos  nodos passando pe lo  ponto da e l í pse  aparente

(determinado por T )  mais próximo à projeção da estrela principal S ' ;
Onde tal perpendicular cortar o semi-círculo de raio a que contém Sº',

teremos o periastro. Traçando=-se uma reta que passe pelo periastro e

pelo centro C ,  a reta cortará o círculo de raio à no apoastro A .  De-

termina-se, assim, a linha AOP que é o eixo maior da elípse verdadei-
ra. Este  eixo contém os  focos  da el ípse verdadeira. Traçando uma per-

pendicular à linha dos nodos e que passa por S '  ( p ro jeção  da estrela

hb7

principal S ) ,  obtém-se S como sendo oO ponto em que essa  perpendicular

cor tar  o eixo maior  da e l í pse  verdadeira (S é um dos focos desta  e l í -

pse ) .  Sabe-se que o f oco  S ( es t r e l a  pr inc ipal  ) se  s i tua  entre o pon

t o  CC e o pe r i as t ro  e que o f oco  F se  s i t ua  entre o cent ro  C e o apoas

t ro ,  Tomando-se  o segu imento  CS '  e o co -seno  da  incl inação do plano
Calo rb i t a l ,  CS é ób t i do  pe la  fórmula

ae=CSs= TS (no sentido de C para P ) ,

e o seguento CF Bor
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Ccs'——— (no sentido de C para A ) ,ae = CF «=

Com esses dois focos S e F ,  dois pinos, um em cada foco,  e

uma linha de comprimento 2a(1  + e )  traça-se uma elípse que é a elfípse
verdadeira.



IV ENCONTRANDO A ÓRBITA APARENTE DA BINÁRIA VISUAL ABB

(ADS, 11520)

1 ) DISTRIBUIÇÃO DOS FONTOS REFERENTES À BINÁRIA VISUAL ABB
Tabela IT. Dados observacionais da binária visual ABB

(Ai txen,  1964, pagina 96 ) .

( o  - Cc ) ,Data é n | ovas.
( '  ' no1 ENO “q

1900,45 | 353,2 | 0,14 | 3 Ai t .  |- 2 , 3  1-0,004 -0 ,  03
1901,56 | 338,3 FF0,14 | 3 n — 0,8 |-0,002 | -0,02
1902,66 | 318,1 1 0,12 | 3 ” 0,7 | 0,002 0,01
12903,40 | 293,6 [0,11 | 3 "” — 0,2 | -0,000 0,00
2904,52 | 278,4 [0,14 | 4 " 20,8 | +0,640 0,03
21905,53 | 224,8 [0,12 | 4 " — 0,2 | —-0,000 0 , 01
1906,48 | 199,1 1 0,13 [4 " — 7,4 /-0,020 | -0,03
1907,30 [193,5 | 0,14 [| T " — 0,8 | -0,002 | -0,03
1908,39 | 278,1 | 0,15 | 3 ” 0,1 | +0,00D O, 00
2909,67 | 150,4 [0,10 | 2 " 3,3 | 0,006 O, 01
1910,56 | 047,0 | 0,11 | 2 " —- 0,6 | -0,001 0,03
1911,55 | 018,7 1 0,15 [1 " 7:9| 0 , 017  0 ,01
1912,57 | 356,1 [0,15 [| 3 ” 0;9 | 0,003 —O, 02
1914,55 | 331,2 [ 0,14 | 4 ” 9,2 | +0,022 O, OO
1915,52 | 306,4 [0,15 | 3 | * 10,6 | +0,020 0,04
1916,24 | 277,2 1 0,13 | 1 V.Bs. |- 9,8 |-0,017 0,03
1916,63 | 243,01 0,16 | 2 | Ly - [-212,1 /-0,023 0,05
916,76 | 248,8 | 0,14 | ? Ai t .  |- 2,3 /)-0,004 0, 03
21917,62 | 222,5 [0,10 | 1 ! V.BB. |- 3,6 | -0,008 0,03
1917,64 | 228,1 [| 0,14 | 2 | Ai t .  2,1 | +0,008 0, 01
1918,52 | 200,4 | 0,14 | 2 | * - 7,4 /-0,021 | 0,02

-1918,76 | 196,9  | 0,14 | 1 | V.BB. |- 77.) | - 0 , 020  —O, 02
1919,62 | 188 ,4  | 0 ,25 | 3 ATT, |- 3 , 1  1-0,007 —O, 02
1920,37 | 173,6  | 0,16 | 2 !  - 7 , 4  | =0,02D O, OO
1920,67 | 172,6 | 0,16 | 5 Btz — 2 ,6  | -0, 007 0,01
1921,52 | 143,5 |] 0,15 | 1 Btz — 6,9 | -0, 017 0 ,  06
21921,53 [| 144 ,4  1 0 ,12  | 4 A t t .  [|— 6 ,0  |-0,009 0 ,  03
1922,6? | muito bhrórimas ”
1923,57 | 910,9 [0,14 | 4 ” — 2,9 | 00,007 0,00
1923,76 | 011,8 | 0,18 | 4 | Mag. | 11,9| 0,005 0, 03
1924,51 | 354,9 | 0,15 | 1 V.Bg. | = 2,9 | -0,009 —O, 02
1924,65 | 344,2 [0,12 | 1 Al t .  [-11,6 | -0,034 —O, O5
1925,61 | 340,6 1 0,15 | 3 " — 1 ,5  | -0 ,004  —-0,01
1928,63 | 272,2 [0,14 [| 2 " 12 ,8  | 0,025 0, 03
21931,66 | 187,5 [0,14 | 2 " —- 6,9 [-0,020 | —-0,03
1932,78 | 177,7 [0,15 | 2 " 2,4 | 0,006 0,00
1933,60 | 159,3 1 0,12 | a | *“ 6,6 [ 0,012 0,01

JD
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2I
DD

ID
II)

D2
DI

DI
DD

2D
ID

)D
>D

IID
ID

)I)
ID

ID
I))

)))
)))

)))
D



50

Na tabela I ,  6 é a medida da posição angular em graus, é
à medida de d is tância ungular em segundos de arco , n é o núnsro de

observações puru us: nedida, obs indiox o observador e ( O-O ) é o re
siduo.

2) CONSTRUÇÃO DE ALÍPANS APARINDHS

2)
 

DD
) 

D
D

 )
)D

)))
)))

)D

—— no
z

escalas.
g080 — perco i so
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Figura 26, Órbi ta aparente de ABB. A linha contínue ,
é re lat íve as  pos i ções  dadas na pr imeira vol ta , a t race jeda e re let i -
va FI segunda vo l ta  e a pont i lhada a te rce i ra  vo l t a .  ào i ndo  2a f i rura
es tãn dues esca l rs  pare corsaeraçaão (0 de c ine em centímetros e 2 de
br ixo  em se-unios de arco  ).

Depois de plotados os  pontos de tabela 1, a próxima fase é

a de construção de e l ípses,  E estas elípses foram traçadas de modo à&

t e rmos  a configuração ma i s  adequada poss í ve l  à distribuíção dos pontos

relat ivos à tabela IT. Os pontos são considerados de aco rdo  com o nú-

mero n de observações,  i s to  é , um ponto  para o quel foram fe i tas

cinco (05 )  observações em uma no i te  vale tanto quanto cinco outros

pontos pera os quais foram feitas somente uma observação. Quanto mai
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or  for  n ,  uuior é u c red ib i l i dade  x1ure o respect ivo so l t o .
Os instrumentos ussdos &qui part t rucar e l í pses  foram duszs

&gu lhas ,  un pedecço de linha, lé-vis e pape l ,  Cude e l í rse fo i  t racsde

cravendo — ne duas agulhas em uma folha onde os pontos relativos à tu

bela 1 haviam s ido previamente murcsdos, (ver  figure 26 ) .  Desse forme

foram traçadas mais de dez (10) el ípses e na escolha da nelhor e l ípse
o cr i tér io foi ,  preliminarmente, o da melhor adaptação da e l ípse à dis
t r ibu ição dos  pon tos .  À e l ipse  final que obt ivemos difere

da de  Ai tken.  No entanto ,  ocorre que  e le  tinha à seu  d i spo r  um planí

B iesbrosk ,  Leavenworth e Bernewitz.

met ro ,  um el ipsógrafo e não considerou as  observações de kaggine, Van

ag

Fom
3) VERIFICAÇÃO DA LEI DAS ÁREAS
Se à Lei das Áreas se veri f icar para uma elípse aperente

significa que a elípse é razoável ,  no mínimo. À verif icação da Lei  das

freas funciona come um tes te .
Segundo palavras de Danjon, “Pare o observador terrestre o

movimente aparente se  deduz do  movimento verdadeiro po r  uma p ro jeção

sôbre o plane normal so raio visual. à órbita aparente é e l ípt ica,

mas & compunente principal (S)  não ocupa nenhum foco .  O movimeu to &

parente da companheira (B )  em relação à principal obedece ainda à

Lei das Áreas" ( Danjon, 1959, púg.391 ) ,
A Lei  das Áreas nos diz que o raio vetor que ,  no c&RSO0O, une

as projeções das duas binúrias, varre áreas iguais em intervalos igua
is  de tempo ( f ig.  27 ) .

Figura 27 .  Os segmentos S'B, representam as  pos i ções  das pro
j e çoes  das es t re l«s ,  principal e segundáúria, em um instante t; quai=
quer ( i =0 ,1 ,2 ,3 ; . . . ) .  À: é a drea do setor da elípse determinado pe-
lo arco da elípse que une B ,  a B . .
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Figura 28. Elípse com es relativas seções de áreas constan
tes  para a veri f icação da l e i  das areas.

*.-

Se o autor Aitken achou outra elípse é devido a várias ra-
z20es, dentre as quais

1- experiência, habilidade, especialidade;
2— trabalhou somente com suas observações (eu trabalhei com

outras observações também);
3 -  uso do planímetro (Aitken usou, eu não ) .

Deve-se observar que o valor 0,001223 determinado como média

de /A/,086; (referente à tabela da página 54), foi  obtido quando a uni-
dade para os ângulos foi o radiano. Dividindo agora /2/,46 Por 0,2
( in te rva lo  de t empo ,  em anos )  ob tém-se para a dupla cons tan te  a reo la r ,

c, o valor

CC = 0 ,006115
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De ucordo com a Le i  dss Áreas, à úrea À, será igual à úrea
A, desde que os intervalos àe tempo decorridos sejam icuuis ( t . =  +, =

t - t , ) .  E quando t s  t = t t ,  t = t ,  tem-se A ,=  A j=  A, ...J. = À , ,

Observe que quando o ângulo ox, tende à ze ro ,  o &rco unindo

B; à B, tende à uma reta e temos

À

(t,; - t t . )

e que quando t =  tt, ( t im t , t  , t t . . . )  decorre ( f ig .  28)
á:;m= SB, SB.,X%, = Constante.

= SB. SB, « = Constante = c ,

Quando se  faz medidus para o cu5e éu que o% g pequeno,

tem-se que à fórmula anterior é razoável, embora não se ja  exata, e

pessa à ter à seguinte notação,

hj 2, 0 DO.
Como não disponho de planímetro, minha epção foi medir ca

ds setor  da área da e l í pse ,  de muneira que o intervalo de tempo pare

cada setor  de área fosse  constante. E nesse processo,  vários conjun-

t os  de medidas ( t abe las )  erradas foram feitas a té  chegar a uma tabe-—

la razoável (quando o desvio padrão não é muito grande, relativamente

à média , como sugerião por  Aitken), À melher tabela conseguida é da»

da à seguir.
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Tabela IT .  Cáloemlo de É. f soe (=A ; ) ,  i s t o  é ,  do  nroduto de
duas d is tanc ias  anaulares ad jacen tes  e o ângulo às en t re  e las  (obser-
ve que o intervalo de  temoo,  t , >  t . , ,  oara que a es t re la  companheira
passe da nosição / vara a vonicção / + & constante),

data o Ae A AR, o

1900, 4 352,0 0,161
1900,6 | 349,0 21ê 0,164 | & po
1900,  8 346,8 2 6 0,165 o o72.
1901,0 344,2 2 6 0,165 0,070
2901,2 341,6 2 6 0,164 o 069
1901,4 339,0 2 8 0,161 o o71
21901,6 336,2 2 9 0,158 6,070
1901, 8 333,3 3 ,1  0,153 o. 072
1902,0 330,2 3 , 3 0,149 o.  o7º
1902,2 326,9 3 3 0,144 0 069
1902,4 323,4 3 , 9 0,137 o o7O
21902,6 319,5 43  0,131 0 070
1902,8 315,2 a 7 0,125 o o71
1903,0  310,5 51  0,120 o. 070
1903,2 305,4 5.6 0,114 0 070
1903,4 | 299,8 | 25 | 0;209 | gro
1903,6 293,6 67  0,104 0 070
1903,8 286,9 , 0,101 ,
1904,0 | 279,9 3 0, 099 o oro
1904,2 272,5 76  0,096 0 070
1904 ,4 264,9 T6  0 ,  096 0 670
1904,6 257,3 TA  0 ,  096 0 070
1904,8 249,9 7 .1  0 ,  098 0,070
1905,0 242,9 6 6 0,101 0,070
1905,2 236,2? 61  0,105 0,070
2905,4 230,1 5 6 0,109 0.070
1905,6 224,5 , 0,114 ,

Dos dados da tabela I I  tiramos

* * & | CAN

2h  des  0,070 = ALDeras. = 0,001223,
67 = 0,0000100 ( “ )  rad , t; = 0,2 anos,

Eus

e=  Ls. 1º Aoras. ' = 0,0061135 + O ,  000052 (CS  rad .
À

Pela tabela IT à  figuraz2k verif ica-se a Le i  das Áreas,
sf

no minimo razoave lmente .
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V CÁLCULO DOS ELEMENTOS ORBITAISE DAS CONSTANTES DE
THIELE-INNES PELO MÉTODO DE KOWALSKY

1 ) CÁLCULO DAS CONSTANTES DE THIELE-INNES

Naturalmente, as constantes de Thiele-Inness são oe parâme-
tros da equação geral da elípse (equação 19)

AX + 2Hixy + By + 20x + 2Py + 1 = O,

Se ja  a e l ívse avarente óbtida dos  dados do Aitken, 1951, pa
gina 96  (obs . :  foram levados em consideração medidas obtidas vor Ait-

ken,  Maggini, van Biesbroeck,  Leavenworth e Bernewitz e não como fo i

caleulado nor Aitkxen, quando somente suas medidas foram consideradas).

(0,

(xa, 0)

( 1 ,4 )

) Ya)

Figura 29 . Figura ilustrando a e l Í pse  aparente relativa à

binaria visual ASB.

Sejam os  se i s  vontos da elínse avarente de ASS marcados na

figura 29 : ( x ,  0 ) ,  ( x , ,O ) ,  ( 0 ,  3,), (O ,  ns  (X2.1Y, » ( x , :Y ,  ) »

sendo

(x,,O0) o vonto em que o eixo dos x vosit ivos corta a elívee,
( x , , 0O)  " Lo ” non ”  * “*” negativos " '  " . ,

e . . .  - meme coco eo amooo Ma am
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( 0 ,  y )  o vontao em aque o e i xo  dos  v nosi t ivos corta an elívnse,

( 0 ,7 )  " eo nn " "negat ivos  * nn ns
( xao  Y . )  e ( x , )  Y , )  os  vontos na e l ívse anarente em que O

o ” .,
vroduto x . y  e maximo,

Observe que x ,  e x ,  São ra izes da eo .  de sezundo grau

( x - x  )(x-x))=O, ( eixo dos x )
ass im como vv ex  são ra izes  da ea .

( y -wv ) l í v -wn )=O (eixo dos y ,  figura 29)

Os valores numéricos de x , ,  XxX,» XY ,»  Xs» Y,s X,€ Y, BÃO!
x ,=  7,4 cn, x ,  =6 ,6  cn, x, = -T ,8  em, x ,  = -5 ,5  cm,
= 2 ,  50nN "3 ,6  0m, y, =-4,80m, 3, = -3 ,5  cm,

todos com erro de  0 ,1  cm,  dado que à régua utilizada nas medidas é

graduada em milímetros.
Continusndo com e método de Kowalsky (pera cálculo de órbi=

t as ) ,  os parâmetros de equação 195 (constantes de Thiele-Innoes, todas
deduzidas no capítulo I I T )  são

A = x. , ( eq .  21-a)

B a —— (eq. 22-a)sd. *
Gs xa) (eq. 21-b)

f

F=  at) (eq. 22-b)
LS

2- ÁX + By + 26x +28 +
2Xy

H (eq .  23 )

Sendo que H é obtida da média de H, e H , :

H = AX + By + 26x, + 2Fy, +l,
2Xx:3%

E, 2 AX + By] + 20x, + 2Ey, + 1,
2X,Y,

=x
H = Ein, ( eq .  23  )

,
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Subs t i tu indo  nus euvuações 21-4a, 21 -b ,  22-41, 22-b  e 23 º  om valores nu-

mér i cos  de x e y e considerando as  expunsces usua is  da teor iu  dos  er-

ÉEyAd

TOB, Vem

i + Éx, Ex,

à = x ,  XxX; 7 ( x ,  XÀs X ,  x .

= -(1,73250 3 0,04562).10.
6 "1 + A) Ja

= =. +

ESEC Ts  Wo”

= —(8,33333 t£ 0,50694).10.
. + X .  ) + Ea, ? Éx, + E + X :  Ez,

G = x X, + [xs 2 ( x , .X ,

= —(3,45000 É 1,73010).10.
4 + an) + [té 2 DBttçÊn +

Ff = 23, x. CCENCESy, 2 E

= —(9,58333 £ 0,64953).10,

Fela equação 23% e pela teor ia dos erros,

E Ax:; + By + 20x, + 2Ey, +12 ,
a E

y,

ex,

donde P ;

& 6
x x

sendo 6, o erro em A. Assim,

Ha = (4,01214 É 2,62436).10,

Procedendo como anteriormente,

H, = (4,25608 É 0,77757).10,
e como

Ha HE +
2



o ses l ãAA,"«)ra%rÉA-”V0-õa at  o cc  -!]V““ 2"P"A ERA 2253 Co ? As o o po Seo UCS E Paz CTN

obtemos

E = (4,13411 É 1,70097).10',

Em resumo,

aAré m=(1,73250 É 0,04562).10|
Bt6& = -(8,33333t 0,5C684).10”|
GI6  = -(3,46500 É 1,73010).10',
F + 6 = -(0,56333 É 0,64953).10 4
H té ,  = (4,13411 É 1,70097).10 .

2 )  CXLCULO DOS ELELENTOS OFRBITAIS: Sl, i e w

Para que se  possa  calcular es  elementos orb i ta is  c i t ados ,

faz-se necessár io  ut i l izar  us  equações 35, 368, 37 ,  37-a, 30-a, 39-b,

3ô=c, 3í=d, jO-e, 42, 43, di-a e 44,
Substituindo os valores numéricos de à ,  B ,  F ,  G na equação

35 é procedendo como anteriormente,

2 .

TF = SE-Ê-(cos 2 )

TFT i&uF  -G  +à-BÉ(2PÇ+2606 +66 +66 y

F t é = (7,51752 É 0,42623).10.

Da mesms forwna, |

4 : & =F  + GG -A -B Í$ (2P  +264 +66 ) ,

L + 6 = (1,0986859 É 0,04262).10.
Da eq .  ( 37  , temos

=2FG + 2H 2(6, + GE + FÊ)  (-2FG + 2Ht e  2NTÉ,  = 2 | — + E 2 .  Ley ) ,

t g  252 tópa= (1,14454 3 0,337548) 10º.

Nas equ.ções que se seguem, o erro de furções arbitrárias será de te r

min.de & partir de exp«nsoes em série de Taylor da seguinte forma:
Seja

y = f ( x )
Fte, = f i x  t é )  = f i x )  + f ' ( x )e ,  + f " ( x )A i+  EX  + seco

Como o termo f " ( x )  geralmente eg desprezível  em relação aos termos



f [x)ex e f ( x ) ,  consideramos ' 59
Jtó, = fixta ) - f(x) + Áxle,.

Continuando com o calculo,

tg(2Nt6) = 8 + ÉNM,
are tai? é)Ntaá= MAIRA se aro te too qo fe

Aplicando os valores numéricos, temos

NQiG&= 3,26 + 0,03
Aplicando a t eo r i a  de  erros ne equação 38-b vem

2 + el Éx - —2 Y
£ c0OBST = F LoosN - Y ( L  cos N— YE Y

+/ sen NE + é).

: te ' i  t é ,  = * ( cos

(equação 38-D )
Como :
ó 2
dL iG=F  +G -A+B*$  276 +2664 +6+6 ,

F i l e?  - O +A-BÉ 266 + 206 + +66,
en tão ,  ap l i cando  os  va lo res  numér i cos  de  F ,  6, , G e de  é; vem

L t
FT:6

Ass im ,  ap l i cando  es tes  va lo res  na equação  38-WP vem

+0,109854 t 0,006826,
+0,  0751803 à 0,0068263,

te'1+é4,= 5,25465 t 1,8686400.
Outra vez  ,ap l i cando a se r i e  Taylor para encontrar t g  i,

vem . ' dd ,  1

te i t é& ,  = te i + — (ALE = Ae )2Vtge i .

Subs t i tu indo  agora os  valores numér icos  j a  conhec idos ,  e tomando Y

como sendo e tangente de dy  |

JIJ: é= tg i t  En; = 2,35683 + 0,3956449,
Entao,

i t é ;  = arc teS+
1+ PR

CANumericamente,

à + É ;  - 67  oL + 406 .
Como a pos ição êngular, O , decresce com o avanço do tempo (caso de ABB)
1 ê tomado en t re  90  e 180, da i  para se ob te r  o valor cor re to  de i bas ta
subtra i r  o va lor  encontrado de 180",



à + €& = 180 - (67 ,01  t 0,06),

3 3 & = 112,99 t 0 , 06  .

t 7 cos 2 + l cos 20, | sen? tg 2nf: 7 (EEA) - (FEST a:
Subst i tu indo os  valores numéricos nece sários,

|
p t  É = 8 ,56768  t+ 1,01670,.

Façamos na equação 42, N '=  G ( sen )  - ( r  cos t )  e
D = -C  cossl - F senít. En tão ,  eo se caloular o valor de tg u (= Wood),
Bêl erro f ica sendo

29 Ev É sen i & - i o ,
onãe

Ez BOnÍl E, + co[sl fg, + cossle - ' F  sen én,
e '

é,= sen Sl 6, + cossle, - cos?  - Green és
Numéricamente,

Nt Ey = +0,09558 + 0,00652 ,
Dt6  = +0,00892 * 0,00533, '

donde o va lo r  para  a t e  vw

Fá -

F ina lmen te ,  da equação 43  t i r amos

w ré ,  = -76,56% 0 ,18 ,La
d

283,4h t 0518.“ vv  t é ,
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3)  CALCULO DA EXCENTRICIDADE E DO SEMI-EIXO MAIOR.

Da equação 4l=a, temos ;

Nº & É. = G(senS)) - F(cos!) * [[sen Sl)(é& + F&) + cosf(& + G&)],
e então |

Nº & É. = 0,09558 É 0,00652.
.

Da equação 41-a decorre

p l * ( cos  i )  +| Nt(cos i )  + pícos i )  Ev* ;
e .  sen w 3 Bem WA | — -— pN*(sen 3) &

sen w

«pn Ícos &) (cos 1) 6 ) .senº v

donde

Et &=0 ,329  O,123, —-

Seja a equação 44, O erro de a é dedo por

2 IT= e" ( 1=  e “

donde

a t És = 9 ,61  à 2 ,01  en ,

Gomo
0,14" =12,1 cem (v ide figura 26 ) ,

vem

a & 0,191" É 0 ,40 " ,

É bom observar que os  erros aqui calcul«edos são procedentes

Somente duas medidas X , ,  X . ,  X .s  Ja o X.o  Yo Y,?  NX, i s t o  é ,  são erros

i n t r í nsecos .

Os elezentos orbi ta is a té  aqui encontrados s&ão 5? ; à ;  W4 E ,

a ,  e seus valores numéricos são

| +l t  &=  3536 2% 0003; e + 6, = 0,339t 0,123,
à + & 2 112,99 t 0,06; a t  é6= 0 ,191t0 ,0h0.

W

wté  = 283,44 t O,18;
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h ) CÁLCULO DOS ELEMENTOS ORBITAIS DINÂMICOS: PERÍODO E ÉPO
ÇA DE PASSAGEM PELO PERIASTRO

À excentricidade, que também é elemento dinâmico, já fo i
calculada, restando apenas P e T ,

CÁLCULO DO PERÍODO

Pela tabela I l ,  ver i f ica-se voo à dupla constante de veloui

dada areolar é dada por  cm, A Ao /n, onde n é o total de produtos

ão t ipo  4,0 A8 .  O valor numérico encontrado para oc fo i  c = (0,006116%

0,0000052) r ad . (  n )  /ano. Fela figuras 30  pode-se medir os  semi-eixos

maior e menor & e b ,  sendo à = 0 ,160 "  & 0 ,002"  É bp = 0 ,073 "  3 0 ,002 " ,

À área da e l ípse (aparen te )  é dada por  A, =M ab = 0,03669 & 0,00146.

O perícdo, .então, será dado por

P = 2Ar 2 02036569 É 0,00146 = +EC 20,000115 X 0,0000592 " 22100 + 0,58 anos.

— CÁLCULO DO TEKPO DE FASSAGEk PELO PERIASTRO

Pode-se  observar na tabela I que u passagem pele perisstre

se verificou entre as datas 1509,67 e 1923,56, 1908,39 e 1512,57, 1921,
53 e 1923,57. Como us medidas fe i tas em 1921,53 e 1923,57 são mais
conf iáve is ,  o intervalo tomado f o i  entre as  da tas  1921 ,53  e 1923 ,57 .

Se ja  à figura 30 . ' |
ts 192455 P

& oz  1923657

Figura 30 .  I lus t ração da e l ípse  ap«rente de 488 ,  para o cá
culo da ápoca de passagem pelo per ias t ro ,  du úrea totu l  da elípse., E '
e S' são us projeções do periustro e da estrela principal; 8 e 8 '  são
as posições da couwmpanheira em 1921,53 e 1923,57 a C é o centro da elf
pse em questão.
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De acordo com o método de Kowalsky, o tempo de passagem pe-

lo periastro é dado por

2 ,

onde
r s :

T, E t o !  - Enio), T, * t, + EE), t b  1923 ,57

e + = 3921 ,53 .

Def i namos  P ' !S ' s '  como a á rea  do  se to r  l im i t ado  pe lo  a rco  e -

l í p t i co  s 'P '  e o ponto  S '  e P 'S ' s  como a á rea  do se to r  l imi tado pe lo

arco e l í p t i co  P ' s  e o ponto  S ' .

Fara que se  possa calcular e tempo de passagem pelo per ias-

tre seguem duss t abe las ,  que foram obt idas de &cordo com à figure 3D,

Tabela III. Valores para o cxloulo de E,

- p º  Ao  A, LAS

144,4 . | 0,088 | 14 | 0,02637
140,0 0,074 1 109,0 | 0,04736130,0 0,064 | 19,0 | 0,03648
120,0 | 0,057 [109,0 | 0,03021
110,0 0,053 | 109,0 | 0,02703100,0 0,051 | 109,9 | 0,02550
90,0 | 0,050 | 97 | 0,0250080,9 | o,050

De acordo cou à tabela III é a figura 30 ,

P'S'8 = F/ /A0, = 0,217595º (") = 0,003804 read. (“") ..
Ass im,

c O U,0C61I6 É vu,000052
ARA = FP ! IS IS º  . .  0 , 0C36CA4  = 0 ,62  + 0 ,01  snos,

T, = tt. -Ô t ,  = 1921,53 - (0,62 É 0,01)=1922,15 20,01 anos



Tabela IV .  Valores para o cálculo ãe T.',
V1

o” ff” ne
80;9 | 0;0%0

10,9 || 0,02834
—T0OjO | 0,052

10,0 || 0,02860
60 ,0  0 ,055  t

10,0 | 0,03300

A BD,

50,0 | 0,060
10,0 | 0,03720

40,0 | 0,067 16,0 | 0,05293
30,0 | 0,079

10,0 | 0,07505
20 ,0  0,095

9,1 0,10028
10,9 | 0,116

Como antericruwente,
2/1 ptos —O0,35540 (CC) ( º ) ,

donde

P'S'8' =P A//4DO = 0,006203 ( " )  red,

e
| - 0,0056203 +

At i  = (P'S'8'/0) = = To115 É 0,000052 = 2r0L = 0,0,

Ps = ty = Ato =2923,57 - ( 1,01 É 0,01 ) = 1922,56 & 0,01

Finalmente

Te  (T, + Ty )/2m=1922,36 & 0,01 unos.



65
VI CONCLUSÃO o o
Pode-se observar que o cálculo des elementos orbitais depen-

dem fortemente da e l ípse  aparente,  2 como essa  e l ípsc  ê traçada à sen-

timento, não fo i  possível  fazer um cálculo mais correto e completo dos
erros das constantes de Thiele - Innes e dos elementos orb i ta is . .Por "  .
essa  razão, quase todos os cálculos relativos aos erros, nesse  traba

. lho, são decorrentes somente das medidas dos erros: de x r  Xas i o  Lo
A, NV) XE  V , .  Mas,  mesmo assim pode-se afirmar que esse trabalho f i-

cou no mínimo, mais razoável do que se não tivesse sido feito nenhum
cáloulo de erros.

: O erro da  dupla constante  de velocidade areolar é decorrente

do desvio padrão da distribuição dos produtos de duas d is tânc ias  guces.
"sivas (LL. ( .) e o se to r  mgular entre elas (A6 ; ) ,  dados na  tabela

IT .  '
Não foi  possivel encontrar o desvio padrão relativo aos se-

"tores P 'S ' s  e P 'S ' 8 º !  (po is  o intervalo de tempo nesse  caso não é cons

tente, e no caso da tabela II esse intervalo é constante), dai não foi .
2 Possível, tambem, calcularmos os erros de t , ,  t . ,  T,e LT;, é portanto

e"ao se  encontrar os valores numéricos para T, E D i ,  O Único erro poss i -

vel de se  considerar para 1 fói o devido à dupla constente areolar.

Segue uma tabela comparativa dos valores obtidos para os e=
lementos orbi tais de ABB ; Nesse p ro j e to ,  por  Aitken (pelos métodos

de Kowalsky e de Zwier  e ainda outro cálculo pos te r i o r ) ,  por  vem den

Bos e por  Dan j on .  Es ta  tabela ( tabe la  V )  pode ser dividida em se te  co

l1unas : l -  Elementos orb i ta is ;  2= valores encontrados por nós ;  3 e 4-—
valores encontrados por Aitken através dos métodos de Kowalsky e Zwier
respec t i vamente ,  página 101, A i t ken ,  1964 ;  5=  valores encontrados pos

ter iormente po r  Ai t ken ,  página 287,  A i t ken ,1964 ;  6— valores encontra-

dos por  ven den. Bos ,  págine 216; c i rcu lar  n º  113, Union Observatory,

1953 ;  7T- valores encontrados por  Dan jon ,  pagina 61, Journal des Ob-

 se r . ;  194?.
Pode-se. observar que van den Bos e Dam jon consideraram co=

mo sendo descendente o nodo que fo i  tomado por  nos  e por Aitken como

sendo ascendente, dai a diferença em quadrantes para w e Sl.
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A — Tabela V. Valores obtidos para os elementos orbitais, todos

 — referidos ao equinóciô: 1900,0. :

mn — Nesse trabalho Aitken van den o
= (método de Método de met. de | calculo. Bos | Den jon
" Kowalsky) Kowalsky | Zwier '  bos te r io r

SNS 7 3,36% 0,03 2,4 3,9 2,4 174,2 | 278,0
| R EM 112,99t 0,06 | 117,6 | 117,75] 217,6 | 117,45 | 116,0
mw | 283,44:0,18 | 269,9 | 270,6 | 270,0 78,8 | 88,5
m a" | 0,191t0,040 | 0,176 | 0,175 | 0,176 | 0,196 | 0,156
me 0,329: 0,123 |. 0,276 | 0,273 | 0,273 0,26 0,25
s “T(anos) 21922,36t 0,0L| 1910,10 | 1910,10 | 1934,34 | 1922,17 |1910,23
m— P(anos)| 22,00:0,58 | 12,12 | 12,12 | 12,12 | 12,18 | 12,1

Ss Segue à tabela vos  que contém os  residuos para cada autor,

R as- colunas 1 ,2  e3  são relativas aos, dados t ,  8 e l ,  respectivamente;

Ps * Pela comparação dos resíduos da tabela VI, podemos afirmar
Pata, UILNS .

À que nossa  órbi ta ê boa. PN
" - ' : . : . - . " .

" * ne” " Lá "

meo  Tabela VI, Comparação « verificação de Órbitas etravés de seus resíduos. : .

; á : A ITEKEN + ven dena : 3 .  Fernandes = nátoãdo E: E ielhizadl 7 eálonlo Das jon

PP nesse  trebelho) Korralsikc; inetodo de  Twier pos te r i o r  Bos.
: o = -C t  Q= -ÇC.  o+-€C [ORE Q o -G

O * ? [é e soe se ae de ae ao ar so ae NE. CF a
SION AS A,2 [oa] og ,  aç0280| Cla9L1ODIO 93951 3 20 TA 0 07293] -2,0379/-0,0205]' 2 ,  2096) -0,057T 3197  7913585 +

MO 1LS332 ,3  [07/84] Z2,5154/20,0055| UÇT9S4]29,019T] 1 ,8556[/20,0179] -o,9012-0,90197T] 2, 2869] -0,0547| 73790970 7327 :
NETTO 31a,1 | 3,12 19754950] 0,0108] O5953/-3940079|] 0,9920/)-9,0072| o,6489/-0,0029] 3 ,  g456] -O.0426) 731955! LESS

ama 19034640 73 ,0  [ OQ11] t + ,  7531]  0,0122] “ 292  739 -0 ,0904  | -2,9542] V4009 |  -7,2037|)-0120007] 9 ,  27177 «O,076117 12710  37 7 ”
: 1904, 52754  | o 1a] 61,130] 9,0219F 2395536) 9,9092523,,45486] 0,0321] 23,955% 0,0325] 1,,1990] D.6Z69| 2547277] 24254?
ee 1905,53 225,2 [0,12] 2,9718/20,0359f co 1778 fI,0L17 F20,3937T]-O,0129]  0,1077-0,0121| > ,  5899! -0,0083| UC SL35| 24745!

t Lusa  poaç1 10,13] - 2 ,5577 ) -9 ,0561  E —T4,37I0-0O,02985 | 323573  [20,0299] -7,1429-0,0228] .4,5650) -0 ,0285|  381313  TOSTES
2» 196T , I193 ,5   o,14b 0,5991/-0,0574 É U ,TR IB IO ,0 ) IT  = 1 ,71827[-0,0334] -0,5444:-0,0309], gr1427  -0,0385| 127553 yu GC?

O pos ,a id i t aça   o,15E 2 ,  TILT OÇ0240] 960373 2IÇ0049 Po a,9205cu,0028| o,2653]-0,00379 | g,0097/-0,0203|] 147439] 04947)
+ 199 ,9  T i so ,4  o i l  si2779) 0,0207] 1541554] 9,9787[ 15,9144] 0,0256| 15/5344] 0,9747 EM 3840) D,0094| 8145610 o ,L  20?

PP 1910/56) a to  fo,11f a,921t| 3,09748 207155] /0,03359 E -1,45420] 0,9324] =0 ,8084  0 ;0328  22,05368| 0 ,031  - 14 ,  3809) 1 ,535

1911,55] 13,7 09,15) 11,917] 0,0011d  7T,9214] 0,0975] 57/6455 0,00859] 6/8673] 0,0076| 209,45701 -0,0037| 50772 9 ,934
e R IA  STaSS.1 [o,15EP s,s4101/-20,0175]  0,8491/-0,902905 | ue  1/-0,0192] -0,7208/-0,0208| 4,1989/-0,0464f 242751 ruç2T25

19L4,53] 331,2) 9,12] 17,291] 9,0720740 açe158| 0,002] 7,09%43/ /0,009078)  8,3483] 0,0043] 6,2381/-0,0327] 542050 UTIESO,
x 1 i4 ,55 /333 ,2  FL o,20] 1043913] O,ueT4  7.4156] 0,36642]| 6,69%43]| 0 ,068 ]  7/3483) 0,06453] 5,2381] 0,07735 440730] 043 o

: 1915,527/ 308,5 [0715] 3246371] 0,0527] 1045230] 0,9395| 19,3TeT] 0,9407| 10.595] 0,0399] 1,9704| 0,0118| 2,3524| 042537
e Le t  2TTÇ2 [0,13] 313825 0,0205]  T,59097| 0,9259] 7T,0t16| 0,0261| 7,8%4548] 0,0Z61] -4,6074] 0,0119 3I,87L4| 0,90%28-
! i s l end laasço  l o,12] 9,9130) 0,0)390-212,197T2] 9,0524 Di2,2933] 0,0523|/=11,90101 0,0527)-23,9711] 0,0466/- 14,091) 949734

' 816,  Tol2aDçd | 0,146 14 ,28TI 0 .013]  c1,3622] 0,0304 218  1:50] 0 ,035  | =1,5537] 0,0306/-13,0370] 0,0270| =27,9935| 040520
O 19 ITe I f raaçs  4,190 13949 )-0,0592] s i :  poçõõ  | -3,379,T/-9,0319] 22,9030/-0,0312] -7,7078|-0,0258| -=0.3935)-0,297%4
. VT  | nas! 15,2519/-20,0197] 243633] 0,0034 | 2,2529| 0,0079] 317130 0,09082| -1,4TL6| O,013T] 5,7595] 0,0329

Ao 178 ,92  209,5 | 9,14] 9 .993  (23,0479] T,47907 Paç015S [| <a, 12119 /-0,01727] -7T,15608/-0,0169 | =6,2476|-0,0)44] 3 /1313  9 ,075
1519 ,  7Slioa,ç9 [0,14] 1,79721-0,9525] =7 ,5457  PDÇ9229 | -7,9922/20,0224] -6,7983/-0D,0223| -4,9008[-0,0220] =2,545%4 9 ,695  ;

em CL  SAAE,  [0,15] E 1909  [20,00444E =3,28455 PJIÇ02719 | =4,09042/ -0 ,0204 -2 ,8445 / -0 ,0211  1342415] - 0 ,0302  1 ,2872  - J ,091 ,
' 1928 ,97  173 ,5  | 0414) 7 ,579?  “O,917T3E -5,3939] 0 ,991  | -7,1907] 0 ,002?  —6,5819] 0 ,0012  | -1,35968|-0,0159] - 3 ,0%51  9 ,79158

mm IZOST 172AÇã | 9,04 va 294T 20, 3020R so,5744 | oorotT | -d,53009| Q,9140] 773418] 0,0128) 2,2897|/-0,0087| 9 ,762  240789
1921, /52/143,5 0 ,13  1247TTUT] 0.05500 = T,40261 AQ0559 1 =7,9946] / 0 , 0570  -7 ,0764 / .  0 ,0559 | -5,4198) 0 ,034 )  a ,  17H  94961?
1921453] 145,4 (0 12010,4091] 0,02708 -6,0378 | 0,0245 | -6,5933| 0,0278] 75471098 0,0272661 -4,1410) 09,0048] =3,58435] 0,279149

ses 1923757 We i  lga"l 4 , 043  e0,0099] 27877L] 0,0029 | -4,25019] 0,0032)] <3,0133; 0,0029 | 170215  |-0,6028| 144595] 0,3738
1923779] t i s  [oa ai905| o,0223 115955 É v,0233| 0.S1C9| 0,0339] 1,7530) 0,0243] 471913] 0,0244| 3454594] 0/3541

O 192475 3497  [0,15] 2,397751-o,0t79l 21917  Pogo1tat| 572339  /-0,0174] -3,0412/-0,0188 | 0 ,  2344 -0,0406| =L1,4221] 0 ,325
AE R4Ç65 344 ,7  0 ,12  13927  - J ,0488  1175874973 ,  0500  P i  2 ,9706420 , ,05439 -11 ,744656 [ -0 / , 0503  -9 ,07246  |=0,0743|- 19 ,204  | - I 0314

A cLSZS,5H6 360,0 9112) 5,1741) gçoosel «14271  3aç013T]-2,5937/-0,0115| 71,,581000 ,0 ] 37 107/4412 |-0,0494| 549057) 0,50721

= 88  colunas 4 e 5 3 ão relativas aos resíduos (ems6 e f )  dàe nossa  ( Ssbas

—.t ião  Fernandes ) órb i ta;  6e7 ,8eS3  e 10 e 11 são ôs  residuos das Ox
...

”

Pa

Cam

”*— nas 4 e 15 são  relativas aos res Íduos da  órb i ta  de Dan jon.

bitas de Ai tken, quando es te  apl icou”  os  métodos de Kovalsky e Zwier e

' de uma o rb i ta .pos te r io r ( que deve se r  s& crb i ta  em que Aitken mais se

esmerou) ;  12 e 13 são os resíduos da órb i ta  de van den Bos ;  e as colu= r
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Ae se utilizar conjuntos deferentes de pontos ( / ,O0,  É )  par oo
ra se ob te r  el ípses aparentes de um mesmo Sistema b inár io,  e las dife=

rirão entre s f  e a "medida" dessa diferença será tanto maior quanto
mais diferenças houver nos con juntos .  E esta é a principal razão das

discrepâncias entre os  valores encontrádos para os  elementos orbitais,

como se  pode ver na tabela ve

Na tabela I, as três últimas colunas se referem a resíduos
(para cor reções  d i fe renc ia is ) .  Como nes te  t rabalho não podemos fazer

considerações r igorosas,  não foram fe i tos  cálculos referentes à es

tas três últimas colunas da tabela [I.
Este  trabalho representa um degreu pare que se  possa ob ter

a órbita absoluta de binárias. ;
| A binária usada como exemplo i lustrat ivo . (Becva r ,  1959)  é

488 ( ADS 11520; GC 25481 ) da constelação da Serpente. Sua ascenssão
reta é igual a 18h 35,8m e a declinação Vale —O3 14! ambas referidas
ao equinócio de 1950,0.  Tipos espectra is iguais a FB. À magnitude
combinada é 6 ,47  e magnitudes individuais de 7 ,2 ,  ambos os  valores

refer idos ao  sistema visual de magnitudes,
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