


~0 Terminologie und Notation ' 

Dieser Arbeit liegt die Mengenlehre van Zermelo-Fraenkel und ein fest gew~hltas Uni- 

versum U zugrunde. Wir setzen dabei voraus, dass U die Mange ~ der nat~rlichen 

Zahlen enthOlt. Die Mengen der Theorie nennan wir hier jedoch Klassen und wir schrOnken 

die Bezeichnung Mange auf diejenigen Klassen ein, for die es eine Bijektion auf ein 

M E U gibt. Zum Beispiel sind ~ , sowie U und 2~ Kiassen. Mengen sind alle endlichen 
= 

oder abzOhlbaren Klassen (und nicht etwa nur die Klassen aus U ) .... = 

Die Kardinalit~t einer Mange K bezeichnen wir mit ~K I ;sie soll zu U gehBren. 

Eine Kardinalzahl ~ heisst regular, wenn sie unendlich ist und zu U gehBrt und wenn = 

aus I I~ < ~ und ~. ~ ~ fBr alle i ~ I folgt, dass ~ < ~ . Damit ist ~ die 
l l 1 o 

kleinste regul~re Kardinalzahl, ~i die zweitkleinste .... Ausserdem bezeichnen wir mit 

die kleinste Kardinalzahl, die nicht mehr zu U geh@rt (die also in unsarer 5prache = 

keine Mange ist}. 

Eine Kateqorie ~ besteht wie 8blich aus einer Klasse yon Objekten Ob ~ , einer 

Klasse yon Morphismen Mor ~ , zwei Abbildungen d,w : Mot ~-~Ob ~ und einer Komposi- 

tion. Wit verlangen abet zus~tzlich, dass for je zwei Objekte X,Y ~ Ob ~ (wit schreiben 

auch einfacher X,Y C ~ ) die Klasse [X,Y] der Morphismen X--~Y eine Menge ist. Wenn 

die letztere Eigenschaft nicht sichergestellt ist, so sprechen wit hier lediglich von 

einer Metakategorie (in der Arbeit selbst erlauben wit uns einige 50nden). Zum Beispiel 

bilden for jm zwei Kategorien ~,~ die Funktoren X ~Y im allgemeinen kaine Kategorie 

wohl aber eine Metakategorie, die wit ebenfalls mit [~,2] bezeichnen. 

Mit M e_e , G r , Mod A , Top , Komp , Kat ... bezeichnen wit die Kategorien dBr Mengan, 

Gruppan, Moduln, topologischen ROume, kompakte~ ROume, Kategorien..., deren TrOgermengen 

zu U gehBren. Mit den Objekten aus Kat nennen wir auch alle dazu ~quivalenten Katego- = 

rien klein. Mit anderen Worten, eine Kategorie ~ heisst genau dann klein, wenn eine 

Mange M cOb ~ existiert derart, dass jades Objekt in ~ zu einem Objekt aus M iso- 

morph ist. Wenn zus~tzlich die Bedingungen IMI < ~ und I[X,Y]I ~ ~ f~r alle X,Y ¢ M 

gelten, wobei ~ eine regul~re Kardinalzahl ist, so nennen wir ~ a-klein. 
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FOr jede Menge M w~hlen wir sin festes M' c U und sine fests Bijektion 

i M : M-~M' . Die Wahl sei so getroffen, dass fBr M C U die Gleichungen M = M' und 

i M = id M gelten. Mit dieser Wahl sind f~r jede Kategorie X und jedes X E _X zwei Funk- 

toren X -~Me , Y'~[X,Y]' und ~o ..... Me , Y'~[Y,X]' festgelegt. Wit bezeichnen sis wit 

[X,-] und [-,X] . Diese Umst~ndlichkeit in der Definition der Hom-Funktoren ist "unver- 

msidlich", well fBr ~ Funktorkategorien [~°,Me] zugelassen sled, falls ~ klein ist. 

Aus diessm Grunde verlangen wir yon den Morphismenklassen [X,Y] einer Kategorie 

nicht, dass sis zu U geh~ren, sondern lediglich, dass sie Mengen bilden° Das fOhrt zu 

Umstendlichkeiten, die wir jedoch in der Praxis beiseite schieben, indem wir einfach 

[X,Y] start IX,Y]' sohreiben ... 

Falls ein Leser andere Ansichten 8ber Grundlagee vertritt, so sollte dies beim Lesen 

dieser Arbeit keine Schwierigkeiten bereiten. Wit glauben, dass die Resultate dieser Ar- 

beit unter "Grundlagentransformationen invariant sind". 

Was "Limites" betrifft, verwenden wir konsequent die "Kosprache" und nicht die "Links- 

und Rechts-Sprache" oder die "direkte-und inverse-Sprache" .... Unsere Limites, Produkte, 

Kerne... sind also die "inversen oder projektiven" Limites anderer Sprachen~ unsere ad- 

jungierten Funktoren sind "rechtsadjungiert". Ebenso entsprechen unsere Kolimites, Kopro- 

dukte.., den "direkten oder induktiven Limites", unsere koadjungierten Funktoren den 

Llnksadjungierten" .... FOr Limites und Produkte verwenden wit die Bezeichnungen ~m 

und-~ . Mit ~Tx bezeichnen wir das Produkt einer Familie (Xi)$¢ ~ mit X = X for 
I i 

alle X, . Die dualen Bezeichnungen sind lim , ~ und J~X . 

Sei ~ sine regul~re Kardinalzahl. Ein ~-Limes in einer Kategorie ~ ist der Limes 

eines Funktors mit ~-kleinem Definitionsbereich ~ . Die Kategorie ~ heisst ~-vollst~n- 

diq. weon jeder solche Funktor einen Limes hat. Sis heisst vollst~ndiq, wenn sis ~-voll- 

st~ndig for alle regul~ren Kardinalzahlen ~ ist° Entsprechend heisst sin Funktor 

~-stetiq (bzw° stetiq), wenn er alle existierenden ~-Limites (bzw. Limites yon Funktoren 

mit kleinem Definitionsbereich) srh~lt. Die duals Terminologie lautet ~-kovollst@ndig, 

kovollst@ndig, ~-kostetig, kostetig .... Ein Produkt ~TX. mit II~ ~ ~ heisst 

ein ~-P~odukt; entsprechend heisst sin Koprodukt ~Lx. mit ~II ~ ~ sin ~-Koprodukt. 
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Sei ~ eine kleine Kategorie. Eine Kategorie ~ heisst ~-vollst~ndig (bzw. ~-kovoll- 

st~ndig), falls jeder Funktor D-~X einen Limes (bzw. Kolimes) besitz±. Entsprechend 

heisst ein Funktor X -~Y D-s~etig (bzw. ~-koste~ig), wenn er alle existierenden ~-Limi- 

tes (bzw. D_-Kolimites) erh@it. (Dabei ist ein D_-Limes ... der Limes eines Funktors mit 

Definitionsbereich D ... ). 



i Echte und requl@re Epimorphismen 

Wit stellen in diesem Abschnitt einige "wohlbekannts" Rssultate ~ber Epimorphismen zusam- 

men, die in dsr Arbeit ~fters verwendet werden (vgl. Pupier lEVI, Kelly [3~], Gabriel [Z~]). 

i.i Ein Epimorphismus 

kommutative Diagramm 

: A ---~B in einer Kategorie ~ heisst echtp wenn es f~r jedes 

A > C 

in welchem ~ sin Monomorphismus ist, einen Morphismus ~ : B -*C gibt derart, dass 

= p~ . Ein solches 7 ist eindeutig bestimmt und hat ausssrdem die Eigenschaft 7~= ~. 

Die folgenden Eigenschaften sind evident: die Zusammensetzung zweier echter Epimor- 

phismen sowie der Kolimes sines beliebigen Systems yon echten Epimorphismen sind wieder 

echte Epimorphismeno Wenn sine Zusammensetzung ~ -~ sin echter Epimorphismus ist, dann 

auch ~ . Setzt man im obigen Diagramm ~ = id A und ~ = id B so folgt, dass sin echter 

Epimorphismus, welcher monomorph ist, sin Isomorphismus ist. 

1.2 Ein echter Epimorphismus ~ : A -~B l@sst sich nut in trivialer Weiss dutch sin 

Unterobjekt yon B faktorisieren. Aus den Relationen "E = ~" und "~ = Monomorphlsmus" " 

folgt n~mlich, dass ~ sin Isomorphismus ist (man setze im obigen Diagramm ~ = l B ). 

Umgekehrt ist sin Morphismus ~ : A -~B mit dieser Eigenschaft sin echter Epimorphismus, 

vorausgesetzt ~ besitzt Faserprodukte und Kerne. Jedes Oiagramm 1.1 gibt n@mlich Anlass 

zu einer Zerlegung yon £ in einen Morphismus A-~BTF C und die kanonische Projektion 
D 

Pl : B~TC -+B . Die letztere ist sin Monomorphismus und somit ein Isomorphismus, wail 
D 

-l 
monomorph ist. Fer T kann man daher p2Pl w~hlen. 
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1.3 Ein Quotient eines Objektes heisst echt, wenn der zugehBrige Epimorphismus echt ist. 

Es ist klar, dass in einer kovollst~ndigen Kategorie ein Morphismus ~ : ~ -~Y bis au~ 

Isomorphie eindeutig in einen echten Epimorphismus und einen Monomorphismus zerlegt war- 

den kann, vorausgesetzt die echten Quotienten von X bilden eine Menge. Dasselbe gilt, 

wenn ~ lokalklein und vollst~ndig ist. In beiden Fallen gibt es ein eindeutig bestimm- 

tes Unterobjekt p : Y' -~Y und einen echten Epimorphismus ~ : X -~Y' derart, dass 

p~ = ~ . Wir nennen Y' das "Bild" yon ~ . 

1.4 Ein Epimorphismus ~ : A -~B heisst bekanntlich regular, wenn fBr jeden Morphismus 

~: A -~C folgende Bedingungen equivalent sind: 

(i) ~ ist vonder Gestalt ~ 

(ii) aus &~ = ~ folgt ~ = ~ . 

Ein Quotient eines Objektes heisst reRul~r, wenn dar zugeh~rige Epimorphismus regul@r ist. 

Falls ~ der Kokern eines Paares X ~A ist, dann ist E regular. Falls M eine Gene- 

ratorenmenge ist und in ~ beliebige Koprodukte yon Objekten aus M existieren, denn 

ist jeder regulars Epimorphismus 

110fg- A 
f,g ~ 

Dabei erstreckt sich das Koprodukt 8ber alle Morphismanpaare 

Eigenschaft pf = pg , dersn Definitionsbereich Uf,g in M 

p : A -~B der Kokern des kanonischen Morphismenpaares 

f,g : Uf,g ~A mit der 

liegt. Der Summand U 
f,g 

wird verm~ge f und g in A abgebildet. Hieraus folgt, dass A nut eine Menge von 

regul~ren Quotienten besitzt. Wenn des Faserprodukt 

dane regular, wenn die kanonische Folge 

AT FA existiert, so ist ~ genau 
B 

AITA ~A )B 
B P2 

~xakt ist (dh. C ist der Kokern der kanonischen Projektionen pl,P2 ). Ein regul~rer Epi- 

morphismus ist natBrlich echt. 
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1.5 Falls die Kategorie ~ Faserprodukte besitzt und kovollst~ndig ist, so kann man 

for jeden Morphismus m : A -~B und jede Ordinelzahl v eine Zerlegung m = mvE v wie 

folgt konstruieren: 

a) Es sei ~o = idA und ~o = ~ " 

b) Wenn Ev : A -~A und @v : A -~B schon konstruiert sind, so sei ~ : A -*A 
v v v v v+l 

der Kokern der dutch ~v bestimmten Aequivalenzrelation A IT A ~-~A ; man definiere 
v B v v 

dann ~v÷l als ~vEv und ~v+l als den induzierten Morphismus Av÷ I -~B , welcher dutch 

die Eigenschaft ~v = @v÷l~v bestimmt ist. 

c) Wenn v eine Limeszahl ist, so definiere man A = lim A und @v bzw. ~v als die 

induzierten Morphismen A -~B bzw. A-~A 
v v 

Es let kler, dass ~v genau dann sin Isomorphismus ist, wenn @v sin Monomorphismus ist. 

Das Supremum der v , fer die ~v kein Isomorphismus ist, heisst die Zerlequngszahl Z(~) 

yon ~ . Das Supremum der Z(~) , wobei ~ c ~ , heisst die Zerlegungszahl Z(~) der Ka- 

tegorie ~ . 

1.6 Bemerkunq. Die vorige Konstruktion kann auf etwas allgemeinere F~lle ausgedehnt wet- 

den. Wit geben zwei Beispiele an: 

a) Die Kategorie ~ sei kovollst@ndig und besitze sine Generatorenmenge M . Man betrach- 

te dann alle Morphismenpaare f,g : U ~A , derart, dass U ~ M und Of = mg - F@r A 
1 

nehme man dann einfach den Kokern des induzierten Morphismenpaares ~ IU ~ A , usw. 

b) Es sei ~ sine regulate Kardinalzahl; die Kategorie X sei echt ~-kovollst~ndig (vgl. 

Einleitung oder 9.6). Dann kann man f~r ~I : A -~A I den Kolimes aller regulBren Epimor- 

phismen A-~X nehmen, dutch die sich ~ : A-~B faktorisieren l~sst. Dutch transfinite 

Induktion l@sst sich dann auch A fSr jede Ordnungszahl v wie in 1.5 definieren. 
v 

1.7 F~r sine kovollst@ndige Kategorie ~ mit Faserprodukten oder einer 6eneratorenmenge 

sind folgende Bedingungen gleichwertig: 

(i) Z(~I = 0 

(ii) deder Morphismus l@sst sich in einen regul~rsn Epimorphismus und einen 
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Monomorphismus zerlegen. 

(iii) deder echte Epimorphismus ist regular. 

(iv) Die Zusammensetzung zweier regul@rer Epimorphismen ist ein regul~rer Epimorphismus. 

o 
Diese §quivalenten Bedingungen sind in folgenden Kategorien erfOllt: M_~e , M_~e , 

Top , Top e , Komp , Komp ° , Kategorien yon universellen Algebren, Garben etc. Sie sind 

auch erfellt, wenn jeder regulBre Epimorphismus E : A~B ein universeller Epimorphis- 

mus ist (dh. wenn f~r jeden Morphismus B' -~B die kanonische Projektion B'%TA-~B' 
B 

ein Epimorphismus ist). Dies ergibt sich aus folgendem 

Lemme. Es seien ~ : A-~B und ~ : B-~C 

Faserprodukten. Wenn ~E : A ITA -~BTTB 
C C C 

qul§rer £pimorphismus 

regul@re EpimoA~hismen i.~neiner K ateqorie mi_~t 

ein Epimorphismus ist, dann ist ~£ ein re- 

Das Lemma ist die Beute einer ungef@hrlichen "L@wenjagd" auf dem Diagramm 

A 'n 'A  
B 

ATrA ~ A >C 
C 

BIvB ~ B >C 
C 

Man beachte ferner, dass E IT £ 8in Epimorphismus ist, wenn E ein universeller Epimor- 
c 

phismus ist. Dann sind n~mlich £1TB -~ETF(BITB) und A IT~(A!TB)ITE Epimor- 
c B C C C B 

phismen und somit auch (E~B)  o (A ITS) = £IT6 
C C C 

1.8 Es sei Halb die Kategorie der Halbgruppen. In Halb ° sind die ~quivalenten Beding- 

ungen yon 1.7 nicht erf~llt. Es seien n~mlich ~ die additive Halbgruppe der naterlichen 

Zahlen, H die durch 3 und 5 erzeugte Unterhalbgruppe und ~ : H --+ ~ die Inklusion. 

Seien ~,~ :~ -~K Morphismen mit der Eigenschaft ~@ =8@ - Dann gelten die folgenden 

Relationen (additiv geschrieben) 
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~ ( 7 )  = ~ ( 2 ) + ~ ( 5 )  = ~ ( 2 ) + # ( 5 )  = ~ ( 2 ) + # ( 3 ) + # ( 2 )  = ~ ( 2 ) + ~ ( 3 ) + # ( 2 )  = ~ ( 5 ) + # ( 2 )  = 

= # ( 5 ) + 9 ( 2 )  = 9 ( 7 )  - 

Dies zeigt, dass ~ in Halb kein regul~rer Monomorphismus ist (dh. der zugehSrige Mar- 

o ~o _ ~ H  o phismus ~ : yon Halb ° i s t  ke in  r e g u l ~ r e r  Ep imorphismus) .  I s t  a n d e r a r s e i t s  G 

die durch 3,5 und 7 erzeugte Unterhalbgruppe yon ~ , so sieht man leicht, dass die In- 

klusionen H -~G und G -~ ~ regulate Monomorphismen sind. 

Man kann leicht zeigen, dass die Kategorie Kat der Kategorien aus U die Zerle- 

gungszahl 1 hat. Die Zerlegungszahl der Kategorie der 2-Kategorien aus U ist 2 .... 

1.9 Eine Menge M von Objekten in einer Kategorie ~ heisst eine echte Generatoren- 

menqe, falls 

a) M aine Generatorenmenge ist und 

b) ein Morphismus ( : A -~B in ~ genau dann ein Isomorphismus ist, wenn for jades 

U e M die Abbildung [U,~] : [U,A] -~[U,B] bijektiv ist. 

Falls ~ Kerne besitzt, dann folgt a) aus b). Eine Kategorie mit einer echten Generato- 

renmenge M ist lokal klein (= well powered), wenn sie Faserprodukte besitzt, oder wenn 

M die st~rkere Bedingung 1.10 i) erfOllt. Eine Generatorenmenge ist im allgemeinen nicht 

echt. In der Kategorie der topologischen R~ume ist jeder einpunktige Raum ein Generator, 

aber kein echter Generator, wail im allgemeinen eio bijektiver Morphismus nicht invertier- 

bar ist. 

1.10 Satz. Sei M eine Menqe yon Objekten in einar Kateqorie 

de Familie (U±)i61 von Objekten, U.I E M --das Koprodukt ~U i 

betrachte di_~e folgenden Aussaqen: 

derart, dass f~r j e- 

in X existiert. Man 

(i) FOr jedes Objekt A ~ ~ gibt es eine Familie (U i c M)i~I undeinen echten Epimor- 

phismus ~U. -~A . 
iEl i 

(ii) Ei_~n Morphismus e : A -~B mit der Eigenschaft, dass sich jeder Morphismus U -~B ! 

U E M ,durch E faktorisieren l~sst, ist ein echter Epimorphismus. 

( i i i )  Ei n Morphismus E : A -~B mit de__~r Eiqenschaft, dass [U,£] f~r i e des ~ 
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U ¢ M eine Bijektion is t, ist invertierbar. 

(iv) Ei_n_n Monomorphismus E : A-~B mit der Eiqenschaft, dass sich jeder Morphismus 

U -~B , U E M ; durc~ ~ faktorisieren l~sst, ist invertierbar. 

Dann qilt (i) ~(ii) :m~ (iii) ~ (iv) . Ausserdem sind alle vier Aussaqen ~quivalent, 

wenn sich ,ieder Morphismus in einen echten Epimorphismus und einen Monomorphismus zerle- 

qen l~sst (vgl. 1.3, 6.6 c) und 1.7), insbesondere ist M dann eine echte Generatoren- 

,m,enqe- 

Der Beweis ist evident. 

1.11 Eine Menge M yon Objekten in einer Kategorie ~ heisst eine requl~re Generato- 

renmenqe, falls 

a) fBr jedes X E ~ das Koprodukt ~U h e×istiert, wobei h alle Morphismen mit Werte- 

bereich X und Definitionsbereich in M durchl~uft. 

b) der kanonische Morphismus h~h -~X , welcher den Summanden U h vermBge h : U h -~X 

in X abbildet, ein regul@rer Epimorphismus ist. 

1.12 Satz. Sei ~ eine Ka.teqorie mit einer echten Generatorenmenqe M derart, dass 

in X beliebiqe Koprodukte vo__~n Objekten aus M existieren. Ausserdem soll jedes Mor- 

ph~smenpaar ~Oi ~ ~dj in X einen Kokern besitzen, wobei Oi,O j E M q nd I,J 

beliebige Menqen sind. Falls fer jedes U ~ M der Funktor [U,-] : X -*Me regulate Epi- 

morphismen erh~lt, dann ~st ~ kovollst~ndiq und volls±~ndi q und jeder echte Epimorphis- 

mus ist requl@r. Insbesondere ist M eine regulate G eneratorenmenqe. 

Beweis. Wir zeiqen zuerst, dass ein Morphismus p : A -~B genau dann ein regul~rer Epi- 

morphismus ist, wenn fer jedes U E M die Abbildunq [U,p] surjektiv ist. Es genegt zu 

zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist. Sei 

Uf,g A ~B 

das in 1.4 angegebene Diagramm. (Das Koprodukt erstreckt sich 8ber Morphismenpaare 
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f,g : Uf,g ~A mit pf = pg , dersn Definitionsbereich Uf,g in M liegt). Es existie- 

re ein Kekern q : A -~Kak (~o,~I) van ~o,~l und es sai @ : Kak (~o,~l) -*B der ein- 

deutig bestimmte Morphismus mit p = @q . (Wir zsigen unten, dess ~ Kokerne besitzt). 

Da nech Voreussetzung f~r jades U ( M die Abbildung [U,q] 

awe der Definition van I I U~ dass die Abbildung [U,@] , 

p = @-q ist mit [U,p] auch [U,@] surjsktiv. Folglich ist 

surjsktiv ist, folgt laicht 

injektiv ist. Wegen 

[U,e] bijektiv und somit 

ist e : Koker (~a,~l) -~B nach 1.9 sin Isamorphiemus. Dies zeigt, dass p regular ist. 

Sei nun p : A --~B irgendein achier Epimorph±smus. Dann ist auch 

: Koker(~o,~ l) ~B ein echter Epimorphismus. De [U,~] fSr jades U e M injektiv ist, 

so ist m monomorph. Folglich ist ~ invertie~bar und p regular. 

Wit zeigen jetzt die Existenz beliebiger Kokerne. deder Morphismus ~ : B -~B' gibt An- 

lass zu einem kanonischen Diagramm (vgl. l.ll b)iI.9 ) 

J_l. U~ P ) 3  

k': U'I,--)B' 

wabei Uh,Uhj , Uf,g und U~ ~j zu M geh@ran und die Kommutativit~tsbedingungen 

p'~ = ~p~ = ~ound ~'~ = ~ srf~llt sind. Dessen Zeilen sind nach dee obigen 

rschtsexakt, wail Koker(%,~ l) und Kaker(~,~ i) existieren und die Abbildungen 

[U,p] und [U,p'] f~r jades U ~ M surjsktiv sind. Ist ~,~ : B~B' ein Morphis- 

menpaar, dann kann der Kolimes K des kanonischen Diagrammes 

j..Lu,,, .... l l u  h 

I 

II u;;j  II 
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offensichtlich als Kokern eines Morphismenpaares I I U ~ I I U. erhalten warden, wobei 

Ui,U j ~ M . Es ist laicht zu sehen, dass der induzierte Morphismus B) -~ K ein Kokern 

von ~,~ : B ~_~B' ist. Ebenso kann man zeigen, dass in X f~r jade Familie (Av)~ N 

das Koprodukt I I A existiert, indem man es als Kokern eines Morphismenpaares 

I I  y~N v 
J J U .~ JLLU. darstellt, wobei Up,U~ ~ M . 

Die Vollst~ndigkeit yon X folgt leicht aus dem bekannten Kriterium, dass eine kovoll- 

st@ndige Kategorie mit einer echten Generatorenmenge vollst~ndig ist, falls jades Objekt 

nut eine Mange von echten Quotienten besitzt. In einer solchen Kategorie ist n@mlich je- 

der stetige Funktor XZ-~M.e_e darstellbar (vgl. 14.7 ). Das gilt speziell f~r jeden Funk- 

tot der Form lim [-,FD] , wobei F : D-~X ein beliebiger Funktor mit kleinem Defini- 

tionsbereich ist. 



2 Kan'sche Erweiterunqen, Beispiele 

In diesem Abschnitt stellen wir einige zum Tell bekannte Eigenschaften von Kan'schen 

Erweiterungen zusemmen, die wit im folgenden oft verwenden werden (vgl. Ulmer [#~]). Ins- 

besondere geben wit eine globale Konstruktion der Kan'schen Erweiterung, sowie eine etwas 

naterlichere Herleitung der lokelen (dh. objektweisen) Konstruktion von Ken [33]. 

2.1 Definition Seien J : U -~A und F : U -~B 

zusammen mit einer natQrlichen Transformation ~F : F-~Ej(F)J 

terunq yon F bezeglich d , wenn f~r jeden Funktor T : A-~B 

Funktoren. Ein Funktor Ej(F) : A-~B 

heisst Kan'sche Koerwei- 

die Abbildung 

bijektiv ist. 

Durch diese Bedingung wird des Pear (Ej(F),@ F) bis auf Isomorphie eindeutig be- 

stimmt. Falls dieses existiert, so sieht man leicht, dass f~r eine Zusammensetzung J'd 

die Koerweiterung Ej,j(F) genau dann existiert, wenn Ej,(Ej(F)) existiert, und die 

Funktoren Ej,j(F) und Ej,(Ej(F}) sind dann isomorph. 

Dual heisst ein Funktor EJ(F) : A -~B zusammen mit einer nat~rlichen Transformation 

EJ(F)J-~F Kan'sche Erweiterunq yon F bezSglich d , wenn die entsprechenden Abbil- 

dungen 

[T,EJ(F)] --~[TJ,F] 

bijektiv sind. 

2.2 Wit geben zun@chst zwei Beispiele. 

a)Sei B = Me und F = [-,U] ein Hom-Funktor. Dann existiert die Kan'sche Koerweiteru~g 

bez@glich beliebiger Funktoren d : U-~A . Aus dem Yoneda Lemma 

[[Jm-].T] TJU [[-,U],TJ] 
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folgt n@mlich unmittelbar, dass Ej[U,- ] = [JU,-] und dass 9[U,--]: [U,-]-->[JU,J-] 

du=ch dis AbbiZd.ngen [U,X] ~[JU,JX]  , ~ d ~  O~geben is t ,  X ~ ~ . 

b) 5ei __B = [_U°,Me] und F dis Yoneda Einbettung [ - , - ]  : _U--*[UZ,M_~ , U ~[ - ,U]  . 

Sei d , U-~A sin beliebiger Funktor. Dann ist [d- , ' ]  : ~-~[U°,Me]_ __ , A ~[J- ,A]  die 

Kan'sche Koerweiterung der Yoneda Einbettung [-,-] bezSglich d und die universelle 

nat~rliche Transformation 

[U,X] -*[JU,jX] , ~ ~J~ 

: [ - , - ]  -~[d-,d-] ist durch dis Abbildungen ~[_,.] 
gegebenj U,X ( ~ . Man kann n@mlich leicht zeigan, dass far 

einen beliebigen Funktor T : ~ - - ~ [ U _ ° , M e l  dis Abbildung 

[ [ - , . ] , TJ ] -~ [ [ J - , . ] , T ]  , ~ ,-~ 

invera zu derjenigen von 2.1 ist. Dabei ist f~r jades 

Transformation~A : [J-,A] -~TA an der Stalls U ~ 

[JU,A] -~(TA)(U) , welche einem Morphismus ~ : JU-~A 

sammensetzung 

[U,U] (~U)U> (TJU)U (T~)U ." (TA)U 

A ¢ ~ der Wart der nat~rlichen 

diejenige Abbildung 

des Bild von id U unter der Zu- 

zuordnet. 

2.3 Seien d : U -~A , H : U -~C , L : C -~B und R : B-~C Funktoren, wobei 

adjungiert zu R ist. Falls Ej(H) existiert, dann auch Ej(LH) und es 9ilt 

Ej(LH) = LEd(H) ' @LH = L@H 

L ko- 

Dies folgt leicht aus den folgenden Bijektionen 

[LEj(H),T] ~ [Ej(H),RT] ~ [H,RTj] ~ [LH,TJ] 

wobei T : ~-*~ einen beliebigen Funktor bezeichnet. 

Es ist klar, dass dies auch dann richtig ist, wenn L nut auf einer vollen Unter- 

kategorie C' yon C definiert ist, welche die Bilder yon d : U -~C und 
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Ej(H) : A-~C enthglt; mit andern Worten, wenn L : ~' -~ partiell koadjungiert ist zu 

R : B-~C (relativ zur Inklusion ~' -~ , vgl. Ulmer [S~], Isbell [~2] ) und wenn H 

sowie Ej(H) dutch die Inklusion ~' --*~ faktorisieren. 

Ein Beispiel hierfSr liefern die verallgemeinerten darstellbaren Funktoren [$6]. Sei 

J : U -~A ein Funktor und B eine Kategorie, in welcher fSr jedes Paar U,U' E ~ , jedee 

A ( ~ und jedes B E B die Koprodukte I I B und I I.B existieren. 5ei Me' 

m i J J 

- [u,u~ [JU, A] 
die volle Unterkategorie yon M_~e , bestehend aus ellen Mengen [U,U'] und [JU,A] , wobei 

u,u, ~u ond A~A.Dannist f~jedas B~_B de=F.nkto~ B.:M__~'~_B,M'~.....I IB 
-- -- MI 

partiell koadjungiert zu [B,-] : a-*Me . Folglich ist die Kan'sche Koerweiterung eines 

Funktors B® [U,-] : U --~B wieder ein verallgemeinerter darstellbarer Funktor, n@mlich 

B~[JU,-] = A-~B 

und f~r jedes X E U bildet ~@[Un_](X) : 
[u,x.1 ~rJU, Jx] 

E [U,X] identisch auf den Summanden B = B ab. a~ 

den Summanden B~ = B , 

2.4 Globale Ko.ns.t.ruktion der Kan'schen Koerweit.erunq. 

Sei d : U-~A ein Funktor, B eine Kategorie und F = lim F ein Kolimes in [~,B~ . 
-- --~ V 

V 

F~r  j e d e s  Fv e x i s t i e r e  E j ( F v )  . Da d i e  K a n ' s c h e  Koer , ,~ei terung E d p a r t i e l l  k o a d j u n g -  

i e r t  zu [ A , N  " - ' [ ~ , N  , a ~ G - J  i s t ,  so  e x i s t i e r t  E j ( F )  genau  dann ,  wenn li~__, E j (F  / 
v 

in [~,B~ existiert. Ferner gilt dann Ej(F) = limv Ej(Fv) und @F wird von den @F v 

i n d u z i e r t .  Wit  ve rwenden  d i e s  nun z u r  K o n s t r u k t i o n  yon E j ( F )  . 

Satz. 5eien U und B 

U,U' ¢ U das Koprodukt 

mesdarstellunq 

Kateqori.en, in B existiere fSr jedes B E B und jede.s Paar 

I I B . Dann qibt es fSr jeden Funktor F : U-~B eine Koli- 
[ u, u'] 

F = lim Fd~ @ [w~,-] 

Dabei ist die zuqehSriqe Indexkateqorie die bar~zentrische Unterteilung von ~ ; deren 

Obiekte sind also die Morph±sm.eq ~ yon U , und die Morphismenmenqe [~,~'] besteht 

qenau dann aue einem Element, wenn ....... ~' = idd~ oder ..... ~' : i % ~  oder ~ = ~' , ande rn fa l l s  
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i s t  sie !ear, vgl. Kan [33] , Schubert [~S] 

Beweis, Offensichtlich ist f6r jedes Paar F,G ~ [~o~ die kanonische Abbildung 

IF,G] -~l~m[Fd~,Gw~] , @ ~ (~(W~)-F~)~ 

eine Bi jekt ion (vgl .  Kan [33] )- Die Behauptung erg ibt  sich deshalb le ich t  aus den f o l -  

genden nat~rl ichen Bi jskt ionen 

[F,G] ~- l~m[Fd~,G,~] =~ %m[[w~,- ] , [Fd~,G-] ]  ~ l im[Fd~®[w~,-],G] ~ [ l i  mFd~m[w~,-],G] 

Korollar. 5ei d : U-~A sin Funktor. In B ~eS~ e~s f~r iedes Paa~ U,U' E ~ , .iedes 

[U,P~ -- [JU,A) v 

sine KOlilmesdarstellun q yon F durch verallqemeinerte darstellbare Funktoren (z.B. 

F = l im F d ~ w ~ , - ] } .  Dann existiert Ej(F) qanau dann, wemni l im Bv@[dUv,- ] i~n [ A , ~  
v 

e x i s t i e r t  und es .qi l t  

Ej(F) : 1L. Bb [~u , - ]  
v 

Korollar. Falls U klein ist und ~ kovollst@ndig, dann existiert Ej(F) fSr jades F 

und Ej(F) : A-~B erh@lt die.ieniqen Kolimites, welche yon jedem Funktor [JU,-] : A-~Me 

erhalten werden, U E ~ . 

2.5 Kan'sche Konstruktion. 

5eien d : U -~A und F : U -~B Funktoren. Wit betrachten Funktoren t E ~ = [~°,Me] , 

fSr welche sin Objekt B% E ~ , sowie in Y E B nat~rliche Bijaktionen 

[ t , [ F - , Y ] ]  ~ [Bt,Y ] 

existieren. (Z.B. ist B t = FU f~r t = [-,U] , U E ~ ). 5ei ~' die volle yon diesen 

Funktoren aufgespannte Unterkategorie in ~ . Bekanntlich kann die Objektfunktion t~B t 

zu einem funktor L : ~' -~ erweitert warden, welcher partiell koadjungiert zu 

R : B -~C , B -~[F-,B] ist. Durch diese Eigenschaft ist L bis auf Isomorphie bestimmt 

und F : U-~B ±st die Zusammensetzung vonder Yoneda Einbettung Y' : U-~C' , U ~[-,U] 
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mit L : ~' -~ . Es gibt also sin Diagramm 

F 

U > C' ~B 

A 

Ausserdsm ist der Funktor A-~C , A ~,[J-,A] die Kan'sche Kosrweiterung Ej(Y) (vgl. 

2.2 b) ). Aus 2.3 folgt daher f~r Y = H , dass Ej(F) : A-~B exlstiert, falls f~r je- 

des A ~ 3 der Funktor [J-,A] in ~' liegt. Unter dieser Voraussetzung gilt dann 

Ej(F)~): L[J-,A] . 

Wir geban jetzt sins genauere Bsschreibung yon ~' und L . 

2.6 Bekanntlich kann man jedem Objekt A ~ ~ die Kategorie J/A "der dber A stehen- 

den Objekte in ~"zuordnen, deren Objekte Paare (X,~) sind, bestehend aus einem X ~ 

und einem Morphismus ~ : JX-~A . Ein Morphismus (X,~) -~(X',~') ist dutch einen Mot- 

phismus ~ : X -~X' mit der Eigenschaft ~ = ~'-d~ gegeben. Gelegentlich schreiben wit 

ouch ~ start J/A . Mit JA : J/A-~U bszeichnen wit den Vergissfunktor (X,~) ~X 

und mit ~A(J) : J=JA -~k°nstA die natSrliche Transformation (X,~) ~ o 

Dual bezsichnen wit mit AXJ dis Kategorie"der unter A stehenden Objekte in ~ "; dis 

Objekte yon A\J sind also Paare (X, ~: A-*JX) etc. 

deder Morphismus ~ : JX -~A gibt Anlass zu einer nat@rlichen Transformation 

: [-,X] -~[J-,A] . Die (@~)(XjB)~J/A bilden sine natSrliche Transformation 

Y*J A -~konst[d_~A] , welche - wie leicht zu sehen ist - einen Isomorphismus 

lira [-,X] ~[J- ,A] 
(X,~.JIA 
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induziert. (Nimmt man speziell far J die Yoneda Einbettung Y : ~-~[U2,M_~e ] , U ~[-,U] 

so erhBlt men in dieser Weiss die kanonische Darstellung sines Funktors A e [U2, ~ Bls 

Kolimes von darstellbaren Funktoren. Umgekehrt liefert die kanonische Kolimesdarstellung 

des obigen Funktors [J-,A] den angegebenen Isomorphismus.) 

5ei t~ l~ im [-,Uv] sine beliebige Kolimesdarstellung eines Funktors t ¢ [~o ~ : ~ . 
V 

Auf Grund der Kostetigkeit von L : ~' -~ ist es evident, dabs t genau dann in ~' 

liegt, wenn lim L[-,Uv] = lim FU in B existisrt und es gilt dann lim FU ~Lt = B t . 
- ~  ~ .  v - 7 v 

W@hlt men t = [J-,A] , A ~ ~ so erhalten wit hieraus den folgenden Satz, den wir in 

dieser Arbeit oft verwenden werden. 

2.7 Satz. Seien J : U ~A und F : U-~B Funktoren. Die Kan'sche Koerweiterunq 

Ej(F) : ~-~ e.xistiert, wenn es f@r .iedes A E A eine Kolimesd.a.rstellunq 

lim [-,Uv] ~[J-,A ] gibt derart, dass lim FU in B sxistiert. Es qilt dann 
V v 

Ej(F)(A) = li_,m FUv und Ej(F) ist die Zusammensetzunq 
V 

Ej(Y') L 
)~' ) ~  , A--~[J-,A] ",,-~L[J-,A] 

(vgl. 2.5) . 

2.8 Korollar. Unter den Voraussetzunqen vo___nn 2.? erh@lt Ej(F) : A -~B die ieniqen K.oli- 

mites, welche yon A -~[~°,Me] , A ~[J-,A] erhalten werden, mi.t andern Worts.n, die.ieni- 

qen Kolimites, welche von .iedem Funktor [JU,-] : ~-~Mee erhalten werden, U E ~ . 

2.9 Koroller.(Kan'sche Konstruktion). W~hlt. man far jedes A ~ A die Koli.mesdarstellunq 

tim [ - , X ]  -" 
(x,!{,) E J/A 

yon  2 . 6 ,  . . . . . . .  so f o l q t  BUS 2 . 7 ,  dass  E j ( F )  e x i s t i e r t ,  wenn lim__. FX . . . . .  i n  B e x i s t i e r t ,  und 

Ej(F)(A) = lim~ FJ A = lim FX . 
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2.i0 Die Kan'sche Konstruktion 2.9 ist z.B. dann anwendbar, wenn ~ klein ist und 

kovollstBndig. Aber such im allgemeinen Fall h@ngt die Kan'sche Konstruktion eng mit den 

Ksn'schen Koerweiterungen zusammen. Dies zeigt der folgende 

Satz, Seien J : U-~A und F : U-~B Funktoren. In B sollen fBr jedes B ~ B und 

jede Menge der Form M = [U,U'] , U,U' ( U oder M = [A,A'] , A,A' ( ~ , die Ob.iekte I IB 
M 

undTTB existieren. Aequivalent sind: 
M 

(i) Ej(F) existiert. 

(ii) FBr .............. j edes A ( A existiert lim_~ FJ A in B . 

(iii) Sei F = lim_~ Bv@[Uv,- ] eine Kolimesdarstellun q. Dann existiert lim_~ Bb[JUv,A ] 
V V 

for jedes A ( ~ . 

Unter den Bedinqunqen (i) - (iii) gilt ferner 

fSr  jedes A ~ ~ . 

Ej(F)(A) --~ lira__) FJ A lim_~ B?[JUv,A ] 
W 

Beweis, Wit zeigen (ii)~(i) ~(iii)~(ii) , und aus dem Beweis folgt auch die letzte 

Aussage. 

Die Implikation (ii)~(i) folgt aus 2.9° 

( i ) : : ~ ( i i i )  Aus 2.3 und 2.4 f o l g t ,  dass Ej(F) = li~m Bv@[JUv,- ] . F~r jedes A ~ ~ be- 
y 

sitzt der Eveluationsfunktor E A : [~,B~ -~ , G ~GA einen Adjungierten, welcher einem 

Objekt B ~ ~ den Funktor A-~B , X ~ ~B zuordnet (vgl. 2.9)° Folglich erh§lt E A 

[x,A] 
Kolimites und es gilt 

Ej(F)(A)-(tim Bv@[JUv,-])(A) = li4m Bv@[JUv,A ] 
W V 

(iii)~(ii) Aus 2.4 folgt die Existenz yon 

Ej(F)(A) = lira B@[JUv'Alv'" ' wobei A ~ A 
V 

Nach 2.6 sind die Abbildungen 

Ej(F) sowie die Gleichung 

[U,X] ~ [ J U , A ] , ~ o J ~  
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k o u n i v e r s e l l ,  U ~ U , A E A . I nsbasandere  g i l t  a l s o  E j ( [ U , - ] ) ( A )  = [ JU ,A ]  : lim [ U , X ]  

= l&m [U,JA-]  , ~ i t  and.rn Wort.n, d i .  B~ha.ptong i s t  f~r  dan Fooktor F - [ U , - ]  r i c h t i g .  

Da f~r jedes B £ ~ der partiell Koadjungierte B® Kolimites von Me erh~it, so folgt 

analog 

E j ( B ® [ U , - ] )  (A) = B®[JU,A]  = 

Zusammenfassend e rhaZ ten  w i r  dahe r  

lim_~ B®[U,X] = lim~ B@[U,JA-] 
(x,~) 

Ej (F ) (A )  = Zi~ B@[JUv,A ] = Z~m ( l im B21%,x]) :" lim (li.m B~[Uv ,X] )  = lira rX= z~FJ A 

2.11 Konfinalit~t Wie in 2.10 gezeigt wurde, impliziert die Existenz von Ej(F) : A -~B 

unter schwachen Bedingungen die Existenz der Kolimites lim FX , A ~ ~ . In der 
(X, ~-~, JJA 

Praxis hingegen ist die Kan'sche Eonstruktion (2.9) manchmal nicht anwendbar, wail es 

nicht klar ist, ob die benStigten Kolimites lim FX existieren. Das Kriterium 2.7 ist 

in diesen F~llen n~tzlich, well es erlaubt die Konstruktion yon Ej(F) mit Hills yon be- 

liebigen Kolimesdarstellungen lim [-,Uv] ~[JI,A] , A E ~ p durchzuf~hren, vorausgesetzt 
v 

in ~ existieren die Kolimites lim FU . Es ist oft m@glich, hinreichend kleine Kolimes- 
v 

darstellungen lim [-,Uv] ~--4[J-,A] zu linden (vgl. Beispiels in 2.14)° Wit geben nun sine 
v 

Beschreibung der Isomorphismen lira [-,Uv] ~[J-,A] und stellen den Zusammenhang wit kon- 

Y 
finalen Funktoren her. 

2.12 Oefinition Ein Funktor K : D-~C haisst bekanntlich konfinal, wenn fSr jedes 

C ~ ~ die Kategorie C\K "der unter C stehenden Objskte in ~ " (2.6) zusammenh@ngend 

ist, dh. wenn CXK genau eine Zusammenhangskomponente besitzt. (Die Mange ~ (C\K) 
o 

Zusammenhangskomponenten yon C\K l@sst sich bekanntlich in nat@rlicher Weiss mit 

der 

lim [C,KD] identifizieren. ) 

oZ _ Seien t : --~Me und H : D-*U Funktoren und Y : ~-~[U°,Me]_ ~ die Yoneda Ein- 

bettung. 5ei ~ : lim [-,HD] -~ t sine nat@rliche Transformation und Yt : U/t -~ U 

Funktor (U,~) ~U (vglo 2°6). Die Zusammensetzungen 

der 
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induziersn sinsn Funktoz 

~am, 
[-,HD]-=-.Ii~ [-,HD] ~ >t ) 

'D ~ D~D 

K : _D ~_U/t , D ~ (HD, [ - ,HD]  ..... ~ ' % >  t )  

mit der Eigenschaft H = YtK . Umgekehrt gibt sin Funktor K : ~--*~t Anlass zu einsm 

Paar (H = YtK,e:li~[-,HD] -~t) . 

Die Vorgabe yon (H)~) ist also ~quivalent zur Vorgabe yon K : ~-~It . 

2.13 Satz. Aequivalent sind: 

(i) @ : lim [-,HD] -~t ist sin Isomorphismus. 

(ii) K : D-~U/t ist konfinal. 

(iii) F~r 1eden Funktor F : U -*B existiert lim FYtK 9enau dann, wenn lim FY exi- 

stiert, und der yon K induzierte Morphismus lim FY K -~lim FY ist sin Isomor- 
-+ t -~ t 

phismus. 

Beweis. ( i ) ~ = ~ ( i i )  5ei (U, ~ : [ - , U ]  - * t )  s in Objekt in  A/t . Es s~± daran e r inner t ,  

dass die Menge ~'[o((U,~)\K) der Zusammenhangskomponenten yon (U,~)\K sich in nat~rli- 

cher Weiss mit 

l ira [ (U,~),KD] ~Zim [ ( [ - ) U ] , ~ ) , ( [ - , H D ] , ~ D ) ]  

~ [ ( [ - , U ] , ~ ) , l i m  ( [ - ,HD],~yD)]  = [ ( [ - , U ] , ~ ) , ( l i . m  [- ,HD],@)] 
I) D 

identifizier%. Oabei sind die drei letzten Morphismenmengen in der Kategorie [~°)Me]/% 

zu betrachten. Ein Element der letzten MorphismBnmenge ist sin kommutatives Dreieck 

[ - , u ]  "~ > l£m[- , .D]  
D/  
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Nach dem Yonedm-Lemma entsprechen ~ und ~ einmindmutig Elementen ~' ~ tU und 

~' ¢ lim [U,HD] , und dab Dreieck ist genau dann kommutmtiv, wenn ~' E @(u)-l(~ ') . Es 

g i l t  also ~o((U,~AK) ~-~(u)-l(~ ') . 

Folglich imt @(U) genau dann bijektiv, wenn (U,~)\K f~r jedeB ~ : [-,U] ~t zusam- 

menh~ngend iBt. 

( i i i ) ~ ( i )  Man w~hle ~ : [Ug,Me] und F : ~ - ~ [ U . ° , ~  ale die Yoneda Einbettung Y . 

Dann l~sst sich t ~ [U°,M_~ mit lim YY und @ mit lim YY K-~lim YY identifizie- 
-- - *  t -~  t -+  t 

ren. 

( i ) ~ ( i i i )  5eien & = [U__°,M..~e] , R : B -~C , B ~[F- ,B]  und ! '  : ~ sowie L : ! '  - ~  

wie in 2.5. EB gilt dann F = LY' , wobei Y' : U-~C' die Yoneda Einbettung U ~[-,U] 

isto 5mi s E [U°,M_~ und s ~ lim [-,Uv] mine Kolimmsdarstellung in [~o ,~ ]  . Oa 
- 

partiell koadjungiert zu R ist und L[-,U] = FU , U E ~ , so existiert lim FU in 
v 

genau dann, wenn s ¢ C' und ms gilt lim FU ~--~Ls . F~r m = t bzw. s = lim [-,HD] 

folgt himraus die Behauptung° 

L 

B 

Bemerkunq. Ist t E [U°,M_~ der konstante Funktor, der jedem U E ~ die einpunktigm 

Menge {~} zuordnet, dann ist Yt : ~It -~ Bin Isomorphismuso Die Aequivalenz 

(ii)~::~(iii) liefert dann die bekannte Charskterisierung der konfinalen Funktoren. 

2.14 Be#spiele. 5ei ~ mine klmine Kategorie und ~ mine reguiBrm Kardinalzahl. Wit 

f~hren nun die Komplettierungen K_ (~) , ~ (~) und K(~}  yon ~ ein. Die Definitionen 

erscheinen an diBBer Stelle etwas ad hoc. Wit zeigen jedoch in 7.6, dabs K (U) Bus den 

~ - p r ~ s m n t i e r b a r e n  Objekten (6 .1 )  yon [U°,Ne] b e s t e h t .  Far  K (U) und K (U) g i l t  mt-  

was Analogem (vgl. §15 und 7.6). 

a) Dim O-Komp1ettiBrunq K_~(~). 

Sei ~ mine Kategorie. Ein Unterobjmkt (V,i) mines Objektes U ~ ~ heisst bekanntlich 

Bin Retrakt yon U , wenn die Inklusion i : V -~U mine Retrektion, dh. einen Morphismus 

~: U-~V mit der Eigenschaft ~ i = id V , zul~sst. In diesem Fall let (V,i) much der 

Kern des Morphismenpaares (idu,i ~) . Umgekehrt ist der Kern mines Morphismenpaares 



34 §2 - z z -  

(idu,f) ein Retrakt yon U , wenn f idempotent ist (dh. f2 = f). Deswegen sagen wit, 

dabs ~ sine Ksteqorie mit Retrakten ist, wenn Ker(idu,f) f@r jades U E ~ und jeden 

idempotenten Endomorphismus f von U existiert. Klar ist, dabs mit ~ such ~o eine 

Kategorie mit Retrakten ist. 

5el nun U sine beliebige Kategorie und __Ks(u) die volle Unterkategorie yon [U°,MB] 

bestehend Bus Retrakten von Hom-Funktoren [-,U] , U E U . Wit nennen K (U) zusammen 

mit der Yoneda Einbettung d : U -~K (U) U,v~[-,U] die O-Komplettierunq yon U Es ist 
m "-o m t _ o 

klar, dabs K (U) eine Kategorie mlt Retrakten ist. 5ei ferner B eine Kategorie mit Re- 
"-o 

trakten und F : U -~B Bin Funktor. Mit Hills yon 2.7 1@sst sich nun leicht zeigen, dabs 

Ej(F) : K(U) -~B__ existiert. Man w~hlt einfach fSr jaden Retrakt T von [-,U] eine 

Retraktion ~ der Inklusion i : T -~[-,U] ; dann ist 

id 
[-,U] ----~ [-,U] 9 >T 

~9 

eine Kokerndarstellung yon T und es existiert ein f ¢ [U,U] mit [-,f] : i v ; man 

seize dann Ej(F)(T)=Koker(idFu,Ff) . In diesem Fall sieht man ausserdem leicht, dass 

Ej(F) volltreu ist, falls F es ist. Ist ferner jedes Objekt ~ ~ ~ isomorph zu einem 

Retrakt sines FU , U ~ ~ , so ist Ej(F) eine Aequivalenz. Dies gilt insbesondere fSr 

B = K (U°) ° , wobei FU fSr jedes U ~ U der Funktor U : U°°-~Me , V ~[U,V] ist. 

Dutch geeignete Wahl der Kokerne in --oK (U°) ° erreicht man dann sogar, dass Ej(F)_ Bin 

Isomorphismus K(~) @-~K(~O) ° ist. 

Auf Grund der gegebenen Konstruktion ist es evident, dass jeder Funktor K (U) -~B die 
0 

Kan'sche Koerweiterung seiner Retzaktion auf ~ isto FSr sine Kategorie ~ mit Retrak- 

ten ist folglich E d : [~,B] -~[~o(~),B] sine Aequivalenz. Daraus folgt insbesondere, 

dabs [ ~ , ~ ]  und [ ~ , ~ ]  ~ q u i v a l e n t e  Ka tego r i en  s i nd ,  wenn d i e  O-Komp le t t i e rungen  von 

und ~ ~quivalent sind. Die Umkahrung hiervon gilt, wenn ~ und ~ klein sind. Sei 

n~ml ich B = Me und [~ ,Me]  ~ [~,M~e] . Die Funk toren  F i n  [ ~ , ~  bzw. [~,M_~ m i t  

der Eigenschaft, dass IF,-] Kolimites erh~it, bilden dann zueinander ~quivalente Unter- 

kategorien. Die Funktoren mit dieser Eigenschaft Bind abet bekanntlich Retrakte von 
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darstellbarsn Funktoren. Folglich sind K (U) und K (V) zuainander ~quivalent. Diese 
O 

Batrachtungen gshen im wesantlichen auf J. Roos [~6] und M. Bungs OV] zur~ck (vgl. auch 

b} Die ~-KomBlettierun q ~ (~) 

5ei U sins Kategorie und ~ sins regulate Kardinalzahl. 5ei K (U) die volle Untsrka- 

tsgorie yon [~o,~ , die man auf folgende Art erh~lt: Man bildet zuerst die volle Unter- 

kategorie yon [UZ,Me] bastshand aus beliebigen ~-Koproduktsn yon darstallbaren Funkto- 

ran, und nimmt dann far jades Morphismenpaar zwischen solchen Koprodukten den Kokern so- 

wie alle dazu isomorphen Funktoren hinzu. Es ist leicht zu sshen, dass ~ (~) ~-kovoll- 

st~ndig ist, und dass dis Inklusion 

zusammen mit dar Yoneda Einbettung 

K (U) ~[U°,~ ~-kostatig ist. Wit nennen K (U) 

d : U-~K (~) , U ~,C-,u] , dis ~-Komplettierunq yon 

5ei ~ sine a-kovollst~ndigs Kategoria und F : U-~B . Mit dan Bezeichnungen yon 2.5 

sieht man leicht, dass der zu ~-~[U°,Me]_ -- , B ~[F-,B] partiell koadjungierte Funktor 

L : [~°,M~'-~ zun~chst auf ~-Koprodukten yon Hom-Funktoren und hernach auf Kokernsn 

yon Morphismenpaaren zwischen solchen Koprodukten definiert ist. Also existiert dis Kan- 

sche Koerweiterung Ej{F) : K (U) -~B und sie ist ~-kostetig. Ferner ist jeder ~-koste- 

rigs Funktor K (~) -~ die Kan'sche Koerweiterung seiner Rsstriktion auf ~ . Folglich 

besteht eine bijektive Beziehung zwischen den Isomorphieklassen yon Funktoren U -~B und 

den Isomorphieklassen von c~-kostetigen Funktoren K (U) -~ . Diese Eigenschaft 

kannzeichnet K (U) bis auf Aequivalenz. 

c) Oi~.-KompZetU~r~q ~.(~) (vgZ. OZ~ [~S] ~.29) 

5si ~ sins Kategorie und K=(~) dis rolls Unterkategorie yon [~°,Me] bestehend aus 

allen kleinsn Kolimites yon Hom-Funktoran. ~s ist leicht zu sshen, dass ~(~) in 

[~°,Me] untar kleinen Kolimites abgeschlossen ist. Wit nennen ~(~) zusammen mit der 

Yoneda Einbettung d : ~-~(~) , U ~[-,U] ~ie ~.Komplettisrunq von ~ . Sei ~ sine 

kovollst§ndige Kategorie und F : U -~8 ein Funktor. Mit Hilfe von 2.7 l~sst sich leicht 

zeigen, dass Ej(F) : K~,(~) -~ existiert und kostetig ist. Hieraus folgt, dass umgekehr% 
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jeder kostetige Funktor ~(~) -~ 

ist. Diese Eigenschaft und die Kovollst~ndigkeit von 

Einbettung J : ~--~) 

d) Kotripel 

Sei G = (G,E,p) ein Kotripel in einer Kstegorie 

A c ~ eine kanonische Auflesung 

Ein Hom-Funktor 

die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf 

~ )  chsrakterisieren die Yoneds 

. Bakanntlich gibt es f~r jades 

...---~G2A ~ GA---~A 

[U,-] : A -~Me fehrt alle solchen Auflesungen genau dann in zusammen- 

ziehbare semisimpliziale Mengen 8ber, wenn U ~ -projektiv ist (dh. wenn U Retrskt eines 

Objektes der Gestalt GA , A E ~ ~ist). 

Sei nun ~ eine volle Unterkstegorie yon ~ , die alle Objekte GA , A E ~ ~ enth~lt 

und deren Objekte G-projektiv sind. Dann sind die imduzierten Folgen 

[U,G2AI ~[U,GA] ~[U,A] 

f~r alle U ¢ ~ , A E ~ rechtsexakt. Also ist 

[-,G2A] ~[-,GA] ~[-,A] 

eine Kokerndarstellung des Funktors [-,A] ~ [O_°,M__~e] . 

Sei ~ eine Kategorie mit Kokernen und F : U -*B ein Funktor. Aus 2.T folgt leicht, 

dass Ej(F) : A -~B existiert und jedes Diagramm G2A ~GA -~A in einen Kokern 8ber- 

f~hrt, A ~ ~ . Bekanntlich ist Ej(F) der nullte abgeleitete Funktor der Kotripelhomolo- 

gie. Omgekehrt ist jeder Funktor A -~B mit dieser Eigenschaft die Kan'sche Koerweiterung 

seiner Restriktion auf ~ (Hierf8r ist es offensichtlich nicht notwendig, dsss ~ Koker- 

ne besitzt). 

el '2model induced" Kotripel (Applegate - Tierney [$I]) 

Es handelt sich eigentlich um einen Spezialfa31 yon d). Sei 

in einer Kategorie ~ , 

von Objekten aus M und 

M eine Menge yon Objekten 

die volle Unterkategorie bestehend aus beliebigen Koprodukten 

J : U -~A die Inklusion. Wit setzen voraus, dass die Koprodukte 
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existieren. Jedes A ¢ ~ gibt Anlass zu BinBm Diagramm 

(*) ~Uf,g ~_~ UU h P-~A 

wobei sich das zweite Koprodukt dber alle Morphismen U h-~A mit Definitionsbereich in M 

erstreckt, und das erste Qber alle Morphismenpaare U ~ U  h mit pf = pg , deren Oefi- 

nitionsbereich ein Objekt in M ist. M braucht jedoch keine regul~re Generatorenmenge 

zu sein. Es ist 1eicht zu sehen, dass for jedes U ¢ M der Funktor [U,-] : A -~Me das 

obige Diagramm in eine rechtsexakte Folge 8berfdhrt. Dasselbe gilt natOrlich for jedes 

UCU. 

Sei ~ eine Kategorie mit Kokernen und F : U -~B Bin Funktor. Dann existiert nach 2.7 

die Kan'sche Koerweiterung Ej(F) : A -~B und diese fBhrt das obige Oiagramm (*) in 

einen Kokern dber. UmgBkehrt ist jeder Funktor A -~B mit dieser Eigenschaft die Kan'sche 

Koerweiterung seiner Restriktion auf ~ (Hierf8r ist es offensichtlich nicht notwendig, 

dass B KokernB besitzt). 

Ist M eine regulate Generatorenmenge, so ist nach 1.4 das obige Diagramm (.) ein Kokern. 

FOr B = A und F = O gilt daher id A = Ed(d) . 

Bemerkunq. Bekanntlich kann der Funktor A -~A , A ~> h~Uh zu einem Kotripel 6 Brg~nzt 

werden und die Objekte yon ~ sind G-projBktiv (dh. Retrakte yon Objekten dBr Gestalt 

GA , A E ~ ). Es ist leicht zu sBhen, dass M genau dann eine regulate Generatorenmenqe 

ist, wenn G vom "descent" TWp is_~t (J. Beck [8]) dh. wenn fBr jedes A c A das kaneni- 

sche Diagramm G2A ~GA-~A Bin Kokern ist. 



§3 Dichte Funktoren 

3.1 Es seien J : U -~A sin Funktor, A E ~ ein Objekt, JA : J/A -~ der Vergissfunk- 

tar (X,~) ~X und ~A(3) : J'JA ~k°nstA die naterliche Transformation (X,~) ~ 

(vgl .  2 . 6 ) .  

Definition. J heisst dicht bei A , wenn A der Kolimes van J'JA vermBge ~A(J) ist, 

dh., wenn ~A(O) kouniversell ist. Ist O bei allen Objekten A E ~ dicht, dann heisst 

O dieht. 

Sei M c Ob ~ sine Unterklasse und d die Inklusion der van M aufgespannten vollen 

Unterkategorie. Wir sagen M sei dicht bei A c ~ , wenn 3 dicht bei A ist. Ist dies 

fer jades A E ~ der Fall, dann sagen wir M sei dicht in ~ oder sine dichte Genera- 

torenklasse (bzw. sine dichte Generatorenmenqe, wenn M eine Mange ist). Wsnn M nur aus 

einem Objekt U besteht, dann sagen wit auch, U sei sin dichter Generator. Man sieht 

leicht, dass sine dichte Generatorenmenge sine "Mange van Generatoren" ist, sogar sine re- 

gul@re Generatorenmenge, wenn in ~ beliebige Summen van Objekten aus M existieren. Die 

Umkehrung hiervon ist falsch (vgl. 4.18). 

, J ° U ° A ° A ° Ein Funktor J : U -~A heisst kodicht bei A c A wenn : -~ bei A 

dicht ist, etc ..... 

3.2 Ist J : U -~A dicht, so folgt leicht aus 2.9, dass id~ die Kan'sche Koerweite- 

rung EO(3) ist. Umgekehrt, falls id A = Ej(d) und falls ~ Produkte und Koprodukte be- 

sitzt, so folgt aus 2.10, dass J dicht ist (start Produkte und Koprodukte in ~ zu vet- 

langen, kann man voraussstzen, dass lim J-3 far jades A E A existiert). 

3.3 Beispiele 

a) F~r jede Kategorie ~ ist die Yoneda Einbettung ~-~[U°,Me]_ -- dicht (vgl. [#S] l.lO). 

b) Sei ~ sins Kategorie und I : B -~B sin dichter Funktor (zoB. I = idB). Oann ist 

~ a  ~_ , [~ ,~  , U ~ I ~ [ U , - ]  
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ein dichter Funktor (vgl. 2.3 und [S~] 2.11 ). 

c) Sei ~ = (G,~,p) ein Kotripel in einsr Kategorie ~ und sei J die Inklusion der 

wollen Unterkategorie ~ , bestehend aus allen Objekten GA , A E ~ (vgl. 2.14 d)). 

Lemma. Die Inklusion J ist qenau dann dicht, wenn C vom "descent" T yp ist (Beck [@ ]), 

dh. wenn fBr .iedes A ~ A die kanonischs "Aufl8sunq" G2A ~GA -.A ei___on Kokerndiaqremm 

in _A ia__it. 

Beweis. > Wenn J dicht ist, so folgt aus 2.9 und 2.14 d), dass id A = Ej(U) und dass 

id A jede AuflBsung G2A _--~GA ~A in ein Kokerndiagramm Bberf~hrt, A E ~ . 

Ist f~r jedes A ~ ~ die "AuflBsung" G2A ----~GA -~A ein Kokern, so ist nach 2.14~) 

der Funktor id A die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf ~ , dh. 

id A = Ej(J) . Aus 2.13 folgt ausserdem, dass jedes A e ~ der Kolimes von J'JA 

SA(J) ist. 

vermSge 

Allgemeiner gilt das folgende 

Lemma. F8__~riede dichte Menqe (bzw. Klasse) M yon Ob.iekten i__n_n ~ ist die Menge (bzw. 

Klesse) GM ~ G2M genau dann dicht in ~ , wenn fBr jedes U c M die kanonische "Auf- 

18sunq" G2U ~GU-~U e in Kokerndiaqramm ist. 

Beweis. >Wegen 3.9 ist mit {GU,G2UIU~M} much {GAIAcA } dicht in 

f o l g t  daher ,  d s s s  sogar  f~ r  j e d e s  A E A d ie  AufltSsung G2A ---~GA -~A 

. Aus dem obigen 

ein Kokerndiagramm 

ist. 

Wegen 3.9 ist mit M auch die Vereinigung M ~ GM ~G2M dicht in A . Es ist leicht 

zu sehen, dass for jedes U ~ M die Aufl~sung G2U ~GU -~U eine konfinale Unterkatego- 

tie yon ~GM,G2M)/U induziert ( {GM,G2M}ist die volle Unterkategorie yon A, be- 

stehend aus den Objekten GU,G2U , webei U E M ). Folglich ist GM v G2M dicht bei je- 

dem U ~ M . Dies zeigt, dass GM v G2M dicht in M ~GM v G2M ist und nach 3.9 somit 

much in A . (Mit Hilfe yon 2.T kmnn man auch leicht direkt zeigen, dass die Kan'sche 

Koerweiterung der Inklusion I : ~GM,G2M~A bszOglieh I die Identit~t yon A ist. 

Aus 2.13 und 3.2 folgt dsnn, dass I dicht ist). 
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d) Sei M eine Mange von Objekten in einer Kategorie ~ und sei ~ die volle Unterkate- 

gorie bestehend aus beliebigen Koprodukten yon Objekten aus M (Wit setzen voraus, dass 

diese Koprodukte existieren, vgl. 2.14 e)). Dann ist die Inklusion d : U -~A qenau dann 

dicht, wenn M ein8 requl~re Generatorenmenqe (1.11) ist. Oar Beweis ist im wesentlichen 

derselbe, wie vorhin in 3.3 c); man benStzt 2.14 e)). 

3.4 5atz (Lambek [36] prop. 5.1) Ein Funktor 

A E ~ , wenn far jades Y E A die vom Funktor 

bildunq 

bijsktiv ist. 

d : U -~A ist ganau dann dicht bei 

A~FU°,Me]._ _ _  , Z ~ [ J - , Z ]  indu~ier te  Ab- 

Beweis. Die obige AbbiZdung l~sst  sich zerlegen in [A,Y] ~-~[JdA,konsty] v-~[ [J- ,A] , [J- tY~ 

Dabei ordnet ~ einem Morphismus ~ : A-4Y die natBrliche Transformation (U,~) ~ 

zu, und v einem ~ : d'dA-~konst Y die nat@rliche Transformation 

v(9)(X) : [JX,A] -~[JX,Y] , ~ ( X , ~ )  . Die Abbildung v i s t  b i j e k t i v ,  wai l  [ J - ,A ]  

der Kolimes von J/A -~[~°,M~,(X,~) ~[-,X] ist und well die Morphismen JX -~Y ein- 

eindeutig den Morphismen [-,X] -~[d-,Y] entsprechen. Folglich ist vu genau dann bijek- 

tiv, wenn u bijektiv ist, dh. wenn CA(J) : d~d A -~konst A kouniversell ist. 

3.5 Korollar. J ist £enau dann dicht, wenn der Funktor A-~[~°,Me] , A ~[d-,A] 

volltreu ist. 

Dies zeigt, dass d 

be lZ  [ 3 1 ]  i ~ t .  

genau dann dicht ist, wenn d "left adequate" im Sinne von J. Is- 

3.6 Korollar. 5ei ~ eine r~qul~re Kardinalzahl ode r sei ~ = ~. Aequivalent sind: 

(i) ~ ist ~<k~vollst~ndiq und J ist dicht; far jades A ~ A qilt [J-,A] ¢ K (U) , 

vgl. 2.14 b), c) . 

(ii) Der Funktor A ~[d-,A] ist eine Aequivalenz yon A auf eine volle koreflexive 

Unterkateqorie yon K (~) . 
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Beweis. ( i ) = : ~ ( i i )  Der zu A ~ [ J - , A ]  

Funktoren, also auch auf ~-Kolimites yon Hom-Funktoren, d.h. auf ganz 

Ausserdem ist A ~[O-,A] volltreu. 

Die Umkehrung (ii)~(i) ist klar. 

partiell koadjungierte Funktor ist auf allen Hom- 

K (U) definiert. 

3.7 Der Einfachheit halber wollen wit in diesem Abschnitt annehmen, dass die Katsgorie 

A Faserprodukte und Koprodukte besitzt. Sei (Ai)ie I sine Familie yon Objekten. Das Ko- 

produkt A =~A i heisst u niverssll, wenn fBr jeden Basiswechsel B -~A der kanonischs 

Morphismus ~ A -~B invertierbar ist. 
i A i 

Satz. Sei A sine Kate@orie mit Faserprodukten und universellen Koprodukten. Eine Mange 

M von Objakten ist 9snau dann dicht in A , wenn sie eine re~ul~re Generatorenmenqe ist. 

Die Voraussetzungen des Satzes sind in den Kategorien Me , Kat sowie in jeder Garben- 

kategorie erfellt. Man beachte jedoch, dass sie in der Kategorie der abslschen Gruppen 

nicht erfOllt slnd; die Gruppe Z ist zwar sin regul~rer, aber kein dichter Generator. 

Beweis. Es genOgt zu zeigen, dass M dicht in ~ ist, wenn M regular ist. Sei 

J : U-~A die Inklusion der vollen yon M aufgespannten Unterkategorie. Nach 3.5 ist zu 

zeigen, dass jede nat~rliche Transformation ~: [J-,A] -~[J-,Y] yon sinew eindeutig be- 

stimmten Morphismus ~ : A -~Y induziert wird. 

Wir betrachten zun~chst den kanonischen Morphismus p :~U h -~A (1.11), dessen h-te Kom- 

ponente gerade h : U h -~A ist (h durchl@uft die Mange aller Morphismen mit Wertebereich 

A , deren Definitionsbereich in M liegt). Sei q :gU h -~Y der Morphismus mit den Kompo- 

nenten ~(Uh)(h) . Es ist zu zeigen, dass die Gleichung ~p = q genau sine L~sung hat. Da 

p epimorph ist, hat die Gleichung h8chstens sine LBsung. FBr die Existenz von ~ genGgt 

es wegen der Regularit~t von p zu zeigen, dass sin Morphismempaar s,d : Z ~-~Oh mit 

der Eigenschaft pe = pd auch der Bedingung qe = qd genBgt. 

Wegen ~(Uk~k Uh) ~-~(~Uk) ~ oh und ~kUk) ~ U~-~(~O k) ~ (~O h) kann man 

~(UhTF Ok)h,k A und (~U h) ~ (~kUk) miteinander identifizieren. Sei Zh, k das Fassrpro- 

dukt des dadumch induzierten Diagramms 
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Z (e'd)) h~kUh~ Uk~- Uh]T Uk 

Nach Voraussetzung kann man Z mit h,~kZh,k identifizieren. Da es genegt, die Glei- 

chungen qeh, k = qdh, k fBr alle Komponenten eh, k , dh, k : Zh, k ~ U  h yon e,d nachzu- 

weisen, so kann man sich auf den Fall Z = Zh, k beschr~nken, wo sich e und d folgen- 

dermassen faktorisieren lessen 

d' kan~ U e' ken d : Z ~ U k 
e = Z ) Uh h ' h h 

H 
Sei r : ~.~V. -e Z ein Epimorphismus mit Komponenten r. : V. -~ Z , wobei die V zu M 

l l l 3_ 

geh@ren. Wie vorhin kann man e , d dutch die einzelnen Komponenten er , dr. ersetzen. 
i 1 

Wit k@nnen deshalb zus~tzlich annehmen, dass Z zu M gehert. In diesem Fall ist die 

Voraussetzung pe = pd ~quivalent zu he' = kd' , und es folgt 

qe = q ( k a n ) e '  = ( ~ ( U h ) ( h ) ) e '  = t ~ ( Z ) ( h e ' )  = ~ ( Z ) ( k d ' )  = ( ~ ( U h ) ( k ) ) d '  = q ( k a n ) d '  = qd . 

q . e  . d ,  

Wie J. Isbell bemerkte, ist im allgemeinen die Komposition zweier dichter Funktoren 

nicht dicht. Z.B. sei J : U -~Me die (dichte) Inklusion der endlichen Mengen in M__~e und 

Y , Me -~[Me__°,M~ , A ~[-,A] d i e  (dichte) Yoneda Einbettung. Man sieht leicht, dass fQr 

jeden darstellbaren Funktor [-,A] der Kolimes van 

isomorph zu einem Unterfunktor van [-,A] ist, dessen Weft auf A' E M_~e aus allen Abbil- 

dungen A' -~A besteht, deren Bild eine endliche Untermenge von A ist. Folglich ist 

Y-J nicht dicht. Dies liegt offensichtlich daran, dass Y den Kolimes lim d-d A nicht 

erh~lt. 

3.8 Satz. Se± J : U -cA ein dichter Funktor und I : A-eB ein Funktor, welcher die 

Kolimites lim J'JA erh~lt, A ¢ ~ . 

I ist qenau dann dicht bei einem Ob.iekt B ~ ~ , wenn I-J dicht bei B ist. 

Insbesondere ist I genau dann dicht, wenn I-O dicht ist. 
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Bewsis0 Zur Vereinfachung des Bewsises nehmen wit an, dass ~ und ~ klein sind. Die 

~unktoren B ". '*[I-,B] und B "~'~[IJ-,B] geben Anlass zu sinem kommutstiven Diagramm 

< 

wobei R J die Restriktion F ~F,J 1st. Wegen 3.4 gen~gt es zu zeigen, dass for jades 

R d Pear B',B E B die yon induzierte Abbildung 

(-) [[ l-,B],[ I-,B' ]] -* [[ IJ-,B],[ IJ-,B' ]] 

bijsktiv ist~ Jetzt besitzt aber R J einen Adjungisrtsn EJ(-) : [U.°,M~ -~[A~,Me] 

nach 2.9 au? dam Objekt [IJ-,B] den Weft 

(EJ[IJ-,B])(A) = li,_m [I'J'JA(-),B ] ~ [li.~m I'J'JA,B ] ~ [I li_m J'JA,B] ~ [IA,BI 

der 

annimmt. Folglich gilt EJRJ[I-,B] = EJ[IJ-,B] ~ [I-,B] .Weil E d und R d zueinander 

adjungisrt sind, induzisren sis quasi-inverse Aequivalenzen zwischen der vollen Unterka- 

tegorie yon [~°,M~_e] , beetehend sus den Objakten F wit der Eigenschaft F -~EJRJF 

einerssite, und der vollen Unterkatsgorie won [~°,Me] , bestehend aus den Objakten G 

mit der Eigsnschaft RJEJ6 ~-~G andererseits. Da [I-,B] und [I-,B'] zur erstgenannten 

dieser Untsrkstegorien geh@rt, so ist die Abbildung (,) bijektiv. 

3.9 Korollaro Sei d : U-4A sin Funktor und M eine Unterklasss yon Ob ~ , welche 

alle Bilder JU enth@lt, U E U . Der Funktor d ssi dicht bei jedsm Objekt V ( M . 

Dsnn ist d qenau dann dicht bei A ~ ~ , wenn M bei A ( A dicht ist. 

3.10 Satz. 5e~ ~ sine ~ und M eine dicht_~e Generatorenmenqe. Falls keine der 

Menqen [U,U'] leer ist f~r U,U' E M , dann ist I I U sin dichter Generator. 
U~M 

Beweis. Da M eine dichte Generatorenmenge ist, so gilt nach 3.9 dasselbe fdr die Mengs 
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M v~-~}. Wegen 3.9 genSgt es daher zu zeigen, dass ~I U 
uJ~m ~ U(M 

U ~ M dicht ist. Dies ergibt sich aus dem folgenden 

bmi jedem dmr Generatoren 

3.11 Lsmma. Seien d : U -~V und p : V -~U Morphismen in A mit pd = id U . Dann ist 

{V} dicht bei U . 

Beweis. Sei d : {V} --*A die Inklusion der vollen Unterkategorie, deren einziges 0bjekt 

V ist. Die Kategorie J/U enth~it das kommutatlve D1agramm 

id 
V ~ V 

~p 

U 

welches sine Unterkategorie von d/U ist, well dp sin Idempotent ist. Es ist le±cht zu 

zeigen, dass diese Unterkategor±e konfinal in d/U ist. Folglich gilt lim_~ d'J U = 

,, , id 

= ~oker(V ~ V) . Der Kokern yon (id V, d p) ist offensichtlich p : V -~U . 
p6 



4 Retrakte, Beispiele 

4.1 Definition. Eine Kateqorie A heisst ein Koretrakt, wenn es eine kleine Kategorie 

U und eine Aequivmlenz yon A auf eine koreflexive volle Unterkateqorie vo_n_n [~°,Me] 

,qi~ t .  

Eine Kateqorie A heisst ein Re trgkt , wenn A ° ein Koretrakt ist. 

Wenn ~ k l e i n  i s t ,  so g i l t  [uZ,M._e_e ] = ~ ( ~ )  , v g l .  2 . ~ @ ,  3.6.  Da [~° ,Me]  v o l l -  

st~ndig und kovollst~ndig ist, so gilt nach Mitchell [~2 ]  V § 5 dasselbe for jede korefle- 

xive Unterkategorie von [UZ,Me] . Insbesondere ist jeder Koretrakt vollst~ndig und ko- 

vollst~ndig. Die Umkehrung hievon ist nicht richtig, wie das Beispiel der topologisehen 

R~ume zeigt, vgl. 4.17. 

4.2 Satz. Sei A eine Kategorie. Aequivalen ~ sind: 

(i) A ist ein Koretrakt. 

(ii) A ist kovollst@ndiq und besitzt eine kleine dichte Unterkateqorie. 

Beweis. ( i i ) : : ~ ( i )  folgt aus 3.6.  

(i)~(ii) Es ist lediglich noch zu zeigen, dass ein Koretrakt ~ eine kleine dichte 

Unterkategorie besitzt. Es gibt eine kleine Kategorie ~ und eine volle Einbettung 

0 
S : A-~[U°,Me]_ __ , welche einen Koad jung ie r ten  L : [U_ ,Me]__ -~A_ b e s i t z t .  Sei 

Y : ~-~[~°,Me] die Yoneda Einbettung. FOr jsdes Paar U E ~ , A E A gibt es natOrliche 

Bijektionen 

[E-,01,E,Y-,AJ]  -tLYu,A  = --  -,01,q 

Folglich sind S : A-~[U°,Me]_ __ und A ~[LY-,A] isomorphe Funktoren. Nach 3.4 ist daher 

die Zusammensetzung LY : ~-~[~°,Me] -->~ ein dichter Funktor und nach 3.9 spannen die 

Bilder LYU , U ¢ ~ , eine kleine dichte Unterkategorie in ~ auf. 

Bevor wir zu den Beispielen 5bergehen, kennzeichnen wir die Funktorkategorien unter 

den Koretrakten. Die folgende Charakterisierung geht im weseotlichen auf d. Roos [~6] und 

M. Bunge [I~] zurOck. 
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4.3 Satz. Sei A eine Kateqorie. Aequivalent sind: 

(i) A ist kovollst~ndiq und e s 9~bt eine echte Generatorenmenqe M c Ob ~ derart, 

dass fBr jedes U c M der Funktor [U,-] : A -~Me mit Kolimites kommutiert. 

(ii) A ist kovollst@ndiq und die Obiekte X E A ,,,it der Eiqenschaft, dass [X,-]:~-~Me 

Kolimites erh~it, bilden eine kleine dichte Unterkategorie. 

(iii) E s qibt eine k l e i n e  Kateqorie U und eine Aequivalenz ~ ~[~°,Me] . 

Wir bemerken noch, dass for zwei kleine Kategorien ~ und ~ die Kategorien [~,M__&e] 

und [~,~ genau dann ~quivalent sind, wenn die O-Komplettierungen K (U) und K (V) 
D 

~quivalent sind, vgl. 2.14 a). 

Beweis yon 4.3. (iii) ~(i) ist trivial. 

(i)=:~(ii) Sei M eine echte Generatorenmenge in ~ derart, dass f5r jedes U ¢ M der 

Funktor [U,-] kostetig ist. Sei J : U -~A die Inklusion der vollen yon M aufgespan,- 

ten Unterkategorie. Wir zeigen zun~chst, dass J dicht ist, mit andern Worten, dass for 

jedes A E ~ der kanonische Morphismus ~A : lim_~ J-JA -~A invertierbar ist. Da M eine 

echte Generatorenmenge ist (1.9), so ist dies der Fall, wenn fBr jedes U ~ M die Abbil- 

dung [U,~A] bijektiv ist. Die kanonische Abbildung lim [U,J-JA] -~[U,A] ist offensicht- 

lich bijektiv. Ausserdem ist sie die Zusammensetzung der kanonischen Abbildung 

li_m [U,J-JA] --,[U,lim J-JA] mit [U,~A] : [U,lim J'JA] -~[U,A] . Die erstere ist jedoch 

invertierbar, folglich auch [U,~A] . 

Sei jetzt ~ die yon don in (ii) angegebenen Objekten X aufgespannte voile Unterkate- 

gorie yon ~ . Wegen 3.9 ist dicht in ~ . Andererseits gibt es fBr jedes solche X 

einen regulBren Epimorphismus p :~U i -~X , U i c X . Dieses p induziert eine Surjek- 

tion [X,p] : #[X,Ui]~[X,~Ui]---)[X~X ] . Well id X im Bild yon [X,p] liegt, so ist 

X Retrakt eines U. . Daraus folgt, dass X klein ist. 
1 

(ii) ==~(iii) 5ei I : X--~A die (dichte) I~usion und Y : ~--*[xO,Me]_ __ 

bettung. Der Funktor 

einen Koadjungierten L : [~°,M~ -~ . Wegen 

die Yoneda Ein- 

ist volltreu (3 .4)  under besitzt 
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gilt L [ - , X ]  "~'X . 

Da S volltreu ist, gen8gt es zu zeigen, dass fBr jedes t E [~°,Me] die Adjunktion 

t -~SL(t) invertierbar ist. Sei t = lim_~ [-,Xv] eine Kolimesdarstellung. Dann gilt 
v 

t = lira [-,Xv] 51ira SL[-,Xv] E SL lira [-,Xv] : SL(t) 
v v 

q . e . d .  

Beispiele. 

4.4 Es sei ~ eine algebraische Theorie im Sinne yon Lawvere, und F(n) bezeichne fur 

jedes n e ~ die dutch n Elemente frei erzeugte !-Algebra (vgl. H. Schubert [~9] 18.1). 

Man sieht leicht, dass {F(O),F(1),...,F(n),...~ eine dichte Generatorenmenge in der ko- 

vollst~ndigen Kategorie ~ der ~-Algebren ist. Also ist ~ ein Koretrakt. Wenn die Ope- 

rationen von ~ durch m-stellige Operationen mit m ~ n erzeugt werden, dann ist sogar 

F(n) ein dichter Generator (siehe Isbell [31]). 

4.5 Wit bezeichnen mit ~ die Pfeilkateqorie "- -~-" ( ~ hat zwei Objekte 0,i und 

ausser den Identit~ten nut einen Morphismus 0 -~i ), mit ~ die Dreieckskategorie 

".~'~." ( ~ hat 3 0 b j e k t e  0,1,2 und ausser den Identit@ten nut drei Morphismen 

: 0-~i , ~ : i-~2 , ~ : 0 ~2 ; es gilt ~ = ~ o ~ ) .  

Es ist leicht zu zeigen, dass ~ ein dichter Generator in der Kategorie Kat der Kate- 

gorien aus U ist. Hingegen ist ~ zwar ein echter Generator (1.9), aber kein dichter. = 

Wenn J :~-~Kat die Inklusion der vollen Unterkategorie bestehend aus ~ ist, und 

wenn ~ ein Objekt in Kat ist, dann l~sst sich der "Kolimes der Bber ~ stehenden 

Kopien yon @ " (vgl. 3.1) folgendermassen beschreiben: Die Objekte von limJd K sind 

einfach die Objekte von ~ . Die Morphismen sind Folgen (~l,...,~n) von Morphismen 

~i : Ki-1 -~K'm aus --K (n E ~ ; fur n = 0 sollte eine solche Folge nut aus einem Objekt 

Ko bestehen). Ausgangs- und Endobjekt yon (~l'''''a n) sind Ko und Kn . Die Zusammen- 

setzung von Morphismen ist gegeben durch Zusammenheften von Folgen. Der kanonische 
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Funktor limJJ K -~ ist die Identit~t auf den Objekten und bildet (~l,...,~n) auf die 

Zusammensetzung ~ ..~ in K ab° 

4.6 Es seien ~ aine Grothendieck-Kategorie (abelsche Kategorie mit Koprodukten, Gene- 

rator und exakt~kofiltrierende, Kolimites). Ist U ein Generator, dann ist U~J.U eSn 

dichter Generator in ~ . 

4.7 Es seien Kom~ die Kategorie der kompakten R~ume und I = [O,1] das Einheitsinter- 

vall. Isbell [31] hat gezeigt, dass I~I ein dichter Koqenerator in Komp ist (dh. 

12 = I~I ist ein dichter Generator in Komp ° ). Wit skizzieren einen etwas anderen Be- 

weis. Sei K ein kompakter Raum. Es ist zu zeigen, dass K mit dam Limes L "der unter 

K stehenden Kopien yon 12 " identifiziert warden kann. Der Limes L kann wle folgt be- 

schrieben werden. Ein Punkt yon L ist eine Funktion ~ : [K,I 2] -~I 2 mit der Eigen- 

schaft ~(h) = ~(~h) fQr jedes Paar yon stetigen Abbildungen h : K-~I 2 und 

~: I2-~I 2 ° Die Topologie auf L ist diejenige der punktweisen Konvergenz. 

Die kanonische Abbildung K-~L ordnet jedem k ¢ K die Funktion h ~h(k) zu. Es ge- 

negt zu zeigen, dass jades ~ von dieser Gestalt ist. Wenn f,g : K-~I die Komponenten 

yon h bzw. (,~ : [K,I 2] -~I die Komponenten yon ~ und ~,~ : I2--*I die Komponenten 

yon ~ bezeichnen, dann ist die Gleichung %~(h) = ~(~h) ~quivalent zu 

(*) 

Falls a(x,y) = y und ~(x,y) = x , so folgt aus (*) ~ (f,g) = ~(g,f) . Falls a(x,y) = x 

und ~(x,y) = 0 , so folgt aus (*) ~(f,g) = ~(f,O) . Sei Z : [K,I ] -~I die Funktion 

f ~(f,O) . Falls ~(x,y) = 0 und ~(x,y) = y , so folgt aus (*) 

~(f,g) = ~(O,g) = ~(g,O) = X(g) ° Es gilt also ~(f,g) = X(f) und ~(f,g) =M(g) , dh. 

~(f,g) = (~(f),~(g)) . Ersetzt man ~ und ~ in den Gleichungen (*), so erh~it man 

~(~(f ) ,~(g))  = x(~(~,~)) (**)  

Falls ~(x,y) = Xx + ~y , wobei X ~ 0 , ~ ~ O und X+~ ~ l so folgt aug (**) 
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~(~f+pg) = kX(f) + #~g) (***) 

Falls ~(x,y) = x.y , so folgt aus (**) 

% ( f - g )  = ~ ( f ) X ( g )  ( . . . .  ) 

Falls ~(x~y) = l-x , so folgt aus (**) l-X(f) = X(1-f) . Insbesondere ist % # 0 . 

Es sei nun C(K) die Algebra allsr stetigen Funktionen K-~ . Wit zeigen, dass sich 

mine nicht verschwindende Funktion %: [K,I] -~ ~ mit den Eigenschaften (***) und (****) 

eindeutig zu einem ~-Algebrenhomomorphismus X' : C(K) -~ ~ ausdehnen 1Bsst. Ein solcher 

Algebrenhomomorphismus ist abet beksnntlich yon der Gestalt f*-*f(k) mit k E K . 

FBr ~ E Lund h = (f,g) ~ [K,I 2] gilt also 

~(h) = (~(f),X(g~ = (X'(f),~'(g)) = (f(k),g(k)) = h(k) 

Um % suf C(K) zu srweitern, wBhlt man fBr jede stetige Funktion ~ : K -~ mine Zer- 

legong ~ = f-g , wobei f,g : K~_~ ~ positive stetige Funktionen sind. Man definiert dann 

1 
X'(~)  = ~ X ( X f )  - ~X(Xg) 

wobei 0 < X ~ l  i r gende ine  Zahl i s t ,  d e r a r t ,  dass Xg(K) C [ O , l ]  ~ Xf(K) . Aus ( * * * )  

l e i c h t  fS r  ~ = O ~ dass ~ % ( X f )  und somi t  auch X ' ( ~ )  n i oh t  yon k folgt abh@ngt. 

Hieraus und aus (***) folgt ferner, dass ~'(~) our von ~ und nicht yon f,g abh~ngt. 

Mit Hilfe yon (***) und (****) kann man nun leicht zeigen, dass ~' ein ~-Algebrenhomo- 

morphismus ist. 

4.8 Es sei U mine Mange. Wit untersuchen nun die Mengen M , bei welchsn O kodicht 

ist (dh. U ist dicht bei M in Me_ ° ). Der Limes L "der unter M stehenden Kopien 

yon U " kann folgendermassan beschrisben warden. Ein Punkt yon L ist mine Funktion 

: [M,U] -~U mit der Eigenschaft ~(h) = w(~h) fBr jades Paar yon Abbildungen 

h : M -~U und ~: U -~U . Die kanonische Abbildung M ~L ordnet jedem m E M die 

Funktion h ~h(m) zu. W@hlt man speziell f8r ~ mine Retraktion von U auf im(h) , so 

folgt aus ~N(h) = ~(~h) , dass ~(h) E im(h) , falls M nicht die leers Menge ~ ist. 
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Dieser Beschreibung entnimmt man sofort, dass die leere Menge nut bei sich selbst und den 

einpunktigen Mengen kodicht ist, w~hrend eine einpunktige Menge nut bei den einpunktigen 

Mengen kodicht ist. 

4.9 Eine andere, abet @quivalente Beschreibung yon L basiert auf dem Begriff einer 

U-Zerlequnq von M , Eine solche besteht aus einer Menge Z von paarweise disjunkten 

nichtleeren Teilmengen yon M , welche ganz M ~berdeckeo derart, dass IZJ ~ IUJ . 

Jeder Abbildung h : M-~U kann zum Beispiel die F.gserzerlegung ~h-l(o)lu E im(h)} yon 

h zugeordnet werden. Umgekehrt ist jede U-Zerlegung von M die Faserzerlegung einer Ab- 

bildung M -~U ; die letztere ist natOrlich nicht eindeutig bestimmt. Sind Z~Z zwei 

U-Zerlegungen von M , so definiert man Z ~ ~ , falls jedes N E ~ Vereinigung gewisser 

N ~ Z ist. 

Eine Funktion ~ E L 

M ein Element von Z 

gibt Anlass zu einer Funktion ~' , welche jeder U-Zerlegung Z yon 

zuordnet. Man w~hlt eine Abbildung h : M -~U , deren Faserzerle- 

gung Z ist und definiert m'(Z) = h-l(m(h)) . Wegen der E±genschaft m(%h) = ~m(h) 

h~ngt ~'(Z) nicht vonder speziellen Wahl von h ab. Ferner folgt daraus, dass 

~'(Z) c~'(~) , falls Z ~ ~ . Es ist leicht zu sehen, dass ~ ~' eine Bijektion von L 

auf die Funktionen mit dieser Eigenschaft ist. Daraus folgt insbesondere, dass eine zwei- 

punktige Menge nur bei der leeren Menge sowie den ein- und zweipunktigen Mengen kodicht 

ist. Sie ist also kein kodichter, wohl aber ein regul~rer Kogenerator. 

4.10 Wir setzen yon jetzt an voraus, dass ~UI ~ 3 . Es sei ~ ~ L . Eine Teilmenge 

N c M heisse ~-ausqezeichne% wenn sie n±eht leer ist, und wenn die Zerlegung 

Z = ~N,M-N} die Bedingung N = ~'(Z) erfBllt (die Bezeichnungen sind diejenigen von 4.8). 

Die ~esamtheit aller ~-ausgezeichneten Teilmengen bezeichnen wir mit ~ . 

4.11 Definition. Ein Ultrafilter ~ auf M heisst ein U-Ultrafilter, wenn der Durch- 

sehnitt von nicht mehr als IUI E18menten aus ~ wieder zu ~ geh~rt. (FOr endliche U 

ist dies keine zus~tzliche Bedingung). 

FOr jede U-Zerlegung Z von M und jeden U-Ultrafilter ~ auf M gilt ~nZ ~ ~ 

W~re n~mlich N ~ ~ f~r jedes N E Z , so wOrde folgen, dass M-N ¢ ~ und ~ (M-N) E ~. 
N6~ 
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Dies ist jedoch unmBglich, well ~ (M-N) = ~ . 
N~Z 

4.12 Lemma. Ein Ultrafilter ~ auf M ist qenau dann ein U-Ultrafilter, wenn f8r .iede 

U-Zerlequnq Z vo___n_n M der Durchschnitt yon ~ und Z aus einem Element besteht. 

Beweis. Da ein Ultrafilter nicht zwei disjunkte Teilmengen von M enthalten kann, so 

genBgt es zu zeigen, dass jede Familie (Xi)~e I von Elementen aus ~ mit II~ ~ IU4 

die Eigenschaft Q X i E ~ besitzt. Man versehe I mit einer Wohlordnung und betrachte die 

U-Zerlegung (Wir dBrfen hier voraussetzen, dass IU[ ~ ~ , vgl. 4.11) 
0 

Z = {~Xi;M-Xo;X ° - X ° n X1;X ° ~ X 1 - X on. X 1 n X2;...} 

Dabei wird eine Komponente $~"~ X i - ~ Xj weggelassen, wenn sie leer ist. Da Xn ~ 

und X n n ( ~nXi - n X ) = ~ so geh~rt keine der Komponenten ~ X i - ~ X. zu 
~" J ' j~I J " 

Wegen Z ~ ~ ~ folgt daher ~ X i ~ ~ und ZnW = ~ I~GIXi } . 

4.13 Satz. Seien M , U ~ Me und IUI ~ 3 . FOr .iedes ~ ¢ L ist die Menqe ~ der 

~-ausqezeichneten Menqen (4.10) .e.in O-Ultrafilter. Die obiqe Abbildunq @ ~ ~ ist eine 

Biiektion vom Limes "der unter M stehenden Kopien von U " auf die Menqe der U-Ultra- 

filter auf M . 

4.14 Korollar. U ist genau dann kodicht bei M , wenn jeder U-Ultrafilter auf M tri- 

vial ist. 

8eweis van 4.13. In jeder U-Zerlegung Z von M gibt es eine ~-ausgezeichnete Menge N . 

Man w~hle n~mlich eine Abbildung h : M ~U mit Faserzerlegung Z und setze N = h-l(@h) 

Folglich gilt ~ ~ Z = {N} . Ferner ist ~ ein Ultrafilter, well: 

a) Kein N E ~ ist leer und aus N E ~ folgt M-N ~ ~ . 

b) Aus N~N und N E ~ folgt N E ~. Man setze n~mlich Z =(N,N-N,M-N}, Z'={N,M-N~ 

und Z" =~N,M-N} . Aus Z~ Z' folgt, dass ~'(Z) C @'(Z') = N , also ~'(Z) = N . Aus 

Z ~ Z" folgt, dass N = @'(Z) ~ m'(Z") , also @'(Z") = N . Insbesondere ergibt sich 

hieraus, dass aus N,N E ~ folgt N n N ~ ~ . 

c) Sei Nc M und Z = ~N,M-N}. Da Zn~ ~ ~, so geh~rt entweder N oder M-N zu ~ . 
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d) Aus N,N ¢ ~ folgt Nm N E ~ . Sei n~mlich Z = {N n N,N-N~N,M-N} . Da 

~ (N-NmN) =~ , folgt (N- NmN) ~ ~ . Ebenso (M-N) ~ ~ . Da ~ m Z #~ , so folgt 

{ N ~  N~= ~ Z . 

Umgekehrt gibt jeder U-Ultrafilter ~ auf M Amlass zu elmer Abbildumg ~' , n~mlich 

Z ~ Z ~ ,  und folglich nach 4.9 zu einer Abbildung ~ ~ L . 

Aus 4.14 folgt, dass U bei allen endlichen Msngen kodicht ist, well jeder Ultrafilter 

auf einer endlichen Mange trivial ist (IUI ~ 3) . Wenn O endlich let, so ist U bei 

den unendlichen Mengen nicht kodicht, wail es bekanntlich auf dan letzteren nicht-trivia- 

le Ultrafilter gibt. Hieraus folgt wegen 3.~ , dass die endlichen Mengen keine kodichte 

Unterkategorie yon M_~e bilden. 

4.15 Satz.(siehe auch Isbell [~]) Es sei O E Me sine unendliche Menqe. Wenn des zu- 

qrundelieqende Universum ~ des kleinste Universum ist, des U enth@lt, dann ist U 

in Me kodicht. 

Das r e s u l t i e r t  aus dam fo lgenden Satz von Ulam (Ulam [ $ 2 ] ,  5. Mazur [ ~ ] ) :  Die k l e i n s t e  

Kardinalzahl, bei der U nicht kodicht is t, dh. euf der as einen nicht trivialen U-Ultra- 

filter g~bt, ist strenq unerreichbar. Wir skizzieren den Beweiso Zun~chst ist klar, dass 

jeder U-Ultrafilter auf U und jeder Menge mit Kardinalit~t ~ ~ trivial ist. Sei 
0 

K = ~K. sine Vereinigung mit der Eigenscheft, dass die U-Ultrafilter auf I und jedem 
i ~ I  l 

K i trivial sind. Es ist zu zeigen, dass dies auch f~r K gilt. Sei ~ ein U-Ultrafilter 

auf K . Dann bilden dis Teilmengen d ~ I mit der Eigenschaft U K. ¢ ~ e~,e~ U-Ultra- 
j~d J 

euf I . Folglich ist ~ trivial und es gibt ein i E I derart, dass K i ~ filter 

Des System ~F c ~IF~Ki} ist sin U-Ultrafilter auf K.. Es gibt daher sin k ~ K 
z i 

mit der Eigensehaft {k] ~ ~ , mit andern Worten, ~ ist trivial. Es bleibt noch zu zei- 

gem: Falls die U-Ultrafilter auf einar Mengs K trivial sind, dann sind sis es auch auf 

2 K . Wir zeigen zun~chst, dass auf einer beliebigen Mange M , also insbesondere auch auf 

2 K , jeder U-Ultrafilter ein K-Ultrafilter ist. Sei n~mlich Z eine K-Zerlegung yon M . 

Die Teilmengen TC Z mit der Eigenschaft ~ N E ~ bilden sinen U-Ultrafilter. Dieser 
N~T 
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ist wegen IZl ~ JKl trivial. Es gibt daher ein N ~ Z ~ ~ . 

Sei jetzt M = 2 K und ~ ein U-Ultrafilter auf 2 K . dedes k E K gibt Anlass zu einer 

K-Zerlegung Z k = {Ok,1 k} yon 2 K , wobei i k (bzw. O k ) aus allen Teilmengen von K 

besteht, welche k enthalten (bzw. nicht enthalten). Sei X k dasjenige Element von 

{Ok,lk} , welches zu ~ g e h S r t .  Dano gehBrt ~X ebenfalls zu ~ . Da  das einzige 
k~K k 

Element yon ~X die Teilmenge {kc m Ilk E ~} ist, so ist ~ trivial. 
k~K k 

4.16 Es kann vorkommen, dass ein Koretrakt keine dichte Generatorenmenge besitzt, die 

nur aus Binem Objekt besteht. Es sei n~mlich ~ eine Menge mit Kardinalzahl 1 . Dann ist 

~(~,~,(~)} ein dichter Generator in Me~ Me . Abet kein Objekt (M,N) kann dicht 

sein. let N = ~ , so kann (M,N) hOchstens bei Objekten der Form (P,~ dicht sein. 

Ist N # ~ , so ist (MtN) bei Objekten der Form (P,~) nicht dicht. 

4.17 Satz. Die Kateqorie Top der topoloqischen R~ume ist kein Koretrakt. 

Heweis. Es genOgt zu zeigen, dass Top keine regulate Generatorenmenge besitzt (vgl. 

1.11). 5ei M eine Menge topologischer R~ume. Sei A die kleinste unendliche regul~re 

Ordinalzahl derart, dass ~Al > JUI for jedes U ¢ M . Die wohlgeordnete Menge A er- 

g~nzen wir dutch ein grBsstes Element w und versehen E = A U ~w} mit derjenigen Tope- 

logie, deren offene Mengen Vereinigungen yon "halboffenen" Intervallen der Gestalt ]b,a], 

b ~ a , sowie den "abgeschlossenen" Intervallen 

Pi : U.l -~E stetige Abbildungen, mabel i E I 

gibt es for jedes i ~ I ein w i ¢ E , welches 

[O,a] , 0 ~ a I sind. Es seien 

und U. ¢ M . Well A regul~r ist, so 
1 

w yon Pi(Ui) -~w~ "trennt", dh. es 

gilt P~l(]wi'w]) = P~l(w)z " Folglich ist pTl(w)z offen in U.z f8r jedes i . Da die 

nicht offene Untermenge {w}C E in jedem U ein offenes Urbild besitzt, so kann die 
1 

induzierte Abbildung p : ~U. -~E kein regul~rer Epimorphismus sein. 
i,I i 

In der Kategorie Komp der kompakten R~ume ist jeder e inpunktige Raum ein regul~rer 

aber kein dichter Generator. Trotzdem gilt der folgende 

4.18 5atz (Isbell). Die Kateqorie Komp ist kein Koretrakt. 

Beweis. Es genOgt zu zeigen, dass Komp keine kleine dichte Unterkategorie zul~sst. Sei 
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M eine Menge kompakter R~ume in Komp . Sei E die in 4.17 mit Hilfe von M konstru- 

ierte "lange Gerade". Sei Y ein zweipunktiger Raum, dessen beide Punkte abgeschlossen 

sind. Die charakteristische Funktion ~ : E -~Y der Teilmenge ~w} van E ist unstetig. 
W 

Trotzdem induziert sie eine natBrliche Transformation ~: [J-,E] -~[J-,Y] , wobei 

~(M)(~) = ~ o ~ (J bezeichnet die Inklusion der durch M bestimmten vollen Unterkate- 
W 

gorie). Folglich ist M wegen 3.4 nicht dicht. 



§ 5 Kateqorien ~-stetiqer Funktoren 

5.1 Definition. Sei eine regul~re Kardinalzahl. Eine Kategorie ~ heisst ~-ko_____r 

filtrierend, falls s±e die folgenden 8edingungen erfBllt: 

a) FOr jsde Familie (Dv)v~ N yon Objekten in ~ mit ~N~ < ~ gibt es sin 

eine Familie yon Morphismen (~v : Dv -~D)~N' 

b) FBr jede Familie yon Morphismen (~R : Do -~D1)x~L in --D mit IL~ < 

*) 
Morphismus ~: D I --~D 2 derart, dass ~p= ~ for alle ~,~ e L . 

D e D und 

existiert sin 

Ein Funktor H : D -~A heisst sin ~-Kofilter in ~ , wenn ~ klein und ~-kofiltrie- 

rend ist. Ist ausserdem H(~) monomorph for j eden Morphismus ~ ¢ ~ , so heisst H sin 

monomorpher ~-Kofilter. Wenn lim H f8r jeden ~'Kofilter (bzw. monomorphen ~-Kofilter) 

existiert, so sagen wit, ~ besitze ~-kofiltrierende (bzw. monomorphe ~-kofiltrierends) 

Kolimites. 

Die dualen Definitionen "~-filtrierend, ~-Filter ..." ~berlassen wir dem Leser. 

5.2 Satz. FOr eine kleine Kateqorie D sind folqende Bedinqunqen ~quivalent: 

(i) D ist a-kofiltrierend. 

(ii) Die Yoneda Einbettunq Y : D-->K (D) ist konfinsl, vgl. 2.14 b), 2.12. 

(iii) In Me kommutisren ~-Limites mit D-Kolimites, dh. fO__~rr jede ~-kleine Kateqorie 

und jeden Funktor ~: X~ D-~Me ist die kanonische Abbildunq 

lim l~m~(X,D) -~i~ lim ~(X,D) 

bijektiv. 

Beweis. (i)::~iii) Dies beweist man wie im bekannten Spezialfall ~ = 
0 

(iii) =::~(ii) Es ist zu zeigen, dass for jedes F c K (D) die Kategorie F\Y zusammen- 

h~ngend ist (2.12). Nach Definition yon K (D) gibt es sin Kokerndiagramm 

~[-,Di] ~[-,Dj] -~F mit der Eigenschaft II~ < ~ > IJ~ . Da jeder der yon 

oder ~ induzierten Morphismen [-,Di] -~ e~j[-,Dj] dutch eine der kanonischen In~lusion~ 

*) Wir forderten ursprOnglich nur, dass jedes Paar D o L~D 1 yon einem Morphismus Dl-~ D 2 
egalisiert werde. Herr H. Reichel teilte uns freundlicherweise mit, dass dies for unsere 
Anwendungen nicht ausreicht. Er schlug stattdessen dis obige Bedingung b) vor. 
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[-,Dj] -~[-,Dj] faktorisiert, so gibt es sine ~-kleine Kategorie 

X ° und einen Funktor H : X_ ° -~ D derart, dass F = lim YH . 5ei ~ : X "n-D -~Me 

der Funktor XITD ~[H(X),D] . Dann besteht f~r jedes X ¢ X der Kolimes yon D -+Me , 

D ~(>C,])} aus einem Punkt, und folglich auch lim lim~(X,D) . Andererseits ist wegen 

01]  lim [lira -q P ~ 

lim [-,H(X)],[-,D]J ~ lira lira I[-,H(X)],[-,D]J~ lira lira [H(X),D] die 

einpunktige Menge lim lim [H(X),D] isomorph zur Menge der Zusammenhangskomponenten von 

F\Y . 

(ii)::~(i):Da Y : D-~K (D_) k0nfinal ist, gibt es zu jeder Familie (Dr)u( N von Objek- 

ten in O wit JNl <~ einen MorphismusU[-,Dv] -+[-,D] fBr elm geeignetes D ( D . 

Dies beweist die Bedingung a). Ebenso gibt es zu einer Familie (~k : D -+ D I) yon 
o ~.EL 

Morphismen mit ILl < ~ einen Morphismus 

[-,Di] ) , [_,D~] Koker ([-,Do]. i ) 
X~L 

fBr ein geeignetes D 2 ~ ~ . Dies beweist b). 

5°3 Wit untersuchen nun, wie sich die Stetigkeitseigenschaften eines Funktors 

U ° F : _ -~M_~e in der Kategorie "der darstellbaren Funktoren 5bet F " widerspiegeln. 

Satz. 5ei U eine kleine Kategorie, Y : ~-*[~°,Me] die Yoneda Einbettunq und 

F ¢ [U_°,M~e] ein Funktor. Aequivalent sind: 

(i) Die Kateqorie Y/F ist ~-kofiltrierend. 

(ii) F ist ein ~-kofiltrierender Kolimes yon darstellbaren Funktoren. 

Wenn der Funktor F diesen Bedinqunqen qenSqt, ist er ausserdem ~-stetiq. 

Der Beweis der Aequivalenz (i)~(ii) ist einfach. Die letzte Aussage folgt leicht aus 

5.2. 

__ u ° 5.4. Korollar. 5ei U eine kleine ~-kovollst~ndiqe Kateqorie und F : -+Me sin 

Funktor. Sei Y : U-~[U°,M~ die Yoneda Einbettunq U ~[-,U] o Aequivalent sind: 
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(i) F ist a-stetiq. 

(ii) Di___ee Kateqorie Y/F ist ~-kovollst@ndiq und der Verqissfunktor 

h~it und reflektiert ~-Kolimites. 

(iii) Y[F ist ~-kofiltrierend. 

YF : Y]F -*U er- 

Beweis. (ii):=~(iii) ist trivial und (iii):~(i) folgt schon aus 5.3. 

(i)~(iii) Sei H : ~-~Y~F , ~(U&,~ : [-,U&] -~F) ein Funktor, wobei ~ a-klein 

ist. Wit identifizieren wie @blich [[-,U&],~ nit F(U$) . Mit Hilfe der Isomormhismen 

[[-,lim US] ~ ~F(lim U&) -~lim F(U&) kann man elmer Familie ~ = (~$) ¢ lim F(U~) ein 

Element ~ [[-,li_,m U$],~ zuordnen. Es ist klar, dass (lim_~ U6, ~) elm Kolimes yon H 

ist. 

5.5  Ist U 

kategorie yon 

eine kleine Kategorie, so bezeichnen wir nit 5t~[~°,M_~] die volle Unter- 

[~°,Me] bestehend aus den ~-kofiltrierenden Kolimites yon darstellbaren 

Funktoren. Falls ~ ~-kovollst~ndig ist, dann besteht 5t [~°,Me] also aus allen a-ste- 

tigen Funktoren. Abet die Unterkategorie 5t [~°,Me] won [~°,M~ ist such sonst yon 

Interesse. Sis ist unter ~-kofiltrierenden Kolimites abgeschlossen und besitzt bez~glich 

diesen eine evidente universelle Eigenschaft. 

Satz. Sei U eine kleine Kateqorie, Y : ~-~5t#~°,Me] die Yoneda Einbettunq und B 

eine beliebiqe Kateqorie mit ~-kofiltrierenden Kolimites. Der Funktor "Kan'sche Koerwei- 

terunq" F ~Ey(F) induziert sine Aequivalenz yon [~,B~ au@ diejeniqe volle Unterkate- 

~orie vo___nn [St [U__°,M_~e],B] , deren Ob.iekte ~-kofiltrierende Kolimites erhalten. 

Wenn U ~-kovollstBndiq ist, dann entsprechen dabei die ~-kostetiqen Funktoren 

U -~B den kosteti~en Funktoren St [U_°,Me] -~ . 

Beweis. 5ei T : U -~B sin Funktor. Nach 2.7 ist der partiell Koadjungierte L von 

~-~[~°,M~ , B ~[T-,B] auf jedem F 6 St [~°,M~ definiert und die Restriktion von 

auf 5t [~°,~ ist die Kan'sche Koerweiterung Ey(T) . Da die Inklusion 

St [~°,Me] ~[U_°,Me] ~-kofiltrierende Kolimites erh~lt, so gilt dies auch fSr Ey{T) . 
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Ist ~ a-kovollstMndig und T a-kostetig, dann gilt [T-,B] ~5t [UZ, ~ for jedes 

B ¢ ~ . Folglich ist Ey(T) koadjungiert zu ~-~St~UZ,M~ , B ~[T-,B] (vgl. 2.~). 

Bemerkunq. Sei ~ eine kleins Kategoris, ~ eine Kategorie mit ~-kofiltrierenden Koli- 

mites und T : U-~B elm Funkier. Man sieht leicht, dass Ey(T) : st~uZ,Me] ---)~ genau 

dann eine Aequivalenz ist, wenn T volltreu ist, die Funktoren [TU,-] , U ~ ~ , ~-ko- 

filtrierende Kolimites erhalten, und jedes Objekt B ~ ~ ein ~-kofiltrisrender Kolimes 

yon Objekten der Form TU ist. Diese Bedingungen sind zum Beispiel for a = ~ erfOllt, 
0 

wenn ~ die Kategorie der flachen Moduln 8bsr einem Ring A ist, und wenn T die Inklu- 

sion der Unterkategorie der endlich erzeugten projektiven Moduln ist (siehe D. Lazard 

[B~]). 

5.6 5el ~ eine kleine a-kovollst~ndige Kategorie und Y : ~ [ ~ e , M e ]  die Yoneds Ein- 

bettung. Der Leser kann in 5.9 einen direkten Beweis f@r die Kovollst~ndigkeit von 

St~°,M~ finden. Die folgenden Betrachtungen fBhren ebenfalls zu diesem Resultst. Sie 

erfordern stwas "mehr Aufwand"; sis sind jedoch yon selbst~ndigem Interesse, well sis zu 

einer "expliziten" Konstruktion dsr Koreflexion [~o~ -~ St~O,Me] fBhren und ausser- 

dem eine Dualit@t zwischen dem Problem "der ~-Komplettierung einer kleinen Kategorie" und 

dem Problem "einen Funktor ~-stetig zu machen" aufzeigen. 

Sei ~-Kat~ die Unterkategorie yon Kat/~ bestehend aus a-kostetigen Funktoren X -~U 

(~ ~-kovollst@ndig) und a-kostetigen Morphismen (Funktoren) 8bet ~ . Nach 5.4 gibt ss 

ein kommutatives Diagremm 

G ~ (YIG,Y G 

[_.u°, M_~e ] yl_ ) KatlU 

oT I 
: YIG ~U) 

Der volltreue Funktor Y/- besitzt einen Koadjungierten, n~mlich (D,D HU) ~lim YH 

und dieser bildet die Unterkategorie ~-Kat/U in 5t~U°,Me] ab (5.3). Im Hinbliek auf 
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die Konstruktion sines Koadjungierten zur Inklusion ~-Kat/~i~KatZ~ betrachten wir die 

Abbildung 

(~,~H-~UJ ~ (K(~),K....(~) Ej(HI>u_,) (.) 

wobei d : ~ (~) die Yonsda Einbettung ist. Aus 2.14 b) folgt n~mlich, daBs sich je- 

dar Morphismus von (~,~H_~) E Kat~ nach (~,~-~) E ~-Kat~ dutch den kanonischsn 

Morphismus (~,~H~) _~(~c(~),K_ (~) Ej(Hku ~ faktorisieren l~sst, welcher dutch die 

Yoneda Einbettung d : D--*K (~) gegeben ist. Diese Faktorisierung ist allerdings nut 

bib auf Isomorphie bsstimmt. Die obige Abbildung (*) liefert deshalb keinen Koadjungier- 

ten ±m 8blichen 5inns (vgl. Ulmer [3-~] 2.29; Gray [~6] gibt sine Methods an, wie wit die- 

set Art yon "Koadjungierten" zu rechnen ist). Wit zeigan abet, dsss die Zusammensetzung 

G (Y/GjyG)'-.-.'--..~ (Koc(Y/G),Ej(YG) ) ~ li._m YEj(Y G) 
Kat LU St# U°,Me] 

trotzdem einen Koadjungierten zur Inklusion st[  -, [ uZ, liefert. 

~o 
Se± G : -~M_~e sin Funktar und J : YIG -~(Y/G) die Yoneda Einbettung. Zur Ver- 

einfachung w~hlen wit im folgsnden alia Kan'schen Koerweiterungsn von Funktoren 

t : Y/G -~ bezOglich d so, dass Ed(t)d = t . Sei LG der Kolimes yon 

YEd(Y Q) : ~(Y/G) -~-~[UZ,M._E] . Wail St#~°,M_~ in [~o,M~ unter ~-kofiltrierenden 

Kolimites abgeschlossen ist, ist LG ~-stetig. Wir bezeichnan mit ~(G) : G -~LG den 

yon d : Y/G-~ (Y/G) induzierten Morphismus G ~li,m Y~YG-~Iim YEj(Y G) . 

5.T 5atz. Unter den obiqen Viioraussetzunqen existiert f~r jades F E 5t#~°,~ und ~_~- 

den Morphismus @ : G -~F qenau sin Morphismus ~: LG--~F derart, dass ~= ~(G) . 

Bewsis. Ein Morphismus ~ : LG ~lim_~ YEj(Y G) -~F wird durch Bins natGrliche Transforma- 

tion ~' : YEj(YG) -~konst F gegeben. Ebenso entsprechen die Morphisman 

: G ~lim_, YYG -~F bijsktiv den nat~rlichen Transformation @' : YYG -~k°nstF . Die 
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Gleichung ~ - X~(G) bedeutet, dass ~' die natOrliche Transformation 

X'J : YEj(YG)J -~konstFd ist. Es ist also zu zeigen, dass die Abbildung 

[YEd(YG),konstF] -~[YYG,kOnStF] , X'-~'J bijektiv ist. 

DBfOr bemerke man, dass die betrachtetsn Funktoren ihre Worts in St~U~,~ haben. Be- 

zeichnet Z : ~-~St~°,Me] die Faktorisierung yon Y dutch St~°,M~, so gilt also 

[YEj(YG),konstF] = [ZEd(YG),konstF] und [YYG,konstF] = [ZYG,konstF] . Weil Z a-koste- 

tig ist, so folgt aus 2.7 , dass ZEj(Y G) = Ej(ZY G) . FOr jeden Funktor 

H : -~K (Y/G)-~St [~°,Me] ist daher die Abbildung [ZEj(YG),H ] -~[ZYG,HJ ] , 9----~ 9J bi- 

jektiv. Das beweist die Existenz und die Eindeutigkeit yon % . 

Eine direkte Konstruktion yon X : LG -~F erh@It man folgendermassen. Der Morphismus 

@ : G -~F gibt Anlass zu einem Funktor Y/~ : Y/G -~YIF . Da Y/F a-kovollst~ndig ist 

(5.4), so existiert die Kan'sche Koerweiterung Ej(YI @) : --aK (Y/G) -~Y/F und diese indu- 

ziert wegen Ej(Y/~)-J = Y~ einen Morphismus ~: LG -~F mit der Eigenschaft 

X-~(G) = ~ .(Die Eindeutigkeit yon X kann such direkt mit Hilfe der ~-Kostetigkeit yon 

Ej(Y/@ ) bewiesen werden). 

5.B Korollar De r Funktor [~°,Me] -~St [U°,Me]_ -- , G ~lim~ Y-Ej(Y G) ist koadiunqiert 

zur Inklusion 5t~°,Me]-~[~°,M_~ . 

Die Existenz einer solchen Koreflexion k@nnte man such sus einer direkten Beschreibung 

des Funktors L und dem Kriterium yon d. Gray ([25], p.16, prop.3) herleiten. Sis folg% 

such aus der Kovollst§ndigkeit von 5t [~°,Me] , for die wir jetzt einen vom 5atz 5.7 

unabh~ngigen Beweis skizzieren. 

5.9 Satz. 5ei U sine kleine ~-kovollst@ndiqe Kateqorie. Dann ist St [~°,~ kovoll- 

st@ndiq. 

Beweis. Nach 5.5 besitzt St [U°,~ ~-kofiltrierende Kolimites. Da die Yoneda Einbet- 

tung U-~ 5t~U_°,M~ ~-kostetig ist, so existieren auch ~-Koprodukte yon darstellbaren 

Funktoren und Kokerne yon Morphismenpaaren [-,U] ~[-,U'] . Da ein beliebiges Koprodukt 
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der ~-kofiltrierende Kolimes seiner Teilkoprodukte mit weniger als 

folgt hieraus, dass in 

s t i e r e n .  

Seien ~o,~ 1 : F ~F' 

zelchnen wir die Kategorie von Morphismenpaaren 

die Objekte sind also gegeben durch Diagramme 

5ummanden ist, so 

5t~U2,Me] beliebige Koprodukte yon darstellbaren Funktoren exi- 

nat~r!iche Transformationen in St LU-,M_A I . Mi t  Y/(mo,m z) be- 

--> ! p [-,u] ~[-,u ] ~be~ d~m Paar F ~F' 

(*) 

[-,u] o , [-,u,] 
~z 

F 1 F' 

mit der Eigenschaft U'~o = ~o u und U'~l = ~i u . Die Morphismen sind gegeben dutch Oia- 

gramme 

[-,u] ~ [- ,u' l  

F ~ F' 

mit den evidenten KommutativitBtseigenschaften. Mit Hilfe von 5.3 folgt leicht, dass 

Y/(~o,@l ) ~-kovoilstBndig ist und somit auch ~-kofiltrierend. Ausserdem ±st der Kolimes 

des Funktors, welcher einem Diagramm (*) des Paar (~o,~l) : [-,U] ~[-,U'] zuordnet, 

gerade F ~ F' . Hieraus ergibt sich leicht, dass der Kolimes des ~-Kofilters 
~4 

Y/(~o,~Z) ~st[u°,M_~j , weZeh~r ein~m Oiagramm (*) deo Kok~rn won 

(~o,~l) : [=,U] _~I[-,U'] zuordnet, der gesuchte Kokern yon (~o,@l) : F -~F' ist. 

Um das Koprodukt einer Familie (F±)i~ I zu konstruieren, wBhlt man for jeden Funktor F. 
i 

Hi  li[ ein Morphismenpaar -,U~] -,Uz] ,dessen Kokern gerade F. ist. Der Kokern des 
L x 
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induzierten Norphismenpaares 

(I I r-,u~]) ~ II (I I e-,u#) 

ist dann offensichtlich das Koprodukt von (Fi)i~ I . 



§6 Pr~sentierbare bzw. erzeugbare Obiekte und Generatoren~ 8e~spiele 

FOr jade Kardinalzahl ~ <~ bezeichnen wit mit 

zahl > ~ (fOr ~ ~ • gilt also ~ = ~ , vgl. 
o o 

kleinste Kardinalzahl >~ ). 

~+ die kleinste regulate Kardinal- 

~0~ f0~ ~ o  let + die 

6.1 Definition. Sei ~ eine regulate Kardinalzahl und ~ eine Kategorie. Ein Objekt 

A ~ ~ heisst ~-pr~sentierbar (bzw. ~-erzquqbar), wenn der Funktor [A,-] : A -~Me alle 

existierenden Kolimites von ~-Kofiltern erhOlt (bzw. alle existierendan Kolimites yon mo- 

nomorphen ~-Kofiltern). 

Ein Objekt heisst p rBsentierbar (bzw. erzauqbar), wenn es for eine regulate Kardinal- 

zahl ~ ~-prOsentierbar (bzw. ~-erzeugbar) ist. Die kleinste solche Kardinalzahl he±sst 

die Pr~sentierunqszahl ~(A) yon A (bzw. Erzeuqungszahl ~(A) yon A ). Falls Unklar- 

heir besteht, zu welcher Kategorie das Objekt geh8rt, so schreiben wit ~F(A,~) bzw. 

~(A,~) . Es gilt ~(A) ~ £(A) . 

Ein Objekt A E ~ heisst ~-koprOsentierbar (bzw. ~-koerzeuqbar), wenn A E ~o ~-pr~- 

sentierbar (bzw. ~-erzeugbar) ist. 

6.2 Satz. In einer Kategorie A ist .ieder kleine Kolimes yon prOsentierbaren (bzw. er-- 

zeuqbaren) Obiekten wieder pr~sentierbar (bzw. erzeuqbar). Ein ~-Kolimes yon ~-pr~sentier- 

baren (bzw. ~-erzeu~baren) Ob,iekten let wieder ~-pr~sentierbar (bzw. ~-erzeuqbar). 

Dies folgt unmittelbar aus 5.2 (i) :~(iii). 

Wit geben nun einige Beispiele. 

6.3 In der Kategorie M__e_e gilt ~F(X) = &(X) = IXI + for jede Mange X ~ M~ . FOr mndli- 

che Mengen ist die Aussage klar. FOr IX~ ~ ~ ist X ein IXl÷-Koprodukt yon einpunk- 
o 

tigen Mengen. Aus 6.2 folgt also ~(X) ~ JXI +. WOre andererseits IXI+> ~(X) , so be- 

trachtet man d~n E(X)-Kofilter der Teilmengen Y c X mit IYI ~ ~(X) . Die Identit~t 

von X mOsste dann dutch eine der Inklusionen Y ~ X faktorisieren. Dies ist jedoch 
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wegen IYI < ~(x) ~ Ixl 

Eine Menge X E M~e 

unm@glich. Folglich gilt ~ ( X ) ~  I X l + ~  E ( X ) ~  qT(X) . 

i s t  genau dann k o p r ~ s e n t i e r b a r  oder  koe rzeugba r ,  wenn X e ine  

einpunktige Menge ist. Man sieht leicht, dass die Menge GO,l} nicht koerzeugbar ist. 

Folglich gilt dies auch for jade Mange M mit ~M~ ~ 2 , wail ~O,l~ ein Retrakt yon M 

ist. Die leere Menge ~ ist nicht koerzeugbar, wail es fer jedes a einen epimorphen 

"nicht leeren" a-Filter mit leerem Limes gibt. Seien z.8. M,N Mengen mit ~M~ ~ ~N~ = a. 

FOr eine beliebige Mange P sei Inj(P,N) die Menge der Injektionen P -~N . Die Teil- 

mengen P c M mit ~P~ ~ ~ geben Anlass zu einem epimorphen nichtleeren a-Filter 

~Inj(P,N)}p mi t  Limes Inj(M,N) = 

In einer Funktorkategorie [~°,M_~ ist bekanntlich IF,-] fBr jeden darstellbaren 

Funktor F kostetig, und folglich ist jeder a-Kolimes von darstellbaren Funktoren a-pr~- 

sentierbar (6.2), insbesondere gilt dies far jeden Funktor der Unterkategorie ~ (~) , 

vgl. 2.14 b). Ist ~ klein, so folgt umgekehrt aus 7o6, dass jeder a-pr~sentierbare Funk- 

tot ie [U_°,n_~ ~u K (U) geh~r t .  --a -- 

In der Kategorie der Monoide, Gruppen, Ringe oder allgemeiner der universellen Alga- 

bran ~ la Birkhoff [{i] oder Lawvere [~] ist jade freie Algebra mit einem erzeugenden 

Element ~o-Pr~sentierbar. Aus 7.6 (bzw. 9.3) folgt daher, dass die ~-pr~sentierbaren 
o 

(bzw. ~o-erzeugbaren) Objekte gerade die endlich pr~sentierbaren (bzw. endlich erzeugba- 

ran) Algebren im 8blichen Sinne sind. Allgemeiner ist eine Algebra genau dann ~-pr~sen- 

tierbar, wenn sie eine Pr~sentierung durch echt weniger als a Erzeugende und Relationen 

im ~blichen Sinne zul~sst (8irkhoff [11]). 

6.4 In der Kategorie Top der topologischen R~ume gilt ~(X) = E(X) = ~X~ + far jeden 

diskreten Raum X . Dies beweist man eie in 6.3. Wit zeigen nun, dass jeder nichtdiskrmte 

topologische Raum T nicht erzeugbar ist. Insbesondere sind die pr~sentierbaren Individu- 

en gerade die Diskreten, eine vorbildliche Gesellschaft~ 

Wir zeigen, dass ein nichtdiskreter Raum T fI~r keine regulate Kardinalzahl ~ ~-erzeug- 

bar ist. 
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Sei S eine nichtoffene Teilmenge yon T und ~ sine beliebige regulars Kardinalzahl. 

Sei R sine Menge, welche T enthBlt derart, dass IR-T~ = ~ . F~r jede Teilmenge 

X C R-T mit ~X~ ~ ~ bezeichne R X den folgenden topologischen Raum: Die unterliegende 

Menge yon R X iSt R und neben ~ und R sind die offenen Mengen diejenigen Untermeng- 

en U von R derart, dass U ~ T = S und U ~ X =~ . Die R@ume R X bilden in nat8r- 

licher Weiss ein~n monomorphen ~-Kofilter, dessen Kolimes gerade R mit der groben Topo- 

logie ist. Die Inklusion T -~lim R X ist daher stetig, obwohl keine der Inklusionen 

-~R X stetig ist. 

Man s±eht auch leicht, dass sin topoloqischer Raum T nut dann koerzeugbsr i__n_n Top 

ist, wenn ]T~ = 1 . Wenn die Topologie von T grob ist, folgt dies n~mlich aus der ent- 

sprechenden Aussage fer M~e . Andernfalls sei ~ sine regulars Kardinalzahl und (Mt)t~ T 

sine durch T indizierte Familie yon Mengen M t mit Kardinalit~t ~ . Fer jede Teilmenge 

N von M =~t-- definieren wir M N als den topologischen Raum mit unterliegender Menge 
t~T 

M ,dessen offene Mengen M selbst und die Teilmengen von N sind. Es gilt dann 

M M = l~ M N , wobei N die Teilmengen mit Kardinalit~t ~ ~ durchl~uft. Da M M diskret 

ist, so ist M M T , M t ~t , stetig, sis l~sst sich abet dutch kein M N faktorisieren 

(f~r U ~ T offen, O *~ , gilt ~ ~ f-l(U) ~ M M uod If-l(u)l ~ ~ ). 

6.5 a) In der Kateqorie 

erzeuqbar. 

Der unterliegende Funktor 

Kemp der kompakten topologischen R~ume ist nur die leere Menqe 

U : Kgmp -~M__ee ist n~mlich tripleable und das zugehBrige Tripel 

hat keinen "rank", vgl. Linton [3~] §5, §6. Dies bedeutet, dass es kein ~ gibt derart, 

dass der darstellbare Funktor U ~ [1,-] mit monomorphen ~-kofiltrierenden Kolimites 

kommutiert. Folglich l~sst sich for sinen nichtleeren Raum K sine konstante Abbildung 

K ~lim X im allgemeinen nicht dutch einmn der kanonischen Monomorphismen X -~lim X 
T v v ~ v 

faktorisieren. 

v 
Man kann such leicht direkt sin Gegenbeispiel angeben. Sei ~ die Stone-Cech'sche Kompak- 

tifizierung einer Menge M mit IM~ = ~! d.h. das Koprodukt der Familie ~m}mG M in 

A 
Kom R . Bekanntlich ist die unterliegende Menge von M isomorph zur Menge der Ultrafilter 
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auf M . In Komp gilt dann M = lim N , wobei N die Mange der Teilmengen von M mit 

N 

der Eigenschaft ~NI < ~ durchl@uft. Sei nun U e ~ ein Ultrafilter der den Filter der 

Teilmengen M-N enth~It. Offensichtlich gilt dann 

Raum K 1Msst sich daher die konstante Abbildung 

U ~N ~ ~ . FOr ainen nicht leeren 
N 

K-~ , k ~O dutch keine der Inklusi- 

onen ~ C~ faktorisieren. 

b) FBr einen Raum K 6 Komp sind fqlgende Aussagen M quivalent: 

(i) K is t ~o-koerzeugbar. 

(ii) K ±st ~o-kopr@sentisrbar, 

(iii)K let endlich. 

Bebeis.~[il~ ] Sale, (X ,p~ ) e i n  ~o-Filter yon kompaktsn RBumen, X dsssen Limes und 

p~ : X -~X~ die kanonischen Projektionen. Wit zeigen zuerst, dass es fBr jade offene 

Partition ~FI,...,F n} von X sin a und sine offene Partition ~F~I'''''F~n } von X 

gibt derart, dass F. = p-I(F?) fBr jades i . Da jades F. offen und kompakt ist, 

gibt es sin ~ und offene Teilmengsn U.l yon X derart, dass F i = p~l(o i) . Folg- 

-I 
lich gilt such F i = p~(p~(Fi)) und P~(F i) n pp(Fj) = ~fdr i % j . Infolgedessen 

kann man offene Teilmengen V i c X~ so w~hlen, dass V i~ p~(F i) und Vin Vj = ~ for 

i # j . Aus der Gleichung /~ p~ (X) = p~(X)c~V i folgt dann, dass for sin genBgend 

p CX) UVi • o  holteo i t. dashalb F = p  (vi) 

. F ~ G a G ~ Es seien schliesslich ~F~ .... n ~ und ~ 1 ..... n ~ zwei offene Partitionen yon X 

i 
derart, dass Pa (F) = p G ) fSr jades i . Wir m8sssn noah zeigen, dass f~r sin genS- 

-I a -I,G~, gend grosses ~ die Gleichung pa~(Fi) = pa~( i ) for jades i gilt. Dies folgt abet aus 

den Relationen 

n pox> t b ~  P~t3(x131 = c 1" " 

Da U = W(F~ r~ G~) in X offan ist, so ist n~mlich for sin genQgend grosses 

-i ~ -i G ~ p ~(X~) in O enthalten, insbesondere gilt p~(F i) = p~( i ) . 

( i i )  ~ ( i )  trivial. 
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(i) ~(iii) Es sei x ein Punkt yon K und V durchlaufe die abgeschlossenen Umge- 

bungen yon x in K . Sei K/V der kompakte Restklassenraum yon K , den man durch "Zu- 

sammenziehen" yon V erhBlt. Es gilt dann K ~*lim K/V . Wenn K ~ -erzeugbar ist, ~- o 

l~sst sich die IdentitBt yon K durch ein K/V faktorisieren. Dann gilt abet V = Ix} 

und folglich ist ~x} offen in K . Dies zeigt, dass K diskret ist und folglich endlich. 

Bemerk.ung. Sei Tuk die volle Unterkategorie der total unzusammenh~ngenden RBume von 

Komp und ~ : Komp -~Tuk der Funktor, der jeden Raum K ~ Komp dessen Zusammenhangs- 
o 

komponenten zuordnet. D a jeder endliche Raum ~o-kopr~sentierbar ist, so folqt, dass der 

Funktor I~ ° ~o-filtrierende Limites erh~lt. Umgekehrt l~sst sich hieraus (iii) ~(ii) 

ableiten, weil die Funktoren K ~[K,~Z] und B ~Spec B quasi-inverse Anti~quivalen- 

zen zwischen Tuk und der Kategorie der Boolschen Algebren induzieren. Dabei entsprechen 

die endlichen R~ume den endlichen Algebren. gas sind abet genau die ~o-Pr~sentierbaren 

Algebren. Folglich sind die endlichen R~ume genau die ~o-kopr~sentierbaren Objekte in 

Tuk . Hieraus folgt wegen 

~o-kopr@sentierbar ist° 

c) Das Einheitsintervall 

[ - , E ]  ~--.>[I'I'o-,E ] , dass ein endlicher Raum E auch in Kom~ 

I - [O ,1 ]  i s t  l@l-kopr~sentierba r in Komp . 

Beweis. Sei K : ~--~Komp ein ~l-Filter, L dessan Limes und Pt : L ~K t die kanoni- 

schen Projektionen, t ~ ~ . Auf Grund der Konstruktion von L in Komp (bzw. Me) ist 

leicht ersichtlich, dass die stetigen Funktionen der Form g'Pt : L--~ ~ die Punkte von L 

trennen, wobei g : Kt ~ ~ beliebige Funktionen sind. Nach Weierstrass-Stone ist jade 

glPtl,g2Pt2, --- 
stetige Funktion f : L --~I C ~ der Limes einer Folge ...,gnPtn , solcher 

Funktionen° Da _T ~l-filtrierend ist, so gibt es Morphismen ~n : t -~tn mit gemeinsa- 

mem Definitionsbereich t E _T . Folglich gilt f = limn gn K~#t und f ist konstant auf 

den Fasern der Abbildung Pt : L -~K t . Daraus folgt, dass f dutch die induzierte Ab- 

bildung L-~Pt(L) faktorisiert. Da jede stetige Funktion Pt(L) -~I auf K t erweitert 

warden kann, so faktorisiert f auch dutch Pt : L -~K t . Oies zeigt, dass die kanoni- 

sche Abbildung 
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li~ [Kt,z] --,[li~ Kt,z] 

surjektiv ist. 

Wit zeigen nun noch, dass sie auch injektiv ist. Seien f,g : Kt ~I stetige Funktionen, 

welche auf dam Bild Pt(L) yon Pt : L-~Kt Obereinstimmen, d.h. es gilt fPt = gPt " Da 

Pt(L) der Durchschnitt aller Bilder K4 : Ks -~Kt ist, wobei ~ : s-~t alle Morphis- 

men in ~ mit Wertabereich t durchl~uft, so ergibt sich die Behauptung aus dam unten- 

stehenden Lamina. (Man beachte, dass diese Bilder eire,~l-Filter bilden.) 

Lemma. Es seien K ei__nkompakter Raum.(K~)de ~ eine Familia yon kompakten U qterr~umen, der__- 

art, dass fSr jade abz~hlbare Teilmenqe I yon ~ ein q~ mit K~ g(~TK~ existiert. 

Wenn zwei stetiqe raelle Funktionen f,g : K -~B auf ~K~ 5bereinstimmen, dann stim- 
d~Z 

men sie schon auf einem K~ , ~ ( I , ~berein. 

Beweis. Da man K in einen W~rfel~I 
M 

erweitern kann, so gen~gt es den Fall 

h~ngen 

mange 

wobei 

einbetten und die Abbildungen f und g auf ]TI 
M 

K =~TI zu betrachten. Nach Weierstrass-Stone 
M 

f,g nut von abz~hlbar vialen Koordinaten ab. Es gibt daher eine abz~hlbare Teil- 

N in M ~md Funktionan fl,g I ~I~_~I derart, dass f = und fl P g = gip , 
N 

p :~-~I die kanonische Projektion ist. Da UI metrisierbar ist, so gibt es 
M N N 

eine Folge K~,...,K%,... derart, dass p(K~ ) ~ ... n p(K~ ) n .... ~p(K~) . Da 

es ein K~ gibt, welches in jedem Kd~ enthalten ist, so gilt p(K~) = O p(K~) . Da 

fl,g I auf p(/~K~) = ~p(Kd) @bereinstimmen, stimmen sie bereits auf p(K$) Bber- 
~E~ de~ 

SIR. 

6.6 In dieser Nummer setzen wit voraus, dass A aine kovollst~ndige Kate~or!e ist, 

welche eine Mange vo__n ~-pr@sentierbaren Generatoren besitzt. Die yon den Generatoren auf- 

gespannte volle Unterkategorie bezeichnen wit mit ~ . Es geltan dann die folgenden Aus- 

sagen: 

a) FBr jeden Monomorphismus ~ : H -~H' yon ~-Kofiltern in A ist 

lim ~ : lim H -~lim H' ein Monomorphismus. 

Ein Morphismus ~ in ~ ist n~mlich genau dann ein Monomorphismus, wenn [u,~] f~ 
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jedes U 6 ~ injektiv ist. Die Abbildung [U,lim @] 

(~-kofiltrierende) Kolimes der injektiven Abbildungen 

in Me ist, D 6 ~ (= Definitionsbereich yon H und 

ist jedoch injektiv, well sie der 

[U,~(O)] : [U,H(O)] - - , [U,H'(O)]  

H' } .  

b) F~r die Zerlegungszahl yon A ~ ~ ~ilt Z(A) ~ a' {vgl. 1.5, dabei bezeichnet a' 

die kleinste Ordinalzahl mit Kardinalit~t a ). 

Es ist zu zeigen, dass ~a, : A , -~B monomorph ist (die Bezeichnungsn sind diejenigen 

von 1.5), sder was dasselbe ist, dass die Abbildung [U,@~,] f~r jsdes U ¢ U injektiv 

ist. Nach 1.5 gilt A , = lim A und die A mit v< ~' bilden einen ~-Kofilter. Zwei 
l V V 

Morphismen ,~,~ : U ~A , mit @~,o~= ~;~ faktorisieren deshalb durch den kanonischen 

Morphismus Pv : A -~A , far sin v . Auf Grund der Konstruktion yon X : A -~A 
v v v v+l 

(vgl. !.6, ii5) ergibt sich unmittelbar, dass die Faktorisierungen [,~ : U-~A v (yon 

und ,~ ) dutch ~ koegalisiert werden, dh. Xv [ = ~v ~ . Wegen Pv = Pv+l 9~ folgt 

daraus ~ = pv [ = Pv+l~v ~ = Pv+lg~v ~ = Pv ~ = ~" 

c) Die echten quotienten sines bsliebiqen Objekts bilden sins Men~e. 

F~r jsdes Objekt A E ~ bezeichne A d die Einschr@nkung des Funktors [-,A] : A__°-~Me 

auf ~ . Ordnet man jedem regulgren quotient~ B sines Objekts A den Unterfunktor 

A U -[~ A U yon AuTTA U zu, so erh~lt man sine Injektion der regul~ren Quotienten vsn 
-- 8. -- -- -- 

in die Menge der Unterfunktoren von A~TFA~ . Die regul@ren Quotienten von A bilden 

daher sins Menge und folglich gilt dasselbs far die regulMren Quotienten der regul@ren 

Quotienten usw.,Dieses Verfahren schSpft wegsn 6.6 b) alle echten Quotienten von A nach 

~' Schritten aus. 

d) deder Morphismus l~sst sich eindeutiq in einsn echten Epimorphi~@mus und einen Monomor- 

phismus zsrlsqen. Dies folgt aus 1.3 und 6.6 c). 

s) Ist 

ist B 

A ~-prgsentierbar in A und ist £ : A -~B ei___zn requl@rer Epimorphismus, dann 

qensu dann ~-pr~sentierbar, wenn es sins rechtsexakte Folqs 

ilI I 
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qibt derart, dass IIl< ~ und U. ~ U fBr alle i ~ I . 
i 

Beweis. Wegen 6.2 genBgt es zu zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Nach 1.4 gibt es 

ein Komrodukt I I U. U j E U und Morphismen I I U. -~A deren Kokern (: A -*B ist. 
j~j J ' _, j~j J ' 

FBr jede Teilmenge I von d mit IIl< ~ sei A I der Kokern des durch IcJ induzier- 

ten Morphismenpeares I I U. ~A . Da die Folge 
i~l i 

jeJ 

rechtsexakt ist, so ist der kanonische Morphismus 

a-pr~sentierbar ist, so l~sst sich @-i durch sin A I 

@: lim A I -~B invertierbar. Da B 

I 
faktorisieren; dh. der dutch & 

induziert8 Morphismus ~I : AI -*B hat einen Schnitt d . Well A I ~-pr~sentierbar ist, 

so folgt aus der Gleichung £1(d~) = 61 , dass es sin 

if' I' I' derart, dass E (d~) = ~I (dabei ist 61 : A I -~AI, 

I' 
Morphismus). Aus ~I = ~[' ~I folgen die Gleichungen 

@ L 

'  si t,  ehni t 

ist I I U., ~_~A £-+B rechtsexakt. 
i%r i 

I' ~ d gibt, welches I umfssst 

der von~U -~] ~U , induzierts 
I i I' i 

I' I' I' 
((E 1 ~)~I,)E£ =E~ und 

von El, gleich ~I' ist. Folglich 

6.7 Eine kovollst~ndi~e Kategorie A mit einer Menge von ~-erzeu@baren Generetoren hat 

entsprechend schw~chere Eigenschaften. Wir skizzieren diese kurz I 

a) FBr jeden Monomorphismus ~ : H -*H' yon monomorphen ~-Kofilter~ in A ist 

lim @ : lim H -*lim H' sin Monomorphismus. 

b) FBr jeden ~-Kofilter yon Unterobjekten A 
J 

Morphismus lim A. -+A monomorph. .-* j 
S 

c) F~r jeden monomorphen ~-Kofilter H : D-~A 

sines Objektes A 6 A ist der kanonische 

und .iedes D 6 ~ ist der kanonische Mot__- 

phismus H(D) -~lim H monomorph. 

d) Ein echter Quotient eines ~-erzeugbaren Objektes ist wieder a-erzeugbar. 

5ei £: A -~B sin echter Epimorphismus und H : D-~A ein moncmcrpher e-Kofilter. FBr 

jeden Morphismus ~ : B -*lim H lBsst sich ~8 dutch einen der kanonischen Monomorphis- 

men H(D) -~lim H faktorisieren. Folglich l~sst sich nach 1.1 such ~ dutch 

H(D) -*lim H faktorisieren. 



~T Lokal ~-pr~sentierbarq....Kateqorien 

7.1 Definition. Se~ ~ eine requl~re Kardinalzahl. Eine Kateqorie A heisst lokal 

~-pr~sentierbar~ wenn A kovollst~ndiq ist und eine echte Generatorenmenqe b@sitzt, d~- 

ten Elemente ~-pr~sentierbar sind. Eine Kategorie A heisst lokal pr~sentierbar, wenn e s 

ein ~ qibt, so dass A lokal ~-pr~sentierbar is_~t. 

Der Pr~sentierungsrang I~A_) yon A_ ist die kleinste regulate Kardinalzahl ~ t 

fer welche es eine echte Generatorenmenge von 7-pr~sentierbaren Elementen gibt. 

_ AZ Eine Kategorie A heisst lskal ~-koprgsentierba..r, wenn iokal ~-pr~sentierbar 

ist. 

7.2 Beispiele a) FBr jede kleine Kategorie ~ ist ~ = [~°,Me] lokal pr~sentlerbar 

und es g i l t  ~ (3 )  ='~o " 

b) Jede Kategorie ~ yon universellen Algebren im 5inne yon Birkhoff ~ bzw. Lawvere 

[53] ist lokal pr~sentierbar, zB. Monoide, abelsche Gruppen, Gruppen, Ringe, A-Algebren; 

..., abet nicht K6rper. Die yon einem Element frei erzeugte Algebra let ein~o-Pr~sen- 

tierbarer echter Generator (sogar regular). Es gilt ~(~) ~ ~o " 

c) Oede Ketegorie ~ von universellen Algebren im 5inne von Slominski [[O] bzw. Linton 

[~9] } 6 (dh. mit rank) ist lokal pr~sentierbar. Eime obere Gr~nze fer 1~) is~ dutch die 

Anzahl der Operetienen [[O] bzw. durch den "rank" [~] ~ 6 gegeben. 

d) Die Kategorie Kat der Kategorien, die zum gew~hlten Universum geh6ren, ist lokal 

pr~sentierbar. Die Kategorie "- -~." ist ein~o-Pr@sentierbarer echter Generator und es 

gilt ~(Kat) = ~o • 

e) Sei ~ eine lokal pr~sentierbare Kategorie und ~ ein Tripel in ~ mit Rang (vgl. 

§lO). Dann ist auch die Kategorie _A ~ lokal pr~sentierbar und es gilt 

f) Die Kategorie Kemp der kompakten topologischen R~ume ist lokal kopr~sentierbar. Des 

Einheitsintervall ist ein~l-kopr@sentierbar kodichter Kogenerator (4.7, 6.5 c)) und 



72 §7 -2-  

6.5 b) gi l t  w(Komp°)=~l wegen I 

g) Eine inf- und supvollst~ndige partiell geordnete Menge ~ ist lokal pr~sentierbar und 

lokal kopr~sentierbar. 

h) Sei ~ eine klmine nichtleere Kategorie. Eine Kategorie ~ ist genau dann loka~ pr~- 

sentierbar, wenn ~,A~ lokal pr~sentierbar ist. Die eine Richtung (('=') kann man mit 

Hilfe von konstanten Funktoren leicht beweisen. Umgekehrt sei M eine echte Generatoren- 

menge von ~-pr~sentierbaren Objekten in ~ . Dann bilden die verallgemeinerten darstell- 

U ® Ix,-] : X -~A , U 6 M, eine echte Generatorenmenge in [~,A] und baren Funktoren 

diese sind wegen 

[u ~ [ x , - ] , ~  ~ [U,FX] 

~benfalls ~-pr~senUerbar ( r  : X ~ A  i s t  elm beliebiger Funktor, vgl. Ulmer [~6] In t r .  

Es g i l t  also 

i) Eine koreflexive Unterkategorie ~ einer lokal pr~sentierbaren Kategorie ~ ist 

selbst lokal pr@sentierbar, wenn for eine gendgend grosse regulBre Kardinalzahl 

die Inklusion I : B -~A ~-kofiltrierende Kolimites erh~lt. Es gilt dann 

~(~)~ sup(~,l~(~). Insbesondere ist St#~°,~ lokal ~-pr~sentierbar, wenn klein 

und ~-kovollstBndig ist (5.~, 5.8). 

j) Zum Schluss einige Geqenbeispiele: Top ist weder lokal pr@sentierbar noch lokal kopr§- 

sentierbar (4.17, 6.4); Komp ist nicht lokal pr@sentierbar (4.18, T.4); Me ist nicht lo- 

kal kopr~sentierbar (6.3), obwohl M_~_e unter gewissen Voraussetzungen ein Retrakt sein 

kann (4.15); allgemeiner ist jede nichtkleine Kategorie ~ nicht lokal kopr~sentierbar, 

wenn ~ lokal pr~sentierbar ist (7.13). 

7.3 Wir vergleichen nun die verschiedenen Begriffe von Generatoren in lokal pr~sentier- 

baren Kategorien. Ein Generator braucht nicht echt zu sein, wie das initiale Objekt des 

Beispiels 7.2 g) zeigt. Ein echter Generator ist nicht immer regul@r. ZB. ist die Pfeil- 

kategorie . -~. in Kat ein echter, aber kein regul@rer Generator (3.? und 4.5). 
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Schliesslich braucht ein regul~rer Generator nicht dicht zu sein. Z.B. ist ~ kein dich- 

ter Generator in der Kategorie der abelschen Gruppen. 

Im folgenden beschr~nken wir uns auf echte, regul~re und dichte Generatoren. Wir zei- 

gen wie man echte Generatorenmengen zu dichten Generatorenmengen erg~nzen kann. Dazu be- 

n@tigen wir den Begriff des Abschlusses einer Unterkategorie unter gewissen Kolimites. 

Sei zun@chst ~ regular oder ~ =~, ~ eine Kategorie mit ~-Koprodukten, M eine 

Klasse yon Objekten und ~ die von M aufgespannte volle Unterkategorie von ~ . Unter 

yon M (oder ~] in A unter ~-Koprodukten verstehen wit die volle dem vollen Abschluss 

Unterkategorie ~(M,~)~(~,~ yon ~ , die aus den ~-Koprodukten yon Objekten aus M 

und allen dazu isomorphen Objekten in ~ besteht. Mit ~ let auch ~(~,~) eine kleine 

Kategorie, vorausgesetzt ~ $ ~. Die Klesse der Objekte von ~(~,~) braucht jedoch 

keine Menge zu sein, selbst wenn M eine Menge ist. In manchen FBllen kann es daher 

zweckm~ssig sein,~(~,~) dutch eine volle Unterkategorie zu ersetzen, die wenigstens 

einen Repr§sentantem aus jeder Isomorphieklasse yon Objekten enth~it. Eine solche Unter- 

kategorie nennen wir einen Abschluss yon M (oder ~I in A unter ~-Koprodukten. 

Wenn ~ ~-kovollst@ndig ist, definieren wit entsprechend den vollen Abschluss 

von ueter   e nste 

vollst@ndige Unterkategorie ~ yon ~ mit den folgenden Eigenschaften: a) Jeder Funktor 

H : D-~A , der dutch ~ faktorisiert und dessen Definitionsbereich a-klein ist, besitzt 

einen Kolimes, welcher bereits zu ~ gehert, b) Mit einem Objekt enth~it ~ auch alle 

dazu geh~rigen isomorphen Objekte aus ~ Eine volle Unterkategorie von __ (M,~) , die 

in jeder Isomorphieklasse yon Objekten aus K (M,~) wenigstens ein Objekt besitzt, 

nennen wir e±nen Abschluss yon M (oder U) in A unter ~-Kolimites. 

Z.B. erh~lt man einen solchen Abschluss als Vereinigungy~ yon vollen Unterkategorien 

U.,i ¢ ~ i wobei U ein Abschluss von U unter ~-Koprodukten ist, und ~+ 1 von ~ i 
--i --o 

sawie den Kokernen aller Morphismenpaare aus U. aufgespannt wird. Man bemerke dabei, dass 
--1 

alle O. in A unter ~-Koprodukten  a b g e s c h l o s s e n  s i n d  (dh.  U. i s t  e i n  A b s c h l u s s  van s i c h  

selbst~). Fer ~ ~ ~ kann man ferner durch geeignete Wahl von U und den hinzugef~gten 
--o 

Kokernen erreichen, dass mit M auch Ob(~A) eine Menge ist. Daraus folgt insbesondere 
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dass ein Abschluss einer kleinen Unte~katpqorie unter ~-Kolimites selbst wieder klein ist. 

Die Konstruktion zeigt auch, dass alle Obiekta eines solchen Abschlusse~-pr~sentierbar 

sind, wenn di_~e vorqe~ebenen Obiekte aus M es sind. 

7.4 Satz. Sei A eina lokal pr~sentierbare Kategorie und M eine echte Generatoren- 

menge, deren Elemente ~-pr~sentierbar sind, wobei ~ regular ist. Oann ist ~eder Ab- 

schluss X von M in A unter ~-Kolimites eine kleine dichta Unterkateqorie von ~ , 

deren Obiekte in A ~-pr~sentierbar sind. 

Beweis. Die Objekte von ~ sind ~-prBsentierbar (7.3). Sei U ~ X eine volle Unterkate- 

gorie darart, dass Ob ~ eine Mange ist und jades Objekt von ~ isomorph zu einem Ob- 

jekt yon ~ ist. Es ist klar, dass mit M auch Ob ~ eine echte Generatorenmenge ist. 

Sei A E ~ und ~/A die ~-kovollst~ndige "Kategorie der Objekte yon ~ 8bar A ". Mit 

bezeichnen wir ein Objekt in ~/A und mit U~ sein Bild unter dam Vergissfunktor 

U/A -~A (2.&). Es ist zu zeigen, dass der kanonische Morphismus lim U~ -~A ein I s o m o r -  
_ _ 

phismus ist. Nach 1. 9 ist dies genau dann der Fall, wenn f8r jedes U e ~ die induzier- 

te Abbildung [U,l~m U~] -~[U,A] bijektiv ist. Diese ist offensichtlich surjektiv. Da U 

~-prBsentierbar ist und ~/A ~-kofiltrierend, so gilt 1Lm~ [u,u~]-~[U,lim~ u~] . Seien 

~,~ : u ~lim u~ zwei Morphismen, die yon lim_~ U~ -~A koegalisiert werden. Dann gibt es 

ein ~ ¢ ~I A und zwei Morphismen ~,~ : U ~U~ , die mit der universellen Abbildung 

u~ : U~-~l~m U( zusammengesetzt, gerade ~ und ~ ergeben. De 2 i n  ~ un te r  Kokern- 

en abgeschlossan i s t ,  so gehSrt  ~ o k e r ( ~ ( , ~ ( )  e b e n f a l l s  zu ~ und des kanonische Nor-  

phismus K o k e r ( ~ , # ( )  -~A i s t  daher e in  Objekt  yon ~/A . F o l g l i c h  g i b t  es e in  Diagramm 

(mit den evidenten Kommutativit~tseigenschaften) 
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) lim U u~ 

/ 

/ 

/ 

~oker(~,~) > 

Hieraus folgt ~ = ~ . Dies zeigt, dass die obige Abbildung 

jektiv ist und somit gilt lim O~ E>A . 

7.5 5at___~z. 5ei ~ eine lokal pr~sentierbare Kateqorie und 

[ U,lim -~ [ U,A] auch in- 
F U~] 

M eine requl~re Generate- 

renmenqe, deren Elemente ~-pr~sentierbar sind, wobei ~ regular ist. Dsnn ist ,ieder Ab_._- 

schluss X yon M in A unter ~-Koprodukten eine kleine dichte Unterkateqorie, deren 

Obiekte ~-p..Z~.sentierbar in A sind. 

Nach 6.2 sind die Objek,te von ~ ~-pr~sentierbar in ~ . Hieraus folgt, dass ~ bei 

einem beliebigen Koprodukt ~U i , U i E M , dicht ist. Denn ~U i ist der Kolimes seiner 

~-kleinen Teilkoprodukte, diese sind isomo~ph zu Objekten von ~ und sie bestimmen eine 

konfinale Unterkategorie von X/~U~.Aus 3.3 d) und 3.9 folgt dann, dass X c A dicht 

ist. 

7.6 Satz. Sei A eine lokal pr~sentierbare Kateqorie und M eine regul~re Generato- 

renmenqe, deren Elemente ~Tpr&sentierbar sind, wobBi ~ regular ist. Ein Obiekt A E 

ist qenau d ann ~-pr~sentierbar, wenn es Bin Morphismenpaar 

~,~ : ~3Lu ~ L o  
J l~I i 

mit den E iqenschaften UjiU i c M und IJl < ~ >I If qibt derart, dass A ein Retrakt 

yon Koker(~,~) ist. Wenn ausserdem in A die Zusammensetzun~ ..zweier regul~rer Epimor- 

phismen wieder requl~r ist, dann ist jedes ~-pr~sentierbare Obiekt A ¢ A der Kokern 

eines solchen Morphismenpaares. 
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Beweis. Es genBgt zu zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Sei ~ ein Abschluss von 

M in ~ unter ~-Koprodukten. Nach T.5 ist dann ~ dicht in ~ . Folglich gibt 

es eine rechtsexakte Folge 

flu , ~  Ib-~A 
n'6N 'n ~ nEN n 

wobei Un,Un, c M und N und N' irgendwelche Mengen sind. Sei V E _V ein Objekt, 

IE~L~ ein ~-kleines Teilkoprodukt yon ~U~N n und (~k" V-~)kIK eine Familie 

yon Morphismen mit IKI < ~ , die denselben Morphismus V ~ U  induzieren. Da 
.EN n 

~O der Kolimes seiner ~-kleinen Teilkoprodukte und V ~-pr~sentierbar in A ist, 
~EN n 

so gibt es ein IE~LI umfassendes Teilkoprodukt I.~E~I, mit 'L" ~ ~ derart, dass 

H 

s~hon d~ konooi~ch~ Mo~hi~ ~b, 1 ............... ~ flu , ~ll~ Mo~phis~o ~ - V ~llO 
1'~¢ 1 1E L 1 

koegalisiert. Hieraus folgt leicht, dass die Kategorie VI~ n ~-kof±itrierend ist. Wit 

betrachten nun die Ka~egorie --K der Bber ~'~ : ~n' ~ n  stehenden Paare von Mor- 

phismen in -V . Deren Objekte sind 6-Tupel T = (V~,V',~,~,I l l • VT,VV T ) mit der Eigenschaft, 

dass die D±agramme 

V T 

vl 
~u n , 

~T ~T 
v~ v T • v~ 

~' UUn ~n' ~ ~ ~n 

kommutativ sind. Die Morphismen zwischen Objekten sind wie in 5.9 Oiagramme mit evidenten 

Kommutativit~tseigenschaften. Auf Grund der obigen Bemmrkungen ist leicht zu sehen, dass 

K ~-kofiltrierend ist, und dass ~ = lim ~ , ~ = lim ~T " Sei A T der Kokern von 
T 

t t ~'~T : VT ~VT und qT : AT ~A der von v T und v T induzierte Morphismus. Da Koker- 

ne mit Kolimites vertauschbar sind, so ist A der Kol±mes der A T und die Morphismen 

qT : A T -~A sind kouniversell. Die Identit~t von A faktorisiert deshalb durch e±nen 

der Morphismen qT : A T -~A , und somit ist A ein Retrakt yon A T ° 

Unter der zus@tzlichen Voraussetzung ist die Zusammensetzung des kanonischen Morphismus 
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V T -~A T mit qT : AT-~A wieder ein regul~rer Epimorphismus, und der zweite Tail folgt 

deshalb aus 6.6 e). 

7.7 Beispiele a) Sei ~ eine lokal ~-pr~sentierbare Kategorie und M eine echte Ge- 

neratorenmenge wie in 7.4. Ein Objekt ist genilu dann ~-pr~sentierbar, wenn es zum vollen 

Abschluss K(M,~) von M in ~ unter ~-Kolimites geh@rt. 

b) Es sei ~ eine kleine Kategorie und ~ = [ ~ , M ~  . Die Hom-Funktoren I X , - ]  , X ~ ~ , 

bilden eine regul@re Generatorenmenge. In 7.6 kann ~ beliebig gew~hlt warden. 

c) Es sei ~ eine Kategorie von universellen Algebren (T.2 b)). Die von einem Element 

frei erzeugte Algebra ist dann ein~o-Pr~sentierbarer regul@rer Generator. Aus T.6 folgt 

deshalb, dass die ~o-Pr~sentierbaren Objekte die andlich p~@sentierbaren Algebren im 8b- 

lichen Sinne sind. 

Im Falle yon Linton, bzw. Slominski (7.2 c)) ist die von einem Element frei erzeugte Al- 

gebra ein ~-pr~sentierbarer regul~rer Generator. Dabei ist ~ der "regular rank" yon 

(vgl. [39] ~6) bzw. die kleinste regul@re Kardinalzahl, welche gr~sser ist als die Stel- 

lenzahl der vorgegebenen Operationen ([~0])o 

d) Fer Komp ° (7.2 f)) ist das Einheitsintervall I ein regul~rer~l-Pr@sentierbarer 

regul~rer Generator und nach 9.4 d) sled die kompakten metrisierbaren R~ume gerade die 

~ -pr~sentierbaren Objekte. 

e) Wir kennen kein Baispiel einer lokal pr~sentierbaren Kategorie ~ mit Zerlegungszahl 

Z(~) > 0 , in welcher es ein Objekt gibt, das sich nur als Retrakt eines Kokernes 7.6 

darstellen l@sst, aber selbst kein solcher Kokern ist. Z.B. ist in der Kategorie Kat der 

K~tegorien ao~ ~ die D~eieckakategorie A (4.s) ein ~o-Pr~entierba~er regol~=er Gen~- 

ist ein Objekt K E Kat genau dann ~-pr@sentierbar, wenn es eine rator. FUr ~ ~o 

rechtsexakte Folge 

.LEA ~ . , ~ - - ~  K 

m i t  Izl ~ ~ und IJ[  < ~ g i b t  ( d a b e i  b e z e i c h n e t  H ~  das l - f a c h e  K o p r o d u k t  yon ~ ) .  
I 

Dies folgt leicht au@ der folgenden Eigenschaft: Ist ~ : K -~L ein regul~rer Epimorphis- 

mus in K a.t und ~ : ~-~L irgendein Morphismus, so gibt es einen Morphismus 
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? :J.[&-~L mit endlichem I 
3 

(~,~,~) : KJ~Z~(LIZ~ -~L 
I 

derart, dass der induzierte Epimorphismus 

wieder regular ist. 

T.8 5atz. Sei A eine kovollst~ndiqe K gtegorie und M eine Men_q.g_&von ~-pr~sentierba- 

re_~nObjekten , wobei 

schluss yon M in 

Y 

e ine re£ul@re Kardinalzahl ist. Sei U = K (M,~) der voile Ab- 

A unter ~-Kolimites und I : U-~A die ~-kostetige Inklusion. Sei 

die Yoneda Einbettunq. Dann induziert die Kan'sche Koerweiterung 

Ey(1) : St~°,Me] -~ 

eine Aequivalenz von 5t~°,Me] auf die volle Unterkateqorie ~M,~) yon A . Ausser- 

dem ist Ey(I) koadjungiert zu A -~5t [U°,Me] A~[I-,A] 

Beweis. Nach 5.5 ist Ey(1) : St~°,~ -~ kostetig. Der Beweis yon 5.5 zeigt ausser- 

dem, dass Ey(I) koadjungiert zum Funktor ~-~St [~°,Me] , A ~[I-,A] ist. Bet letzte- 

re erh~lt e-kofiltrierende Kolimites, well die Objekte yon ~ ~-pr~sentierbar in ~ sind 

(7.3). Die Zusammensetzung yon Ey(I) mit A ~[I-,A] erh~it deshaib ebenfalls 

~-kofiltrierende Kolimites. Ausserdem bildet sie die Unterkategorie der Hom-Funkteren 

identisch euf sich selbst ab. Da jedes Objekt in St [~°,Me] eln ~-kofiltrierender Koli- 

mes yon Hom-Funktoren ist (5.4), so folgt, dass die Zusammensetzung 

St [~°,Me] -~-~5t [~°,Me] isomorph zur Identit~t ist. Insbesondere ist 

Ey(1) : St~°,Me] -~ eine volle, kostetige Einbettung. Hieraus folgt leicht, dass 

Ey(1) eine Aequivalenz yon St [~°,Me] auf ~(M,~) induziert. 

Nimmt man z.B. fer ~ die Kategorie T~ der topologischen R~ume und f5r M einen 

einpunktigen Raum, dann ist der Abschluss 

ten R@ume (dh. zu Me ). 

K®(M,Top) ~quivelent zur Kategorie der diskre- 

Nimmt man andererseits fer ~ die Kategorie Kemp der kompakten R@ume und f~r M 

die endlichen R@ume, dann ist der volle Abschluss yon ~ in Kemp unter Limites @quiva- 

lent zur Kategorie Tuk der total unzusammenh~ngenden R@ume, und es gilt ~TpkO = ~o 

(6.5 b ) ) .  
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7-9 Korollar. Sei A eine Kategorie und ~ eine requl~re Kardinalzahl. Aequiva- 

lent sind: 

(i) A ist lokal ~-pr~sentierbar . 

(ii) Die volle Onterkate~orie ~(~) der ~-prQsenti~rbaren Objekte ist klein und unter 

~-Kolimites abqeschlossen und der yon der Inklusion I : ~(~) -~A induzierte Funktor 

i -~ St~[i(~)O,M--~ e] , A ~[ I-,A] 

ist eine Aequivalenz. 

(ii) ~ (i) folgt aus 7.2 i) und (i) ~(ii) aus 7.8, well nach 7.76), 7.4 und 3.5 der 

Funktor A ~[I-,A] volltreu ist. 

Zum Beispiel induziert die Inklusion I : Me___~t -~Komp der metrisierbaren kompakten 

ROume in die kompakten R~ume sine Aeq~ivalenz 

(vgl. 7.7 d)). 

7.10 Korollar. Zwei iokal ~-prOsentierbare Kateqor~en 

~quivalent, wenn die vollen Onterkateqorien ~(~) und 

Objekte ~quivalent sind. 

A und A' sind qenau dann 

A'(~) ihrer ~-pr~sentierbaren 

Dies folgt aus 7.6 und 7.9. Aus 7.4 folgt, dass die erstgenannte Abbildung eine Kategorie 

mit 1F(~) = ~ auf eine kleine ~-kovollstOndige Kategorie ~ abbildet, in welcher for 

~' ~ ~ die ~'-pr@sentierbaren Objekte keine dichte Unterkategorie yon ~ bilden (~' re- 

gulOr). 

7.11 Korollar~ Sei ~ eine requlOre Kardinalzahl. Die Abbildunqen A ~A(~) und 

~St~Ug,Me ] sind zueinander inverse Bi~ektionen zwischen den Aequivalenzklassen yon 

lokal ~-pr~sentierbaren Kateqorien und den Aequivalenzklassen yon kleinen ~-kovollst~ndi- 

qen Kateqorien. 
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7.12 Korollar, In einer lokal ~-prBsentierbaren Kateqorip A sind ~-Limites mit ~-ko- 

filtrierenden Kolimites vertauschbar (vgl. 5.2 (iii)). Insbesondere ist ein ~-kofiltrie- 

render Kolimes yon requl~ren Monomorphismen (bzw. requl~ren Epimorphismen) wieder sin re- 

~ul@rer Monomorphismus (bzw. regulBrer Epimorphismus). 

Nach 5.2 gilt dies n@mlich for ~ = [U_°,Me_e] , ~ klein, und folglich auch f~r jede volle 

koreflexive Unterkategorie yon [~o ~ , falls die Inklusion ~-kofiltrierende Kolimites 

erh@lt; insbesondere also for St [~°,Me] (5.S, 5.~). 

7.13 Satz Sei A sine Kate.g.o.rie derart, dass A und A ° lokal p.T~.sentierbar sind. 

Dann ist A eine "H~ngematte", dh. A ist ~quivalent zu einer inf- und supvollst~R.diqen 

9eordneten Menqe (vgl. 7.2 g)). Gibt es in ~ sin Nullobjekt, dann ist A~ {0~ . 

Beweis. Wir zeigen zuerBt, dass jedes Objekt A E A nut einen Endomor.B.hismus besit.z..t., 

n~mlich die Identit@t. 5el f : A -~A ein Endomorphismus und sei ~ sine regul~re 

Kardinalzahl mit den EigensChaften ~) ~ ~ ~ %(A °) und %(A) ~ ~ . 5el I sine Menge 

mit ~I I = ~ und sei i E I sin ausgezeichnetes Element. Die Tsilmengen v ~ I mit 
o 

Ivl ~ ~ und i ~ v bilden sine ~-kofiltrierende Kategorie ~ ; die Morphismen sind 
o 

durch die natOrlichen Inklusionen in I gegeben. Sei D -~A , v ~TA , der Funktor, der 

jeder Menge v des v-fache Produkt yon A zuordnet und jeder Inklusion v -~p den Mor- 

phismus ~A -~ ~A nit den folgenden Eigenschaftsn: Die Zusammensetzung ~A -~ TEA ~ A 

ist ~T4~A falls i c v und TTA ----~la~A~A falls p ~ i ~ v . Dabei bezeichnet 
w v 

Pi : ~A -~A die kanonische Projektion auf den i-ten Faktor. Ebense sei ~v : ]TA ~ A  

der Morphismus mit der Eigenschaft, dass Pi~v = Pi falls i c v und Pi~v = fp. 
1 o 

falls i ~ v . Es ist evident, dass die Morphismen ~ sine nat6rliche Transformation 

yon D-~A , v ~ ~A , in den konstanten Funktor v ~ ~A definieren. Da ~v sin Schnitt 
I 

for die kenonische Projektion Pv : ~rA -~ ~A ist, so folgt, dass ~v der Kern des 

Paares (id,~vPv) : ~A ~ ~A ist. Insbesondere ist ~v sin regul@rer Monomorphismus. 

Nach ?.12 ist daher der yon ~v induzisrte Morphismus ~ : lim ]~A -~ ~A sin regul~rer 

Monomorphismus. Andererseits ist ~ auch der Limes der Kompositionen 
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pv ~ : lim ]CA -~ I[A -~ ][A . Diese sind offensichtlich Epimorphismen und somit auch 

wail A_ ° iokal pr~sentierbar ist (6.6a). Folglich ist ~ ein Isomorphismus. Da A 

~-pr~sentierbar ist und ~ ~-kofiltrierend, so faktorisiert die Diagonalabbildung 

A-~ I[A durch einen der Monomorphismen ~v : ~A --> ~A . Auf Grund der Definition von 

~v folgt hieraus, dass f : A -~A mit id A zusammenf~llt. 

Aus dam untenstehenden Lemma folgt nun, dass ~ zu elmer pr~geordneten Klasse isomorph 

ist. Folglich ist fBr jeden Funktor H : D-~A der kanonische Morphismus 

J~H(D) -~lim H(D) invertierbar. Da es in A eine dichte Generatorenmenge gibt (7.4), so 

bilden die Aequivalenzenklassen yon Objekten in ~ eine Mange, weil man mit den Genera- 

torah nur eine Mange nicht~quivalenter Koprodukte konstruieren kann. 

Lemma. 5ei X eine Kateqorie mit Koprodukten. Falls es eine Kardinalzahl ~ qibt der- 

art, dass I[X,X]I~ ~ f~r jedes Obiekt X E X , damn ist X isomorph zu elmer partiell 

pr~qeordneten Klasse. 

Beweis. 5ei I eine Mange mit Ill ~ %~.5ei ~ : JlX-~X der Morphismus mit den Kompo- 
I 

nenten id X und sei ~i : X -~ ~X die kanonische Inklusion der i-ten Komponente, i c I . 

Es gilt dann ~i = id x und ~ ist daher ein Epimorphismus. Aus I[~X, ~I ~ ~ folgt 

die Existenz yon Elementen i,j E I derart, dass i + j und ~i ~ = ~j~ . Folglich gilt 

@i = ~j . Sei I' die Mange, die man aus I erh@it, indem man i und j identifiziert. 

Die Projektion I -+I' induziert dann fBr jades Y E ~ Bijektionen 

[x~,X,Y] ~[~X,Y] und ~[X,Y] ~[X,Y] . Dies ist offensichtlich nur dann m~glich, wenn 

7.14 Satz. In elmer lokal pr~sentierbaren Kateqorie ~ besitzt .iedes Obiekt nur eine 

Menqe von Quotianten (dh. A ist cowellpowered). 

Bewais. 5ei A E ~ und ~ ~ ~i eine regul@re Kardinalzahl mit ~r(A) ~ ~ ~7¢(~) . 

Nach 7.d und 7°6 ist die volle Unterkategorie ~(~) der ~-pr@sentierbaren Objekte klein. 

Aus jedar Isomorphieklasse yon Objekten in ~(~) w@hlen wit einen Repr~sentantan. Die 

durch diese Repr~sentanten bestimmte volle Unterkategorie bezeichnen wit mit ~ . 
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Folglich bilden auch die Objekte von A\~ 

jekte von A\~ Paare (X,A iX) sind mit 

eine Menge. Wir erinnern daran, dass die Ob- 

X E ~ , ~ E ~ . Wit zeigen im folgenden, dass 

es zu jedem Epimorphismus p : A -~B eine Unterkategorie K yon A~ gibt derart, --p 

dass (B,p) - als Objekt yon A~ aufgefasst - gerade der Kolimes der Inklusion 

K --~A~ ist. Oa es in A~ --p 

tienten van A eine Menge. 

nut eine Menge yon Onterkategorien gibt, so bilden die Quo- 

Sei p : A -*B ein Epimorphismus. Die Objekte der Kategorie ~ seien 3-Tupel 

T = (XT,<T,~T) derart, dass X T E ~ und dass p : A-~B die Zusammensetzung 

A_~X T ~T~ B i~t. Ein Morphismus T -~T' ist gegeben dutch einen Morphismus 

?. : X T ~XI, mit den Eigenschaften <T' : Y * <T und ~ T = ~T' " ? . Da ~ in ~ unter 

~-Kolimites abgeschlossen ist (6.2) und die Inklusion X c A dicht ist, so kann man 

leicht zeigen, dass ~ ~-kofiltrierend ist und dass B : lim X T und p = lim <T (wegen 

~(A) ~ ~) .  

Sei ~ die volle Unterkategorie van ~ bestehend aus allen A ~T~ XT ~T> B mit epi- 

morphem <T " Es ist klar, dass dann ~T durch ~T bestimmt ist, d.h. falls T,T' ¢ 

und ~7 : <T' , so folgt ~T : ~T' . Der zusammengesetzte Funktor D c D ~A~ , 

T ~(XT,~ T) induziert deshalb eine Isomorphie van ~ auf eine kleine voile Unterkatego- 

rie K yon A\X. Da p : A -~B der Kolimes yon D ~A~X C--~A~A T ~(XT,~T) ist, SO 

gen8gt es zu zeigen, dass die Inklusion C D konfinal ist. Da in A\~ das Koprodukt 

(= Fasersumme in A) zweier Objekte < : A --*X und <' : A -~X' existiert, und da mit 

A 4 
und <' auch die universellen Morphismen X-~X IAX' , X' --~X~ X ~ Epimorphismen sind, 

so genBgt es, fBr die Konfinalit~t von D c D zu zeigen, dass es zu jedem Objekt 

A ~To > XT ° ~To - ~ B eine Zerlegung XTo ~ X' ~ ;" B von ~T ° : XTo-~B gibt derart, 

dass X' E X ond dass 7 "~To : A -~X' ein Epimorphismus ist. {Denn ~ gibt Anlass zu 

einem Morphismus yon T = (XTo,~To,~To) nach T = X' o = (XT,~T,~T) , wobei X T , 

<T = Y<T o und ~T =~ "} Es ist klar, daas <T : A --,X T genau dann ein Epimorphismus ist, 

A 
wenn die universellen Morphismen iT,JT : X T ----~XTJ.L X T zusammenfallen. Der Epimorphis- 

mus p : A -~B und A ~To> XT ~To> B geben Anlass zu einem kommutativen Diagramm 
n 
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XT - - ~  (~d X ,~.dX ~> 
o jTo T~ T~ 

~To % 

A 

XTo~ XTo XT ° 

A A 
Aus B = li~ X T folgt B IIB = liem X T jJ~ X T . Da X T ~-pr~sentierbar ist und D a-ko- 

T ~F ~ O 

f i l t r i e r e n d ,  so f o l g t  aus (~To ~ ~To )''zT o = (~To I1 qTo)'JT ° die Existenz eines Morphis- 

mus Yo : T O -~T 1 (dh. einer Zerlegung ~T ° =~T~y ° ) derart, dass bereits 

A m 
(Yo ~Yo)'iT o = (Yo I[ ?o ).3T o" . Aus dem gleichen Grund gibt es einen Morphismus 

A 
Y1 : T 1 ~T 2 (dh. eine Zerlegung ~T 1 = ~T2-71 ) derart, dass (yl~L y1)-iT1 = 

= (71 I~ 71)-JT 1 . Auf diese Weise erh~lt man eine abz~hlbare Zerlegung (und ein kommuta- 

rives Diagramm) 

"~° > ~ ~ . . . .  ~ l&m XTo XT ° XT 1 XT 2 

A A 
mit der Eigenschaft (Tn II ?n).iTn = (yn ~yn).JTn . Dabei bezeichnen die 

die kanonischen Morphismen in den den Kolimes. Wit setzen nun 

@n : XTn -~ lim T 
n 

= = @o~T '~T = lim ) . Es ist zu zeigan, dass die kanonischen Mor- 
T = (X T l~m XTn,~ T A o " ~Tn A 

phismen iT,JT : X T -~XT~.LX T zusammenfallen. Nun ist offensichtlich XT]I X T der 
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A A A A 
Kolimes der XTnJ.L XTn und die Morphismen ~n ~ ~n : XTn~ XTn -~XT3L X T sind kouniver- 

A A 
• " " auch die sell. Folglich gelten wegen ~T~ n = (~nJ~n)ITn und JT~n = (~nJ~n)JTn 

• A H ~ 

Gleichungen i T = li_m iT~ n = l~(~n.~ ~n)iT und JT = lim JT~o = 1.~im(~nJ.L ~n)JTn .memBss 
n n ~ n 

Konstruktion der T gilt n 
A A A A A 

(~n~ ~n)iTn = (mn+l H ~n+l)(Yn jl Yn)iTn = (~n+l I~ ~n+l)(Yn ~ Yn)JTn = (~n lJ ~n)JTn 

iT = JT und somit ist ~T : A ~X T ein Epimorphismus. Hieraus folgt 



§ 8 KateqorienZ-stetiqer Funktoren 

In diesem Abschnitt zeigen wit, dass die~-stetigen Funktoren auf einer kleinen Kategorie 

mit Werten in ~iner lokel pr~sentierbaren Kategorie wieder eine lokal pr@sentierbare 

Kategorie bilden. 

8.1 Definition. Sei ~ eine kleine Kategorie und ~" eine Klasse von Morphismen 

~: d~-~wd in [U_°,M~ . (Dabei bedeuten die Symboled und w Definitionsbereich und 

Wertebereich). Ein Funktor F : ~°-~Me heisst ~-stetiq, wenn for jedes d ~ ~ die in- 

duzierte Abbildung [~,F] : [w~,F] -~[dd,F] eine Bijektion ist. Die volle Unterkategorie 

der X-stetigen Funktoren wird mit S~[~°,Me] bezeichnet. 

Sei ~ eine beliebige Kategsrie. Ein Funktor F : U ° _ -~ heisst~-stetig, wenn fDr je- 

des B ¢ ~ der Funktor [B,F-] : ~° ~M__~e Z-stetig ist. Falls ~ vollst~ndig ist, so 

existiert bekanntlich der symbolische Hom-Funktor [-,-] : [~°,M~°x [U2,B] -~ von 

Freyd [19], und ein Funktor F : -~ ist genau dann dann Z-stetig, wenn for jedes 

dE Z tier induzierte Morphismus [~,F] : [wd,F~-~d~,F~ invertierbar ist. Dies folgt 

aus den kanonischen Isomorphismen 

welche das Objekt ~H,F ! his auf Isomorphie eindeutig bestimmen, B 6 ~ . 

8.2 Beispiele: a) Sei H. : D -~U , i ~ I ~ U , eine Familie yon "kleinen" Diagrammen 
l --i -- = 

mit natDrlichen Transformationen -~i : Hi -~konstul. , i 6 I , wobei U.l 6 _U . Sei 

die Klasse der induzierten Morphismen li~ [-,HID ] -~[-,Ui] in [~o,~ . Sei ~ eine 

Kategerie mit D.-Limites, i E I . 

--l 

~o 
Die ~-stetigen Funktoren sind dann diejenigen Funktoren F : -~ , for welche die yon 

~i induzierten Abbildungen FU. -~lim FH bijektiv den sind. 
1 ~'-- 1 

b) Sei Ord die Kategorie der geordneten Mengen mit ordnungserhaltenden Abbildungen als 

Morphismen. Sei ~ die volle Unterkategorie von Ord , bestehend aus den geordneten 

Mengen [0] = {0} , [i] = {0~ I] und [2] = ~0 ~i~ 2} . Seien ~o,~l : [0] ~[i] und 

' ' ' ~(i) ~ '(01 = 0 ~o ,~Z : [1] ~[2] die dutch ~o(0) = i , ~z(O) = 0 , ~o(0) = 1 , = ' ~Z 
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~(i) = i definierten Abbildungen. In ~ betrachten wir folgende Diagramme 

[o] ~o~ [i] [o] > [i] [o] > [i] 

[z] ~ [o] [1] [i] ~ [o] 

und die natBrlichen Transformationen ~l : H1-~k°ns~]'~2 : H 2 - - * k ° n s t ~ ! ] u n d  

~3 : H 3 --~kons~] ,wobei 

[o] ~ [i] [0] ) [i] 

: ~2 : °~z 
\ ,V 

Ill ( [oi [i] --,---'.- [~] 

[o] > [~] 
" - I g  - 

x kc,  n .  ~. 

Ill ( [o] 

Wie in a) geben ~i ' ~2 ' ~3 Anless zu einer Menge Z yon Morphismen in [~°,Me] . Es 

ist nun leicht zu sehen, dess der Funktor Ord -~[~°,M_~ , X ^~[-,X] eine Aequivalenz von 

Ord auf die voile Unterkategorie der ~-stetigen Funktoren induziert. 

c) U bezeichne jetzt die volle Unterkategorie yon Ord , bestehend aus den geordneten 

Mengen [0 ]  , [ 1 ]  , [ 2 ]  und [ 3 ]  : {0 ~ i ~< 2 ~< 3 }  . Seien ~3 : [ 2 ]  ~ [ 3 ]  und 

~o : [2] --+[3] die Abbildungen × ~× und X ~x+i . Oieses Mal betrachten wit folgende 

Diagramme: 

H 
1 

[o] ~ > [ i ]  [~] 

: H 2 : 

[i] [2] 

> [2] 

zusammen mit den natBrlichen Transformationen 

~2 : H2-~konst[3] , wobei 

~i : HI --> konst [2-] und 
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[o] ~' > [~] [~] ~" - [2] 

' ' 

, c 2 : 

V 

[~ ]  . . . .  ~ [2] [ ~ ] - -  ~ -  -> [3] 

Sei ~ die durch il und ~2 bestimmte Mange yon Morphismen in [O2,M~e], vgl. a). 

Identifiziert man ~ mit der evidenten Unterkategorie van Kat , damn ist leicht zu se- 

he~, dass der Funktor Kat --~[~°,Me] , X~* [-,X] eine Aequivalenz von Ka_.Et auf die volle 

Unterkategorie der ~-stetigen Funktoren induziert. Ist ~ eine Kategoria mit Faserproduk- 

ten ,  damn ist St[[Ua,B__] die Kategorie der Katagorienobjekte in ~ . 

d) Wie in a), aber die ~i seien kouniversell, dh. es gilt lim H ~ U. verm~ge 
--~ i i i 

Die ~-stetigen Funktoren sind dann gerade die Hi-stetigen Funktoren, i E I . Ist z.B. 

eine algebraische Theorie im Sinne van Lawvere [3 }] und sind die H. alle Funktoren van 
1 

endlichen diskreten Kategorien nach ~ , dann ist St~o,B] die Kategorie der ~-Algebren 

in ~ . Dabei ist ~ eine beliebige Kategorie mit endlichen Produkten. 

e) FUr jedes U ~ ~ sai eine Familie van Unterfunktoren van [-,U] : L~ ° -~M__e_e gegeben. 

Dann w~hlt man ~ als die Inklusionen dieser Untarfunktoren. Ist z.~. U mit einer Gro- 

thendieck Topologie ~ versehen, so kann man die den "cribles" zugeordneten Unterfunkto- 

ren w~hlen (vgl° Verdiar [g~] I S.11). Die ~-stetigen Funktoren sind dann die Garben be- 

zBglich ~ . 

8.3 Sai K eine Klasse van Objektan in einer kovollst~ndigen Kategorie ~ . Die Klasse 

T der Morphismen ~ in ~ mit der Eigenschaft, dass die Abbildung [~,F] f@r jedes 

F e K bijektiv ist, besitzt offensichtlich die folgenden Eigenschaften: 

a) T enth~lt alle Isomorphismen, 

b) Falls in einem kommutativen Diagramm 

F ~ F 
o 1 
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zwei der Morphismen zu T gehBren, dann auch der dritte° 

c) T ±st unter Kolimites abgeschlossen, d.h. falls ~ : H -~H' 

mation zwischen Funktoren mit kleinem Definltionsbereich D 

derart, dass ~(D) £ T fBr jedes D E ~ , dann gehBrt auch 

eine nat~rliche Transfor- 

und Wertebereich A ist 
I 

lim @ zu T . 

Eine Klasse yon Morphismen in ~ , welche die Bedingungen a)-c) erf~llt, heisst abqe- 

schlossen° Ist ~ sine bel±ebige Klasse yon Morphismen in ~ , so bezeichnen wit mit ~ 

die kleinste Klasse in ~ , welche ~ enth~lt und die Bedingungen a)-c) erf~llt. Wir 

nennen ~ den Abschluss yon ~ . Es ist klar, dass ~ der Ourchschnitt aller Klassen 

yon Morphismen in ~ ist, welche ~ enthalten und den Bedingungen a)-c) gen~gen. 

8.4 Lemma. Eine abgeschlqssene Klasse T vo__~n Morphismen in einer kovollst~ndigen Kate- 

.9.orie A besitzt die folqenden Eigenschaften: 

d) Falls in einem kokartesischen Diaqramm 

F ~ ) Fil 

l ' 1 
F2 ~ ----> F 3 

z__~u T qeh@rt, dann such ~ ° 

e) Semi F ) F ~ F  2 ein Diaqramm mit der Eiqenschaft ~= ~. Falls ~ z__uu T qe- 

h@rt, dann such der kanonische Morphismus ~ : F2--,Kok(~, ~) . 

f) Falls sine Zusammensetzu.nq F~-~Fl--~F 2 z u T qeh@rt, dann qilt ~,~ ~ T , 

vorausqesetzt ~ ist der Kokern sines Morphismenpaares pl,p 2 : R ~F (vgl. 1.4). 

.U.mgekeh.rt ist..e.ine beliebiqe Klasse T mit den Eiqenschaften a), b), d) a.bqBschlossen, 

falls f~r jede Familie (t~ i) aus T auch J~i. z_~u T qehBrt. 

Beweis° d) Im Diagramm 
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F ..... 

F ',,',',' 

k a n  

~ F  .U. F l 

kan-~ 

kan-~ 
kan,~ ~ F2 tl F 1 ( ~ , )  

(~ , idF1)  

> F 1 

t, 
~, F a 

mind die Zeilen rechtsexakt. Da id F und "~ zu T geh6ren, so gilt wegen 8.3 c) das- 

selbe f6m ~ llidF1 und ~ (kan = kenonisch). 

F 
e) Nach 8.4 d) gehBren die kanonischen Morphismen i,j : F 1 ~Flll F 1 zu T . Da i ein 

F II II 
5chnitt der Kodiagonale (idFl,idFl) :Flll F 1 -~F 1 ist, so gehbrt wegen 8.3 a,b) auch 

(idFl,idF1) zu T . Es ist leicht zu sehen, dass das Diagramm 

F ( i d F l , i d F  1) 
F 1 &[ F 1 ) F 1 

F 2 ,,, ~ .... ,~ Kok(o~, B) 

kokartesisch ist. Aus 8.4 d) folgt daher 9 ~ T . 

f) Wegen 8.3 b) genQgt es zu zelgen, dass 

exakte Folge R P~F ~> F 1 
P= 

e T . Nach Voraussetzung gibt es eine rechts- 

Da im ~iagramm 

id 

"~-~'--'~" F c~ ~F 

die Zeilen rechtsexakt sind, so folgt aus a) undc), dass 9 e T . 

FBr die letzte Behauptung genBgt es zu zeigen, dass in einem Diagramm 

5 ! 

F P' ~ F 1 

F Z ~ F3 
P 
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mit den Eigenschaften ~= ~'~' ,~ : ~'~' und ~, I¢' E T der induzierte Morphismus 

~" : Kok(~',~') -~Kok(~,~) zu T geh@rt. Dies folgt aus dsm Diagramm 

~= p' 
.... ,l[ ~" > Kok(~',~') 

F • F i L  Kok(oH ,p '  ) 

(~,~) 

mit den evidsnten Morphismen und Kommutativit~tseigenschaften. Es gilt ~ E T und v E T, 

das erstere, weil 4' E T und das Diagramm (~',u,p',~) kokartesisch ist, das letztere 

wegen e), well v der Kokern von u~,u~ ist und u~= upS. (Der Beweis von e) benBtzt 

nut a), b) und d)). Folglich ~" = v~ ~ T . 

8.5 Satz. Sei U eine kleine Kategorie und ~ sine Menqe yon Morphismen in [~°,Me] . 

Sei ~ die kleinste r e.gul~re Kardinalzahl derart, dass ~(dd) ~ ~(w~) f~r jedes 

E ~ . Dann qelten die folqenden Aussaqen: 

a) Die Inklusion I : S~[~°,Me] -~[~°,M~ besitzt einen Koad.iunqierten. 

b) Die Inklusion I erh~it ~-kofiltrierende Kolimites. 

c o 
c) ~[~ ,M__ee] ist iokai ~-pr~ssntierbar. 

d) Ein Morphismus ~ ~ [U°,Me] ~eh~rt genau dann zum Abschluss ~ von ~ wenn f~r 

.jeden ~-stetiqen Funktor F die Abbildunq [~,F] bijektiv ist. 

Beweis. b) Es genBgt zu zeigen, dass in [~°,M__~_e] sin ~-kofiltrierender Kolimes von~-ste- 

tigen Funktoren F wieder~-stetig ist. Dies ergibt sich wegen ~(wd) ~ ~ und 
v 

~(dd) ~ ~ aus dem folgenden von ~ induzierten kommutativen Diagramm 

,T "T 
c) folgt aus a), b) und T.2 (i). 

a) Es genBgt, zu jedem Funktor 

fiche Transformation 

jedes F ~ S~[~°,Me] 

U ° G : _ -~M._~e einen~-stetigen Funktor ~ und sine natBr- 

~(G) : G --,~ mit folgsnder universellen Eigenschaft anzugeben: FBr 

und jede natBrliche Transformation G -~F kann das Diagramm 
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G ~ F 

wie angedeutet auf genau eine Art kommutativ gemacht werden. 

Die Konstruktion yon G -~ wird in mehreren Schritten ausgef8hrt. Um diese etwas durch- 

sichtiger zu machen, betrachten wir zun~chst eine feste natOrliche Transformation 

F ~-stetig ist. 

F gibt jedes Paar 

: G -~F , wobei 

Wegen der ~E-Stetigkeit von 

kommutativen Diagrammen 

d ~  [" ~, G d~ '  ,,, 

1. ot 
wd . . . . . . . . . . .  .~, F wd 

~: dd--*wd und ~ : d~-~G Anlass zu 

G 

\ 
G 

F 

wobei G d, ~ der pushout von d und 

phismen die kanonisch induzierten sind. 

Sei G der Kolimes des Uiagrammes 
1 

ist, und die gestrichelten b z w .  dotierten Mot- 

~ ~ F ~  ~" ~ - 

Dabei durchl~uft (~,~) alle Paare mit dd = d~ und w~ = G , ~ E ~. Wegen der univer- 

sellen Eigenschaft von E 1 faktorisiert G -~F durch die universelle Abbildung u: G--~ 2, 

Im folgenden bezBichnen wit fer ein solches Psar (~,~) mit (wd)~_~ G die Menge aller 

Morphismen p : w~ -~G mit der Eigenschaft #d = ~ . Sei G 1 der Kolimes des Diagramms 
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W° )0 

% 
(~)~> . l> G 

g 
(w.), 

1 

wobei die Indi2es yon ( w ~ ) ~  wie vorhin alle Paare (~,~) mit d~ = d~ und w~ = G 

durchlaufen. Wegen der universellen Eigenschaft yon G 1 faktorisiert ~ : G -~F dutch 

die universelle Abbildung G-~G 
1 

Dieser Prozess wird f~r G wiederholt und man erh~lt mit Hilfe transfiniter Induktion 
1 

eine Folge 

G ~ G 1 ~ G 2 ~ ... Gv ~Gv+l ~ "'" 

\ \ # I 

x~N I 

F 

welche alle Ordnungszahlen v mit ivl ~ ~ durchl@uft (F8r eine Limeszahl X setze man 

G X = lim G ). 

formation ~(G) : G -~ 

Diese Betrachtungen legen es nahe, die gesuchte natBrliche Trans- 

als den universellen Morphismus 

G -~ lim G 

zu definieren. 

Es ist zu zeigen, dass lim G ~'-stetig ist. Da das Indexsystem ~-kofiltrierend ist u,d 
-~ v 

~(dd) ~ ~ , so faktorisiert jeder Morphismus ~ : d~-~lim G durch eine universelle 
v 

Abbildung G -~lim G . Sei ~ : d~-~ G eine Faktorisierung. Nach Konstruktion von 
V I ~  V V 

Gv+ I gibt es daher ein kommutatives Diagramm 
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d~ ~ ) lim G 

v 

Hieraus folgt, dass die kanonische Abbildung [w~,lim_~ Gv] -~ [d~,lim Gv] fBr jedes ~ 6 

surjektiv ist. Um die Injektivit@t zu bewaisen, betrachten wit Morphismen 

p,p' : w~:-~lim G mit der Eigenschaft ~:~t~ . Da das Indexsystem ~-kofiltrierend 
v 

ist und ~ ~(wr) , so faktorisieren p und p' dutch eine universelle Abbildung 

G -~ lim G . Oa ~ ~ ~(d~) , so gibt es ein X > v derart, dass das induzierte Diagramm 

d~ -~ w~" ~ Gv -~ G)~ 

kommutativ ist, wobei die Abbildungen w ~ G  v 

Nach Konstruktion yon GX+ 1 ist daher bereits 

Faktorisierungen von ~ und p' sind. 

w~- ~ G ~ G~, v -~ G~÷I 

kommutativ und folglich gilt p = p' . Dies beweist, dass lim G ~-stetig ±st. Die uni- 
v 

verselle Eigenschaft yon G -~lim G ist leicht nachzuweisen, wail auf Grund der obigen 

K o l i m i t e s k o n s t r u k t i o n e n  e in  Morphismus G ----~F (F [ - s t e t i g )  zun~chs t  dutch  G - - -~G~ 

faktorisiert und hernach durch G -~GI und G-~G 1 usw. 

d) Sei ~ : G' -~G" eine natBrliche Transformation derart, dass der induzierte Morphis- 

mus ~: ~' -*~" invertierbar ist. Da [~,F] ~ [~,F] fBr jeden Funktor F ~ S~[~°,M_~ , 

so genSgt es zu zeigen, dass • ¢ ~ . Wegen 8.3 b) und ~(G') = ~(G")~ gen~gt es zu zei- 

gen, dass f~r jeden Funkier G e [~°,M~j der Morphismus m(G) : G-~ zu ~ gehSrt. 

F8r jades der vorhin in ~) betrachteten Paare (~,() sei d(~,~) = d~ und w(~,~) = w~ . 

Es ist leicht zu sehen, dass das Diagramm (fBr u : G -~GI vgl. a) ) 
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I ! I w(~,~) 

G .......... " GZ 

kokartesisch ist, wobei die (d,~)-Komponente yon q der Morphismus ~ : d~-~G ist 

und die (d,~)-Komponente von p die Zusammensetzung yon ~' : w#-~Gd, ~ (vgl. a)) mit 

dem universellen Morphismus G ~-~ 1 . Da (d,~)~ d ~ T , so folgt aus 8.4 d), dass 

u £ T . Wit betrachten jetzt die Gesamtheit aller 3-Tupel (d,p,~') mit d E ~ und 

Paaren p,p' ~ [wd,G] dersrt, dsss ~d= p'd . 5ei d(d,~,p') = ddund w(d,p,p') = wd. 

Es ist leicht zu sehen, dass G l der Kokern des Paares 

( ~ , ~ , ~ ' )  

ist, wobei die (~,p,p')-Komponente yon ~ bzw. ~ der Morphismus u-p bzw. u-~' 

1 I folgt we eo=  : is% (f~r u : G-~G 1 vgl. a)). Setzt man ~ = ( ~ , ~ , ~ ' )  

8.4 e), dass der kanonische Morphismus Gl-~G1 zu T geh@rt. Fo!glich gilt dies auch 

f~r die Zusammensetzung G-~Gl-~G 1 und mit Hilfe yon transfiniter Induktion kann man 

nun leich% zeigen, dass @(G) : G-~G zu T geh@rt. 

8.6 Bemerkunqen. a) Die Konstruktion der Koreflexion [ ~ o ~  _ ~ 5 t z [ ~ o ~  in 8.5 

kann leicht auf wesentlich allgemeinere Situationen ~bertragen werden. Nebst der Kovoll- 

st~ndigkeit yon [~°,M~ wurde nut ben~tzt, dass fSr jedes d ¢ ~ die Funktoren 

[d~,- ]  : [~°,Me]-~M.~e und [wd,-] : [~°,M_~-~M._ee "gen@gend grosse" wohZqeordnete 
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Kolimites erhalten. 

b) Ist >- eine Klasse yon Morphismen in einsr Kategorie ~ , so bezeichnen wit mit 

~die voile Unterkategorie derjenigen Objekte X E ~ , f@r welche jade Abbildung 

[4,X] : [wd,X] -~[dd,X] , ~ ¢~, bijektiv ist. Analog 8.5 gilt dann: 

5ei ~ sine Mange yon Morphismen in einer kovollst@ndiqen Kateqorie ~ derart, 

dass for jades d E~ die Objekte dd und wd 0~-pr~sentierbar s±nd (f@r sine gen@qend 

qrosse requl~re Kardinalzahl ~)° Dann besitzt die Inklusion ~r~ einen Koadjunqier- 

ten und sis erhBlt und reflektiert ~-kofiltrierende Kolimites. Ei__on Morphismus I~ yon A 

geh@rt qenau dann zum Abschluss ~ yon ~ , wenn [~,A] fSr jedes A ~ ~ bijektiv 

ist. Falls A lokal ~-p.r@sentierb.ar ist, dann auch ~. 

c) F@r die Aussaqe 8.5 c) qilt folgende Umkehrung. Jede lokal ~-pr@sentierbare Kateqorie 

B ist @quivalent z__uu einer Kateqorie 5~V°,Me] , wobei V sine kleine Kateqorie ist 

und X eine Menqe yon Morphismen in  [~°,M~] derart ,  dass ~Y(d~) ~ ~ ( w 4 )  f B r  j e -  

des d ( ~E~. 

Beweis. Wit k@nnen voraussetzen, dass jade Isomorphieklasse yon Objekten in ~ nur sin 

Element enth~lt. Dann bilden die ~-pr~sentierbaren Objekte sine Mange, und ~ ist nach 

7.5 @quivalent zu St~[~(~)°,~ . Demnach setzen wit ~ = ~(~) . Die Behauptung folgt 

dann aus 8.2 a) und d). 

8.7 Korollar. Sei B sine iokal ~-pr~sentierbare Kate~orie und sei U eine kle~ne 

Kote o  o. ei e Me qe Mo ph  me  [u£M_q 7 

StZ[~°,~ -~[~°,B__] einen Koadjunqierten und sis erh~l% Dann besitzt die Inklusion 

*) 
y-kofiltrierende Kolimites, insbesondere ist Stz[~°,~] lokal 7- p,r ~ s,p,~,t,,~,e r b a~- 

Beweis. Sei M eine echte Generatorenmenge yon ~-pr@sentierbaren Objekten in ~ . FSr 

jades B E ~ , d E • und F E [U.°,B~ gib% es rain ko~mmutatives Diagram~ 

*) FOr die in 9.1 (unten) definierten lokal ~-erzeugbaren Kategorien ~ und 

y =~(~, E(d~), £(w~-)) gilt entsprechend, dass die Inklusion St~°,~-~[~°,Me] 

einen Koadjungierten besitzt und monomorphe 7-kofiltrierende Kolimites erh~lt; insbeson- 

dare ist 5t [ [£° ,£ ]  wieder lokal 7-erzeugbar. Der Beweis ist derselbe wie fSr 8.7. 
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(vgl. 8.1). Folglich ist F genau dann~-stetig, wenn ?er jedes d ¢ ~ und V ~ M dis 

Abbildung [V @~,F] bijektiv ist. Ferner folgt aus [V ®d,F] ~ [d,[V,F-~ , dass 

V @ d~ und V ~ wd ~-pr@sentierbar sind in [~o,~] . Man kann deshalb 8.6 b) auf die 

Menge {V ®dl V ¢ M,d ~} yon Morphismen in [~°,B~ anwenden. Die Inklueion 

Stz[~°,B] -~[~°,B] besitzt dann einen Koadjungierten und sie erh~lt ~-kofiZtrierende 

Kolimites. Ds [~°,B~ lokal ~-pr@sentierbar ist (7.2 h)), so folgt sus T.2 i), dase 

S~[~°,~] ioksl T-pr@sentierbar ist. 

8.8 Satz. 5eien U und V kleine Kateqorien und ~ und T Morphismenmenqen in 

[~°,Mel und [V2,MBI derar t ,  dass id[_,U ] e~  und id[_,V ] e T f@r ,iedes U e ~ , 

V e V . Dann induziert der Funktor [(~x~)°,~ -~ ,[~ ,Me eine Isomorphie vonder 

vollen Unterkateqorie der~xT-stetiqen Funktoren (UxV)°-~Me auf die~-stetigen Funk- 

totem U°-~StT[~O,M_~ . Dabei bezeichnet ~x1~ ~ T  die natSrliche Transformation 

(u ,v ) ,~  ~(U)x~(V)  . 

Man bemerke, dass man zu einer beliebigen Klasse ~" yon Morphismen in [~°,M_~ die Iden- 

o 
tit@ten id[_,U ] hinzunehmen kann, ohne dabei 5t~[~ ,~] zu ver@ndern. 

Beweis. Wit zeigen zuerst, dass ein Funktor F(-,-) : (U__x~)°-~M_~e genau dann einem 

V ° ~-stetigen Funktor ~°-~StT[~°,M_~e] entspricht, wenn F(U,-) : -- -~M_~e fSr jedes U E 

o 
T-stetig ist und F(-,V) : U 2 -~Me f@r jedes V e ~ ~'-stetig. Sei [~o,~ _~Stm[ ~ ,~, 

H ~ der Koadjungierte der Inklusion. Da die Bilder der darstellbaren Funktoren in 

Stm[~°,~ eine echte (sogar dichte) Generatorenmenge bilden, so ist ein Funktor 

G : ~o St T o -~ [~ ,Me] genau dann~'-stetig (vgl. Beweis yon 8.T), wenn fSr jedes V e ~ der 
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Funk tor U ° - -  [ [ - ~ ]  U] -~Me , U ~ ,G ~-stetig ist. Dieser ist wegen 

,,1 r r  ,,1 u._ o _ .  . ,G_j ~ L,..-,V.j,G_j ~- GU(V) i somorph  zu ---~Me U .,-~GU(V) 

5ind nun F(U,-) und F(-,V) far jedes U ~ U , V E V T-stetig und~-stetig, dann ist 

-~5tT[VJ,M~ , U ~F(U,-) ~E-stetig, well far jedes V E V die Funktoren u 

U ° - ~ M e  , U ~ -,V],F(U,- und U_ ° - -  -- ~ -~Me , U ~F(U,V) isomorph sind und der letztere 

~-stetig ist. 

Umgekehrt folgt leicht aus dieser Betrachtung, dass f@r einen~-ststigen Funktor 

o U o F(-,-) : _U °--~St T[V_. ,Me] die Funktoren F(-,V) : _ -~Me__ und F(U,-) : --V ° -~Me~-stetig 

und T-stetig sind, wobei U E U , V ( V . 

Bekanntlich gibt es fSr jedes Paar V ¢ V , ~ ~ 

Isomorphismen [dx[- ,V],F(-,-) ]  ~ [d,F(-,-, [-'V]] 

und jeden Funktor F(-,-) : (UxV)@-*Me 

[4,F(-,V)] . Hieraus ist leicht zu 

sehen, dass F(-,V) genau dann~-stetig ist, wenn F(-,-) : (U__xV__) ° -~M~e bez5glich 

{~xid[_,V]l ~ ( ~  } stetig is%. Analog folgt,  dass F(U,-) genau dann T-stetig £st, wenn 

F(-,-) : (UxV) ° -*M~e bezSglich {id[_,u]X~I~(T} stetig ist. Zusammenfassend erh@It 

o 
man, dass F(-,-) : (UxV) ° -*Me genau dann einen~-stetigen Funktor _U-~StT[V ,Me] 

induziert, wenn F(-,-) P-stetig ist, wobei 

P ={~xidz_,V]] ¢ (Z,V ( v_}u{idz_,u ] xml=E T,U ¢ U }  . 

Es ist noch zu zeigen, dass P =~xT . Offensichtlich gilt P c ~xT . F~r jedes Paar 

"~( T, d E ~  folgt  wegen d1: = li_m [-,V~] und dxd1¢: l imdx[-,V&] aus 8.3 c), dass 
L & 

(~Xidd. :) E P . Ebenso folgt  (idw#X~) E ~ . Folglich i s t  nach 8.3 b) auch 

dxq¢ = (idwdX~).(~Xidd~) in P enthalten. Dies beweist Pc~ExT ~ ~ - ~ und folglich 

P = l~xT . 

8.9 S.atz. Sei U eine kleine Kateqorie und ~ eine Menqe yon Morphisme...n. in [U°,Me] . 

Die Koreflexion [U°,M_~ -~ 5~[U°,Me] vo_._nn 8.5 kommutiert qenau dann mit endlichen Pro- 

dukten, wenn f~r jedes U ~ U und .iedes @ ( ~ de_.rr Morphismus d x[-,U] zum Abschluss 

~_ vo___n :E qehSrt. 

Beweis. Nach 8.5 d) gehSrt sin Morphismus I~ ( [U__°,~ genau dann zum Abschluss ~ , 

wenn ~E 5~[U°,M_~ ein Isomorphismus ist. Falls [U__°,~ -~5~[U°,M_~ , F ~F sit 
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endlichen Produkten kommutiert, so folgt daher aus ~x~' = ~x~' , dass ~ unter endli- 

chen Produkten abgeschlossen let. 

Da S~[~°,Me] in [~°,Me] unter Produkten abgeschlossen ist, so kommutiert F ~*F ge- 

nau dann mit endlichen Produkten, wenn f@r jedes Paar G,H ( [~°,Me] der Morphismus 

@(G)x@(H) : GxH-~ zu ~ gehBrt. F~r die Umkehrung genBgt es deshalb zu zeigen, dass 

auf Grund der gemachten Voraussetzung ~ unter endlichen Produkten abgeschlossen ist 

(beachte @(G) ¢~ ). Bekanntlich ist [UZ,Me] sine kartesisch abgeschlossene Kategorie, 

dh. fSr jedes G ~ [~°,Me] besitzt der Funktor Gx : [U~,~ _~[~o,~ , H ~GxH einen 

Rechtsadjungisrten, nSmlich (_)G : [~o,M~ -~[U~,~ , H ~H G , wobei 

HG(U) : [Gx[-,U],H] . DB fSr jedes d ( ~  und jedss U ( ~ der Morphismus dx[-,U] in 

liegt, so folgt aus 

[,x[-.U].F] [0.F 
dass mit F such F [-'U] Z-stetig ist. Da es fSr jeden Funktor G e Joe,Me]_ -- sine Koli- 

mesdarstellung 5 = lim.~ [-,Uv] gibt, so folgt aus 

F G = F~ m[-'UJ ~ ) lim F [-'Ue] 

dass mit F auch F G ~-stetig ist. Folglich gehBrt wegen 

[~xG,e] ~ [~,F G] 

mit ~ such ~xG zu ~ . Ebenso beweist man Hx%' (~ , falls ~' e~ . De 

~x~' = (~xw~')-(d~x~') , so folgt aus 8.3 b), dass mit ~ und ~ auch ~x~' in 

enthalten ist. 

Naphtraq. In einem Gespr~ch mit M. Kelly erfuhren die Autoren kSrzlich die Hauptresultate 

einer noch unver~ffentlichten Arbeit yon P. Freyd und M. Kelly. Bless h~ngen eng mit 8.5- 

8.7 zusammeo und legen dis Frage nahe, ob 8.6 b) und 8.7 such fdr gewisse Morphismenklas- 

sen ~ gelten. (FBr sine beliebige Klasse ~ ist dies offensichtlich nicht der Fall). 

Die Beweise yon 8.5-8.8 liefern die folgenden Verallgemeinerungen: 

8.10 Satz. Sei A sine kovollst~ndiqe Kateqorie, i_~n welcher ,iedes Objekt nut eine MenDs 

yon echten Quotienten besitzt. Sei ~= ~i ~ ~2 sine Klasse yon Morphismen in A derart, 

dass l) d~ und w~ fQr jedes ~E~ pr~sentierbar sind, 2) ~l sine Klasse voq echten 

E~imorphismen ist, 3) ~2 eine Menqe . . . . . .  yon Morphismen ' ist. 
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Dann besitzt die Inklusion !~-~A einen Koadjungierten und sin Morphismus ~E ! geh~rt 

qenau dann zum Abschluss ~ van ~ , wenn [~,A] for jades A ~ ! bijektiv ist. Falls 

= ~ ,dann ist A~ in A unter Onterobjekten abgeschlossen und die Inklusion !~-~! 

erh~lt echte Epimorphismen sowie requl@re Epimorphismen (fOr des letztere ben~tigt man 

Faserprodukte in ! ). 

(M. Kelly - P. Freyd bewiesen die Existenz einer Koreflexion !-~!~ indem sis die "solu- 

tion set condition" verifizierten. Sis setzten dabei zus~tzlich voraus, dass ! vollst@n- 

dig ist, verlangten aber nurtdass de und w~ f~r jades ~E~ erzeugber ist). 

Beweis. Die Existenz der Koreflexion !-~!E_kann man leicht auf den Fall ~ = # zurOck- 

fOhren. Nach 8.6 b) existiert n~mlich sine Korsflexion L : ~ - ~  und diese f~hrt ~i 

in sins Klasse echter Epimorphismen in !~ Bber, deren Definitions- und Wertebereiche 

wieder pr~sentierbar sind. Da offensichtlish (A~2)L~ = A ~ i ~  gilt, so ist damit das 

Problem auf den erw~hnten Spezialfall zurOckgefOhrt. 

Sei also ~2 = ~ " Die Konstruktion der Korefle×ion !-~!~ ist dieselbe wie im Beweis 

van 8.5 a ) .  Man b e a c h t e ,  d a s s  d ie  d o r t  a u f t r e t e n d e n  Morphismen 

G ,, ~ G , - ~  ~ l  " -~G1  --~ " ' "  ---~Gv "-~ " ' "  

allss echte Epimorphismen sind und dass folglich der Kolimes lim G abet alle Ordinal- 
v 

zahlen e x i s t i e r t ,  w e l l  G ~ ~ n u t  e i n e  Menge yon e c h t e n  Q u o t i e n t e n  b s s i t z t .  F o l g l i c h  kann 

man ~ = lim G definieren. Da die wohlgeordnste Klasse aller Ordinalzahlen for jade re- 
v 

y 

gul~re Kardinalzahl ~ ~-kofiltrierend ist, so keen man die universelle Eigenschaft van 

wie in 8.5 a) beweisen. 

Es ist noch zu zeigen, dass sin Morphismus "~¢ ! zum Abschluss ~ gehOrt, wenn [~,A] 

fBr jades A E ! sine Bijektion ist. (Die Umkehrung ist trivial). Wie im Beweis van 8.5 d) 

genOgt es hierfOr zu zeigen, dass for jades G ~ ~ der univsrselle Morphismus G -~ zu 

gehOrt. Wegen 8.4 d) gehOren zun@chst die Morphismen ~': G -~G zu ~ . Konstru- 

iert man den Kolimes E 1 = lim G~ wie im Beweis van 9.6(i) -~(ii), so folgt mit Hilfe 

van 8.4 d) und 8.3 c}, dass der kanonische Morphismus u : G -~G1 zu ~ gehBrt. Da 

aus echten Epimorphismen basteht, so ist der Morphismus ~l-~G1 im obigen Diagramm die 

Identit~t. Mit Hilfe van transfiniter Induktion und 8.3 c) kann man nun leicht zeigsn, dass 

(G -~) = lim (G -~G ) zu ~ gehOrt. 
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Die 8brigen Aussagen folgen unmittelb~r aus i.i - 1.4. 

8.11 Korollar. Sei ~ sins kovollst~ndiqs KateRqrie, in welcher die echten quotienten 

und die Unterobjekte jades Objektes eine MenRs bilden. 5ei ~ eine Klasse yon Morphismen 

in A derart, dass di__Ee I.somorphiskiasssn der Klasse { w ~ t ~ Z  } eine Menqe bilden und die 

Objekte w~ und d~ fBr j.edss ~ ~r~sentierbar sind. Ferner sei jeder requl~re Qua-- 

tient eines pr~sentierbaren Objektes wieder pr~spotierbar. Dann besitzt die Inklusion 

~[-~A einen Koadjunqierten und sin Morphismus ~( ~ qeh~rt qenau dann zum Abschluss [, 

wenn [~,A] fBr .iedes A E ~ biiektiv ist. 

B@weis. Man kann annehmen, dass {wel~} selbst eine Menge ist. Nach 1.3 kann man jades 

~( [ in einem echten Epimorphismus d~-*im(m), und einen Monomorphismus im(~) -~w~ 

zerlegen. Damn ist I1 = [d~-*im(~)I~E ~} eine Klasse echter Emimorphismen und 

[2 = {im(~)-~w~IT¢ [] elms Mange yon Morphismen. Da jedes Objekt in ~ nut eine Mange 

echter Quotianten besitzt, so kann man ~ : dW-~w~ nach 1.6 b) in regul@re Epimorphismen 

d~-~A1 -~A 2 -~... -~A ~... zerlegen und es gilt lim A = im(~) . Da A der Kolimes 
V --+ v 1 

v 
der Kokmrne aller Morphismenpaare X 9~d~ mit ~f = ~g ist, so ist A I auf Grund der 

Voraussetzung und wegen 6.2 wieder pr~sentierbar. Ferner folgt aus 8.4 f) bzw. 8.3 c), 

dass die kanonischen Morphismen d~Koker(f,g) bzw. d~-~A 1 = li~ Koker(f,g) zum Ab- 

schluss Z yon ~- gehBren. Nach 6.2 ist im(~) = lim A pr~sentierbar und mach 8.3b),c) 
v 

geh~ren dE-~im(~) und im(~) --~w~ zu ~ . Dies zeigt, dass ~1~2 C~. Wegen B.3b) 

gilt ZC~I~.~ 2 . Folglich haben ~ und ~ikJS den gleichen Abschluss und es gilt da- 

her ~= ~Iv~2. Damit ist die Behauptung auf 8.10 zurBckgefOhrt. 

8.12 Korollar. Sei A ein e lokal pr~sentierbare Kateqorie und sei T = ~ P eine 

Klasse van Morphismen in ~ derart, dass l) ~ de___on Bedinqunqen yon 8.10 oder 8.11 qenBqt 

2) es in A eine dichte Generatorenmenqe M m~t der Eiqenschaft qibt, dass in jedem kar- 

tesischen Diaqramm, U ¢ M , 

mit ~ auch ~' z u P gehBrt. 

P ................ ~- A 

1 
U - ) B 
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Dann besitzt dim Inklusion --AT -+A einen Koadjunqierten und min M orphismus ~¢ ~ qehBrt 

qenau dann zum Abschluss ~ , wenn [~,A] f~r jedes A ¢ ~ bijektiy ist. 

Man beachte, dass dim Koreflexion A -~A T im allgemeinen endliche Limites nicht erh~lt, 

selbst wmnn ~= ~ und ~ mine Garbenkategorie ist (12.5). Dims limgt daran, dass P 

nicht aus Monomorphismen zu bestehen braucht (vgl. 12.4). 

Beweis. Sei ~ die vollm van M aufgespannte Unterkategorie in ~ und sei 

L : [~o,~ _~ ein Koadjungierter der vollen Einbettung d : ~-~[~O,M~ , A ~[-,A] . 

F~r ~ ~(U,~) , U e M , erh@it diese ~-kofiltrierende Kolimites. Sei 

) 
die Klasse der Adjunktionsmorphismen aller ~-pr~sentierbaren Funktoren in [~O,M_~ . Sei 

~ eine Untermenge won ~' , die man aus ~l erh@lt, indem man aus jeder Isomorphieklasse 

van ~-pr@sentierbaren Funktoren einen Repr@sentanten w~hlt. Da J : ~-~[~°,Me] ~-kofil- 

trierende Kolimites erh@lt, so ist fur jades 5 e [~°,Me] der Adjunktionsmorphismus 

G -~JLG ein ~-kofil%rimrendmr Kolimes yon Morphismen aus ~ . Folglich induziert 

0 
J : ~-~[~ ,Me] mine Aequivalenz yon ~ auf St~[~°,~ : [uO,Mm]~_ -- . 

Es ist klar, dass J mine Aequivalenz yon ~T auf [~ ' wJT induziert. Man kann des- 

]i o ]~ 
U ° [~ ,M_~e identifizieren. Aus halb die Inklusion ~T-~ mit dam Inklusion [_ ,Me wdT-+ 

der Voraussetzung ~ber P folgt, dass JP in [U°,Me]_ __ unter darstellbarem Hasiswechsel 

stabil ist (12.1). Aus dam ersten Tail des Heweises yon 12.2 ist leicht ersichtlich, dass 

die Unterklasse P der Morphismen ~ E UP mit w9 = [-,U] 
O 

Abschluss besitzt wie JP . Man kann deshalb JP dutch P 
0 

zu ver@ndern. Ist nun ~ wie in 8.11 dann ist dies auch fur 

die Hehauptung folgt aus 8.11. Ist andererseits ~ = ~i ~ ~2 

(fBr ein U ¢ ~) den gleichen 

U ° ersetzen ohne [_ ,Me]j~vdpw~ 

JZ v Po V ~ der Fall und 

wie in 8.10, dann "zerlegt" 

man zun~chst Po in PI ={dY-~im(~)I9 ¢ Po} und P2 = {ira(&)C-~wZl#e Po} (vgl. Be- 

weis yon 8.11). Ist ~l : A --~H in ~l ' dann geh@ren wegen 8.4 f), 8.3 c) die in der 

Zerlegung von ~l konstruierten regul~ren Epimorphismen A -~A l , Al-~A 2 2"" Av "~Av÷l' 

... zu ~l (vgl. 1°5). Bezeichnet ~ die Klasse der regul~ren Epimorphismen, die man 

auf diese Weism aus ~l erh@it, dann gilt also ~ CZl . Umgekehrt kann man leicht wit 
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Hills transfiniter Induktion und 8,3 b),c) zeigsn, dass ~ l ~  . Es gilt daher 

A~F1 = _A~I . "Zerlsgt" man J~ in Ql = ~d1~-~im(~)I~E J~l} und 

Q2 ={im(1~) C-~w~ l~J~} , dann folgt aus 8.5 d), class Q2 c ~ , well die Korsflexion 

[U°,M_~ -~ St~[U°,M~ die Morphismen yon Q2 in Isomorphismsn 8berfBhrt. Dies zeigt, dass 

sin ~-stetiger Funktor U 2 -~Mee such Q2-stetig ist. Die Behauptung folgt nun aus 8.10 

f~r die Klasss (Ql ~ P1 )v (~v P2 W d~2) . (In beiden F~llsn srh~lt man die Koreflexion 

[_U°,Me]~[U°,Me]~OT dutch Zusammensetzung mit der Inklusion [U°,Me]~ ~[_U°,~ .) 

8.13 Korollar. 5ei B sine lokal prBseotierbare Kateqorie und U sine kleine Kateqo- 

tie. Ferner eel T =Zw P sine Klasse von Morphismsn in [~o,M~ wie in 8.12. 

c o Dsnn besitzt die Inklusion I : otT[ ~ ,~]_~[ o ] einen Kosd.junqierten. 

Beweis. Da Kolimites in [U°,Me]_ -- universell sind (12.13e)), so kann man ohne Einschr~nk- 

ung der Allgemeinheit annehmen, dass P unter darstellbarem Basiswechssl stabil ist 

(12.1). Sei V sine kleine dichte volle Unterkategorie von ~ und ~ sine Menge von 

o o 
Morphismen in [~ ,M_~e] derart, dass ~ ~>St~[~ ,Me] (vgl. Beweis yon 8.12). Wit 

k6nnen daher B mit Strive,Me] identifiziereno Ferner k6nnen wit snnehmen, dass 

, ~ und P die Identit~ten der Hom-Funktoren enthslteno Im Beweis yon 8.8 wurde 

gszeigt, dsss der kanonische I somorphismus ~ : [(UxV)°,Me] -~ [~o [V_°,Me]__ ] sin 

kommutatives Diagramm 

[I xvlO, ] , _ 

wurde in 8.8 nicht ben~tzt, dass T sine Menge ist.) De 

und da mit P auch (~¢xid V I _} [_, ] ~ P , VCV unter dastellbarem Basiswechsel stsbil ist, 
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-~ [ (U_xV_) ,Me] einen so folgt aus B.12, dass die Inklusion St~[(UxV)°,M_~ o Koadjun- 

gierten L bBsitzt. Die Zusammensetzung ~L~-III : [UO,St~[2,Me]] -~ StT[UO,St~[Vm,M~]] 

ist dahBr koadjungiert zur Inklusion I : 5tT[~,St~[2,M~ ] -- [U_°,St~[V°,M~] 

8.14 Korollar~ (Freyd-Kelly,Kennison) Sei U eine kleine Kateqorie und B eine lokal 

pr@sentierbare K ateqorieo Ferner seien (Hi : %-~i~I e'i'ne Klasse von Funktoren mit 

-~konst ~ eine Kla~se yon nat8rlichen kleinen Definitionsbereiehen und \~i : H i Uili¢I 

Transformationen, Ui~U Dann ist die volle Unterkateqorie St [U°,B] der Funktoren 
-- " Hi -- -- 

U o F : -~B mit der Eiqensehaft lim F ~ : FU -~-~lim FH i i¢I koreflexiv in [UO,~ . 
-- ~--- i i ~-- ' ' -- 

Dies folgt aus 8.13 fBr P = ~ und ~= { l ~ ,  ~i] : l ~ , H i ]  -~ [-,Ui] 1 ic I~,  

wail Stz[UZ, ~ : S~Hi[_U°,~] , (~gl. a.2a)). 

8.15 Bemerkunq. Die in 8.12 und 8.13 auftretenden Kategorien A~ und St ~[U°,B_~ sind 
T -- 

- wie aus 8.6 b) und dam Beweis von 8.10 hervorgeht -volle koreflexive Untarkategorien 

yon lokal pr@sentierbaren Kategorien, welche unter Unterobjekten und Produkten abgeschlos- 

*) 
sen sind. Solche Unterkategorien sind im allgemeinen nicht mehr lokal pr@sentierbar, 

wie das unten angefBhrte Beispiel zeigt. (Ein anderes Deispiel dieser Art wurde von J. 

Isbell angegeben.) 

Ist X eine volle koreflexive Unterkategorie einer lokal ~-erzeugbaren Kategorie 

(9.1), welche unter Unterobjekten und Produkten abgeschlossen ist, dann genagt ~ dem 

Grothendieck'schen Axiom 

objekten eines Objektes 

~-ABS) (vgl. 9.2), d.h. fur jeden ~-Kofilter (X) yon Unter- 
? 

X E ~ und jedes Unterobjekt Q von X gilt 

V nQ) n Q 

Ferner gilt (~ -~) = lim (--) und ~ = lim o Im Gegensatz zum abelschen Fall folgt 
T -~ *-- 

hieraus jedoch n i c h t ,  dass ~ l o k a l  ~-erzeugbar  i s t .  Z.B. s e i  ~ die l o k a l  ~ - e r z e u g -  

bare Kategorie der kommutativen Ringe mit 1 und sei ~ die Klasse der Morphismen 

K -~0 , wobei K alle K@rper durchl~uft. Dann besteht ~[ = ~ aus dam Nullring 0 und 

denjenigen Ringen, welche keinen KSrper als Unterring enthalten. Die Kategorie ~ ist 

*) Ferner gehan regul~re und echte quotienten wieder in solche Ober, aber diese Unterka- 
tegorien sind im allgemeinen nicht unter echten oder regul~ren Quotienten abgeschlossen. 
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nicht lokal ~o-erzeugbar. Der K6rper Q E ~ der rationalen Zahlen ist der monomorphe 

~4~ -kofiltrierende Kolimes seiner zu ~ geh@renden Unterringe. Folglich ist der Kolimes 
o 

dieses Kofilters in ~ der Nullringo Hingegen ist ~ lokal ~-erzeugbar. Hierzu gen~gt 

es zu zeigen, dass f~r jeden monomorphen ~l-Kofilter (X) in X die kanonischen Nor- 
y 

phismen X -~lim X monomorph sindo W~re dies nicht der Fall, so wSrde der Kolimes von 

( X )  in  A e inen  K@rper e n t h a l t e n ,  und f o l g l i c h  auch den P r imk~rpe r  ~ . Da ( × )  e i n  

~l-Kofilter und ~ abzShlbar ist, so m~sste ~ bereits in einem der X enthalten 

seiR . . . .  

Wir geben nun noch ein Beispiel einer vollen koreflexiven Unterkategorie der Kate- 

gorie SGr der Semigruppen, welche unter Unterobjekten abgeschlossen aber nicht lokal 

prSsentierbar ist. (Semigruppe =Menge mit einer binMren assoziativen Operation). Falls 

das gew~hlte Universum U keine messbaren Kardinalzahlen enthBlt, dann gibt es in SGr 
= 

eine Klasse (5k)ke K yon Objekten mit der Eigenschaft [Sk,Sk, ] = ~ falls k ~ k' bzw. 

[5k,Sk, ] = {i~falls k = k' . FOr [ = {S k -~l keK~ besteht 5Gr[ aus allen 5emigrum- 

pen X mit der Eigenschaft, dass for jedes k E K jeder Morphismus S k -+X konstant 

ist. Nach 8.10 ist S Gr[ eine koreflexive Unterkategorie yon SGr , welche offensicht- 

lich unter Unterobjekten abgeschlossen ist und dem Axiom ~o-AB5) genegt. Da K eine 

Klasse ist, so gibt es for j ede regul~re Kardinalzahl~ein Sk~ wit I Skal ~ ~ , 

k~ E K . Folglich ist Sk~ der ~-kofiltrierende Kolimes seiner ~-erzeugbaren Unterobjek- 

te Yi . Aus dem obigen folgt, dass for jedes Yi und jades k ¢ K die Mange [Sk,Yi] 

leer ist, wail Sk~ + Yi ~ 1 . Dies zeigt, dass jedes Yi zu SGr~E gehSrt, obwohl 

S ~ SGr[. Offensichtlich wird Sk~ van der Koreflexion, SG_.~r -~SGr[ auf 1 abgebildet 

(vgl. Beweis yon 8.5 a)). Folglich gilt lim_~ Yl = 1 in SGr[- Nach 6.7 c) ist SGr[ 
l 

daher nicht lokal ~-pr~sentierbar. 

*) Dies folgt aus dam folgenden Resultat yon Hedrlin : Jade Kategorie ~ kann volltreu 
in die Kategorie .~.r eingebettet warden, falls sie einen treuen Funktor ~ -~ Me 
zul~sst und des gewShlte Universum U keine messbaren Kardinalzahlen enth~lt. 

= 

(Man wShle fer ~ die diskrete Kategorie der zu U geh@renden Mengen.) 
= 



§ 9 Lokal ~-erzeuqbare Ka.teqorien 

9.1 Definition° Sei ~ eine regul@re Kardinalzahl. Eine Kategorie A heisst lokal 

~-erzeugbar, wenn sie kovollst@ndig ist und es in ~ eine echte Generatorenmenge M von 

~-erzeugbaren Objekten gibt derart, dass jades ~-Koprodukt von Objekten aus M nut eine 

Mange von echten Quotienten besitzt (1.3). Analog T.1 warden iokal erzeuqbare und lokal 

koerzeuqbare Kategorien definiert. 

Der Erzeuqunqsrang E(~) yon ~ ist die kleinste regul@re Kardinalzahl ~ ,fer welche 

es eine echte Generatorenmenge von ~-erzeugbaren Objekten mit des obigen Eigenschaft gibt. 

Zum Beispiel ist jade lokal ~-pr@sentierbare Kategorie lokal ~-erzeugbar (T.1, 6.6 c)) 

und es gilt ~(~) ~ E(~) (vgl° abet 9.4 c)). 

Lemma. Sei A eine iokal ~-erzeuqbare Kateqorie und M 

den Eiqenschaften yon 9.1. Oann ist ,iedes Objekt A ~ A 

tes yon Objekten aus M . 

eine echte Gene.r.atorenmenqe mit 

echter Quotient eines Koproduk- 

Beweis. Sei A E A ein Objekt und d die Menge der Paare (Uj,fj) mit U. E M und -- j 

fj E [Uj,A] und ~ : ~j. -~A der Morphismus mit Komponenten f.j ° F~r jade Teilmenge 

I von d mit Ill ~ ~ sei ~I : ~Ui-~A der yon ~ induzierte Morphismus. Da 

~O i nut eine Mange yon echten quotienten besitzt und ~ kovollst~edig ist, so l@sst 

sich ~i : ~Ui~A in einen echten Epimorphismus ~Oi-~Ai und einen Monomorphis- 

mus A I -~A zerlegen. Die kanonische Abbildung ~ : lim A I -~A ist monomorph (6.7 b)). 

Da [U',~] fer'jedes U E M trivialerweise auch surjektiv ist, so ist ~ nach 1.9 ein 

Isomorphismus. Demnach ist ~ ein Kolimes yon echten Epimorphismen, also ein echter 

Epimorphismus. 

Lemma° In einer iokal ~-erzeugbaren Kategoria A besitzt .iedes Objekt nut eine Menge von 

echten Quotienten. 

Beweis. Sei M wie in der Definition 9.1. Da jedes Objekt echter Quotient eines Kopro- 

duktes ~U. mit U~ E M ist, so genegt es zu zeigen, dass ~ LU. nur eine Mange 
~ J  J ~ j~J J 

yon echten Quotienten basitzt. Sei also ~:~,U. -~A ein echte~ Epimorphismus. Sei J 
jEJ J 
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die Kategorie, deren Objekte Teilmengen I mit Ill < ~ sled. Die Morphismen sind durch 

:.IL U -~A die natBrlichen Inklusionen gegeben. FBr jede Teilmenge I yon J eel ~I i~I z 

der von ~ induzierte Morphismus. Da ~ U i 

sitzt und ~ kovollst~ndig ist, so l~sst sich ~I in einen echten Epimorphismus 

J-L u i ~ I  -~AI und einen Monomorphismus A I -~A ze r l egen .  Die kanonische Abbildung 

: li_m A I -~A ist dann monomorph (6.7 b)) und echt epimorph, weil ~ dutch ~ faktori- 

siert. Also ist A isomorph zum Kolimes der A I . Andererseits gibt es abet offensicht- 

I ~F(1) derart, dass F(1) fBr jedes I lich nur eine Menge von ~-Kofiltern J-~A , 

nut eine Menge yon echten Quotienten be- 

ein echter Quotient von ~U. ist. 
~I 1 

Aus diesem Lemma folgt insbesondere, dass in eine1" lokal ~-erzeuqbaren K a.teqorie .ieder 

Morphismus in einen echten Epimorphismus und einen Monomorphismus zerleqt werden kann. 

9.2 Satz. In einer lokal ~-erzeuqbaren Kateqorie A kommutieren ~-Limites mit monomor- 

phen ~-kofiltrierenden Kolimites, dh. f8_r.r jede ~-kleine Kateqorie ~ und iede ~-kofil- 

trierende Kateqorie D ist fBr ,]eden Funktor "~: X ~ D--*A mit monomorphen Transitions- 

morphismen ~(X,~) : ~(X,D) -~(X,D') , ~ C ~ , die kanonische AbbildunQ 

: lim lim~(X,D) -~lim lim~(X,O) 

D K x D 

ein Isomorphismps . 

Dies folgt aus 1.9, well fBr jeden Generator U c M die Abbildung [U,~] 

der vom Funktor ~ : ~ D-~Me ,(X,D) ~[O,~X,D)] induzierten Bijektion 

sich mit 

yon 5.2 identifiziert. 

lim lim ~(X,D)~lim lim ~(X,D) 

Zum Beispiel folgt hieraus das bekannte Axiom AB5) yon Grothendieck in einer etwas 

allgemeineren Form: FUr elnen ~-Kofilter (A) yon Unterobjekten eines Objektes A E A 

und fBr ein Unterobjekt Q < A gilt die Gleichung (6.7 b)) 

sup (Q nAy) = q ~ (~p Av~ 
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9.3 Satz. l__n_n airier Iokal ~-erzeuqbaren Kateqorie A mit einer echten Generatorenmenqe 

M bestehend aus ~-erzeuqbaren Objekten ist sin Objekt A E ~ qenau dann ~-erzeuqbar, 

wenn es einen echten Epimorphismus J~ U. -~A qibt derart, dass U. ¢ M und IIl<~ - 
i~I i ! 

Beweis. Wegen 6.7 d) gen~gt es zu zeigen, dass die Bedingung notwendig ist. Naeh dam obi- 

gee Lemma gibt es einen echten Epimorphismus ~ : ~ U. -~A mit U. E M . Aus dam Beweis 
j 3 O 

des zweiten Lemma von 9.1 folgt mit den dort gew~hlten Bezeichnungen, dass 9 : i~ A I -~A 

sin Isomorphismus ist. Da A ~-erzeugbar ist, so faktorisiert -1 : A-~li_m A I durch el- 
l 

nee der Monomorphismen A I -~lim A I . Dieser ist dahar sin echter Epimorphismus und folg- 
I 

lich ein Isomorphismus. Dies zeigt, dass ~I : ~ U.1 -~A sin echter Epimorphismus ist. 

9.4 Beispiele. a) In einer Kategorie yon universellen Algebren (Birkhoff ~i]) ist die 

freie Algebra mit einem Erzeugenden sin ~-erzeugbarer echter Generator fer ~ = ~ . Eine 

Algebra A ist daher gensu dann ~-erzeugbar, wenn sie sin Erzeugendensystem (ai)~ I mit 

[I ~ besitzt, a i ¢ A . 

b) In elmer Funktorkategorie [~°,M~ , ~ klein, bilden die darstellbaren Funktoren sine 

echte Generatorenmenge und sis sind ~-erzeugbar fBr jades ~ . Ein Funktor F ist deshalb 

gensu dann ~-erzsugbar, wenn er sin Erzeugendensystem (u i E FUi)ie I mit U.i E --U und 

[I[~ besitzt. F8r jeden Funktor F ( [~°,Me] bezeichnen wir mit ~FI dis Summa der 

Kardinalzehien IF(V)~, wobei V Repr~sentanten aller Isomorphieklassen yon Objekten in 

durehl~uft. Wit bezeichnen mit ~(~) die kleinste regulars Kardinalzahl >I[-,U]I f8r 

aile U ~ ~ . Es gilt ~F)~sup(~o,IFI +) . Aus 9.3 und ?.6 folgt leicht, dass fBr 

~FI Ip(~) die Gleichueg £(F) =IFI+=~F) gilt (vgl. 13.5 b)). 

c) Wit gabsn sin Beispiel einer lokal pr~s~ntierbaren Kategorie ~ mit der Eigenschaft 

~)<~(~) . Sei k sin KBrper und V ein k-Vektorraum mit abz~hlbarer Basis 

eO,@l,...,~n,..., n Q ~ . Auf dam k-Vektorraum A = k~V definisren wit eine k-Algebra- 

struktur mittels (x,v)-(y,w) = (xy,xw+yv) . Sei ~ die yells Unterkategorie yon Mod A , 

bestehend sus den A-Moduln M derart, dass fer jades ~ 6 M sin n E ~ mit der Eigen- 

schaft (O,~)m = (O,~n+l)m ..... (O,en+i)m ..... 0 existiert (zB. M = V) . Die Kate- 

goris A ist iokal pr~sentierbar, und es gilt ~o = 6(3)~A) =~ • 

d) I__~n Komp sind for einen Raum K folqende Aussagen ~quivalent: 
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(i) K ist metrisierbar. 

(ii) K ist ~l-koerzeuqhar. 

(iii) K ist ~ql-kopr@sentierbar. 

Beweis. (i) ~ (ii) Nach [~2] ~2, prop. lO besitzt die Topologie eines kompakten metri- 

sierbaren Raumes K eine abz~hlbare Basis und nach [i~] §2, prop. 12 ist ein metrisier- 

barer Raum mit abzBhlbarer Basis hom@omorph einem Unterraum des W~rfels I ~ ~I ist 

das Einheitsintervall und I~I = ~o ~" Da in Komp jeder Monomorphismus eeht ist, so 

folgt daher aus 6.5 c), 6.2 und 6.T d) , dass K ~l-koerzeugbar ist. 

(ii) ~ (i) Ein~l-koerzeugbarer Raum ist nach 6.5 c) und 9.3 ein abgeschlossener Unter- 

raum yon und folglich metrisierbar.. 

(iii) ~ (ii) trivial. 

(ii) ~ (iii) Ein abgeschlossener Unterraum K yon I ~ ist der Nullstellenraum einer 

abz@hlbaren Folge yon stetigen Funktionen I~-~ I und daher nach 6.2 und 6.5 c) ein 

• l - L i m e s  von~l-kopr~sentierbaren R~umen. Folglich ist K nach 6.2 ~l-kopr@sentierbar. 

9.5 Satz. In einer lokal ~-erzeuqbaren Kategorie A bilden die ~-erzeuqbaren Unterob- 

.iekte eines Obiektes A ~ A einen ~-Kofilter, dessen Kolimes A isto Ferner ist die voile 

Unterkateqorie ~(~) der ~-erzeuqbareo Ob,iekte in A klein und die Inklusion ~(~) -~ 

dicht. 

Beweis. Aus 6.2, 6.Td) folgt leicht, dass die c~-erzeugbaren Unterobjekte U~ eines Objek- 

tes A ~ ~ einmn ~-Kofilter bilden. Die kanonische Abbildung ~ : l_i F U~ -~A ist daher 

monomorph (6.T b)l. Sei M eine echte Generatorenmenge in ~ bestehend aus ~-erzeugba- 

ran Objekten. Wegen 1-9 genBgt es zu zeigen, dass fur jades U ~ M die Abbildung 

[U,y] : [U,l~m U~] -~[U,A] bijektiv ist. Dies ist jedoch evident, well ein Morphismus 

f : U -~A in einen echten Epimorphismus 

zerlegt werden kann (9.1 , 1.3) und U' 

ist y ein Isomorphismus. 

: U -~U' und einen Monomorphismus U' ~A 

nach 6.7 d) ebenfalls ~-erzeugbar ist. Folglich 

Das obige Argument zeigt auch, dass die ~-erzeugbaren Unterobjekte yon A sine konfinale 

Unterkategorie in ~(~)/A bilden. Folglich ist ~(~)-~CA dicht und aus 9.1 , 9.3 folgt, 
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dass ~(~) klein ist. 

9.6 5ei ~ eine regul@re Kardinalzahl. Da jeder echte Quotient eines ~-erzeugbaren 

Objektes wieder ~-erzeugbar ist (6.7 d)), so ist leicht zu sehen, dass die volle Unterka- 

tegorie A_~(~} einer lokal ~-erzeugbaren Kategorie ~ die folgenden Eigenschaften besitzt: 

a) ~(~) besitzt ~-Kolimitas (6.2), 

b) Jade wohlgeordnete Kette yon echten Quotienten eines Objektes in _~(~) basitzt ainen 

Kolimes. 

Ferner erh@lt die Inklusion ~(~) -~ die Kolimites yon e) und b). 

Eine Kategorie ~ heisst echt ~-kovollst@ndiq, wenn ~ Kolimites vom Typ a) und b) 

besitzt. Ein Funktor F : U-~B heisst acht ~-kostetiq, wenn er diese Kolimites erh@it. 

Die Formulierung der dualen Bagriffe echt 0~vollst@ndi q und echt c~-stetiq 5barlassen wir 

dem Laser. 

Lemma. Se_~i ~ eine kleine Kateqorie mit ~-Kolimites. Aequivaleot sind: 

(i) U ist echt ~-kovollst~Ddi q. 

Diaqramm <U PI > Ui)i~ I yon echten Quotienten besitzt einen Kolimes. (ii) Jedes 

(iii) Jeder Morphismus in U l@sst sich in einen echten £pimorphismus und einen Monomor- 

phismus zerleqen, und die echten Quotienten .iedes Objektes U 6 U bilden eine imf- 

und supvollst~ndiqe qeordnete Menge. 

Beweis. (i)~(ii) 5ei i das kleinste Element einer Wohlordnung von I . Wit setzen 
o 

V. = U. und definieren V. for jedes i E I mit Hilfe transfiniter Induktion vermSge 
10 10 1 

V i = (lim.~. Vj){UJ Ui . Man bemerke dabei, dass (Vj)j~ i eine wohlgeordnete Kette ist. Das- 
j41 

selbe gilt f5r (Vi)i~ I . Es ist daher leicht zu sehen, dass lim Vo 
1 

g~amms (u ~ ui)i~ I iet. 

(ii) ~(iii) und (ii) ~(1) sind trivial. 

(iii)--->(ii) SeA (U Pi) Ui)icl eine Familie yon echten Quotienten eines Objektes 

U ~ ~ und 5 deren Supremum in der geordneten Menge der echten Quotienten yon U . Es 

der Kolimes des Dia- 



t10 §9 - 6 -  

gen@gt zu ze igen ,  dass 5 der  Kol imes yon (U P~> U i ) ie  I i s t .  5e i  ( ' f i  : U i - ~ V ) i e I  ~ 

s i n  System yon Morphismen m i t  der  E igenscha f t  f i p  i = f j p j  f u r  jedes  Paar i , j  e I . 

Se i  U ~ U '  m >V d i e  Zer legung yon f = f i P i  i n  e inen echten Epimorphismus und e inen 

Monomorphismus. Da Pi : U-~U.I  f ~ r  jedes  i ¢ I s in  ech te r  Epimorphismus i s t ,  so fak%o- 

r i s i e r t  f .  : U. -~V dutch m : U' -~V . Die F a k t o r i s i e r u n g  f !  : U. - * U '  l ~ s s t  s ich 

aber  dutch d i e  u n i v e r s e l l e  Abb i ldung U. ~ S  £ a k t o r i s i e r e n ,  und somi t  auch f .  : U. -~V . 

Bemerkunqen. a) Aus dem obigen Beweis e r g i b t  s i ch ,  dass e±n echt  ~ - k o s t e t i g e r  Funktor  

U -~B auch d ie  in  ( i i )  angegebenen Ko l im i t es  e r h ~ l t .  

b) M i t  H i l f e  s ines  Kon f i na l i t& t sa rgumen tes  kann man l e i c h t  ze igsn ,  dass j e d e r  ~ - K o f i t t e r  

i n  ~ einen Kol imes b e s i t z t ,  f a l l s  dessen Trans i t lonsmorph ismen echte Epimorphismen s i nd .  

Diese K o l i m i t e s  werden yon ech% ~ - k o s t e t i g e n  Funktoren e r h a l t e n .  

9.7 Satz. 5ei U sine klsine echt ~-kovollst@ndiqe Kateqorie, wobei ~ requl~r is_~t. 

Ein Funktor F : ~° -~Me ist qenau dann echt ~-stetiq, wenn erein ~-kofiltrisrender 

Kolimes yon darstellbaren Unterfunktorem is_~t. 

U_ ° __ Beweis. Sei zun~chst F : -~Me echt ~-stetig. Nach 5.4 ist U/F ~-kofiltrierend. 

Wegen 3.3 a) gen@gt es deshalb zu zeigen, dass jede na%~rliche Transformation 

@ : [-,U] -~F sine Zerlegung [-,U] ~IP] ÷ [-,U'] i ~F zul~sst derart, class i s in  

Monomorphismus ist. Falls ~ : [-,U] -~F nicht monomorph ist, so gibt es sin V 1 ~ 

und Morphismen ~ : Vl~U , welche yon ~(V l) : [V1,U ] -~FV I identifiziert werden. 

0 
Sei Pl : U-~U1 der Kokern yon ~ und ~ . Da F linksexakt ist, so faktorisiert 

o 
@ : [-,U] -~F durch [-,pl] : [-,U] -~[-,U1] o Ist die Faktorisisrung ~l : [-'U1] -~F 

nicht monomorph, so kann man dieses Verfahren fortsetzen und erh~it sine Folge regul@rer, 

bzw. echtsr Epimorphismen 

/ 

U - - - >  U1- ~ U 2 
P; Pz 

w Uw+l "°" -~ U~+l 

indiziert dutch alle Ordnungszahlen v . FUr sine Limeszahl ~ ist U~ als i~ U v 
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v 
definiert und p0 ~ : U v -*U~ als der universelle Morphismus. Da F mit wohlgeordneten 

Kolimites yon echten Epimorphismen kommutiert, so faktorisiert @v : [-'Uv] -~ F dutch 

. _ : [-,Uv] -*[-,U~] Weil U klein ist, so muss die obige Folge von eimer gewissen 

Ordnungszahl ~ am aus Isomorphismen bestehen. Damn ist abet die Faktorisierung 

o 
~ : [-~U ] -~ F yon ~ ein Monomorphismus. Ferner ist pp : U -~Up ein echter Epimor- 

phismus und es gilt ~ = ~ -[=,p~] . 

U ° Umgekehrt sei F : -- -~M_~e der ~-kofiltrierende Kolimes yon darstellbaren Unterfunktoren. 

Nach 5.3 ist F ~-stetig. Sei (U,p c : U -~ Uc) ein wohlgeordnetes System yon echten 

Quotienten eines Objektes U ¢ U . Biases induziert ein kommutatives Diagramm 

F lira U~ . . . .  > l im FU L 

' 

in welchem die vertikalen Morphisman die Yoneda-lsomorphismen sind. Es gen@gt daher zu 

zeigen, dass die untere Zeile ein Iaomorphismus ist. Sei (@c) ~ l~ [[-,UL],F ] elm ver- 

tr~gliches System yon nat~r!ichen Transformationen ~c : [-,Uc] -~F . Nach Voraussetzung 

l~ss t  sich @~ zerlegem in [ - ,U~]  ~¢~ [ - ,VL]  /~)  F derar t ,  dass ~c ein Monomorphismus 

ist; insbesondere gilt dies auch fBr ~o : [-'Uo] -*F , wobei Uo : U , Po : i%. Beginnt 

man wit einer Zerlegumg @o = ~o~o ' damn kann man den Funktor [-,Vc] so w@hlen, dasa 

er [-,Vo] "umfaast", dh. es gibt ein kommutatives Diagramm 

[ - ~ U ]  - -  

E-IPI.] L 
[ - , u , , ]  

o 
[ - , v  o] 
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DaB Diagramm C~O,iL,[--,pI],~L~ wird natBrlich von einem Diagramm in U induziert und 

da p~ Bin echter Epimorphismus ist, so l~sst sich ~ : [-,U] -~[-,Vo] eindeutig durch 
o 

[-,pc] : [-,U] -*[-,UL] faktorisieren. Die Faktorisierungen [-,qc] : [-,UL] -~[-,Vo] 

(bzw. q i : U~-~V ° ) bilden Bin kompatibles System und sie induzieren einen sindeutig 

bestimmten Morphismus [-,lim qc] : [-,l~ Ut] ~[-,Vo] . Dies zeigt, dass 
T ~ 

(~t) ~ ~ ~[-,UL],F 1 yon genau einem Morphismus [-,l~m U(] -~F induziert wird, n@m- 

li~h ~o. de~ Zuaam~Bn~Bt=ung [-,l~ U~] E-,'~] U-,V0] ~°> F 
l 

9.8 Sei ~ klein und echt ~-kovollst@ndig, wobei ~ sine regul@re Kardinalzahl ist. 

e 
FSr jede Kategorie ~ bezelchnen wit mit 5t~ ,B~ die volle Unterkategorie yon 

[UZ,B] , deren Objekte die echt ~-stetigen Funktoren sind. 

5atz. 5ei U sine kleine echt ~-kovollst~ndiqe Kateqorie und B sine lokal pr~sentier- 

bare Kate qor~e° Dann ist St U ,B] lokal pr@sentierbar. F@r B = He erh~lt die Inklu- 

o 
sion StJU ,Me] -~ [UZ,Me] monomorphe ~-kofiltrierende Kolimites. Insbesondere ist 

o 
StjU ,Me] loksl ~-erzeuqbar. Die Yoneda Einbettunq Y : U-~ ~UZ,M ~ ist echt ~-ko- 

stetiq und sie induziert sine Aequivalenz yon U auf die voile UnterkatB~orie der ~-er- 

~'~ o 
zeuqbaren Objekte i_~_n St~U ,~ . 

Beweis. Mit Hilfe yon 8.2 a), d) und 9.6 i s t  le icht zu sehen, dabs es in [ U ° , ~  eine 

Menge ~ von Morphismen gibt derart, dabs Bin Funktor _U ° -~_B genau dann ~--Btetig ist, 

wenn er echt C~-stetig ist. Nach 8.7 ist daher ~UZ,B ~ lokal pr~sentierbar. 

Aus 9.7 folgt unmittelbar, dabs die Inklusion S't~U°,~ -*[U_°,M_~ monomorphe ~-kofil- 

trierende Kolimites erhBlt. ~ie darstellbare. Funktoren in ~t~°,~ Bind daher ~-er- 

o 
zeugbar und nach 3.3 a) bilden sis sine echte Gensratorsnmenge. Folglich ist St~_U ,~ 

o 
lokal u-erzeugbar. Es ist wohlbekannt, dass Y : U-~ 5t~U ,~ echt 0~kostetig ist. 

Ferner sind nach dem obigen die darstel!baren Funktoren ~-erzeugbar. Ist F E ~ j U ° , ~  

ein ~-erzeugbarer Funktor, so gibt as nach 9.3 einen echten Epimorphismus ~[-,Ui] -~F 

derart, dabs II I ~ ~ und U. ~ U . Da Y c~-kostetig ist, so gilt ~[-,Ui]-~[-,~liUi] 
1 -- i 

und es gibt daher einen echten Epimorphismus @ : [-,U] -~F , wobei U =~U. . Der srste 
i l 
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Tell des Beweises von 9.7 zeigt, dass @ dutch einen Monomorphismus [-,V] -~F faktori- 

siert. Mit @ ist auch die Inklusion [-,V] -*F ein echter Epimorphismus. Folglich gilt 

-v o 
[-,v]~ . Di~B :~igt, d~B~ j~d~ ~:~ugb~ Fo.kto~ io St~ ,M_~ d~rBt~l~ iBt. 

9.9 Satz. 5ei A eine kovollst~ndiqe Kateg,,R,rie und U eine kleine volle echt ~-ko- 

vollst@ndiqe Unterkateqorie derart, dabs die Inklusion I echt ~-kostetin ist, Die Ob- 

~ [  o 
jekte yon U seien ~-erzeuqbar in A . Sei Y : U-~ St ~ ,M_~ die Yoneda Einbettunq. 

bann ist die Kan'sche Koerweiterunq 

" ~ o  eine voZle Einbettunq, welche koad.iunqiert zu A-~St  _U ,Mel , A ~ [ I - , A ]  is~. 

Der BBwBis ist im wssentlichen derselbe wie f@r 7.8. Well die Werte des Funktors 

2.7 hervor, dass Ey(1) koadjungiert zu R : __A --* 5t~__U ,Mel , A ~'~[I-,A] ist .  Sei 

~ o 
F E St U ,Me] und F = lim [-,Uv] die garstellung von F als ~-kofiltriBrender Koli- 

mes seiner darstellbaren Unterfunktoren (9.7). Es gilt dann 

R.Ey(1)(lim [ - , U v ~  R lim Ey(I)[-,Uv] ~ R lim_~ Uv ~ lim R UV ~ lim_~ [ - .Uv ]  = F 
- ~  v v -~ v 

Diese l$omorphis~ren sind nat8rlich in F und folglich ist die Adjunktion id -~R-Ey(1) 

Bin Isomorphismus. 

g.lO 

Bind: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Korollar. Sei ~ eine Kateqorie und u eine requl~re Kardinalzahl, Aequivalent 

A ist lokal ~-erzeuqbar, 

ist lokal p!~sentierbar und &(~) ~ ~, 

Die voile Unterkateqorie ~=~(~) der ~-erzeuqbaren Ob~ekte i__nn ~ i st klein und 

echt ~-kovollst~ndiq. Ferner ist die Inklusion I : U-~A echt c-kostetiR und der 

Funktor 

A _ ~ _ U ° , ~  , A ~[~-,A] 
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ist sine Aequivalenz. 

(iii) ~(ii) folgt sue 9.8, (i) ==~(iii) aus 9.6, 9.5 und 9.9- (ii)~(i) ist trivial. 

9.11 Korollar. Zwei lokal ~-erzeugbare Kateqorien ~ und ~' sind qenau dan n aquiva- 

lent, wenn die vollen Unterkateqorien ~(~) und A'(~) 

@quivalent sind. 

Dies folgt aus 9.I0 (i) ~ (iii). 

9.12 Korollar. Die Abbildunqen A ~(~) und 

ihrer ~-erze,ug,,be,re,n Objekte 

U ~ U Z , M _ ~ e  ] sind zuelnander inverse 

Bijektionen zwischen den Aequivalenzklassen yon lokal ~-erzeuqbaren Ka~egorien und den 

Aequivalenzklassen yon kleinen echt ~-kovollst~ndiqen Kategorien. Ferner bildet die erst- 

qenannte Abbildunq die Kateqorien A mit &(~) = ~ au~diejeniqen kleinen echt ~-ko- 

vollstandiqen Kateqorienab, in welchsn f@r ~' < ~ di_~ee ~'-erzeuqbaren Objekte nieht 

dicht sind (~' regular). 

9.13 I s t  ~ eine Kategorie yon universel len Algebren (Birkhof f  [5~] bzw. Lewvere [ ~ ] )  

mit ebz@hlbar vielen endlichen Operstionen {z.B. ~ = Gruppen), dann ist die volle Unter- 

kategorie ~ der abzahlbaren Algebren echt ~l-kOvollst@ndig, und ss gilt ~ =~(~l ) = 

= ~(~i ) . Ebenso folgt aus 7.9, 9.10, 9.4~] far ~ = Kemp ° und U = Met ° (= metri- 

sierbare kompakte Raume), dass ~ = ~(~i ) = ~(~i ) . Es stellt sich daher die Frage, 

wann fSr eine lokal prasentierbare Kategorie ~ und eine regul@re Kardinalzahl 

~(~) die Gleichung ~(~) = ~(~) gilt. Die Antwort kann mit Hilfe des Begriffes 

~-noethersch einfach formuliert werden. 

9.14 Definition. Sei ~ sins regulate Kardinalzahl und I die wohlgeordnete Menge 

der Ordinelzahlen mit Kardinalit@t < ~ . Eine geordnete Menge M heisst ~-noethersch, 

wenn jade ~-Ketts in M stationer wird, dh. wenn es fQr jede ordnungserhaltende Abbil- 

-~M sin ~o E I gibt derart, dass h(~) = h(~o) far jedes ~ ~ ~o " dung h : I s 

Es ist leicht zu sehen, dass in einer ~-noetherschen Menge jede ~-kofiltrierende 

Teilmenge sin gr@sstes Element besitzt. Man beweist dies mit Hilfe trsnsfiniter 
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Induktion wia im bekannten 5pezialfall ~ = 

£in Objekt A in einer Kategorie ~ heisst ~-noethersch, wenn die echten Quotien- 

ten yon A eine ~-noethersche Mange bi!den. 

9.15 Beispiele. a) In einer abelschen Kategorie ist ein Objekt genau dann 

~o-noethersch, wenn ms noethersch im Bblichen Sinn ist, vgl. Gabriel [ZO]. 

b) In der Kategorie G_~r der Gruppen ist eine &ruppe genau dann ~o-noethersch, wenn sie 

die Maximalbedingung fGr Normalteiler erf~llt. Zum Beispiel sind fast-polyzyklische Grup- 

pen (vgl. R. Baer [3]) sowie alle alternierenden (bzw. einfachen) Gruppen ~o-noethersch. 

Das letztere zeigt, dass eine ~-noethersche Gruppe im allgemeinen nicht endlich erzeug- 
o 

bar ist. Ebensa braucht eine endlich erzeugbare ~o-noethersche Gruppe nicht endlich pr@- 

sentierbar zu sein. Das Kranzprodukt ~Z der ganzen Zahlen mit sich selbst wird yon 

zwei Elementen erzeugt und erf@llt die Maximalbedingung fSr Normalteiler. Es ist jedoch 

nicht endlich pr~sentierbar, vgl. Ph. Hall [~], p. 425. 

F~r ~ >~o ist eine Gruppe ~-noethersch, wenn sie ~-erzeugbar is%. Die Umkehrung ist 

nicht richtig. 

c) In der Kategorie der kommutativen Ringe mit Eins stimmt der Begriff "~o-noethersch" 

mit noethersch @berein. Insbesondere sind also Polynomringe in endlichen vielen Varieblen 

~ber noetherschen Ringen sowie KGrper ~o-noethersch, abet ein ~o-noetherscher kommuta- 

river Ring im allgemeinen nicht ~o-erzeugbar (es gibt "grosse" KSrper). Hingegen ist 

jeder ~-erzeugbare kommutative Ring ~-noethersch und ~-pr@sentierbar. 

d) In der dualen Kateqorie KgMp ° der kompakten R@ume ist ein Raum qenau dann 

~o-noethersch, wenn er endlich ist; undjeder metrisierbare kompakte Raum ist 

~l-noethersch. 

Beweis. Ein endiicher Raum ist offensichtlich ~-noethersch. FSr die Umkehrung genGgt es 
o 

zu zeigen, dass ein ~-noetherscher Ra~m K diskret ist. Die abgeschlossenen Umgebungen 
o 

eines Punktes x E K bilden einen ~ -Filter. Nach 9.14 besitzt dieser ein minimalBs 
@ 

Element F . W~re F # { x} , so wBrde es einen Punkt y in F 
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geben, sowie disjunkte offene Umgebungen U(x)c F und U(y) . Der Abschluss yon U(x) 

enth~lt y nicht, was einen Widerspruch zur Minimalit~t yon F erglbt. Folglich ist x 

isoliert. 

Wit zeigen nun, dass ein ~-noetherscher Raum K in Komp ° die £igenschaft besitzt, 

dass jeder abgeschlossene Teilraum F c K der Durchschnitt einer abz~hlbaren Folge yon 

offenen Teilz~umen U1, U2.o. is%. Hierzu betrachten wit den ~l-Filter, dessen Elemente 

Durchschnitte yon abz§hlbar vielen abgeschlossenen Umgebungen yon F sind. Dieser Filter 

besitzt ein minimales Element(9.1@) Z welches offensichtlich genau F isto 

Umgekehrt ±st ein Raum mit dieser Eigenschaft ~l-nOethersch in Komp ° . Sei n@mlich 

U1,U2...U ... eine Folge yon offenen Umgebungen eines abgeschlossenen Teilraumes F mit 
n 

~U i = F und sei (F v) eine absteigende ~-Kette yon abgeschlossenen Teilr~umen mit 

r3F = F . F@r jedes n gibt es ein V(n) mit F c U . F~r ~> sup v(n) gilt da- 
y v v ~,) n n 

her F = F . 

Infolgedessen ist jeder metrisierbare kompakte Raum ~-noethersch (Bourbaki [il], ~2 

prop.T), die Umkehrung hievon gilt jedoch nicht (Bourbaki [~2], ~ 2, exercice 13 c)). 

9.16 Es ist evident, dass ein echter Quotient eines ~-noetherschen Objektes wieder 

~-noethersch ±st. Hingegen ist ein ~-Koprodukt von ~-noetherschen Objekten im allgemeinen 

nicht mehr c~noethersch. In der Kategorie der Gruppen ist Z ~o-noethersch, abet ein 

endliches Koprodukt (= freies Produkt) yon Kopien yon Z ist nich% ~o-noethersch. Wit 

nennen deshalb eine Kategorie ~ ~-noethersch, wenn sie echt ~-kovollst@ndig ist und 

jedes Objekt in ~ ~-noethersch ist. 

9.17 Sat z. Sei ~ eine kleine echt 0~-kpvollst~ndiqe Kateqorie. Aequivalent sind: 

(i) U ist ~-noethersch. 

( i i i )  a) Jeder requ l~ re  Epimorphismus U-~U"  i s t  der  Kokern e ines Morphismenpaares 

U' ~U . 

jedes ~-kofiltrierende 5~stem (U ~U~)~6 L vo_~n re~ul~ren Quotienten yon b) F~r 

U £ ~ und ~edes Morphismenpaar f,g : V ~U mit 



§9 -13- 117 

(V i U  - ~ l i m  UX) = (V gU - ~ l i m  UX) gib...t es s i n  

ppf = P g - 

c) Die Zerlequnqszahl Z(e,~) jedes Morphismus ~ e 

IZ(~,~)I ~ ~ <vgl. t.6Q. Es sei daran erinnert, dass 

jeder echte Epimorphismus regul@r ist, 1.7). 

6 L derart, dass bereits 

qeneqt de__/_rBedinqunq 

Z ( ~ , ~ )  = 0 , falls in U 

Beweis. (i i);;;. i i.:; i.>(i) Sei 

U -~U 1 -~U 2 - ~ . . .  -~U v 

sine ~-Kette von echten Quotienten von U ~ ~ und sei V = lim U . Well die Yoneda Ein- 
--~ V 
V 

bettung Y : ~-~St~Uf,M~ echt ~-kostetig ist (9.8), so gilt [-,V] = l%m [-,Uv] in 
V 

St~°,Me] = ~Uf,M~ . Da [-,V] in St~°,M_ee] ~-pr~sentierbar ist, so faktorisiert 

d i e  I d e n t i t ~ t  yon [ - , V ]  du t ch  e i n e n  de r  u n i v e r s e l l e n  Morph ismsn [ - , U v ]  - - ~ [ - , V ]  . D ie  

gleiche Rechnung wie am [nde des Beweises von 6.6 e) zeigt, dass ms sin ~ > v g±bt 

derart, dass die Zusammensetzung der Faktorisierung [-,V] -~[-,Uv] sit dem kanonischen 

Morphismus [-,Uv] -~[-,U ] elm Isomorphismus ist. Folglich ist auch der induzierte Mor- 

phismus V -~U invertierbar und ebenso der kanonische Morphismus U -~V . 

_ U~ ~U~ (i)----~(iii) 5ei p : U -*U" sin regul~rer Epimorphismus in U und (fi'gi : l ~I 

ein Diagramm mit Kolimes (U" p) Die Kolimites U" der Teildiagramme 

(fj,gj : U[ ~U~ mit ~JI<~ bilden sin ~-kofiltr±erendes System von echten Quotien- 

t e n  von U . Da d i e  Menge d e r  e c h t e n  Q u o t i e n t e n  yon U ~ - n o e t h e r s c h  i s t  ( 9 . 1 4 ) ,  so ha% 

dieses System sin gr@sstes Element 

u]o ~ lira7 uj" = u" 

Disses  i s t  ds r  Kokern  des Paares 

( f j ) , ( g j )  : ~ U ! j  ~ U  

F~r die Aussage b) bemerke man, dass der kanonische Morphismus U-~lim U X 

kanonische Projektion U -~Kok(f,g) faktorisiert. Da fur sin gen~gend grosses 

--~lim~ U X der kanonische Morphismus UXo 

durch die 

X ~ L 
0 

invertierbar ist, so faktorisiert auch 



l lg §9 -14 -  

px ° : U -~U~o dutch U -~Kok(f,g) . Folglich gilt PXo f = P'~o g ° 

Die Aussage c) ist auf Grund der Definition der Zerlegungszahl trivialer~eise erfBllt 

(vgl. 1.5). 

(iii) >(ii) Oa die Hom-Funktoren [-,O] , U E U , in A = St [uO,~ ~-pr~sentisrbar 

sind und sie sine echte Generatorenmenge bilden, so genBgt es zu zeigen, dass jedsr echte 

Quotient eines ~-Koproduktes ~i [-,Ui]~[-, i~Ui] in 

~-pr~sentierbar ist (5.5). Wegen 9.3 gilt dann n~mlich U --~(~) = A(~) und folglich 

A  [At 0, 1 st [ - 

Wegen ~[-,Ui] ~-~[-, i~Ui] kBnnen wit uns auf den Fall sines echten Epimorphismus 

: [-,o] ~B mit u =flu, bs~ch~ksn. Nach i.~ a) kano di~ e~sts Z~=legung 
i i 

[-,U] = A EI~A 1 ?i ~B yon ~ mit Hilfe aller Tripel ~ = ([-,V ] [-~]~ [-,U]) 

mit der Eigensehaft 9-[-,f~] = ~-[-,g~] konstruiert warden, und es gilt 

wieder darstellbar und folglich 

A1 = l i_,m(Kok([-, fL], [- ,g~])) ~ li,m [ - ,Kok( f ,g~) ]  

Ferner ist E 1 : [-,U] -~A 1 der universelle Morphismus [-,U] -~li~ [-,Kok(% ,g~)] . 

Auf Grund yon a) ist der kanonische Morphismus p : U-~lim Kok(~ ,g~) der Kokern sines 

Morphismenpaares X ~U und folglich ist auch [-,p] ein regul~rer Epimorphismus in 

St~°,~ . Da [-,p] dutch den kanonischen Morphismus 

: lim [-,Kok(f~,g~)] -~[-,lim Kok(fL,g~) ] faktorisiert, so ist dam letztere sin eehter 
E 

Epimorphismus. Ba die Inklusion St~U2, ~ -~[~°,M~ ~-kofiltrierende Koiimites erh~lt, 

so folgt leicht aus b), dass y ein Monomorphismus und folglich sin Isomorphismus ist. 

Dies zeigt, dass A 1 darstellbar ist. Da die Yoneda Einbettung ~-~St~°,M~ ~-Koli- 

mites erh~lt, so folgt aus ~Z(~,~)I < ~ , dass wegen lvl < ~ auch die wsiteren Glieder 

A2,A3,...,A v ~ B der Zerlegung yon ~ darstellbar sind. 

9.18 Korollar. Sei ~ .e.i.ne lokal pr~sentierbare Kateqorie und sei ~ ei.pe r.equlBre 

Kardinalzahl ~E (~) . Aequivalent sind: 

(i) A besitzt sine echte Generatorenmenqe M bestehend aus ~-erzeuqbaren Objekten 

derart, dass j edqs ~-Koprodukt vo___n_n Objekten aus M ~-noethersch Sst. 
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(ii) E(~) i s t  ~-noethersch. 

(iii) E s qilt ~(~) = ~(~) . 

W enn diese ~quivalenten Bedingungen erfBllt sind, s__ogilt ferner ~ ~ ( A )  . 

Beweis. (ii) ~(i) ist trivial und (i)~(ii) folgt aus 9.3. Aus (ii) folgt ferner 

~St~(~),M_~J = St~(~),~ (9.10 und 9.17). Da dis Hom-Funktoren ~-pr@sentierbar 

in der letztgenannten Kategorie sind, so besteht auch ~(~) aus ~-pr~sentierbaren Objek- 

ten in . Umgekehrt fo lg t  aus ( i i i )  S t ~ ( ~ ) , M e L K - ~ S t ~ ( ~ ) , M ~  (7.9 und 9.10), 

und folglich (ii) (9.17). 

5chliesslich folgt aus A(~) = ~(~) und ~ ~ E(~) , dass ~(~) dicht ist in A . Dies 

zeigt, dasa ~ ~ ( ~ )  . 

Bemerkung. In 13.3 werden wir beweisen, dess es f@r jede regul§re Kardinalzahl ~ eine 

regul~re Kardinalzahl ~ ~ ~ gibt derart, dass ~(~) =~(~) . 

9.19 Eine lokal pr@sentierbare Kategorie ~ heisst lokal ~-noethersch, wenn ~ ~ ~(~) 

*I und wenn sie die Bedingung yon 9.18 i) erfBllt. Aus 13.3 folgt, dass jede 

lokal pr~sentierbare Kategorie ~ ~-noethersch ist ?Br grosse Kardinalzahlen ~ . 

Die kleinste regul@re Kardinalzahl mi% dieser Eigenschaft heisst der noethersche Rang 

v(~) von ~ . 

Zum Be~spiel sind die Kategorien der abelschen Gruppen, der kommutativen Algebren 

@bet einem kommutativen noetherschen Ring und der Boole'schen Algebren ~Do-noethersch , 

ebenso jede lokal noethersche Kategorie im Sinne yon Gabriel [I0]. Die Kategorien Kat , 

Komp ° und G_ K sind ~l-noethersch, ebenso jede Kategorie yon universellen Algebren 

(Birkhoff [I~, Lawvere [~) wit abz@hlbar vielen endlichen Operationen. 

Aus 9.17, 7.9 und 9.10 folgt, dass die Abbildunq, welche einer lokal ~-noetherschen 

Kateqo;ie die volle Unterkateqorie ihrer G~-erzeuqbaren Objekte zuordqet, e~ne Bijektion 

zwischen Aequivalenzklassen yon iokal ~-noetherschen Kateqorien und Aequivalenzklassen 

yon kleinen ~-noetherschen Kateqorien induziert. Die Umkehrabbildunq ordnet einer kleinen 

*) Diese Definition ist schw@cher als diejenige in [E~] , well hier dis Bedingung 
= £(~) nicht verlangt wird. 
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o 

Aus 9.14 ¢o lg t  l e i c h t ,  dass e in  0~noethersches Objekt auch ~-noethersch i s t  f a l l s  

~ ~ . Wit wissen n i c h t ,  ob e ine l o k a l  ~-noethersche Kategor ie  ~ auch l o k a l  

~-noethersch ist. Es gibt jedoch sin ? ~ ~ derart, dass ~ wieder lokal 7-noethersch 

ist (13.3, 9.18). 



~i0 Tripel in lokal pr~se..n.t~.qrbaren Kateqorien 

In diesem Abschnitt stellen wir die Beziehung zwischen Tripeln und lokal pr~sentier- 

baren Kategorien her. Hierzu ist eine VeraIIgemeinerung des Begriffes "Rang" auf Tripel 

in beliebigen Kategorien notwendig. Das Leitmotiv hierfBr ist des folgende Ziel: Ist T 

ein Tripel in einer Iokal ~-pr~sentierbaren Kategorie ~ , so ist die Kategorie --A T der 

~r-Algebren genau dann lokal ~-pr@sentierbar, wenn T einen Rang ~ ~ besitzt und 

@ ~ . Aus dieeem Satz folgt dann leicht, dass fBr eine Kategorie 

dingungen hquivelent sind: 

(i) 

die folgenden Be- 

is lokal pr~sentierbar. 

(ii) Es gibt ein Tripel T I' in 

mit Rang derart, dass 

~e nit Rang und ein idempotentes Tripel ~p21 in ~e~; 

N 

Dabei bezeichoet 

solche Kategorie 

Funktorkategorie 

( i i i )   ibt eine rolg  Tripeln %,% .... ,T 

derart t dass 

(Man beachte, dass die Anzahl der Faktoren von M__ee 

sein braucht). 

~e irgendein Produkt yon Kopien yon M__ee . (Bekanntlich ist eine 

A ~quivalent zu einer koreflexiven vollen Unterkategorie eimer 

[O°,~ , U klein). 

mit Rang in ~e, Me ,... 

in (ii) und (iii) nicht gleich zu 

F@r die Terminologie betreffend Tripel verweisen wit auf d. Beck's Einleitung zu Band 80 

der Lecture Notes. Ist ~r = (T,E,~) ein Tripel in ~ , so bezeichnen wir mit F : A-~A T 

und U : AT-4A den freien bzw. unterliegenden Funktor (T = UF) 
m m 
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lO.1 F. Linton ~ bzw. d. Beck fahrten den Bmgriff des regul~ren Ranges miner Katego- 

rim MJ bzw. mines Tripels T = (T,~,~) ein. Man sagt, dmr Rang von M S existiere, 

wmnn es mine regulars Kardinalzahl ~ gibt derart, dsss jade Operation dutch weniger 

als ~ Arguments bestimmt ist, oder atwas gsnauer, jade Operation ist das Produkt von 

miner Projektion und miner Operation, deren 5tellenzahl kleiner ale ~ ist. Man sagt 

dann, der Rang yon M 2 sei ~ ~ . Es gibt vials ~quivalente Formulierungen; z.B. f~r 

jade freie Algebra TM und jades Element a ¢ TM gibt es sine Teilmenge M ° ~ M mit 

IM I < ~ derart, dass das Element a bereits in TM c TM enthalten ist (J. Beck), 
o o 

oder: der Funktor T : Me -~Me kommutiert mit ~-kofiltrierenden Kolimites. 

Jade der @quivalenten Formulierungen kann zur Definition des Ranges mines Tripels in 

miner beliebigen Kategorie verwendet warden. Natarlich sind diese dann im allgemeinen 

nicht mehr @quivalent. Man kann wohl dar~bmr debattieren, ob der Rang mines Tripels T 

in ~ mine Kardinalzahl, mine kleine Unterkategorie in ~ oder --A T , etc. sein soll. 

Far uns ist dieses Problem nicht wichtig. Wir zeigen n@mlich im folgenden, dass far mine 

lokal pr§sentierbare Kategorie ~ die verschiedenen m~glichen Formulierungen ~quivalent 

sind, und dass man jeder Kardinalzahl in nat~rlicher Weiss zwei kleine Unterkategorien 

yon ~ und _A T zuordnen kann und umgekehrt. Man kann einem Trips1 ~ mit Rang in na- 

tarlicher Weiss mehrere Kardinalzahlen zuordnen. Wit beschr~nken uns wie in ~ ? und §9 

auf einen Pr~sentierungsrang und Erzeugungsrang. 

20.2 Definition. Ein Tripel ~ = (T,~,p) in miner kovollst~ndiqen Kateqorie A be- 

sitzt einen Rang, falls es mine klsine volle Unterkateqorie U von pr@sentierbaren Ob__- 

jekten qibt derart, dass der Funktor T : A -~A die Kan'sche Koerweiterunq seiner Re- 

striktion auf U ist. 

Sei I : U : A die Inklusion. Falls alle Objekte aus ~ ~-pr~sentierbar sind, so 

erh~lt der Funktor ~-~[U_°,~ , A ~ [I-,A] ~-kofiltrierende Kolimites. Des gleiche 

gilt wsgen 2.8 f~r die Kan'sche Koerweiterung jades Funktors U -~B , also speziell f@r 

den obigen Funktor T . Demnach gibt es mine kleinste regul~re Kardinalzahl ~ derar%, 

dams T ~-kofiltrierende (bzw. monomorphe ~-kofiltrierende) Kolimites srh~lt. Wit nsnnsn 
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sie den Pr~sentierunqsranq (bzw. Erzeugungsran q) von T und bezeichnen sie mit ~(~) 

(bzw. mit ((~) ). 

Offensichtlich gilt E(~)~(~ • Der yon M. Barr [~] eingefBhrte Begriff eines 

Ranges stimmt fBr lokel pr@sentierbare Kategorien mit dem unsrigen 5berein, nicht aber 

derjenige in der neueren Fassung [~], welcher schw~cher ist und nicht ausreicht, die ent- 

sprechende Fassung yon 10.3 zu beweisen. 

Wit beschrBnken uns jetzt auf den Fall, wo ~ lokal pr~sentierbar ist. Folglich er- 

h~lt T nach 2.8, 2.9 und 9.5 genau dann monomorphe ~-kofiltrierende Kolimites, wenn T 

die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf ~(~) ist. Insbesondere besitzt ~ ge- 

nau dann einen Rang, wenn I~ oder E(~ definiert ist. 

10.3 Satz. Sei ~= (T,~,#) ein T r~pel in einer iokal a-pr~sentierbaren Kategorie 

und M eine echte Generat.orenmenqe, bestehend aus a-pr~sgntierbaren Objekten. Aequiva- 

lent sind: 

(i) T erh~it ~-kofiltrierende Koli~ites (dh.~ ~ ~) . 

(ii) Fd__~r jedes A 6 ~ induziert der Funktor A(~)/A -~ , (X,~) ~TX einen Isomorphis- 

mu__.~s lim TX -~ TA . 

(iii) U erh~lt ~-kofiltrierende Kolimites. 

(i~) 

(v) 

FO__~r jedes V 6 M ist FV ~-pr~sentierbar in A ~ 

FBr .iedes B ¢ A ~ und ,ieden Morphismus f : V -~UB mit V E M 

sentierbare Algebra B E A ~ und einen Morphismus i : B -~B 
0 o 

dutch Ui faktorisiert. Ferner qibt es zu ie zwei solchen Faktorisierungen 

qibt es eine ~-pr~- 

derart, dass f 

U i" I! 

V 9_,UB Ui ~ UB und V 8--~ UB,' Ui' ~ UB yon f eine dritte V @ > UB" 
o o 

und, Morphismen j : B -~B" , j' : B' -~B" de.art, dass i = i"j , i' = i"j' 
0 o o 0 

( U j ) g  = ( U j ' ) g '  . 

Sind diese ~quivalenten Bedinqunqen erfdllt, so ist A T lokal ~-pr~sentierbar, FM 

ist eine echte Generatorenmenge yon A T, und ~FXIX 6 ~(~)} ist soqar dieht in A T 

.Ist umqekehrt A ~p lokal pr~sentierbar, dann hat ~ einen Pr~segtierunqsranq 

)~, UB 

un  d 

~as letztere folgt aus lO.5d). 
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Den Beweis dieses 5atzes geben wir in 10.6. 

i0.4 F8r den Erzeugungsrang eines Tripels gilt entsprechend der folgende 

5atz. Sei T= (T,~,p) ein Tripel mit monomorphismenerhaltendem T in einer lokal ~-er- 

zeugbaren Kategorie ~ , und sei M sine echte Generatorenmenqe bestehend aus ~-erzeuq- 

baren Objekten. Aequivalent sind: 

i) T erhBlt monomorphe ~-kofiltrierende Kolimites (dh. 6 ~) ~ ~) . 

ii) FBr iedes A ¢ ~ qilt lim TX ~-~TA , wobei X d~e ~-erzeuqbaren Unterobjekte yon 

A durchl@uft. 

iii) U erh~lt m onomorphe ~-kofiltrierende Kolimites. 

(iv) FO__r_r .iedes V E M ist FV ~-erzeuqbar in A ~ 

(v) F~r jades B 6 A T und .~eden Morphismus f : V -~UB mi___~t V ~ M g ibt es eine ~-er- 

zeuqbare Unteralqebra j : B -~B derart, dass f durch Uj faktorisiert. 
o 

Sind diese ~quivalenten Bedioqunqen erfBllt, so ist --A ~ lokal ~-erzeuqbar, FM ist 

eine echte Generatorenmenqe yon 3 , und {FXIX 6 ~(~)~ ist dicht in A T. Is__t_t wMgekehrt 

A ~ lokal erzeugbar, dann hat T einen Erzeuqunqsrang (vgl. i0.5 c) ). 

Der Beweis dieses Satzes verl@uft ~hnlich wie 10.6. 

10.5 Bemerkunqen e) Sei T ein Tripel in A = Me . Falls ~) _~ ~ , dann bilden nach 

10.3 die freien Algebren FM mit ~MI < ~ eine dichte Unterkategorie in Me ~ . Die Um- 

kehrung hiervon ist jedoch nicht richtig. Es gibt n~mlich ein Tripel ~I in Me mit der 

T' 
Eigenschaft Me__ ° ~ Me (= complete atomic boolean algebras, vgl. Linton [39]). Da unter 

gewissen Voraussetzungen jade unendliehe Menge ein dichter Generator in Me___ ° ist (vgl. 

4.15), so gibt es nach 3.3~eine Kardinalzahl ~ derart, dass die freien Algebren mit 

weniger als ~ Erzeugendan eine dichte Unterkategorie in M Z' bilden. Trotzdem besitzt 

Tlkeinen Rang, well Me___ ° nicht lokal prBsentierbar ist (~13). 

b) Sei ~ ein TriQel in einer lokal ~-erzBuqbaren Kategqrie A mit der Eiqenschaft 

E(T) ~ ~ - Dann folqt aus i0.4 und 9.5, dass .iedeT-Algebra de___~r ~-kofiltrierende Kolimes 

ihrer ~-erzeu~bareq Unteral~ebren ist. Umgekehrt kann man .~edoch hieraus nicht schliessen, 
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dass £(~) ~ ~ , sondern nur, dass T einen Ranq besitzt. (Nach 6.2 sind n~mlich die 

freien Algebren FV , V E M , ~-erzeugbar fer ein genOgend grosses ~ und aus lO.~ folgt 

daher ~(T) ~ ~ ). Es kann sehr wohl vorkommen, dass jede T-Algebra der ~-kofiltrierende 

Kolimes ihrer ~-erzeugbaren Unteralgebren ist, obwohl £~) m ~ (sogar £~) >m ~ ~) . 

Zum Beispiel ist der unterliegende Funktor U : Ab.Gr. -~M__e tripleable [~ ] , und der 

Erzeugungsrang des zugeh8rigen Tripels ~ in M__e ist ~o " Andererseits ist jedoch aucb 

U t : Ab.Gr. -~"__e , A ~T[uA , tripleable, wobei M eine Menge mit beliebiger Kardinalit~t 
M 

~o ist. Der Erzeugungsrang des zugeh@rigen Tripels ~r ! in M__e ist ~MI + (5.2). Da 

M__e ~I~ Ab.Gr. ~=__Me ~, so ist jede ~'-Algebra der m-kofiltrierendeo Kolimes ihrer ~o-er- 

zeugbaren Unteralgebren, obwohl E(~') > I@o " 

c) !st ~ ein Tripel in einer lokal ~-erzeugbaren Kateqorie ~ , derart, dass A T wieder 

lokal ~-erzeugbar ist, so kann man hieraus wie vorhin in b) schliessen, dass ~ einen 

Rang besitzt, nicht abet, dass £~) ~ ~ . Das in b) erw~hnte Tripel ~ in Me liefert 

ein Gegenbeispiel. 

d) Ist ~ ein Tripel in einer lokal pr@sentierbaren Kategorie ~ derart, dass A ~" eine 

kleine dichte Unterkategorie Y yon ~-erzeu@baren Objekten besitzt, dann besitzt T 

einen Rang. Aus 6.2 folgt n~mlich, dass fer ein gen8gend grosses ~ jede freie Algebra 

FV , V 6 M , ~-erzeugbar ist. Folglich gilt E~) ~ ~ , (10.4). Das Beispiel in b) zeigt, 

dass der Fall E~ > ~ m@glich ist. 

10.6 Beweis yon 10.3. (i)~=~(ii) Nach 2.9 und 14.5 gelten die Aussagen (i) oder (ii) 

genau dann, wenn T die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion auf ~(~) ist. 

(i) ==~(iii) Sei v ~(Av,~v) ein a-Kofilter von~-Algebren. Die 5trukturmorphismen 

~v : TA -~A induzieren eineT-Algebrastruktur lim ~v : T(lim A )~lim TA -~lim A 
v v - ~  V v V v ~ v 

auf lim~ Av ' und es ist klar, dass (lim_~ Av ~'lim ~v ) ~ l~m(Av,{v) . 

(iii) =~ (i) Dies folgt aus T = UF , well F kostetig ist. 

(iii)~(iv) Jeder ~-Kofilter v ~B mit Kolimes B in A ~ und jedes V 6 M geben 
v 

Anlass zu einem kommutativen Diagramm 
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Demnach ist u genau dann fSr jmdes V bijektiv, wenn v es ist, d.h. wenn 

lim UB -4 Ulim B ein Isomorphismus ist. 
--) V --~ V 

(v) ~ (iii) Sei v ~B ein ~-Kofilter mit Kolimes B in A ~ . Wegen 1.9 genQgt es 
V 

zu zeigen, dass die kanonische Abbildung 

f~r jedss V ¢ M bijektiv ist. Sei also f E [V,UB] , und sei f = (Ui}g mine wie in 

(v) angegebene Zerlegung von f . Dann faktorisiert i durch minen der kanonischen 

Morphismmn i : B -~B . Folglich faktorisiert f durch Ui und 
v V v 

Sind andererseits f = (ULv)N = (Uiv,)h' zwei Zerlegungen yon f , so sind 

yon der Form h = (U~)g und h' = (Ug')g' , wobei die Definitionsbereiche 

yon 9 und 9' C~pr@sentierbar sind. Nach (v) hat f abet mine Zmrlegung 

~" Ui" 
V ...... UB" ~ UB , wobei i" selbst mine Zusammensetzung i" = iv,,~" f~r ein geei g- 

v" so "gross" gew~hlt werden, dass sich folgendes Diagramm 

0 

netes v" ist. Fmrner kann 

v ist surjektiv. 

h und h' 

B und B' 
o o 

kommutativ erg~nzen l~sst 

V g ~ UH U~ ..... ~ UB 

i 
o / v 

/ 

g '  Uj / 
Ul/ 

/ 

UB - U j '  . UB" / U i  

U U I'. ~ -" Ui~,, 

U i  v , 
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Das zeigt, dass v injektiv ist. 

(iii) >(v) Wenn ~T lokal ~-pr@sentierbar ist, so ist ~T(~)/H ~-kofiltrierend, und 

der ~-Kofilter ~T(~)/B -~A ~, (So,i) -~B ° hat B als Kolimes. Dansch ist UH der Ko- 

limes des ~-Kofilters (Bo'i)'v~UBo . Daraus folgt (v), wenn wir zeigen, dass die noch 

nicht bewiesenen Aussagem yon 10.3 aus (i) - (iv) folgen. 

Wegen [FV,-] ~ [V,U-] ist zun~chst klar, dass FM sine schte Generatorenmenge ist, 

wail U Isomorphismsn reflektiert. Ferner ist {FX~X ( ~(~)} dicht in A ~. Sei n@mlich 

(bzw. ~') die rolls (Kleisli)-Unterkategorie yon _A ~ bestehend aus allen freien~-A1- 

gebren FX , X (~(c) (bzw. FA , A E ~ ). Aus 3.3 c) folgt zun@chst fSr G = FU , dass 

die Klasse { GBIB~A ~} dicht in A T ist. Da diese in Ob ~' enthalten ist, so ist folg- 

lich such ~' c A T dicht (3.9). Es genSgt daher wsgen 3.9 zu zeigen, dass ~ bei allen 

FA , A ~ ~, dicht ist. Nach 7.4 ist ~(~) in ~ dicht. Da F kostetig ist, gen6gt es 

daher zu zeigsn, dass f~r jades A e ~ der Funktor 

A_.((x)/A ---,KIFA , (Xv, ×V" ~'~ A) ~ (FXv,FX v F~,> FA) 

kon~nal ist. Dies ergibt sich lsicht, well alle FX ( ~ wegen [FX,-] = [X,U-] ~-pr~- 

sentierbar sind und deshalb Hijektionen 

lira [FX,FXv] ~--~[FX,IAm FXv] : ~X,FA] 

induzieren. 

Es ble±bt zu zeiqen, d~ss A_ ~ kovollst~ndiq ist. Daf@r k6nnte man das Vollst~ndig- 

keitstheorem yon Barr [4] [~] oder Schubert [~] anwenden. Wit geben hier einen anderen 

Beweis, dsr zeigt, wie sich die "algebraische Struktur" von ~ auf A_ ~ @bertr~gt. 

Sei ~ eine Mange von Morphismen in [~(~)°,Me] dsrart, dass St~(~)°,Mee] = 

"Stz[~(~)°,~ , vgl. 8.2 d)- Sei L : [~(~)o~ _~[K_O~ die Kan'sche Koerweiterung 

bezaglich F : 3(~) --~ und ssi LZ das Bild yon Z in [~°,Me] o Ein Funktor 

H : K ° -~Me ist wsgen [Ld, H] ~ [d,H-F] , ~E ~, genau dann L~-stetig, wenn 

H-F : ~(~)°-~M_~e ~-stetig ist. Die Inklusion I : ~(~) -~ induziert sine Aequivalenz 

o AT I. : ~-~S~[~(~) ,M_~e] , A ~[I-,A] (7.9). Ebenso gibt die Inklusion d : K -~ wegen 
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3.4 und [JF-,B] ~ [I-,UB] , B E A "P , Anlass zu einem volitreuen Funktor 

j. : --A'IP --~ 5tL2[__ Ko,Me] , B ~[J-,B] . na StL~[K°,~ iokai pr~sentierbar ist (8.5) , ge- 

n@gt es zu zeigen, dass J. eine Aequivalenz ist. Wit beweisen dies mit Hilfe des Dia- 

gramms 

_A Z .  • = 

Aft u . , .  = 

in welchem 

FBr A e A 

R die "Restriktion" H'-~H.F bezeichnet. 

und v = (Av,A v ~' ~ A) ~ 3 (~ ) /3  g i l t  

LI.A = LI. lim A 
y 

l im L [ - ,Av]  ~ l im [ - ,FAy]  ~ [ J - , l i m  FAy] = J.FA 

(F~r L [ - ,Av]  ~ [ - ,FAy]  vg l .  2 .2) .  Fo lg l i ch  b i /de t  L die Unterkategorie 5t~[~(~)°,Me] 

in 5tL~[~°,~ ab. Sei im(~ T) die volle Unterkategorie yon StL~[~°,~ bestehend 

aus allen Funktoren, welche zu einem Funktor J.B , B ~ ~",isomorph sind. Oann ist mit 

U auch der i,duzierte Funktor I.UJ: 1 : im(~ T) -~5~[~°(~),M_~ tripleable, dessen 

Linksadjungierter J.FI~ 1 ist (beachte, dass J* volltreu ist). Aus LI. ~ J.F und 

I.U ~ RJ. folgt, dass I.UJ: 1 : im(~ T) -, 5~[~°(~),~ isomorph zur Einschr~nkung yon 

R : S t L ~ [ ~ ° , ~  -~ S'LI . . [~(~)° ,~ auf im(~ '@') i s t .  Folglich gilt im(~ T) = S t L ~ [ ~ ° , ~  

genau dann, wenn R tripleable ist. 

Das letztere zeigen wir nun mit Hilfe des Kriteriums von J. Beck [~ ]. Da F : ~(a) -~ 

surjektiv auf den Objekten ist, so reflektiert R Isomorphismen. Wegen der Kovollst~n- 

5 _o digkeit yon tL~EK ,Me] gen@gt es deshalb zu zBigen, dass R rechtsexakte Folgen 

f 
H1 7 Ho P-~H 

wieder in solche 8berfShrt, falls es einen Morphismus h : RH -~RH in S~[A(~)°,Me] 
o l -- -- 

gibt derart, dass (Rf)h = idRH und (Rg)h(Rf) = (Rg)h(Rg) . Da die Inklusion 
o 

St~[~(~)°,M_~ _~[~(~)°,Me] zusammenzlehbare Kokerne erh~lt, so ist der in [~(~)o,~ 
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definlerte Funktor 

~(~)°-~M_.~e , X ~,Koker(Rf(X),Rg(X)) 

~-stetig. Dieser ist abet die "Restriktion" yon Koker(f,g) ~ [K_°,M_~e] . Folglich liegt 

Koker{f,g) bereits in der Unterkategorie StL [K°,~ , weil diese aUG denjenigen Funk- -- 

toren K__°-~M_.~e besteht, deren Zusammensetzung mit F : ~(~) -~ ~-stetige Funktoren 

~(~)°-~M~e ergeben. Folglich gilt H ~ Koker(f,g) und RH ~ R Koker(f,g) = Koker(Rf,Rg). 

10.7 Bemerkunq Aus 10.6 erh~lt man eine Beschreibunq derjeniqen kontravarianten 

mengenwertiqen Funktoren suf der Kieisli Kateqorie, welche den T-Alqebren in A entspre- 

chen. Sei T ei___nn Tripel in ein4r lokal ~-pr@sentierbarep Kateqorie A mit der Eiqen- 

schaft ~r) ~ ~ . 5ei ~ eine Menqe ~9~ Morphismen i_~n [3(~)°,Me] mit der Eiqenschaft 

S~[~(~)°,M_~.e] = St~(~)°,M_~ ~A . Sei d' : ~'c A T die Inklusion der vollen Unterka- 

teqorie~ bestehend aus den freien Alqebren FA , A ~ ~ , und sei 

EF : [~(~)o Me ] _~[~,o~ die Kan'sche Koerweiterunq b@z~qlich F : ~(~) -~' , X~FX. 

Dann induziert der Funktor 

eine Aequivalenz yon A ~ Bur die voll~ U nterkateqorie derjeniqen E~-stetigen Funktoren 

K '° -~Me , deren Zusammensetzun q mit A -~K' A ~FA 0~-kofiltrierende Kolimites erh~lt. 

Dies ergibt sich aus dem Beweis der Kovollst@ndigkeit yon AT in 10.3 (iii) >(v). 

10.8 Korollar. Sei ~ e in Tripel mit Rang in einer lokal pr@sentierbar9 p Kateqorie ~ . 

Dann ist A ~ lokal pr~sentierbar, uqd e s qilt 

10.9 Beispiel. EilBnberg Moore [~], Barr [@]. 5ei R eine assoziative Koalgebra in 

der KBtegorie ~ der A-Moduln, wobei A ein kommutativer Ring mit Eins ist. Mit UR 

bezeichnen wit den unterliegenden A-Modul yon R . Die Koeins UR-~A und die Komulti- 

plikation UR -~UR @ A UR induzieren nat~rliche Transformationen id A ~[UR,-] und 
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[UR® A UR,-] -~[UR,-] . Diese erm8glichen es, den Funktor T : A-*A , A ~[UR,A] zu 

einem Tripel T zu erg~nzen. EineT-Algebra heisst bekanntlich ein Kontramodul ~ber 

Nach 10.3 i) ist A T lokal ~-pr~sentierbar, wobei ~ = ~(UR,~} . 

R . 

i0.I0 

A = Me 

Die beiden folgenden Aussagen sind sine Art Umkehrung yon 10.8 f~r den Fall 

bzw. A =TTMe. , wobei Me. = Me . Die Beweise sind trivial. 

Ist A sine lokal pr@sentierbare Kategorie und I : X ~ A die Inklusion einer klei- 

hen dichten Unterkateqorie, dann sind die Funktoren 

u2 : 4_~[x°,M_~] , A ~ [ I - , A ]  

U 1 : [X_°,M~e] - ~ [ 0 b  X ° , ~  , t ~ t l 0  b X o 

t r i p l e a b l e ,  v g l .  J .  Beck, Lec tu re  Notes,  r e1 .  80. Zudem i s t  U 2 v o l l t r e u  und des yon 

in [X°,Me] induzierte Tripel T 2 ist idempotent und E(~ 2) : sup £(X,A) . (Beachte 
. . . . . . . . . . . .  ×EX 
[Ob X_°,M_ee] ~ T~Mex , wobei M~ x : M__ee ). 

×q 

Falls A einen dichten Generator X bes~tzt, dann ist A isomorph einer vollen ko- 

A = [ X , X ]  . reflexiven Unterkatsqorie de_~rKategorie der A-Mengen , wobsi 

U 2 

Wir bemsrken noch, dass ~ einen dichten Generator besitzt, wenn ~ sine regulars Gene- 

ratorenmenge M besitzt derart, dass [U,U'] ~ f~r U,U' ¢ M . vgl. 7.5z3-$0- 

I0.ii S a t z .  Sei 

T : [Xg, ~ -~ [~o~ 

eine kleine Kateqorie und ssi T sin Tripel i__~n [~o,~ . Falls 

k ostetiq ist, dann ist der Funktor 

, B 

sine Aequivalenz. Dabei ist J : ~ ~[X_°,M._ee] qr die Inklusion der vollen Unterkatsqorie 

der freien Alqebren F[-,X] , X ~ X . 

Beweis .  Dies folgt direkt eus 4 .3 ,  w e l l  U : [ X ° , M e ] T - - ~ [ X ° , M e ]  kostetig ist ( v g l .  1O.6 

(i)< >(iii) ) und weil die Funktoren ~F[-,x]IX~_X}eine echte Generatorenmenge in 

[X°,Me] T bilden. Offensichtlich sind alle Funktoren [X°,M_~T-~Me , 

H ~[F[-,X],H] =~ (UH)(X) kos%etig und [X°,Me] T ist kovellst~ndig. 



~ll Alqebraische Kateqorien 

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Spezialfall yon §8, wo ~ eine kleine Kategorie 

mit ~-Koprodukten und S~[U°,Me] die Kategorie der ~-produkterhaltenden Funktoren 

U S -~M~e i s t .  In Anlehnung an Lawvere [~7 ] ,  L in ton [59 ] ,  Bensbou ~0] nennen w i t  eine so l -  

che Kategorie algebraisch und bezeichnen sie mit 5t~°,~ anstatt mit 5~[uS,Me] . 

wit zeigen, dass algebraische Kategorien dutch die (geringf~gig modifizierten) Axiome yon 

Lawvere [57], Linton [3~] charakterisiert werden, und dass zwei algebraische Kategorien 

5t~°,Me] und 5t~°,~ genau dann ~quivalent sind, wenn die vollen Unterkategorien 

ihrer ~-Projektiven ~qulvalent sind. Ferner ist mit ~ auch St~US,A ~ algebraisch, bzw. 

lokal ~-pr~sentierbar. 

II.I 5ei ~ eine beliebige Kategorie. Bekanntlich heisst ein Morphismenpaar 

fl,f2 : R ~X eine Aeguivalenzrelation, wenn fSr jedes Y ~ ~ die Abbildung 

([Y,fl],[Y,f2]) : [Y,R] -~[Y,X]~ [Y,X] 

injektiv ist und das Bild eine Aequivalenzrelation auf der Menge [Y,X] ist. Besitzt 

endliche Limites, so ist (fl,f2) bekanntlich genau dann eine Aequivalenzrelation, wenn 

a) ( f l , f2 )  : R ~X  ~ X ein Monomorphismus is t ,  

b) die Diagonale ( idx, id X) : X-*X ~ X dutch ( f l , f2 )  : R-~X ~ X fak tor is ier t  (Refle- 

xivit@t) t 

c) die Zusammensetzung R (~4'fz)~ X ~ X S-*x ~ X , wobei der Morphismus S "die Fakto- 

ten vertauscht", dutch (fl,f2) : R -~X ~ X 

d) der dutch das kartesische Diagramm 

P 

R 

faktorisiert (Symmetrie), 

R 

X 
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induzierte Morphismus (fiPl,f2P2) : P-~X ~ X dutch (fl,f2) : R -~X ~ X faktorisiert 

(TransitivitBt). 

Daraus schliesst man bekanntlich, dass sin Funktor F : X-~Y Aequivalenzrelationen 

erh@it, wenn ~ endliche Limites besitzt und F endliche Limites erh~lt. Ist F zusAtz- 

lich volltreu, so ist (fl,f2) genau dann eine Aequivalenzrelation, wenn (Ffl,Ff 2) eine 

ist. 

Ein Morphismenpaar gl,g 2 : X' ~X heisst sin Aequivalenzpaar , wenn es sine Zerlegung 

X' P-~R ~X~ mit gl = fl p " g2 = f2p zul@sst derart, dass p sin echter Epimorphismus 

und fl,f2 sine Aequivalenzrelation ist. 

Ist gl,g 2 bereits sine Aequivalenzrelation, damn ist in jeder Zerlegung p monomorph 

und folglich ein Isomorphismus. 

Falls X ~ X existiert, dann ist die induzierte Zusammensetzung X' P R (~'~) > X ~ X 

die Zerlegung yon (gl,g2) " X' -~X ~ X in einen echten Epimorphismus und einen Monomor- 

phismus. 

Ein Aequivalenzpaar gl,g 2 : XI~X heisst effektiv, wenn in der obigen Zerlegung die 

Morphismen fl,f2 : R -~X das Kernpaar sines Morphismus X-~Y sind. 

Sei ~ sine Kategorie mit Kokernsn und Kernpaaren und sei gl,g 2 : X' _~X ein Mor- 

phismenpaar und q : X-*Koker (gl,g2) die kanonische Projektion. Es ist leicht zu sehen, 

dass gl,g 2 : X' ~X qenau dann ein effektives Aequivalenzpaar ist, wenn der kanonische 

Morphismus X' -~XITX sin echter Epimorphismus ist, wobei Y = Koker(gl,g ~) . 
Y 

ll.2 Definition. Ein Objekt X ¢ ~ heisst pro.~ektiv, wenn der Funktor IX,-] : X-~Me 

regul@re Epimorphismen erh@lt. 

11.3 Satz. Seien ~_~-~ requl@re Kardinalzahlen. Sei U sine kleine Kateqorie mit 

~-Koprodukten und sei B lokal ~-pr~sentierbar (bzw. ~-erzeuqbar). Dann ist auch 

S~U_°,B] Iokal 8-pr@sentierbar (bzw. ~-erzeuqbar) u nd die Inklusion 

I : St~°,B] -~[~°,B] erhMlt ~-kofiltrierende Kolimites (bzw. mon omorphe ~-kofiltrieren- 

de Kolimites). Sei ~ Z ~ . Falls ~-Produkte re gul@re E pimorphismen in B erhalten, s__oo 
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gilt dies auch in 5t~o,B] . Unter dieser Voraussetzunq qilt fernsr: 

a) Die Inklusion I : 5t~°,B] -~[U__°,B] erh@it und reflektiert requl~re Epimorphismen. 

b) deder echte £pimorphismus i__nn 5t~uO,B] ist requl@r, wenn dies in B der Fall ist. 

c) Besitzt B eine echte Generatorenmenqe M , bestehend aus projektiven ~-prAsentierba- 

ten (bzw. pro jek t iven ~-erzeuqbaren) Objekten, dann t r i f f t  dies auch fQr St~U_°,B] z_~u. 

d) I s t  i n  B jede Aequivalenzrelation e f f e k t i v ,  dann i s t  dies auch in 5 t ~ ° , B ]  der 

Fall. 

11.4 Bemerkunqen. a) Wenn B = Me ist, dann sind die Voraussetzungen yon 11.6 und 

ll.6a)-d) fur beliebige a,~,~ erfBllt. 

b) Wenn ~ sine Garbenkategorie ist, dann sind die Voraussetzungen von ll.6, ll.6a,b,d) 

for ~ = ~ = ~ erfBllt. 
o 

c) Falls in B f~r jeden regul~ren Epimorphismus B' -~B und jeden Morphismus B" -*B 

der kanonische Morphismus B' ~ B" -~B" wieder sin regul~rer Epimorphismus ist, dann 
B 

folgt °°6 d ss di ee Eigens heft aoch in gilt M Tie oey be ie , d ss 

sine additive Kategorie mit Kernen und Kokernen genau dann abelsch ist, wenn sis diese 

Eigenschaft besitzt und ausserdem jede Aequivalenzrelation effektiv ist. Erf@llt die lokal 

8-pr@sentierbare (bzw. ~-erzeuqbare) Kategorie H diese beiden Bedinqunqen, dann ist 

folqlich die Kateqorie der kom~utativen Gruppenobjekte yon B abelsch (well sis f~r ein 

gesignetes ~ zu 5t~°(~°,~) ~quivalent ist). 

11.5 Beweis yon 11.3. Wenn B Iokal ~-pr@sentierbar ist, so folgt aus 8.7, dass 

o 
S U ,~ lokal ~-prBsentierbar ist, und dass die Inklusion " I ~-kofiltrierende Kolimi- 

tes erh~lt. 

Wenn B lokal ~-erzeugbar ist, sei v ~F ein monomorpher ~-Kofilter yon Funktoren 
v 

F v E St~U°,B~_ und (Uj)~, d eine Familie von Objekten aus --U mit der Eigenschaft 

IJl < ~ . Nach 5.2 gilt 
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o 
Dies zeigt, dass der Funktor U N~lim r (U) zu S U ,B] 

monomorphe ~-kofiltrisrsnde Kolimites erh@lt. 

geh@rt, und dass I folglich 

Ist M sine schte Generatorenmengs von _B , so bildsn die Funktoren 

u ° II V @ [-,U] : -- -~B , X ~ V mit U ~ U und V ~ M eine echts Generatorsnmsnge 
[ x, u] 

in [U°,B] . Dies folgt leicht aus dem Yoneda-Lemma ([ ], introd.) 

Iv  ® [ - ,U] ,G]  ~ [v,Gu] , 

wobei G E [~°,B] einen bslisbigen Funktor bezsichnet. Sind die Objekte V £ M ells 

~-pr~sentisrbar (bzw. ~-srzeugbar) in ~ , so sind dis Funktoren V® [-,U] ~-pr~ssntisr- 

bet Ibzw. ~-erzsugbo~l in [U_°,B] . Ist L : [~o~ ~St~o~] sine Ko=eflexion ood 

F ¢ St~°,B] , so schliesst man leicht aus 

[L(V ® [-,U]),F] E Ev ~ [-,u],IF] -~[V,IF(U)] 

class LM = {L(V ~ [- ,U]) I V ¢ M, U~ U}  eine echte Generatorenmengs in St~U°,H] is t ,  

~nd dess d ie L(V ® [ - ,U] )  ~-p~asentie~be~ (bz~. ~-e~zs,,gb~) in St~_U°,_~] sind, f~ l ls  

des entsprechende fBr dis Objekte V 

bar, falls ~ ss ist. 

a) Sei p : F-~F' sin Morphismus in 

in H_ gilt. Insbesondere ist St~US, ~ ~-mrzeug- 

StjL~U °,H__] und fl' f2 : R ~ F sein Kernpaar. Sei F" 

der Kokern yon (Ill,If 2) in [~o,~ , d.h. F" ist der Funktor ~o_~ , 

U ~Kok (fl(U),f2(U)) zusammen mit der kanonischen Projektion q : F-~F" . F@r jede 

Familie (Uj)j~j yon Objekten aus ~ mit der Eigenschaft IJD < ~ sind dis ersten bei- 

den senkrechten Pfsile des Diagramms 

R (J~uj) ~ J ) F (~.~Uj) ~ F" (~U. 

~II~cu.l ,T[. ~"%1 

Isomorphismen, die obsre Zeile ist rechtsexakt, und ~f. (U . ) ,~ f~(Uj ) )  
j ~  a j~  ist das Kernpaar 
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yon ~q(U.) . Nech Voraussetzung ist ~Tq(U.) ein regul§rer Epimorphismus. Deshalb ist 
J a J a 

auch die untere Zeile rechtsexakt und der dritte senkrechte P?eil ein Isomorphismus. Folg- 

0 O 
lich gehBrt F" zu S%~U ,B~ und F" ist auch der Kokern yon (fl,f2) in St~ ,B] . 

Dies zeigt, dabs die Inklueion I regul&re Epimorphismen erh~it und reflektlert. 

Hie  oB folgt  uch o° ittelba , daeB in  -P odokte regulate Epimorphismen 8r- 

helten. 

b) Es i s t  zu ze igen,  dasa m i t  

Nach a) Bind l(p) und l(q) 

l ( p ) - l ( q )  = l (pq) Bowie pq . 

c) Wenn V e M projektiv in B ist, dann ist f@r jedes U E U der Funktor V ® [-,U] 

auf Grund des Yoneda-Lemmas projektiv in [uS,M~e ] . Weil die Inklueion I regulate Epi- 

0 
morphismen erh@lt, so ist L(V @ [-,U]) auch in St~U ,B] projektiv. 

d) Nach ll.1 erh~lt die ~nklusion I Aequivalenzrelationen. let fl,f2 : R ~_~ F eine 

o 
Aequivalenzrelation in 5t&%U ,~ , dann ist I(fl),I(f 2) : I(R) ~I(F) nach Vorausset- 

zung dab Kernpaar eines Morphismus I(F) -~6 in [u°,Bj , und folglich auch der kanoni- 

echen Projektion I(F) -~Koker (I(fl),I(f2)) . Nach a) ist der Funktor 

u ° _ Koker(I(f~),I(f2) ) : -~B ~-produkterhaltend und somit ist fl,f2 : R ~F das Kernpaar 

yon F-~Koker ( I ( f l ) , I ( f 2 ) )  in  St~°~U_O,B_] . 

ii.6 Satz. 5ei ~ eine requl~re Kardinalzahl und sei A eine Kateqorie mit einer Men qe 

M c Ob A derart, dass in A ce-Koprodukte vo__nn Objekten aus M existieren. Sei 

I : U -~ A die Inklusion der vollen kleinen Unterkateqorie, bestehend aus allen solchen 

~-Koprodukten. 

Der Funktor 

oz~  r~  ~ 

regul@re Epimorphismen, und f o l g l i c h  auch 

~E I-,A] s t & l u - , M e j  , A 

~s~ ~enau dann e ine Aequiva lenz,  wenn d ie  fo lqenden Bedinqunqen e r f @ l l t  sind~ 

a) A b e s i t z t  b e l i e b i q e  Koprodukte vo__n Objekten e.P~@ M eowie Kokerne yon Morphismen~ 

paaren zwischen solchen Koprod.ukten. 
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b) M ist eine echte Generatorenmenge in A . 

c) Jedes V e M .~@t projektiv und ~-pr~sentierbar in 

d) dede Aequivalenzrelat£.pn in A ist effektiv. 

A . 

Beweis. Wegen ii.3 und 11.5 gen@gt es zu zeigen, dass die Bedingungen a)-d) hinreichend 

sind. 

Nach 1.12 und 7.5 ist ~ dicht in ~ , und die Objekte aus ~ sind ~-pr@sentierbar und 

projektiv in ~ . Nach 1.12 ist ~ kovollst~ndig und vollst@ndig. Der Funktor 

G : ~-~St~U_°,~ , A ~[I-,A] ist volltreu (3.5) und nach 2.7 besitzt er einen Koad- 

.. • U 0 jungierten L n@mlich die Kan'sche Koerweiterung Ey(I) : Sty_ ,~ -~ , wobei 

Y : ~-* St~°,~ die Yoneda Einbettung ist. DB die Zusammensetzung 

GI : U-~A-~St~UZ,Me] ~-Koprodukte erh@lt (sie ist mit Y identisch) und da jedes UE~ 

in ~ 0~pr~sentierbar ist, so erh@lt G : ~-~5t~U.°,Me] bBliebige Koprodukte yon Objek- 

ten aus ~ . Folglich ist fBr jedes Koprodukt n[-,Uv] in St~°,~ der Adjunktions- 
v 

morphismus n[-,Uv] ~GL(~-,Uv]) ein Isomorphismus. F5r jeden Funktor F ~ 5t~°,~ 
Y y 

[-,U ] ° gibt es regul@re Epimorphismsn p :J~-,Uv]-~F und q : ~  -*R in 5 t ~  ,Me] , 
V 

wobei pl,p 2 : R-~[-,Uv] dab Kernpaar yon p ist. 5ei @l = Pl q und ~2 = P2 q " Im 

Diagramm 

G L ( ~ - , U g ] ) ~ G L  - Uv]) GLp ~ GLF 

sind wie angedeutet zwei der Adjunktionsmorphismen Isomorphismen und die obere Zeile ist 

rechtsexakt. Wit zeigen nun, dass die untere Zeile ebenfalls rechtsexakt ist. Hieraus 

folgt dann, dass auch F -~GLF ein I somorphismus ist und somit G : A-~ 5t~ U~,Me] und 

regu la te  Epimorphismsn (11°3 a))  und ausserdem i s t  in  A j ede r  echte Epimorphismus regu-  
q' (p' 

IMr (I.12). 5ei F ° =~[-,Uv] und F 1 =I I[-,U ] und sei LF] ) 5 4 ,F~I), LF I~LF 
V ~ o o 
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eine Zerlegung yon (L~I,L~2) : LF I -~LF ° ~ LFo in einen echten (= megul@ren) Epimorphis- 

! ! mus und einen Monomorphismus. Dann ist such (GpI,GP2) 0 Gq' sine solche Zerlegung von 

(GL@l,GL@ 2) : GLF I -~GLFoTr GLF ° und sis stimmt bis auf Isomorphie mit der Zerlegung 

F ~ R  (~'Pz) • Fo ~ Fo yon (~1'@2) : Fl-~Fo ~ Fo @herein, d.h. die Adjunktions- 

~-*GLF und Fl~-~GLF l geben Anlass zu einem kommutativen Diagramm morphismen F ° o 

q (P4,Pz) 
0 0 

GLF1 l~q' > G5 (GP'I~GPa) > GLF IT GLF 
O O 

Als volltreuer und stetiger Funktor reflektiart G Aequivalenzrelationen (ii.i). Folglich 

ist mit R-~F und G5~GLF auch S~LF sine Aequivalenzrelation. Nach Voraus- 
0 o O 

setzung sind in ~ Aequivalenzrelationen effektiv und somit ist das Paar S~LF das 
o 

Kernpaar seines Kokerns LFo -~LF (beachte, dass LFI~LFo -~LF rechtsexakt und 

q' : LFI-~5 ein regul@rer Epimorphismus iat). Da G regul@re Epimorphismen erh@lt, so 

folgt hieraus die Rechtsaxaktheit yon 5LFI ~GLFo ~5LF . 

Ii.7 Bemerkunq. Men kann im 5atz I1.6 die Bedingung c) ersetzen dutch 

c') E_~s gilt I MI < ~ und jedes V £ M ist projektiv und 0~-erzeugber in ~ . 

Die in 7.5 und 11.6 gegebenen Beweise lasaen sich n@mlich leicht auf diesen Fall aus- 

, U v ~ M , der monomorphe ~-kofiltrierende Kolimes 

d ~ N und Idl ~ ~ ist. Die Teilkoprodukte sind 

auftretende Summand auch in I IU. vorkommt. Der 

I I dehnen, weil j mdes Koprodukt I U v 
~ N  

ge~isser Teilkoprodukte I I U . mit 
~ed J 

so zu w§hlen, dass jeder in I IU 
~eN v 

kanonische Morphismus I IU.-~ ~U v 
j,d a ~IN 

sitzt. 

j~J J 

ist dann monomorph, wail er eine Retraktion be- 

Aus _A =~ St~U_°,M~ und 8.5 b), 5.2 folgt dann, dass die Objekte aus U ebenfalls ~-pr~- 

sentierbar in A sind. 
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ii.8 Korollar. Ist A alqebraisch, dann much St~U_.°,A~ . Ebenso ±st jede volle kore- 

flexive Unterkateqorie B von A alqebraisch, vorausqesetzt die Inklusion I : B --~A 

erh~lt requl~re Epimorphismen un___d_d ~-kofiltrierende Kolimites (fOr irgend ein ~). 

Dies folgt unmittelbar aus ll.3 und ll.6. 

i1.9 Definition. Oer pro iektive Pr@sentierunqsrang ~p(~) (bzw° Erzeugunqsran q ~p(~) ) 

miner algebraischen Kategorie ~ ist die kleinste regulBre Kardinalzahl ~ derart, dass 

es in ~ mine echte Generatorenmenge M gibt, wmlche aus projektiven ~-pr@sentierbaren 

(bzw. ~-erzeugbaren) Objekten besteht. 

Es gelten natBrlich die Beziehungen ~p(~) ~ ~p(~) ,~(~)~ ~p(~) und E(~) ~ ~p(~)- 

Falls es in A mine echte Generatorenmenqe M gibt, welche aus ~p(~)-erzeuqbaren pro- 

jektiven Objekten bmsteht derart, dass IM~ ~ Ep(~) , damn qilt ~p(~) = Ep(~) , vgl. 

ii.7. FOr die von Lawvere [37], Linton [39] betrachtmten algebraischen Kategorien ist 

dies praktisch immer der Fall, nicht abet f~r diejenigen von Benabou [lO]. 

ll.lO Sei ~ mine algebraische Kategorie mit miner echten Gmneratorenmenge M besteh- 

end aus ~-pr~sentierbs~en Projektiven. Aus 7.6 folgt leicht, dass sin Objekt U E ~ genau 

dann projektiv und ~-pr~sentierbar ist, wenn U Retrakt eines ~-Koproduktes yon Objekten 

aus H ist. Folglich ist die volle Unterkategorie A (~) der ~-pr~smntierbaren Projek- 

tiven in ~ klein und unter ~-Koprodukten und Retrakten abgeschlossen (vgl. 2°14 a)). 

Aus ii.6 folgt daher ~ ~ St~(~)°,M_~ . Insbesondere sind zwei algmbraische Kategorien 

A und A' mit ~p(A) ~ ~ ~p(A') gmnau dann ~quivmlent, wenn A (~) und A'(~) ~qui- -- _ -~ --p 

valent sind. Ist umgekehrt ~ mine kleine Kategorie mit ~-Koproduktmn und Retrakten, 

dann i n d u z i e r t  d i e  ¥oneda E i n b s t t u n g  ~ - - ~ S  ~ ,M..~e] s i n e  A e q u i v a l e n z  yon ~ a u f  d i e  

volle Unterkategorie der ~-pr~sentierbaren Prmjektiven in St.~°,Hs] 

o 
Die Abbildunqen A ~A (~) und U MS O ,M_~ sind daher zueinander inverse Biiek- 

tionen zwischen Aequivalenzklassen vo_~n alqebraischen Kateqorien A mit IYp(A) ~ ~ und 

Aequivalenzklassen yon kleinen Kateqorien mi___~t ~-Koprodukten und Retrakten. 

Zum Beispiel ist das Einheitsintervall I in der Kategorie KqmpO sin 
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@l-Pr@sentierbarer projektiver regul~rer Generator (6.5 c), Lsmma yon Tietze). Ist 

2 i n . .  ~o die voile Unterkategorie yon Komp , bestehend aus I,I .,I so erh~it man aus 

ii. 6 die "bekannte" Aequivalenz .Komp °~ 5t~[~,M_~ , K ~ [ K,-] . 

ll.ll Bemerkunqen. 

a) F@r den Satz ll.3 kann man zum Tail einen direktem Beweis geben, der sich nicht auf 

Satz 8.7 st@tzt und yon selbst@ndigem Interesse ist. 

Sei ~ sine regulars Kardinalzahl oder ~ =~und sei ~ eine Kategorie mit ~-Koproduk- 

ten, welche eine Menge M ~ 0b ~ zul~sst derart, dass jedes 0bjekt in ~ Retrakt eines 

~-Koproduktes von 0bjekten BUS M ist. (Der Fall ~ = ~ entspricht den "varietal alge- 

braic categories" von Linton [5~]). 5el B eine vollst@ndige Kategorie mit Kokernen, in 

welcher ~-Produkte regul@re £pimorphismen erhalten und jedes 0bjekt nut eine Mange von 

o 
regul@ren Unterobjekten besitzt. Dann ist auch St~ ,Bj sine vollst~ndiqs Kateqor~e 

mit Koksrnen und es g elten di_~e Aussaqen a), b) undd) yon ll.3. 

Beweis. Zun~chst ist klar, dass St~°,B] vollstBndig ist, und dass die Inklusion 

I : 5t~UZ,B j .~[~o,~ ststig ist. wit zeigen nur, dass jades Morphismenpaar 

gl,g 2 : S~F in S U ,B] einen Kokern besitzt, deder Morphismus p : F -~F' in 

St~°,B] mit der Eigenschaft Pgl = Pg2 gibt Anlass zu einem Kernpaar 

fP ~P 1'-2 : R ~F , wobei R ein rsgul~rer Unterfunktor yon F~ F ist. Wail F ~ F nut 
P P 

eine Mange solcher Unterfunktoren hat, so ist lim R wo~Idefiniert, und -- p 
P 

lim fP,lim P P P 1 ~ f2 : lim R ~F ist das Kernpaar des kanonischen Morphismus F -~lim Kok(fl,f2), p 
wobei P P P P Kok(fl,f 2) den Funktor Ug-~ ~ , U ~Kok(flU,f2U) bezeichnet (man beachte, dass 

U ~Kok(f~U,f~U) ~-produktarhaltend ist, wail in ~ ~-Produkte regul@re Epimorphismen 

P Der gesuchte Kokern yon (gl,g2) in srhalten). 5ei fl = lim~ flP und f2 = ~p f2 " 

st~°.~ ist der Fuoktor U_°~, U ~Kok~qU,~2Ul, d~ aos de~ gl~i~h~n ~ru~d wis 

vorhin Kok(fl,f 2) bereits zu 

Die Aussagen a), b) und c) yon ii.3 beweist man nun wie in ll,5. 

Falls in ~ zus@tzlich jeder "pullback" sines regul@ren Epimorphismus wieder sin re- 

gul@rer Epimorphismus ist, dann gilt dies auf Grund der obigen AusfShrungen auch in 
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0 
5t~U ,~ . Ist ausserdem in ~ jede Aequivalenzrelation effektiv, dann folgt wie in 

11.4 c), dass die kommutativen Gruppenobjekte von B eine abelsche Kateqo!ie bilden. 

b) Voraussetzungen wie zu Beginn von a). Der Funktor 

M 

reflektiert Isomorphismen. Ausserdem folgt leicht aus 11.5 a) und 11.11 a), dass eine 

Aequivalenzrelation fl,f2 : R ~F in St~°,B~ effektiv ist, wenn ~fl,~2 effektiv 

ist, und es gilt dann Kok(~fl,~Z) ~ ~Kok(fl,f2) . Offensichtlich ist das Paar ~fl,~f2 

effektiv, wenn es zusammenziehbar ist (cf. Duskin [I#] 2.0). Der Funktor ~ ist daher 

nach Duskin [~S] 3.0 qenau d ann tripleable, wenn er einen Koadjunqierten besitzt. Ist 

kovollst@ndig, so besitzt ~ einen Koadjungierten, wenn die Inklusion I einen solchen 

besitzt. (Man beachte, dass ~ die Zusammensetzung der evidenten Funktoren 

st lu_O,  
M 

ist, wobei M die yon M erzeugte voile Unterkategorie yon ~ bezeichnet.) Dies ist 

zum Beispiel der Fall, wenn ~ ~ und B = Me , Linton [39], oder wenn ~ <~ und 

eine lokal ~-pr@sentierbare Kategorie ist. Der Pr@sentierungsrang des yon ~ in TT~ 

M 
induzierten Tripels ist ~ sup(~,~) . 

F@r den Rest von b) setzen w~r we.iter voraus, ~d.a.ss @ e.inen Koad.junqierten besitzt 

und dass i._~n ~ .A.equivalenzrelationen effektiv sind. Ferner sei IM~ : i und M = ~V} . 

(Man kBnnte stattdessen auch voraussetzen, dass [V,V'] @~ f@r jedes Paar V,V' ~ M ). 

Sei ~ @quivalent einer Kategorie ~r wobei ~ ein Tripel in einer Kategorie C mit 

Faserprodukten ist. Mit Hilfe des vorhin erw@hnten Kriteriums von Duskin kann man leicht 

zeigen, dass die.Zusammensetzunq ~ der "unterlieqenden" Funktoren 

wieder tripleable is_t.t. (Man beachte, dass ~ regul~re Epimorphismen erh~lt und in 

5t~OS,~] Aequivalenzrelationen effektiv sind). 
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Hieraus folgt z.B. f@r A = Me und IT(~<~ die Existenz dee Tensorproduktee yon alge- 

braischen Theorien (Freyd [I~]). 

Als illustrierende Beispiele f6r a) und b) nennen wit B = Garben , ~ =~o und 

eine algebraische Kategorie mit ~p(~) ~ ~ .  

c) Die Axiome ll.6 a)-d) f@r algebraische Kategorien ~ sind etwas schw~cher als dieje- 

nigen yon Lawvere [37], Linton [39] . Statt eines regul@ren gen~gt ein echter Generator 

U e ~ , und [U,-] : A-~Me braucht regul~re Epimorphismen nut zu erhalten (abet a priori 

nicht zu reflektieren). Ebeneo ist es 5berfl@ssig in ~ die Existenz von Faserprodukten 

zu verlangen. 

Vom axiomatischen 5tandpunkt aus gesehen, besteht der Unterschied zwischen den algebrai- 

e~hen K~tagorie~ ~on Lap.ere [~j ~d ~enaboo [~0] ledig:ich darin, da~a der ~ate ai~h 

auf einen echten projektiven ~o-Pr~sentierbaren Generator beschr~nkt, w~hrend der letztere 

eine Mange yon solchen Generatoren zul@sst. Oder, noch anders ausgedrGckt: Die Lawvere' 

schen Kategorien sind tripleable @bet M_~e mit Rang ~)#o ' w@hrend diejenigen yon Benabou 

tripleable @bet einem Produkt ~TM_~e mit Rang ~o sind. 

M 

d) Seien U' : ~' -~ und U : A ~Me "tripleable" Funktoren mit Pr~sentierungsrang 

~ . Aus ll.6 folgt leicht, dass die Zusammensetzung genau dann "tripleable" ist, wenn 

(i) ~' Kokerne yon Kernpaaren besitzt, 

(ii) U' : ~' -~ Kernpaare reflektiert, 

(iii) U' : ~' -~ regul~re Epimorphismen erh@lt. (vgl. auch Schubert [~]) 

Ist zum Beispiel U : A ~Me der unterliegende Funktor von A-Moduln zu Mengen und 

U' : ~' -~ der Vergissfunktor yon Kontramoduln 5bar einer Koalgebra R zu A-Moduln 

(10.9), dann folgt hieraus, dass die Kontramoduln genau dann tripleable @bet M_ee sind, 

wenn der unterliegende A-Modul yon R projektiv ist. (Man beachte, dass die Zusammen- 

setzung A -~F'A' U' -~ der Funktor [R,-] : A-~A ist, vgl. 10.9). Die Kategorie der 

Kontramoduln ist jedoch f~r beliebige R iokal~(R,~)-pr@sentierbar. 

e) Es gibt viele Beispiele yon lokal pr@sentierbaren Kategorien, die nicht zu einer 
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Kategorie St~!,~ von ll.6 @quivalent sind, entweder weil nicht jeder echte Epimor- 

phismus regul~r ist (z.B. Kat), oder well es nicht gen@gend viele Projektive gibt (z.B. 

Garben, abelsche Torsionsgruppen), oder auch, well nicht alle Aequivalenzrela%ionen effek- 

%iv sind (z.H. torsionsfreie abelsche 6ruppen). 



~12 Garben 

In diesem Abschnitt untersuchen wit den 5pezialfall yon ~ 8 , wo ~ eine Mange yon 

O 
Monomorphismen in einer Kategorie [~o,~ ist, ~ klein. Wit zeigen, dass 5tZ[~ ,~ 

sine Garbenkategorie ist, wenn ~ unter Basiswechsel bez~glich darstellbaren Funktoren 

stabil ist. Hieraus leiten wit die Grothendieck-Giraud'sche Konstruktion der assoziierten 

Garbe her und zeigen damit, dass f~r eine Garbenkategorie oder sine lokal ~o-Pr@sentier- 

bare Kategorie ~ der Funktor "assoziierte Garbe" [UZ~A ~ -~5tZ[~°,A] , F ~F mit end- 

lichen Limites kommutiert. 

12.1 Sei ~ s ine k le ine  Kategor ie und T s ine Klasse von Morphismen in  [ ~ o , ~  . Wit 

er innern daran, dass T abgeschlossen he iss t  ( v g l ,  8 .3) ,  wenn 

a) T a l l e  Isomorphismen enth@lt, 

b) T m i t  zwei Morphismen sines kommutativen Diagrap~s - ~ .  ~-~- such den d r i t t e n  ent -  

h~it. 

c) T unter Kolimites abgeschlossen ist. 

Sei ferner ~ eine Menge yon Morphismen in [~o,~ . Dann gehSrt sin Morphismus ~ ge- 

nau dann mum Abschluss ~ won ~ , wenn die Koreflexion L : [U.°,Me] -~ 5t~Ug, ~ ~ in 

einen Isomorphismus ~berf~hrt (8.5). 

Eine Klasse T yon Morphismen in [U°,Me]_ ~ heisst stabil unter Basiswechsel (bzw. 

under darstellbarem Basiswechsel), wenn in jedem kartesischen Diagramm in [~°,Me] 

R - ) d~ R ) d~ 

F > w~ [ - , u ]  > w~ 

mit ~ such 3 zu T gehBrt. 

12.2 Lamina. Sei T sine ahqeschlossene Klasse von Morphismen i n  [~°,Me] und sei  

die UnterkZasss d erjenigen Monomorphismen in T , deren Wertebereich sin Hom-Funktor 

[-,U] ist, U ¢ U . Fells T unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist, dann ist T 

unter Baslswechsel stabil und es ~ Z = T . Ferner qibt es elne Menqe ~' ¢ ~ derart, 
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Beweis. Die letztgenannte Aussage ist evident, weil ein Hom-Funktor nut eine Menge yon 

Unterfunktoren besitzt und ~ klein ist. 

Sei 

F' - > d~ 

i i 
F ~ - - ~  w~ 

ein kartesisches Disgramm, wobei 

jeden Morphismus u : [-,U] -~F 

Da ~ = lim ~u ' so folgt aus 12.1 c), dass S 

Ist ~ sin Monomorphismus, dann ist ~ in u 

'~= lim ~ zu ~ gehSr t .  

5ei nun ~ : F' -* F 

~ T . Nach Voraussetzung gehSrt fSr jedes U ¢ ~ und 

der kanonische Morphismus ~U: [-'U]~ F F' -*[-,U] zu T. 

zu T gehSrt. 

. FUr E = ~ folgt hieraus, dass 

sin beliebiger Morphismus in T und sei F' ~F" ~F seine Zerle- 

gung in einen regul@ren Epimorphismus und einen Monomorphismus. Aus 8.4 f) folgt ~,~ ¢ T 

und nach dem obigen gehSrt dsher ~ zu ~ . Es genSgt folglich zu zeigen (12.1 b)), dass 

¢ ~. Da T unter Basiswechsel stabil ist, so geh@ren mit ~ : F' -~F" such die kano~ 

nischen Projektionen F' IT F' ~F' zu T . Wegen 12.1m1~) gilt dies auch fSr ihren gemsin- 
T" 

samen Schnitt ~ : F' -~F' FIT F' . Da ~ : F' -~F" der Kokern yon F''~FF' ~-~F' ist und 

der monomorphe 5chnitt ~ zu ~ gehSrt, so folgt aus 8.4 e), dass ~ 6 ~ . 

12.3 Satz. Sei T e~.ne Klasse y.on. M.orphismen i._.n [ ~ o , ~  . Aequivalent sind: 

(i) T ist abqeschlossen und stabil unter darstellbarem Basiswechsel. 

(ii) Es existiert eine ~-stetiqe Koreflexion L : [uO,Me]_ __ __~StT[~O,M_~ und T besteht 

aus allen Morphismen ~ , die von L i_.nn einen Isomorphismus ab@ebildet werden. 

Beweis. (ii) >(i) trivial. 

(i) >(ii) 5ei ~ die Teilklasss yon T , bestehend aus denjenigen Monomorphismen ~ , 

deren Wertebereich ein Hom-Funktor [-,U] , U E ~ ,ist. Aus 12.2 folgt ~ = T und 
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5tZ,[~O,Me ] = 5t~[~°,Me] = 5tT[~°,M_~ . Da ~' sine .enge ist, so folgt die Existenz der 

Koreflexion L : [~°,M~ -~5tT[~°,M_~ , F ~F aus B.a. F~r die ~o-Stetigkeit von List 

moch zu zeigen, dass fSr jades kartesische Diagramm 

F1 ~F2 > F 1 

F 2 > F 

in [U°,M~ der kanonische Morphismus ~ : F I ~ F 2 - * ~ I ~ 2  zu T gehBrt. Dieser i s t  
l 

die Zusammensetzumg der evidenten Morphismen 

F IT F2-~F ~TF -~ ~F 2 ~ " 1 ~ 2  . 1 F ] . ~  2 l 

Da T unter Basiswechsel stabil ist (12,2), so gehSren mit den kanonischen Morphismen 

Fl-~ 1 umd F2-~ 2 auch ~ umd T zu T . Amdererseits gehSrem mit dam kanonischen 

Morphismus F-~ auch die kanomischen Projektionen F ITF ~F zu T , und folglich auch 

ihr gemeimsamer Schmit~ ~ : F -~F IT F (12.1 a), b))o Da das Diagramm 

F1 ~F F2 > F 

F l ~ F 2 -  ) F~TF 

mit den evidenten horizontalen Morphismen kartesisch ist, so folgt ~ E T , sowie 

~ = IC ~ T (12.1  b) > .  

12.4 Lieber Leser, lass Dich von 12.3 nicht zu falschen Vermutumgen verf@hren. Wenn sine 

Menge ~ von Morphismen in [~°,M__~ unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist, damn 

braucht der Abschluss ~ diese Eigenschaft nicht mehr zu besitzen. Nimm zum Beispiel f@r 

sine Kategorie mit einem Objekt U und eimem Morphismus. Dann kann man mit Hilfe des 

Isomorphismus [U°,MB] W -- -- -*M__e , F ~FU den darstellbaren Fumktor [-,U] mit einer eim- 

punktigen Memge identifizieren. Nimm f@r F einen Funktor mit FU ~ ~ ,~} und f~r 

den einzigen Morphismus F -~[-,U] . Damn besteht St[[~°,M__e] nut aus ~ und allen ein- 

punktigem Mengen. Offensichtlich ist die Koreflexion [U_°,M~ -~ 5t~[U_°,M~ nicht 
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• o - s t s t i g ,  was im krassen Widerspruch zu 12.3 stshen wdrde, wenn ~ unter Basiswechsel 

stabil w~re. 

Trotz allem gilt der falgende 

12.5 Satz. Sei Z sine Klasse yon Monomorphismen i__~n [U2, ~ , welchs unter darstell- 

berem Basiawechsel stabil ist. Dann ist ~ unter Basiswechsel stabil und au___ss 12.3 folqt 

dehe_~r, dass sine ~o-Ststigs Koreflsxion [U2,M_~e ] -~ 5t~[_U°,~ existiert. 

Eine Kategorie ~ helsst sine Garbenkateqoris, wenn sis zu elmer Ketegorie 

5t~[U2, ~ @quivalent ist, wobei [ sine Klesse von Monomorphismem ist, welche unter 

darstellbarem Basiswechsel stebil ist. 

12.6 F~r den Bsweis von 12.5 bsn~tigen wir einigs Vorbereitungsn. 

Dsfinition. Eine Klasse P yon Monomorphismen in [~o~ hsisst sine !ppoioqie im 

Sinne yon Gireud, wsnn sis die folgenden Bedingungen erf0llt: 

TI) P enth~it alle Isomorphismen yon [~°,Ms] . 

T2) Fells ~,~ ~ P und ~ definiert ist, damn gilt ~ ~ P . 

Falls ~ sin Monomorphismus ist und die ZusammBnsetzung ~ definiert ist, dann 

folgt aus ~a ~ P und ~ C P , dass ~ ¢ P . 

T3) Elm Monomorphismus ~ : F-~G in [~°,Me] geh@rt zu P , wenn f~r jedes U ~ ~ und 

jeden Morphismus [-,U] -~G der kanonische Morphismus zu F~[-,U] --~G zu P geh~rt. 

T4) P ist unter Besiswechsel stabil. 

Ein Beispiel ist die Klasae der Monomorphismen, welche "couvrant" sind im Sinne yon 

Giraud (vgl. Vsrdier [~] II 3.1). Bez~glich einer Topologis P heisst sin belisbigsr 

Morphismus ~ : F -~G bedsckend , wenn die Inklusion im(~) c-~G zu P gsh@rt, und 

bibsdecksnd , wenn sr bsdeckend ist und ausserdsm der Diagonalmorphismus ~F : F-~F3T F 
G 

zu P geh@rt (vgl. Verdier). Es ist leicht zu sshen, dass die Klasse der bedscksndsn und 

dis Klasss der bibedscksndsn Morphismen untsr Baslswechssl stabil sind° F@r das lstztsrs 
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benQtzt man bei vorgegebenem Basiswechsel ~" : G' -~G 

Qiagramm 

das von 

F' 11" F' ..... ) F'IT F 
G~ ~ G "I 
F' ) F 

induzierte kartesische 

Lemma. Ist P eine Topolo~ie, dann besteht der Abschluss ~ aus allen "Doppeldsckern". 

Beweis. Sei T die Klasse der Doppeldecker. Sei ~ : F-~G bibedeckend. Der kanonische 

Morphismus p : F-~im(~) ist der Koksrn der kanonischen Projektionen F x F ~F , deren 
G 

gemeinsamer Schnitt &F nach Definition zu P gehSrt. Aus 8.4 e) und 8.3 b) folgt daher, 

dess p : F-4im(~) und die Zusammensetzung F P-~im(~) C-~G zu P geh@reno Dies beweist 

T c P . Es genSgt daher zu zeigen, dass T abgeschlossen ist. Hierf@r sind nach dem 

zweiten Teil yon 8.4 die Bedingungen 12.1 a), b) und 8.4 d) sowie die Abgeschlossenheit 

yon T unter Koprodukten nachzuweisen. Die Bedingung 12.1 a) ist trivial. Aus der Eigen- 

schaft T3) yon P folgt leicht, dass P unter Koprodukten abgeschlossen ist° Folglich 

gilt dies such fSr die Klasse der bedeckenden Morphismen. Da in Me Koprodukte mit Fa- 

serprodukten kommutieren, so folgt hieraus leicht, dass T unter Koprodukten abgeschlos- 

sen isto 

Wir beweisen nun 12.1 b). Zun~chst zeigt man mit Hilfe der Eigenschaft T3) von P , dess 

mit ~ such ~ zu P gehSrt, vsrausgesstzt ~ ist sin Monomorphismus. Aus T2) folgt 

dann ~ ~ P . Damit kann man nun leicht zeigen, dass mit ~ 

ebenso ist mit ~ : F -~5 und ~ : G ~H such ~ : F-~H 

schen Diagramm 

Inkl. £ F AF > Fll" F 

I 

auch ~ bedeckend ist; 

bedsckend. Aus dem kartesi- 

> F "lit F 
H 

3 G ' I~G 
N 
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ist mit Hilfe von T4) und T2) ersichtlich, dass die Diagonale F-~F ~ F zu P geh@rt, 
H 

wenn 4 5 ~ P und ~F ~ P " Folglich ist mit ~ und T auch ~ bibedeckend. 

Geh@rt andererseits die Diagonals F-~F~TF zu P , dann gilt dies nach dem obigen 
H 

such fSr die Inklusion i : F • F -~F~ F . Ist ausserdem C : F -~G bedeckend, dsnn 
G H 

auch ~IT~ : F 1TF -~G IT G , weil dis Klasse der bedeckenden Morphismen unter Basiswech- 
H H 

eel stabil ist. 5omit ist (T~)-i : F ITF-~GITG bedeckend und nach dem obigen 
H G H 

: G-~GI~-G ° Dies zeigt, dass mit ~ und I~ such ~ bibedsckend ist. 
N 

Aus den beiden kartesischen Diagrammen 

F 

G 
A G 

F (r~ 

> F~G P~ 
H 

G ~ 5  
H 

) H 

> G 

folgt, dsss mit C~ und ~ auch P2 und ~G sowie (idF,~) bibedeckend sind. Da vor- 

hin gezeigt wurde, dass die Zusammensetzung yon bibedeckenden Morphismen wiedem bibedek- 

kend ist, so ist folglich auch ~= p2.(idF,l~ bibedeckend. 

Es ist noch dis Bedingung B.4 d) zu verifizieren. 5ei ~ : F-*F' sin bibedeckender 

Morphismus und sei 

F ~ G 

~3 
F' . . . . . . . . .  > G' 

ein kokartesisches Diagramm. Um zu beweisen, dass ~ : G -~G' bedeckend ist, gen~gt es 

wegsn T3) zu zeigen, dass fBr jeden Morphismus @ : [-,U] -~5' die Inklusion 

@-l(im(9)) -~[-,U] zu P gehSrt. Nun faktorisisrt @ : [-,U] -~G' entweder dutch 
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9 : G -*G' oder dutch ~' : F' -~G' . Im ersten Fall ist nat~rlich ~- l ( im(g))  = [ - ,U]  . 

Im zweiten Fal l  w~hlen wi t  eine Faktorisierung p : [ - ,U]  -+F' van @ : [ - ,U]  -~G' . 

Wegen im(~'~) C im(~) gilt im(~) c a'-l(im(~)) und folglich such 

p-l( im(~)) C @-l(im(9)) , wel l  9 = ~'p . Mit im(T) -*F '  geh@ren ?olglich such 

p-l( im(~)) -~ [ - ,U]  und ~- l ( im(g))  -~[- ,U]  zu P . 

Um zu zeigen, dass der Diagonalmozphismus ~G : G -~G G~G zu P gehBrt, betrachten w i t  

den £pimorphismus 

F, li(F ~ F) --~ c. ~ G 
F' G' 

mit den Kc~ponenten ~G : 5 -~E~G und ~ ~' ~ . Wie vorhin verwenden wit d~m Eigen- 

schaft T3). Ein Morphismus @ : [-,U] -~G Ir G faktorisiert entweder dutch F~f F oder 
G' F o 

dutch G . Im ersten Fall w@hlen wiz sine Faktorisierung ~ : [-,U] -oFT F von ~ . 
F' 

Wegen ~ = (~IT ~)-~ enth~it die Menge ~-l(im~&) das Urbild ~-l(im~F) . Mit der 

1.kl~sio~ .-l(i.~F) ~[-,U] geh~rt folgli~h such die Inklueion ~-lci~) ~[-,U] =~ 

P . Wegen @-l(im ~G ) = [-,U] gilt dies nat@rlich such im zweiten fall. Folglich geh~rt 

~& zu P . 

12.7 Beweis yon 12.5. Es ist leicht zu sehen, dass die Unterklasse aller Monomorphis- 

men in ~ die Eigenschaften T1) - T3) besitzt. Sei ~' die kleinste Unterklasse yon 

Monomorphismen in ~ , welche ~ enth@It und den Bedingungen TI) - T3) genSgt. Wit zei- 

gen nun, dass ~' unter Basiswechsel (= T4) stabil ist. Sei ~" die Klasse der Mono- 

morphismen ~ : F-~G mit der Eigenschaft, dass f@r jeden Morphismus G' -~G der kano- 

nische Morphismus F x G' -~G' zu ~' gehSrt. Wegen T3) gilt ~"c~' . Ferner genSgt 

~" ebenfalls den Bedingungen TI) - T3) . Da ~ unter darstellbarem Basiswechsel stabil 

ist, so folgt aus der Eigenschaft T3) yon ~i , dass ~ "  . Da ~' die kleinste 

Klasse mit diesen Eigenschaften ist, so folgt ~' =~" und ~' ist eine Topologie. 

Wegen ~C ~' =~=~ folgt aus dem obigen Lemma (12.6), dass ~ unter Bssiswechsel 

stsbil ist. Nach 12.3 existiert dsher sine ~o-Stetige Koreflexion [~°,Me] -~ 5t~°,M_~ . 
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12.8 Wit leiten nun die Grothendieck-Giraud'sche Konstruktion der assoziiertsn Garbe 

aus der universellen Eigenschaft der ~-stetigen Funktoren her. Sei algo U eine kleine 

Kategorie und T eine abgeschlossene Klasse von Morphismen in [U°,Me] , welche unter 

Basiswechsel stabil ist. Sei ~ die Mange der zu T geh@rigen Inklusionen R -*[-,U] , 

wobei U ~ U . Nach 12.2 gilt dann ~ = T und St~U°,~ = Stm[Ua,~ . Farmer geh@rt 

ein Morphismus I~ £ [U__°,Me] genau dann zu r , wenn er yon der Koreflexion 

L : [U°,M~ -~St~[U_°,M_~ , F ~ in einen Isomorphismus @bergefBhrt wird (8.5). Oa f~r 

u ° __ jeden Funktor F : --+Me der kanonische Morphismus F -~ zu ~ gehBrt, so ist 

St~U°,~ die Bruchkategorie ~-l[u°,M~ und L : [U°,~ -~ St~[U°,M_~e] die kanonische 

Projektion (vgl. Gabriel-Zismann [%3] chap. I, 1.3). F~r jades U ~ U sei ~2(U) bzw. 

__d(U) die volle Unterkategorie yon [U°,Me]/[-,U] , deren Objekte zu ~ bzw. ~ geh@ren. 

Diese Kategorien sind offensichtlich l~0-filtrierend. Nach Gabriel-Zismann [23] chap. I, 

2.4 gilt daher f@r jaden Funktor F 

lira [d~,F] W Hom~.,[[-,U],F] = [[-'~tU'],~'] ~ [ [ - ,U],~] ~ ~U 

wobei dE der gefinitionsbereich von ~ ist, und Hom~-3[A,B] die Mange der Morphismen 

zwischen zwei Objekten A,B ( ~-l[~ bezeichnet. (Man beachte, dass j2(U) im allge- 

meinen nicht klein ist, wohl abet ~{U) ). Nimmt man f@r jades U ¢ ~ den Kolimes nut 

Qber die Unterkategorie ~(U) yon JZ(U) , dann erh~lt man mittels 8°4 f) und der kano- 

nischen Zerlegungen d~-~im~ -+[-,U] einen Unterfunktor F S yon ~ ,dessen Wart bei 

U E ~ isomorph zu lim [de, F] ist. Es ist evident, dass der kanonische Morphismus 

@(F) : F-~ dutch die Inklusion i : FS--~ faktorisiert. Da die Koreflexion 

L : [~°,Me] -~St~[U__°,M.~e] Monomorphismen erh~lt (12.5), so f~hrt sie die Morphismen des 

Oiagrammes 

F ~ 

\ 
\ 

~(F) > 

, / 
"a 

fs  

rv 

F 
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in Isomorphismen ~ber, insbesondere gilt FS~ . 

Da f~r jedes I~¢ J/(U) und jeden Marphismus f : d~-~F S das Diagramm 

f 
d'~ ...... } F 5 

[-,u] g 

dutch einen eindeutig bestimmten Morphismus [-,U] -~ kommutativ gemacht werden kann, 

so faktorisiert f : d~-*F S dutch den Epimorphismus d~-~im(~) . Es gilt daher 

Be 

Dies ze iq, t ,  dass man ~ aus F e r h a l t e n  kann, indem man d ie  obif le Kons t ruk t i on  zweimal 

ausf@hrt, dh. es g.~it (Fs) 5 = ~ . 

12.9 Satz. Sei U eine kleine Kategorie und ~ eine Klasse yon Monomorphismen in 

[U_°,~ , welche unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist. Sei B eine Garbenkateqo- 

r~e (12.5) oder eine lokal ~o-Rr~sentierbare Kateqorie. Damn existiert eine ~o-stet~e 

Koreflexion 

[~°,B] ~ stz[~ °,B] 

Ausserdem ist mit B auch St~[~°,B] elne Garbenkategorieo 

Bewels. Wit verwenden dis Bezelchnungen von 8.8. Sei zun@chst ~ = 5tT[~°,Me] eine Gar- 

benkatmgorie0 wobei T eine Klasse yon Ronomorph±smen in [~o ~] ist, welche unter dar- 

stellbarem Basiswechsel stabil ist. Wit kSnnen annehmen, dass ]~ und T dls Identit~ten 

der Hom-Funktoren enthalten. Nach dem Beweis yon 8.8 hat man dann~'Inklusionen" 
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wobei [(U_xV)°,~ mit [__U°,[V°,Mel] und S%7[LI°,BB] mit 5t~xT[(UxV)°,Mel iden t i f i -  

z iert  werden kann. Da ~xT in [ (U__xV__)°,Mel unter darstellbarem Basiswechsel stabi l  i s t ,  

so ist St~[U_°,B] eine Garbenkategorie, und nach 12.5 existiert eine ~-stetige Kore- 
0 

flexion L : [ (UxV)°,M~ -~Stz~T[ (UxV)°,Me] . Folglich ist auch 

LI2 : [U°,B]  -~ S t l [  U._°,B ~ ~ o - s t e t i g .  

Wegen 7.9 und 8.2 a) kann man ohne Einschr~nkung der Allgemeinheit annehmen, dass die 

betrachtste lokal ~o-pr~sentierbare Kategorie B yon der Form B__ = 5%T[V°,M~ ist und 

dass die Inklusion 5tT[V°,Mel -~ [__V°,~ ~o-kofiltrierende Kolimites erh@Z% (V klein). 

Die Inklusionen 5 t l [ U ° , ~  --* [U° ,B]  und I : St l [US,Me] -* [US,Me] geben Anlass ZU einem 

kommutativen Diagramm 

/ 

wobei J bzw. J' den volltreuen Funktor H ~ LV ~ [L-,V],H-]) bezeichnet (vgl. 8.1). 

Der Funktor 

K= [v O,[0o,~] . ~ o , s , S , ~  ] ,~ ~(v ~ )  

i s t  o f f e n s i c h t l i c h  l i n k s a d j u n g i e r t  zu ]o . Da K nach 12.5 ~ o - s t e t i g  i s t ,  genBgt es 

zu ze igen,  dass K das B i l d  von d' i n  das B i l d  yon d @berfBhr%. Das B i l d  von d'  

bes teh t  aus denjenioen Funktoren F : V_~ [ U _ ° , ~  , welche d ie  eigensohaf% bes i t zen ,  dass 

f~ jedss u~o do~ Fuok~o~ v_ ° _ [[ ~] -- -~Me , V ~ -,U], T-stetig i s t  (beachte 

[ [ - ,u ] , rv ]  =~ (~v)(u) , vgl. ~u=h ~eweis ~on 8.8).  I~t  G = l i ~  [ - , U ]  sin beliebige~ 

Funktor in [ U ° , ~  , dann i s t  f ~ r  e inen solchen Funktor F : V~--~[US,Me] auch der funk- 

tot V_ ° -~M..~e , V ~[G,FV] T-stetig, weil der letztere der Limes der Funk%oren 

V ~ [[-,Uv],FV ]ist. Da die Inklusion Stm[V°,~ -~[VS,Me] ~o-kofiltrierende Kolimi- 

tes erh~it, so ist folglich fSr einen solchen Funktor F : Vo-~[US,Mel auch der Funktor 
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V ° -~Me V ,-~ {lim [dc,FV]) - - - '  " ~ l  

f~r jedes U ~ ~ T-stetig (vgl. 12.8). Nach Definition yon (FV) S 

(FV)sU = llm [d~,FV] . ~(M 
Ebenso fo lgt ,  dabs VZ-~MB , V ~ ( lim [d~,(FV)5]), fez jedes 

Wegen lim [d~,(F3/)5] ~ (~)(U) zeigt dies, dabs der Funkto= 

fBr jedes U ( ~ T-stetig ist. Folglich ist der Funktor 

@ o 
Bi~d d~s F~.kto=s ~S:T[ ~ ,~ , U~(U) , u.t~ 

J ~ s~[~ ° , StT[~°,~ ] ~ [~, s~[ u2 , ~  ] 

gilt 

U ( U T-stetig ist. 

v_ ° --.M~, v ~ (~ ) (u )  

v~ S~zZU°,M~l , v -~ F~ , dss 

12.10 Lemma. Seien J : U-~O und I : ~-~ d~chtp Fupktoreno wobei U und 

kleine Kateqorien sind und I die Kolimites lim_~ d-d X erhBlt, X ¢ _~ (vgl. 3.8). Falls 

@i : ~[U--°'M-~ ' A ~[IJ-,A] sine, ~o-Stetiqep K osd.iu,qi~:t~, besitzt, dsnn such 

~ : ~ ~[_~,M~l , A ~[I- .A] . 

I..st J vol l t reu, denn q i l t  auch die Umkehrunq. hievon. 

Heweis. Nach 3.8 ist I-d : U-~A dicht. Folglich sind die Funktoren ~l und {2 voll- 

tre,. Die "Reetriktion" R J = [_0°,~ ~ [_U°,M~l , F ~F-J ist koadjungiert zur Kan'schen 

E~eit~u.g E J [U°,M_~ .[~,M_~ de~eo We~t ~uf eioe~ Fu.kto~ [IJ-,A] = = ~Me 

dutch EJ[u-,AI (X) = ~[IJJX,A ] --- [1~ IJJx,A ] = [I l~ JJx,A] = [IX,A] gegeben let, 

wobei A ~ A , X E ~ . Folglich ist dab Diagramm 

E J 
[U_O,~ > [..o,~ 

A_ 

LIRJ bis auf Isomorphie kommutativ und es gilt entsprechend L 2 f5r die Koadjungierten 

L2 : [ ~ ° , ~  und L 1 : [ ~ ° , ~  von ~2 und @1" (N~ch3.6(~==) i~tdie 
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Existenz yon L 2 (bzw. L l) ~quivalent zur Kovollst@ndigkeit yon 

stiert L 1 genau dann, wenn L 2 existiert). Mit R J 

~o-Stetig. 

Ist J : U -~ volltreu, dann auch E d und es gilt 

L 1 ~ LIRJEd ~ L2Ed folgt aus der ~o-Stetigkeit yon 

und folglich exi- 

und L 1 ist folglich auch L 2 

RJE d W id . Wegen 

L 2 und E d diejenige yon L 1 

12.11 Satz. Sei A sine Garbenkateqorie (12.5) u,,nd M sine echte Generatorenmenqe in 

A . Sei V -~A die Inklusion der vollen yon M aufqespannten Unterkateqor~.e. 

0 
Dann ist V --+A dicht und die volle Einbettung ~-~[~ ,Me] , A ~[-,A] besitzt einen 

~-stetigen Koad,iungierten (vgl. auch 12.14). 

Beweis. Nach 12.5 gibt es sine kleine Kategorie U und eine volle Einbettung 

5 : A-~[UC,M_~ , wslche sinen ~o-Stetigen Koadjungierten L : [U°,Me]_ __ -~A_ besitzt. 

Hieraus folgt leicht, dass A kovollst~ndig und vollst~ndig ist und dass in A jeder 

echte Epimorphismus reguiBr ist (l.l-l.4). Folglich ist M eine regul~re Generatorenmenge 

und die Inklusion V -~A ist dicht (nach 3.7 und 12.13 b)). 

Sei ~ die volle Unterkategorie yon A deren Objekte die Bilder der Funktoren 

[-,u], u~_o,oots~ L sind, unds~i J: O~S ds~Fonktor U~L[-,U] AosdemBe- 

weis von 4.2 (i) ~i~}(ii) gsht hervor, dass die Inklusion I : ~--~A sowie Id : U -~A 

und S : U-~ dicht sind. Ferner ist die Einbettung 5 : _A .-~[U°,He]_ -- isomorph zu 

A ~ [ I J - , A ] .  5ei ~v_V die kleinst~volle Unterkategorie yon A ,  welche ~ und V 

umfasst. Dann ist die Inklusion von ~w V in A dicht (3.9). Die Existenz und die 

~o-5tetigkeit des Koadjungierten der Einbettung _A-~[V°,Me] , A ~[-,A] erh~lt man nun 

durch Anwenden yon 12,10 auf das folgende Diagramm yon dichten Funktoren 

_u J ~_ c > ~ , ~ v (  ~ _v 

A 
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12.12 Korollar. Sei A eine Garbenkateqorie (12.5) und M eine echte Generatorenmenqe 

in A . Sel ~ eine Klasse yon Monomorphismen in A derart, dass in jedem kartesischen 

Diagramm 

R ) de'  

V - - , ,  > wlr 

mit ~ a uch g z__u ~ qeh~rt, vorausgesetzt V E M . Dann ist 

(fer ~ siehe 8.6 b)) und die Inklusion A~-~A besitzt einen 

ten. 

AZ eine Garbenkategorie 

~o-Stetiqen Koad,iungier- 

Beweis. Die von M aufgespannte volle Unterkategorie V ist dicht (12.11). Da die volle 

Einbettung A-~[vO,Me] , A ~[-,A] einen ~o-Stetigen Koadjungierten besitzt (12.1l), so 

gibt es nach 12.3 eine Klasse T von Monomorphismen in [V°,Me] , welche unter darstell- 

-- V ° barem Basiswechsel stabil ist derart, dass A -~StT[ - ,~ , A ~[-,A] . Auf Grund der 

-- _ £ M  Definition yon AT (8.6 b)) ist es evident, dass die Zusammensetzung A~cA -~StT[V ,~ 

eine Aequivalenz von A~_ auf die (~T)-stetigen Funktoren V ° -- --~ M__e induziert. De mit 

und T auch ~ ~T unter darstellbarem Basiswechsel stabil ist, so ist A~ eine 

Garbenkategorie. Nach 12.5 besitzt daher die Einbettung A~-~[VZ,M~ , A ~[-,A] einen 

~o-Stetigen Koadjungierten L : [V°,Me] -~_A z. Folglich ist auch die Zusammensetzung 

A--*[vO,Me]LA~ ~o-Stetig u n d  koadjungiert zur Inklusion. 

12.13 Zum Schluss leiten wit die Giraud'sche Kennzeichnung der Garbenkategerien her. 

Eine Garbenkategorie ~ (vgl. 12.5) hat bekanntlich folgende Eigenschaften: 

a) In einem kartesischen Quadrat 

X' )X 

,'t ,L, 
y' ) Y 
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ist mit ~ auch ~' ein regul~rer Epimorphismus. 

b) FOr jede Familie (Xi)i~ ~ und jeden Morphismus Y -~ J~ X. ist der induzierte Mor- 

phismus i,~(Y ~rx) -.Y invertierbar, wobei X = I,~ " ~  Xi " 
X l 

c) Fal ls  der Kodiagonalmorphismus X I~ X ~ X  inver t ie rbar  i s t ,  so i s t  X E X ein i n i t i -  

ales Objekt. 

d) Jede Aequivalenzrelation ist effektiv (ii.i). 

Zum Beweis dieser Aussageo kBnnen wit wegen 12.5 und 12.6 annehmen, dass 

X__ = Stp[U°,M~ wobei P eine Topologie ist. Sei I : Stp[U_°,M~ -~ [U°,M~ die Inklusi- 

Loo o on und L : ,Me] -~Stp[U ,M_~ eine Koreflexiono Die Eigenschaften a) und b) werden 

durch folgende st~rkere Aussage impliziert. 

l C \ ~' <2 

n~mlich lim[IA(~)~ IT IB}~(limI'(~)TF! IB . Da gilt In der Funktorkategorie [~°,Me] 

L Faserprodukte erh~lt, so folgt 

i LIC i y "LIC i 

Wit nehmen jetzt an, dass X3~X-~X in ~ invertierbar ±st. Se~n S = IX~IX das 

Koprodukt yon IX mit sich selbst in [U°,Me]_ __ und i,j : IX -~S die Inklusionen in bei- 

de Summanden. Aus unserer Voraussetzung folgt, dass Li : LIX -~LS = X~ X invertierbar 

ist, mit anderen Worten, i ist bedeckend (12.6). Der Basiswechsel j : IX -~S fBhrt i 

in die zweite Projektion ~ = IX IT IX -~IX Bber. Folglich ist ~-~IX bedeckend und es 

gilt L~--~LIX ~ X , was c) beweist. 

Sei schliesslich pl,p 2 : R ~X eine Aequivalenz~elation in ~ und sei 

Y = Kok(IPl,IP2) . Dann ist LY der Kokern yon (pl,P2) in X und es gilt IR~IXITIX - y 

in [~°, Me] und 

X 'IT X~LIX BI" LIX~L(IX'BT IX)-~LIR ~R 
LY LY Y 

12.14 Satz (Giraud). Sei X eine Kateqorie m~t Koprodukten, Kokernen yon Aequivalenz- 

relationen, endlichen Limites und einer echten Generatorenmenqe M . D±8 Kateqorie X ist 
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qenmu dann eine Garbenkate.qorie, wenn sie die. E..~.qmnschaften 12.13 a), b), c) und d) hat. 

Beweis. Sei ~ die von M aufgespannte volle Unterkategorie yon ~ und J : U -~X die 

Inklusion. In [U°,Me]_ __ wird eine Topologie folge, dermassen erkl~rt. Ein Monomorphismus 

p : E -~F gehBrt genau dann zu P , wenn sich jeder Morphismus ~ : [-,U] -~F in ein 

kommutatives Diagramm der Form 

12.15" ] 2  [-,ui] > [-,u] 

E 1~ ) F 

einbetten iBsst, wobei (p.) : J~ U. -~U ein regul~rer Epimorphismus in X ist. Zum 
i iEI i 

Beispiel geh@rt f~r jeden regul~ren Epimorphismus ~U i -~ U die induzierte Inklusion 
i 

Es l ~ s s t  s i oh  l e i c h t  z e i g e n ,  dass P d iB Bedingungen TL - T4 yon L2.6  e r f B l l t .  Dabei  

wird lediglich die Eigenschaft a) benBtzt, und zwar im Beweis der zweiten Aussage yon T2), 

wo die Eigenschaft verwendet wird, dass die Zusammensetzung zweier regul~rBr Epimorphis- 

men wieder regular ist ( l . 7 ) o  Es bleibt demnach zu z e i g e n ,  dass der Funktor ~ - ~ [ ~ ° , M e ]  , 

o x ~ [ j - , x ]  ~ i ~  A~q~iv~Z~n~ vo~ ~ ~of Stp[~ , ~ ]  iodo~i~rt. D~r B ~ i ~  hi~rf~= i~ t  

f o r m a l  d e r s e l b e  wie  f u r  l l . 6 .  

Wir zeigen zun~chst, dass ein Funktor G ~ [__U°,Me] genau dann eine Garbe ±st, wenn 

jeder regul~re Epimorphismus (p.) : ~ O -~U in X mit U , O ~ M eine Bijektion 
i i~I i -- i 

yon GU auf die Menge der (41) E IT Go mit der Eigenschaft induziert, dass dis Glei- 
i~I i 

chung (Gu)(~±) = (Gv)(~j) fur jedes kommutative Quadrat 

V u , ~>U 

u. P,i > u  
2 
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in ~ gilt. 

Sei G ¢ [~°,Me] Bin Funktor mit dieser Eigenschaft. 5ei B((~i)i~i ) das Hild des Mor- 

phismus ( [ - , p i ] ) :  X [-,U i ]  ,-~[-,U] und ~ : B((~i) icr)  ~ [ - ,U  ] die Inklusion. Iden- 
icI 

tifiziert man GU mit [[-,U],G] und ~GU i mit [~[-~Ui],GJ, so besagt unsere Be- 

dingong, class GU mit der Mange tier Morphismen __~[-'Ui] -~G , die dorch B((~i)i,~)__ fak- 
& 

torisieren, identifiziert wird. Mit andern Wortan, [~,G] ist ein Isomorphismus. Daraus 

folgt, dass [~,G] fBr jadan Morphismus p : E --~F aus P injektiv ist~ Die Surjektivi- 

t~t yon [p,G] sieht man folgendermassan ein. In jmdem Diagramm 12.15 faktorisiert 

~ :  B ( ( p i ) i , 1 ) ~  F 

~, : B((pi ) i , , i ) - - ,E 

schaft 

eindeutlg dutch E ~-~F , wail 

dim Faktorisierung. FBr jades 

~.~I=~. de zwei Morphismen 

~u = ~v geben Anlass zu einem Diagramm 

p Bin Monomorphismus ist. Sei 

: E-~G gibt es daher Bin 

u,v : [-,W] ~[-,O] mit dBr EigBn- 

! 

U ~I V 

E P 

C [-,w] uilv 
~ [ - ,u ]  

mit ~'u' = ~'v' , wobei E' der Durchschnitt der Urbilder von B ((pi)icl) unter u 

und v ist. Fa~nBr gilt ~UIE, = ~'u' = ~'v' =~v1~, . 0a diB Inklusion E' ~[-,W] 

zu P geh@rt, gilt folglich auch ~u ~v . Hieraus folgt, dass ~ durch das Bild von 

[-,U] in F faktorisiert. Damit kann ~ "schrittweise" von E auf F erweitert war- 

den. Folglich ist G eine Garbe° 

Umgekehrt sind fBr eine Garbe G die Abbildungen [Q',G] bijektiv, wail die Inklusionen 

Aus b) und der gegebenen Beschreibung der Garben folgt leicht, dass [J-,X] fBr jades 

X ¢ X eine Garbe ist. Aus b) und 3.7, 3.5 folgt, dass die Zuordnung X ~[d-,X] einen 
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o 
volltreuen Funktor R : ~-~Stp[~ ,~ liefert. Aus a) folgt, dass 

[J-,p] : [U-,X] -~[3-,X'] for jeden regulOren Epimormhismus p : X-~X' bedeckend und 

folglich ein regulOrer Epimorphismus in Stp[~°,M~e] ist. Nit anderen Worten R erh~lt 

regulOre Epimorphismeno Man bemerke dabei, dass wir bis jetzt die Bedingungen c) und d) 

nicht benBtzt haben. 

Sei ~ das initiale Objekt in ~ . Aus der Definition der Topologie P folgt leicht, 

dass ~-~[d-,~] bedeckend ist, wobei ~ den "leeren" Funktor bezeichnet (man w~hle I 

leer in 12.15). Folglich ist [d-,~] ein initiales Objekt in Stp[~°,M~ . Sei ferner 

(XI)i¢ I eine beliebige Familie von Objekten in ~ . Aus b) folgt, dass der induzierte 

Morphismus v : ~ [J-,Xi~ -~[3-, [~ Xi] bedeckend ist, wobei des erste Koprodukt in 
icl i~l 

[U°,Me] zu nehmen ist. Es seien u : U --~X und v : U -~X. zwei Morphismen mit U E M 
i J 

und mit der Eigensehaft, dess [d-,u] und [3-,v] yon v egelisiert werden. FOr i = j 

gilt dann u = v ,weil X -~ J~X nach 12.16 (unten) ein Monomorphismus ist. FOr 
J i¢I i 

i ~ j gilt U ~ nach 12.16. In beiden F~llen ist Ker([d-,u],[O-,v])-~[-,U] bedek- 

kend. Folglich ist v bibedeckend und R erh~lt Koprodukte. 

Es bleibt zu zeigen, dass jede Garbe G zu einem [J-,X] isomorph ist. Sei 

~ II[- u 7 P >G 
, 

U ° eine Kokerndarstellung van G in Stp[_ ,M_~ mit U~ , U~ ~ M , wobei (ql,q2) ein 

' j~#U~ Aequivalenzpaar ist (ll.l). Sei ql : -~]_Uu~ ~ bzw. q2 der durch ql bzw. q2 in- 

duzierte Morphismus, und ~U~ ~ )S ~P':,~=)}/I~ U /TT(~Lu 1 die Zerlegung in X von 

(ql,q~ ~ in einen regulOren Epimorphismus und einen Monomorphismus. Dann ist R~ ein regu- 

l~rer Epimorphismus in Stp[O°,Me] und (RPl,RP2) = R(Pl,p 2) ist ein Monomorphismus. 

Folglich ist (RPl,RP2)R~ die kanooische Zerlegung yon (eqi,Rq~) = (ql,q2) in 

o 
Stp[W_ ,Me] . Well R volltreu ist und endliche Limites erhOlt, so ist mit (RP1,RP2) 

auch (pl,P2) eine Aequivalenzreletion. Wegen d) ist (pl,P2) des Kernpaar yon 

~_Lu -~Kok(Pl,p 2) . Infolgedessen ist (RPl,RP2) das Kernpaer von 

R ~_[-,U ] = [J-,2iU ] -,R Kok(Pl,p 2) und es gilt R Kok(Pl,P2)~->Kok(RPl, p2 ) = G (vgl. 

ii.6). 
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12.16 Lemma. Es seien X,Y zwei Ob.iekte i_9_oeiner Kategor~e X mit FaserRroduktBn und 

universellen Koprodukten. Dann let der kanonische MorphSsmus X -~Z = X~Y elm Monomor- 

phismus, und f~r .ieden Morphismus T -~X T FY ist der Kodiagonalmorphismus ~ : T J~LT -~T 
m 

invertierbar, mit anderen Worten, T ist ein Quotient des initialen Objekts° 

Beweis. Die kanonische Projektion Pl : X'~X --~X l~sst sich zerlegen in 
z 

XTTX AI)(X-FFX)~(X~¥)~ ~)X . Da i I eine Retraktion besitzt, ist mit i I auch 
Z Z 

Pl Bin Monomorphismus und folglich ein Isomorphismus. Infolgedessen ist X --~Z Bin Mono- 

morphismus. 

Sei ferner 

T ) 

i 
X - ) - Z  

ein kommutatives Diagramm. Der kanonische Isomorphismus 

sich in 

(T IT'X) ]_.L(T -FRY) ~ T 
z 7- 

zerlegt 

qi~q 
(TTTX) II (TTT'Y)) T.LI.T Y,,> T . 

z Z 

Der erste MBrphismus ist also ein Monomorphismus und eine Retraktion, well ql und r 1 

Schnitte besitzen. Folglich sind qlJ.Lrl und ~ Isomorphismen. 

12.17 Bqmerkun8. Sei ~ eine lokal ~-pr~sentierbare Garbenkategorie. ~ie volle Unter- 

kategorie ~ aller ~-prBsentierbaren Objekte hat folgende Eigenschaften: 

a ) U ist klein und ~-kovollst~ndig. 

b ) Jedes Diagramm Y' ~ ~ )Y < X mit der Eigenschaft, dass 

phismus ist, l@sst sich zu einem kommutativBn Quadrat 

ein regul~rer Epimor- 

X' ) X  

y' )Y 
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ergBnzen, wobei auch ~' sin regul@rer Epimorphismus ist. 

c ~= c) Wenn fBr sin X E ~ der kanonische Morphismus 

ist X ein initiales Objekt in ~ . 

XJ_LX -~X invertierbar ist, so 

d~) FBr jede Familie (Xi)i~ I mit ill < 

s ) 

existieren die Faserprodukte Y -n- x. 
X 

J~(Y'FrX. ) -~ Y ist invertierbar. 

in 

und jeden Morphismus Y -~X = J_~x. 

und der induzierte Morphismus 

in _u 

Sei R ¢ X P-~-~ Y sine rechtsexakte Folge und u,v : U _~X ein Morphismenpaar in 

mit der Eigenschaft pu = pv . Dann gibt es einen regul~ren Epimorphismus 

(qi) : J~ V -~U in U mit I I I~ ~ derart, dass (uqi,vq±) fBr jedes i zur 
icI i 

Aequivalenzrelation auf [Vi,X ] gehBrt, die dutch die Paste (fr,gr) e [Vi,~IT[Vi,X ] 

mit r ~ [Vi,R ] erzeugt wird. 

Beweis. Die Aussagen a~)-c~) sind klar. d~) folgt aus 12.13 d)~c). (Man bemsrks, dass 

sin Koprodukt X'J~X" nur dann ~-pr~sentierbar sein kann, wenn X' und X" es sind). 

Die Aussage e ) folgt aus dem gegebenen Beweis des Satzes yon Giraud~ weil man X als 

Kategorie yon Garben auf ~ auffassen kann. Die Paame (u,v) e [U,X]TF[U,X] , fBr die 

es sine Familie (qi) wie in e ~ gibt, spannen n~mlich die kleinsts Untergarbe G yon 

[-,X] ~ [-,X] auf, die sine Aequivalenzrelation auf [-,X] ist und die Eigenschaft hat, 

dass (f,g) E G(R) . 

Besitzt sine kleine ~-kovollst~ndiqe Kate~orie U die Eiqenschaften a ) - e ), so er- 

fOllt X = 5t~°,Me] die BedinRunqen 12.13a)-e) und ist folqlich ~ine Garbenkateqorieo 

(Im additiven Fall entspricht dies Resultaten von Breitsprecher ~], Goblot [~], Oberst 

[~I'] und Roos [i~.~]). 

Die letzte Bedingung 8 ) ±st meistens schwierig nachzuweisen° Falls ~ ~ l  

und ~ Bndliche Limites besitzt, kann jedoch e ) in den vorigen Aussagen durch folgende 

einfachere Bedingung ersetzt werden: 

e') Jede Aequivalenzrelation in U ist effektiv. 

Die Voraussetzungen a ) - d ) und e') haben dann n~mlich zur Folge, dass die oben 
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angefBhrte Garbe G darstellbar ist (man konstruiere sie wie ~blich mit Hilfe yon Faser- 

produkten und abz~hlbaren Kolimites). 

Ist ~ eine lokal pr~sentierbare Garbenkategorie, so kann man nach 13.4 immer eine 

Kardinalzahl ~ mit ~(~) ~ ~ ~ ~l linden derart, dass die volle Unterkategorie 

der ~-pr~sentierbaren Objekte in ~ endliche Limites besitzt° 



~13 Absch~tzun.q.. v, on Erzeuqunq..s-..und PrBsentierunqszahlen 

5ei A_ eine lokal prasentierbare Kategorie und M c Ob ~ eine echte Generatorenmenge, 

bestehend aus E-erzeugbaren Objekten. In diesem Abschnitt geben wit Abschatzungen von 

E(A) und ~(A) fBr A ¢ ~ , welche von ~ und M abhangen. Falls ~ in der Form 

S~[U_°,Mel gegeben ist (wie in } 8), dann sind "konkretere" Absch~tzungen m@glich. 

Wit zeigen damit, dass es zu jeder Kardinalzahl U eine Kardinalzahl ~ z a gibt der- 

art, dass in ~ jedes 9-erzeugbare Objekt auch 9-prasentierbar ist. Ferner kann man da- 

mit Aussagen machen, f@r welche u die Unterkategorie ~(u) der u-erzeugbaren Objekte 

"gute" Vollst@ndigkeitseigenschaften besitzt. 

13.1 Far jedes Objekt A ¢ ~ definieren wit 

IAI = Z t[u,A]l 
UeM 

Es seien ferner ~ ~ E und £i regulate Kardinalzahlen derart, dass jedes U E M 

W-prasentierbar ist, und dasa ~i> ~B~ f@r alle ~-erzeugbaren Objekte B ( ~ gilt (ein 

solches E l existiert wegen 9.5). 

F~r jede regulate Kardinalzahl ~ bezeichnen wit mit ~ die kleinste regul~re Kar- 

dinalzahl T mit der Eigenschaft, dass far jedes ~ < ~ gilt I~ > sup ~ . Es gilt 

~ ~ . Die Gleichheit wird in den beiden folqenden wichtiqen Fallen erreicht: 

a)  £ =  R 
o 

b) ~ = (27) + , wobei Y+~E Es sei daran erinnert, dass 
+ 
7 die kleinste regul@re 

Kardinalzahl > 7 ist, vgl. ~G~,I,) 

13.2 5atz. F,B,r jedes Objekt A ~ ~ qi!t: 

a) E(A) Ssup(E, IAl +) und IAI <sup(EI, E(~) 

b) ~(A) $1Y(A) ~ sup(~1,~, IZ(~)I+,E(A)) ~ sup ( ( l , ~+ ,~ )  , wobei 

qunqszahl der Kateqorie A ist (1.5). 

Z(~) die Zerle- 
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Vu Beweis. a) Sei p : h-~A der kanonische Epimorphismus 1.11, wobei h : Uh-~A alle 

Morphismen mit Definitionsbereich in M durchl~uf~ und der Summand U h vermBge h 

in A abgebildet wird. Es gibt }AI solche Summanden und p ist ein echter Epimorphis- 

mus. Aus 6.2 und 6.7 d) fo lgt  daher E(A) ~ sup(E,~Al +} . Nach 9.3 (~ = ~(A) ) gibt es 

einen echten Epimorphismus I ~Uk-*A mit U k E M und ~K[ < E(A) . FBr jade Teilmenge 
k(K 

J C K mit IJ[ < E bezeichne Uj das Bild (1.3) des Teilkoproduktes ~ U .  in A . 
J,j 

Diese Uj bilden einen ~-Kofi l ter mit Kolimes A (vgl. Beweis des erstan Lemmas in 9.1). 

Daraus fo lgt  

IAI = Z I[U,Zim Uj]I  = Z l l ~ m [ u , u j ] l - ~ l [ u , u j ] l  = ~ I [ u , u j ] l  = j ~ l u j I  
UeM ~ UeM j ~M J J u~M 

Andererseits gen@gt die Mange { J ]  a l le r  J der Ungleichung l~J}l< ~(Ai . Na~h 6.7 d) 

(~ = E) g i l t  fuji< E I . Zusammenfassend folgt  daher IAI< sup(~,E(L)) . 

b) Wegen ~(A)~f folgt die letzte Ungleichung aus 6,6 b), die erste ist trivial. 

Sei ~2 die kleinste regulate Kardinalzahl ~ mit der Eigenschaft, dass jedes ~rzeug- 

ba~e Objekt in _A ~-prBsentierbar ist, Aus fF(Ud) ~-- £2 und ~d}l < ~) folgt wegen 

G.2 

: u 9 . +) _< . 

J 

Demnach b l e i b t  zu z e i g e n ,  dass E 2 "N--sup( 61 ,~,IzlAII~ . a ~ i  B ~ n  b ~ Z ~ b l g ~  E-~=z~.g- 

bares Objekt und A = ~U k ~ ~ B ein echter Epimorphismus, wobei I KI< E~ und 
o k~K 

U k E M f~r jedes k ¢ K . Folglich gilt auch IT(A )--~- IT (6.2). Wit betrachten die kano- 
o 

nische Zerlegung 

von ~ in regulate Epimorphismen (l.5). Wegen }Z(~)I ~ IZ(~)~ gen6gt es nach 6.2 

(~ : IZ(~)I +) zu zeigen, dass f@r jades v aus ~(A v) ~ sup(~z,~, Iz(~)l +) die Unglei- 

chung ~(Av+ I) ~ sup(El,1~ , IZ(~)I +) folgt, hies beweist man mit Hilfe der kanonischen 

Kokerndarstellung 
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wobei (f,g) : Uf,g ~A 

Eigenschaft aev? :~g 

V 

durchl@uft (vgl. 1.6~oEs gilt n@mlich 

Uf,g -~ A v Av+ I 

alle Morphismenpaare mit Definitionsbereich in 

l{(?,g)}i -< U~M ~ 1 [U'A~]Zl <- 1 U~M ~ [u,A~]Iz< C12 = E1 

9f(Av+ 1) ~ sup (~(A v) ,fr(Uf, g), t {( f ,g)} l  ) ~-- sup(~l,gf, Iz(A)I +) 

?~ £ und 13.3 Korollar. Sei 7 sine Kardinalzshl mit den Eiqengchaften 

(2Y)+a sup(EI,IY, IZ(~)I ÷) . AeRuivalent sind f@r jedes A ~ ~ : 

(i) IAI<(z~) + 

(ii) ~ (A) ~(27) + 

(iii) ~(A) <_ (2~ + 

Dies folgt unmittelbar aus 13.1 b) und 13,2. 

M und der 

Es stellt sich die Frage, ob ~((2Y) +) (2Y)+-vollst~ndig ist. Das folgende Beispiel~ 

zeigt, dass im allgemeinen in ~((2~) +) (2Y)+-Produkte nicht existieren. 

13.5 Beispiele. 5si ~ = Kom~ ° und M bestehe aus dem Einheitsintervall I . Es gilt 

Beweis. Die Vollst~ndigkeitseigenschaft folgt darsus, dass sin ?-Limes A = lim A c von 

Objekten A t mit IAcl < (2Y) + auf Grund der Definition von I I in 13.1 sbenfalls die 

Bedingung ~A~< (2Y) + erf~llt (wegen (2~) y = 2 Y fells ~ >--- ~o )" Der Rest folgt aus 

13.4 Korollar. Sei y sine Kardinalzahl mit den Eiqenschaften ? ~  E und 

(2Y)+~ sup(El,~ , ~Z(A)~ +) . Dann let die volle Unterkategorie ~((2Y) +) der (2Y)+-pr~ - 

s sntierbaren Objekte ?-vollst~ndiq und echt (2~)+~kovol!st~ndiq. Fernsr ist die Inklu- 

sio___nn ~((27) +) -~ ?-stetiq und echt (2~)+-kostetiq. 
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E(I) : ~ ( I )  =~1  (vgt .  6.5 b), c) ,  9.4 d)) sowie 6 2 : ~ 1  (vg l .  Beweis 13.2 b) und 

9,4 d ) ) .  Far 61 kann man wegen 9.4 d) (2J~°) + w~hlen. In 13.3 und 13.4 kann man daher 

f@r 7 eine beliebige unendliche Kardinalzahl w~hlen. Insbesondere ist ~#°)+) 

~l-VOllst~ndig. Wit zeigen nun, dass ~#o)+) in ~ nicht unter (#°)+-Produkten 

abgeschlossen ist, 5ei {I} ¢ A sin einpunktiger Raum und ~{i} das #°-?ache Kopro- 
- ~o 

dukt von {i} in Komp o Dieses ist bekanntlich isomorph zur 5tone-Csch'schen Kompaktifi- 

Zierun~ einer Menge mit Kardinalit~t 2 ~° . FOr die Kardinalit~t van j~l} gilt 

(vgl. Bourbaki [12] chap. 9, § i, exercics 12 b)). W~re 1!{1} 2 o -erzsugbar in A , 

sO k~nnte man ~i} nach 9.3 {far ~ : > in einbetten, was jedoch 

wegen I I(2~ I = 2 (2-~°~ ummBglich ist ( I [ bezeichnete hier die Kardimalit@O. 

b) Sei A : [U°,M~ eine Funktorkategorie, wobei 0b U eine Menge ist. Als echte Genera- 

torenmenge M w@hlen wit die Mengs aller Hom-Funktoren [-,U] , U E ~ . Ferner kSnnen wit 

= ~ = ~o setzen. Es gilt dann IFI ~ IGI , wenn F ein Unterfunktor oder sin Quotient 

yon G ist. Daraus folgt leicht, dass wit ?@r ~i jede regul@re Kardinalzahl "~ w~hlen 

dQrfen, weZchs re= jsds~ U ~ ~ d~= Unglsi~h~.g ~> l[-.U]l g~n,gt Na:h 132 ~iod al~o 

f@r jedes solche ~ die folgenden Bedingungen ~quivalent (vgl. 9.4 b)): 

(i) IFI = Z IFuI< 

(ii) E(F)~ 

(iii) .(F)~ T 

13.6 Wi__~.r betrachten nun de_~n Fall, dass A e ine Kateqorie 5t~[U2, ~ ist, wobei wit 

voraussetzen, dass 0b U und ~ Mengen sind (vgl. § 8). 5ei L : [U°,~ -~S~[US,Me] 

die Koreflexion G ~. Als echte Generatorenmenge ~ in 5~[U°,Me] w~hlen wit die 

.Bilder der Hom-Funktoren [-,U] , U e U unter L : [__U°,Me] -~S~[UZ,Me] . Man beachte, 

dasa ~ ~ ~Ob U I = ~MI , wobei M die in 13.5 b) gew~hlte echte Generatorenmenge in 

[UZ,Me] isto Die Objekte [-,U] yon M bezeichnen wit im folgenden auch mit ~ . F~r 

F ~ St~[U°,Me] schreiben wit IFI~[ anstatt IF I , es gilt also (fSr jedes V ~ ~ w~hle 

man elm U E U mlt ~ = V ) 
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IFI - = = > = : v, z'Fu' 

Betrachtet man F andererseits els Objekt van [~°,M_~ so gilt (13.1, 13.5 b)) 

I F , =  .ZI[[-.U],F]I = Z t F U t  
u~g U~U 

A.s I~1 <--IMt folgt tFtz~IFI ft~r F ¢ 5t~[lJ°,M~ . 5 tat t  q1"(F,S~r~_[U_°,M.~]) 

~(F,[UZ,M__el) sc~reiben wit 9/(F,~) und 9f(F) r 6.1. 

und 

FE~ a und ~ (13.1) kBnnen wit in diesem Fall (dh. ~ = 5tz[uf, ~ ) die kleinsten 

regulBren Kardinalzahlen w~hlen derart, dass 

~(dd) 5~  ~ ~(wd) und ~ ( d ~ ) ~ I Y ( w d )  

f;Ir aJ_le ~ E Z g i l t .  Denn die Inklusion I : 5~[U°mMel -~[UZ, ~ erh~it t f -kof i l t r ie-  

rende und monomorphe E-kofiltrierende Kolimites (vgl. 8.5 b) und Beweis von 11.3 c)). Da 

fQr jedes G E [US,Mel" die funktoren [G, I - ]  : 5~[UZ,Mel --~Me und 

[ ~ , - ]  : 5~UZ,Mel --~Me isomorph sind, So folgt 

IT(G',~_) <_ sup(lt,'lf(G)) und E(~,~-) ~sup(E,E(G)) , 

und insbesondere 

Dies zeigt, dass die obige Wahl von ~ und ~Y m@glich ist. 

Ferner gilt nach 13.5 b) 

w s n n  

IT _< ~up(',(,~) , 

dis kl~inst~ ~ o g o l ~  K ~ r d i ~ l ~ h l  wi t  d ~  E ig~s~hof t  ~ > l [ - , U ] t  , U ~ _U, i s t .  

13.7 Lemma. F@r jeden Funktor G ¢ [U_°,~ q i ! t  

]E'IT_ " < I~l <- sup (~,p@, IGIe) ~ sup (p+,13 @, IGI @ ) 
@< E O<E; 

wobei p =  sup ( I Z I , I [ - , U ] I , @ ) .  
Ue LI,@<E 
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Beweis. Wit ben@tzen hisrzu die Konstruktion yon ~ im Beweis von 8.5 a) und die dort 

verwendeten Bezeichnungen. Es gilt ~ (wd) ~ £ ~ ~+ f@r alle d ~ ~ , also auch 

~Y(wd) ~ ~+ und lw~l ~ ~ nach 13.5 b),und IGd,~I __~ ~G I + lwdl<- sup(IG~,~) . Ferner 

f o l g t a u s  E(d~)--'~E dieExistenzeinesEpimorphismus |j[-,Ui]-~dC mit l I l<E 

(vgl. 9.3). F@r alle ~ ~ ~ gilt deshalb 

l [d~.G]l S ~l~uil <---IGI i11 _< s~p N I  @ . 

Folglich gilt fBr die Kardinalit@t der Menge aller Paare (#,~) , d (~, ~ E [dd, G] 

I{(~,u}l<lTl.(sup Isl @) _< sup (~, IGI  @) . 

Daraus folgt 

IGll <-- I~zl <--IGI + (~.~)~ IG~.~I -<IGI + l{(~.~)} l 'sup(IGl.~) _<sup@(~ (~']GI8) " 

£rsetzt  man G durch G I , so erhMlt man analog 

IG21 <_ sup (P. IG1104) _ sup (~.pe4.1GIO0,) : sup (~e. iGie) . 
6~ %@.<£ 0<~ 

sowie IG31 <--sup (~8.1GI 8) und IGvl<_ sup (~@.IGI o) f@r Iv l~  ~ . Ferner g i l t  nach 
e<6 @<~ 

e.5 ~ = lim G . Da V(wd) ~ / so folgt aus der Def in i t ion  von If , dass IY4~--~+ . 

Zusammenfassend erhalten wit 

l~ls I} @<E @<~ e<~ 

13.8 Satz. F@r die aus E-erzeuqbaren und ~-pr@sentierbaren Objekten bestehende echte 

Generatorenmenqs M in S~[U°,Me] kann man E 1 --'~ (sup (Tr@,~@))+< (sup (~@I+ 
-- -- .@<£ -- ,@<~ 

w~hZsn, wobei ~= sup OXI,I[-,U]I,@> ist. 

Beweis. Die zweite Ungleichung ist trivial, wei! ~r ~_ ~+ . 

Wegen IFi z ~ IFI genSgt es zu zeigen, dass If~ ~_. sup (~@,~@) 

Objekte F ' 5~[US, ~ g i l t .  F@r ein solches F 

P'~ GO echter Epimorphismus G ° -~ F mit = [-,Ui] 

f@r alle ~-erzeugbaren 

existiert nach 9.3 in S~[~°,Me] sin 

und Ill ~ ~ . Mit Hills von 1.5 und 
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6.6 b) kann man zeigen, dabs F der ~-Kolimes der kanonischen Zerlegung 

G ° _~G 1 _~ --~ .,, ~ ... , l~p i < .T,C - 

G ° Sty U °, G v+l von -~F in regulate Epimorphismen yon [ M~ ist ( bezeichnet den Kokern 

dB~ K~np~.s ~ G ~ ~G ~ in [U_~,~ ). A~B " "IG°I_< ~ folgt oach l~.~ 
F 

l~.ll ~ I ~ I ~  sup (~.,~o) u o d  I G 2 1  < I ~ I  __< aup ( . , ' ,~ , ,~°e~l  = Bop (~.o~o) . 
e< ~ % el< ~ @ < £ 

Durch transfinite Induktion erh~it man ]GV] ~ sup (~,~e) far I v l < w ~  ~+ . Folglich 
@<i 

gilt 

13.9 Korollar. Es q i l t  ( I  ~ ( ~ ) ÷ '  wobei ~ die kleinste unendliche Kardinalzahl 

is t derart, dass ~+_> E , 2~>IY , 2 ~ ~ I  und 2 ~> ][-,U]~ far jedes U ~ U . 

oi~s folgt u n m i t t ~  au~ ~I~ I~up(~e,~e)) +. 



~14 Charakterisierung und Stetigkeitseiqenschaften der Kanschen Erweiterunqen 

In diesem Abschnitt geben wir eine Charakterisierung derjenigen Funktoren A -~B , welche 

die Kan'sche Koerweiterung ihrer Restriktion auf gewisse Unterkategorien yon ~ sind, 

analog dar Eilenberg-Watts'schen Charakterisierung des Tensorproduktes (14.2). In 14.6- 

14.7 b) behandeln wit das Problem, wann ein stetiger Funktor einen Koadjungierten besitzt. 

In 14.8-14.11 b) geben wir die Stetigkeitseigenschaften eines Funktors t an, welche sich 

unter gewissen Voraussetzungen auf die Kan'sche Koerweiterung Ej(t) 8bertragen. Hierfer 

gibt es zahl~eiche Anwendungen (vgl. Gabriel Popescu [2~, Andr~ ~j~, Barr Beck [~ ], 

Mac Lane [~0]). 

14.1 Definition. Sei 

Diagramm 

eine Kategorie und M c Ob sine Klasse yon Objekten. Ein 

heisst M-rechtsexakt in 

[U,A'] ~[U,A] ~[U,A"] 

~ :  [U,A,,]-~[U,A] ~nd 

A' ~A > A" 

, wenn fBr jedes U ~ M die induzierte Folge 

ein zusammenziehbarer Kokern ist, dh. es gibt Abbildungen 

~: [U,A] --~[U,A'] mit den Eigenschaften [U,y]-~ = ±d , 

[U,~]-~ = ±d und ~-[U,y] = [U,~]-? . 

Ein Funktor F : A -~B heisst M-rechtsexakt, wenner M-rechtsexakte Folgen in Kokern- 

diagramme 8berf~hrt. 

Beisp~ele. a) Ist ~ eine Kategorie mit Faserprodukten und sind die Objekte van M pro- 

jektiv in ~ (vgl. ii.2), dann gibt jeder regul~re Epimorphismus p : A -~A" Anlass zu 

einer M-rechtsexakten Folge A IIFA -~A P-~A" . 
A" 

b) Falls in ~ Koprodukte yon Objekten aus M existieren und M eine Mange ist, dann 

ist fQr jades A ¢ ~ die Folge (2.14 e)) 

~t Uf,g ~ It O h ~ A  
h:t~A 

M-rechtsexakt. Die Abbildung CF: [U,A] -~[U,~Uh] ordnet einem Morphismus h : U-~A 
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die kanonische Induktion i h : U -~ flU h der Komponente h zu, und 

~: [u,J~Uh] -~[U,~Uf,g] ordnet einem Morphismus f : U -~ IIU h dis kanonische Induktion 

U -~ II Uf,g der Komponente f,ip.f : U ~-~ IIU h zu (beachte pf = p ip.¢) - 

Nach 1.11 und 1.4 ist die obige Folge genau dann rechtsexakt, wenn M sine regul~re 

Generatorenmenge ist. Ist M rsgul~, dann gilt ~2.14e)): M-rechtsexakt ---~ rechtsexakt. 

14.2 Satz. Sei M sine Menqe von Ob.iekten in elmer Kateqorie ~ , in welcher belisbi.qe 

Koprodukte yon Objektsn aus M existieren. Sei X = II (M,~) sin voller Abschluss yon M 

in A unter ~-Koprodukteq, wobei ~ sine regul~re .K.ardinalzahl oder ~ =~e is~t (vgl. 

7.3). Sei B ~ Kateqorie mit Kokernen. Dann 9elten die folgende.n Aussage.n: 

a) Ein Funktor T : A -~B ist 9enau dan n di__~e Kan'sch_~e Koerweiterun 9 seiner Restriktion 

auf X = II~(M,~) , wenn er M-rechtsexakt. ist. 

b) Se___~i ~ ~ und die Objekte yon M seien ~-prBsentierbar in A . Ferner besitze B 

beliebiqe Koprodukte. 

Ein Funktor T : A-~B ist g.enau dann die Kan'sche Koerweiterung seiner Restriktion 

auf X =~. (M,~) , wenn er M-rechtsexakt ist und ~-kofiltrierends Kolimites erh~lt. 

c) Se__~S IMJ < ~ <~ und die Objekte yon M seien ~-erzeuqbar in A . Ferner besitze B 

beliebiqe Koprodukte. Ein Funktor T : A -~B ist gsnau dann dis Kan'sche Koerweiterunq 

seiner Restriktion auf X =~(M,~) , wenn e rM-recht...@.exakt ist und monomorphe ~-kofil- 

trierende Kolimites erhBlt. 

Beweis. Dis Aussage a) wurde bsreits in 2.14 e) bswiesen. 

b) Es ist klar, dass sine M-rechtsexakte Folge in ~ auch (Oh ~)-rechtsexakt ist. Aus 

14.1 umd 2.8 folgt daher, dass die Kam'schs Koerweitsrung T : A -~B M-rechtsexakt ist 

und ~-kofiltrierende Kolimites erh@lt. 

Umgekehrt sei t : X-~B die Beschr@nkung sines Funktors T : ~-~ , welcher diese bei- 

den Eigenschaften besitzt. Da jades Koprodukt ~L u yon Objekten U e M der ~-kofil- 
J J J 

trierende Kolimes seiner ~-Teilkoprodukte ist, welche zu ~ geh~ren, so folgt, dass die 

kanonische nat~rliche Transformation ~ : Ej(t) ~T auf ll~(R,~) sin Isomorphismus ist. 

Da Ed(t) und T M-rechtsexakt sind und jades Objekt A e ~ sine M-rechtsexakte Folge 
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~Uf,g ~ U  h -~A mit Uf,g,U h e M zul~sst (vgl. 14.l, Beispiel b)), so folgt, dass 

~(A) • Ej(t)(A) -~TA ein Isomorphismus ist. 

c) Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie for b). Man beachte, dass wegen IM~ < 

jedes Koprodukt ~U yon Objekten U e M der monomorphe ~-kofiltrierende Kolimes der- 
j J J 

jenigen ~-Teilprodukte ist, welche alle in ~ U vorkommenden Summanden aus M enthal- 
J 

ten. Wegen I Ml ~ ~ ±st jedes dieser Teilprodukte ein Retrakt yon ~U. (vgl. i1.7). 
j J 

14.3 Bemerkunq. Voraussetzungen wie in 14.2. Aus dem obigen Beweis folgt leicht, dass 

ein koprodukterhaltender Funktor T : A -~B genau dann die Kan'sche Koerweiterung seiner 

Restriktion auf X =~ (M,A) ist, wenn er M-rechtsexakt ist (~ regular oder ~ = c~o). 

Sei ~ regular. Umgekehrt ist unter gewissen Voraussetzungen die Kan'sche Koerweite- 

rung eines ~-koprodukterhaltenden Funktors X--~B wieder ~-koprodukterhaltend (vgl. 14.8) 

Ist zum Beispiel A eine algebraische Kategorie ( ll) derart, dess A ~_~S X ,~ , 

dann folgt aus 2.7, dass die Kan'sche Koerweiterung eines ~-koprodukterhaltenden Funktors 

t ;  ° t : X-~B gerade die Zusammensetzung yon A--~5 X ,~ mit dem Koadjungierten 

t~ ° x ° 5 X ,Me] -~B__ yon B ~[t-,B] imt. Famst man nun als "algebraische Theorie" im 

5inne yon ~ll auf, so folgt hieraus, dass die Kategorie der X°-Algebren in B ° (d.h. 

o 0 
StyX ,B__ ] ) @qu±valent zur Kategorie der M-rechtsexakten koprodukterhaltenden Funktoren 

A -~B ist. Dies ist eine Verallgemeinerung der Eilenberg-Wetts'schen Charakterisierung 

d~ Tensorprodukts (~gl [l~] [59]. Ein Fu~ktor F : A ~ ist geo~u d~o M-~echtsex~kt, 

wenn f~r jeden regul~ren Epimorphismus p : X-~Y in A die induzierte Folge 

F(XTX) =@FX--*FY rechtsexakt ist). 

14.4 Korollar, Sei M eine Menqe yon Obiekten in einer Kateqorie _A , in welcher belie- 

bige Kqprodukte yon Objekten au__~s M existieren. M let qeneu dann eine requl~re Genera- 

wenn X =~(M,A) eine dichte Unterkateqorie in A ist, wobei entweder t orenmenqe, 

a) ~ -~ ; ode r b) ~ < ~ und die Objekte vo___n_n M sind ~-pr@smntierber in A ; oder c) 

IMI < ~ < o~ und die Objekte von M sind ~-erzeuqbar in A . 

Beweis. Ist M eine regul~re Generatorenmenge, dann folgt aus 14.1 Beispiel b) und 2.T, 

2.9, dass Ej(J) existiert und dass Ej(J) = id A . Folglich ist J : X--~A nach 3.2 
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dicht. Ist umgekehrt J dicht, dann folgt aus Ej(J) = id A (3.2) und 14.2, dass 

id A : A -~A M-rechtsexakt ist. {Man beachte, dass ~ hierfBr nicht kovollst~ndig zu sein 

braucht, well die fBr die Existenz yon Ej(J) notwendigen Kolimites li~ d-J A existieren). 

Nach 14.1 b) ist M daher eine regulate Generatorenmenge. 

14.5 5atz. Sei A eine lokal ~-pr@sentierbare (bzw. ~-erzeu~bare) Kategorie und X die 

volle Unterkateqorie der ~-pr@sentierbaren (bzw. ~-erzeuqbaren) Objekte. Ein Funktor 

T : A -~B mit kovollst~ndiqem Wertebereich B ist qenau dann die Kan'sche Koerweite!gn q 

seiner Restriktion auf X , wenn er ~-kofiltrierende (bzw. monomorphe ~-kofiltrierende) 

Kolimites erh~lt. (Eine Anwendung hievon ist in Hilton [30] zu finden). 

Dies folgt unmittelbar aus den Beweisen yon 14.4 b) undc), weil nach 7.4, 7.7 die In- 

klusion ~(~) -~ dicht ist, vgl. auch 5.5 und 7.9 (bzw. weil jedes Objekt in ~ der 

~-kofiltrlerende Kolimes seiner ~-erzeugbaren Unterobjekte ist, 9.5). 

14.6 5atz. Seien A und B lokal pr~sentierbare Kateqorien und sei G : A -~B ein 

Funktor. Aequivalent sind: 

(i) G besitzt einen Koadjunqierten F : B-~A . 

(ii) G ist stetiq und erh~lt ~-kofiltrierende Kolimites fBr eine qenBqend qrosse regu- 

l~re Kardinalzahl ~ , 

(iii) G £st steti~ und erh@lt monomorphe ~-kofiltrierende Kolimites fBr ~ine qenBgend 

qrosse requl~re Kardinalzahl ~ 

(iv) G ist stetiq und es qibt eine kleine Unterkateqorie X in A derart, dass G 

die Kan'sche Koerweiterunq seiner Restriktion auf X ist. 

Beweis. (i) @ (ii) FOr diese Richtung genBgt es vorauszusetzen, dass ~ lokal pr~sen- 

tierbar und ~ ein Koretrakt ist (4.1). Dann gibt es eine kleine KategoriB ~ und eine 

volle Einbettung i : B-~[~°,Me] , welche einen Koadjungierten R besitzt. Folglich ±st 

FR : [UO,Mel -~_A koadjungiert zu IG : A-,[U°,Me] . Aus dem Beweis yon 4.2 (i) ~ (ii) 

geht hervor, dass IG zum Funktor A-~[U__°,M~ , A ~[FRY-,A] isomorph / s t ,  wobei 

Y : U-~ [U°,M__ee] die Yoneda Einbettung ist. FSr ~ B sup ~(FRYU,A~ folgt daher, dass 
u~u 

IG ~-kof±ltrierende Kolimitms erh~lt. Wegen RIG ~G gilt dies folglich auch fSr G . 
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( i i )  ~ ( i l L )  trivial. 

(iii)~(iv) 5ei ~ = ~(7) die volle Unterkategorie der 7-erzeugbaren Objekte, wobei 

~(~) ~ y ~ ~ . Nach 14.5 ist der Funktor G die Kan'sche Kosrweiterung seiner Restrik- 

tion auf X . 

(iv) ~ (i) Es genBgt zu zeigen, dass fBr jades B ~ ~ der Funktor [B,G-] : A-~Me 

darstellbar ist. Sei ~ ~ sup ~(X,A) und ~ ~(B,B) . Nach 2.8 erh~it G ~-kofiltrie- ~X - -  

rends Kolimites und folglich auch [B,G-] . Sei O : ~(~) -~ die Inklusion der vollen 

Unterkategorie der ~-pr~sentierbaren Objekte. Nach 14.5 gilt damn Ej[B,GJ-] --~[B,G-] 

Da ~(~) klein ist, so gibt es elms Darstellung [B,GJ-] = l~ [Uv,- ] derart, dass 

U 6 A(~) und Ob D eine Mange ist. Aus 2.4 folgt 

[B,G-] ~ Ej [B,GJ-]  = Ej lim [Uv , -  ] ~ l ~  E j [Uv , -  ] ~ l i e  [ JUv , -  ] 

Dabai i s t  l im [JOy, -  ] der Kolimes des Funktors ~-~[~,M_~_e] , v ~ [ d U v , -  ] , sowie der 

Kol i~es  des i n d o z i e r t e ~  Fonktors ~ S t [ a , M _ ~ ]  , ~ ~ > [ J U , - ]  , wobei St[a,M_~] die  Kste -  

gorie aller stetigen mengenwertigen Funktoren auf ~ bezeichnet. FUr den letzteren Koli- 

mes gilt jedoch l~m [JOy, ] ~ [limJU~ v '-] , well die Yoneda Einbettung 

A_°-~St[~,Me], A ~[A,-] bekanntlich kostetig ist. Daraus folgt [B,G-] ~ [l~Uv,- ] . 

8emarkunq. 5ei G : A -~B sin stetiger Funktor, ~ lokal pr@sentierbar abet ~ beliebig. 

Aus dam obigen Beweis geht hervor, dass G genau dann einen Koadjungierten besitzt, wenn 

f~r jades B ¢ ~ der Funktor [B,G-] : A ~Me monomorphe ~-kofiltrierende Kolimites er- 

h@it (fUr sin genBgend grosses van B E ~ abh@ngiges ~ ). 

14.T Bemerkunqen zum "adjo~nt functor theorem". 

a) Das ~blicha Kriterium fur die Existenz sines Koadjung&erten lautet (vgl. Benabou [9], 

Freyd [18]): 5ei ~ eine vollst~ndige Kategorie mit einer Kogeneratorenmenge M , in wel- 

char jades Objekt nut eine Menge von Unterobjekten besitzt. Dann besitzt jeder stetige 

Funktor G : X-~Y einen Koadjungierten. 

Man kann dies dahingehend variieren, dass man verlangt, dass M sine echte Kogenera- 

torenmenge ist (1.9) und dass die echten Unterobjekte (1.3) jedes Objektes in ~ sine 
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Mange bilden. 

Wie vorhin in 14.6 kann man den Beweis dieser beiden Kriterien auf den Fall Y = Me 

zurBckfBhren, indem man fBr jades Y e ~ den Funktor X ~Me , X ~[Y,GX] betrachtet. 

Sei also G : X-~Me sin stetiger Funktor und ~ : Ix,-] -~G eine natBrliche Transfor- 

mation. Wir zeigen zuerst, dass ~ dutch einen darstellbaren Unterfunktor yon G fakto- 

risiert. Hierzu betrachten wit das System 

(bzw. echten Unterobjekte yon X ), fur welche der Morphismus 

[i~,-] : [X,-] -~[X(,-] faktorisiert. Da die Unterobjekte yon 

objekte yon X )eine Menge bilden, so existiert lim X~ . Sei 

(i~ : X~ -~X) derjenigen Unterobjekte von X 

: IX,-] -~G durch 

X (bzw. die echten Unter- 

i : lim Xt -~X der uni- 
& 

versells Monomorphismus. Da 

[ i , - ]  : [X,-] - ~ [ ~  X~,-] 
L 

es leicht zu sehen, dass die Faktorisierung 

Im ersteren Fall (dh. wenn die i~ : X L -~X 

s~tzlich folgende Eigenschaft: 

FUr jede Zerlegung [l~m X~,-] ~-~[X',-] -~G 

G : X -~Me stetig ist, so faktorisiert @ : IX,-] -~G durch 

und auf Grund der Definition des Systems (i~ : Xt -~X) ist 

~: Ilium X$,-] -~G ein Monomorphismus ist. 
& 

lediglich Monomorphismen sind) hat ~ zu- 

yon ~ ist der vom Monomorphismus ~ indu- 

zierte Epimorphismus p : X' -~lim X~ echt (man beachte, dass in jeder Zerlegung 

X' -~X" Lli~ x~ yon p der Morphismus j auf Grund der Definition yon (i~ : X~ -~X) 

invertiarbar ist, falls j : X" -~lim X~ sin Monomorphismus ist). 

Sei nun (G c G) das in n&tBrlieher Weiss geordnete System derjenigsn darstellbaren 

Unterfunktoren yon G , welche die obige Eigenschaft besitzen (bzw. yon allen darstellba- 

ren Unterfunktoren yon G ). FUr jeden Funktor G w~hlen wir sin darstellendss Objekt 

Xp und einen Isomorphismus - ~ [X ,-] ~Gp . Da G stetig und _X vollst~ndig ist, so kann 

man wie in 5.3 zeigen, dass dieses System fBr jede regul~re Kardinalzahl ~ ~-kofiltria- 

rend ist. Folglich gilt lim _ [X ,-] @--~lim G = G . Das System ist im allgemeinen nicht 

klein und aus diesem "einzigen" Grund ist G nicht immer darstellbar (vgl. Gegenbeispie- 

le in b)). Die Existenz einer Kogeneratorenmenge M (bzw. einer echten Ksgeneratoren~ 

menge) hat jedoch zur Folge, dass des System ein terminales Objekt besitzt. 

Es sei daran erinnert, dass sin echter Epimorphismus p : Z -~Z' (bzw. ein Epimor- 

phismus p : Z -~Z') genau dann invertierbar ist, wenn for jades U ¢ M die Abbildung 
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[p,U] : [Z',U] -~[Z,U] bijektiv ist. Auf Grund der Definition des Systems (G c G) ist 
# 

P X -~X ein echter Epimor- der van einer Inklusion G -~G induzierte Morphismus qv : v 
v 

phismus (bzw. ein Epimorphismus). Folglich ist die Abbildung G ~~ ~G U eine Injektion 
~M 

der Klasse aller G in die Menge sller Teilmengen van II GU . Dies zeigt, dass die G 

eine Menge bilden, und dass das System (G c G) klein ist. Es besitzt ein maximales Ele- 

ment, well es fBr jede Kardinalzahl ~ ~-kofiltrierend ist. Somit ist G darstellbar. 

b) Die Betrachtungen in T.6 und 14.6 liefern ein "Rezept", wie man stetige Funktoren 

Gr-~Me ohne Koadjungierten erhBlt. Man w~hle eine "grosse Gruppe" K mit den folgenden 

Eigenschaften: l) IKI>~ ,2) far jedes X c G_r.r gilt I[K,X]I~ ~ , 3) f~r jede regulate 

Kardinalzahl ~ gibt es einen q u o t i e n t e n  Y yon K mit ~ ~ I Y I~ e~ (fBr ~vgl. ~O). 

Nach ~ gibt es dann einen stetigen Funktor G K : Gr-~Me , Z ~[K,X] ! , Ware GK~[A,- ] 

fBr ein A ~ G__&r , so faktorisierte jeder Morphismus K -~X , X ~ G~r , dutch den kanonischen 

Morphismus ~A(id A) : K -~A . Dies ist jedoch unmBglich, weil K beliebig grosse quotien~ 

ten in Gr besitzt. FUr ein konkretes GegenbeispiB1 kann man K =HA w~hlen (vgl, Is- 

bell), wobei A die alternierende Gruppe auf einer Menge mit Kardinalit~t ~ ist und 

die Gesamtheit aller kleinen Kardinalzahlen durchl~uft. 

Wir geben noch ein ~hnliches begenbeispiel f6r die Kategorie A der kommutativen 

Ringe mit Einselement. FUr jede unendliche Kardinalzahl ~ wBhlen wit einen K8rper K 

der Kardinalitat ~ ° Wit nehmen an, dass K C K f~r ~ ~ ~ . Wit zeigen unten, dass 

for jeden Ring X E ~ die Klasse [TTK ,x] klein ist. Wie vorhin kann man damit einen 

stetigen Funktor G : A ~Me definieren, welcher keinen Koadjungierten besitzt derart, 

dass GX = [~TK ,X] I far jedes X c ± 

Sei X ~ ~ ein Ring mit IXI ~ ~ . Es gen~gt offensichtlich zu zeigen, dass jeder Mor- 

phismus f :InK -~x durch die Projektion ~TK -~ TT K faktorisiert. W~re dies nicht 

der Fall, so betrachtet man die additive und multiplikative Abbildung ~ : K~ ~TK 

deren ~-te Komponente die Nullabbildung let, falls ~ < ~ bzw. die Inklusion K_ C K p 
falls ~ ~ o Da f~r die unterliegenden abelschen Gruppen "~K = (-~ K ).[.L ~ N ) 

gilt, so ist die additive and multiplikative Abbildung f-9 : K~ ~X nicht die Nullabbil- 

dung. Folglich ist f-~ ~ona~o~ph. Diee i~t jedooh ~egen IKpl = P >IXl unm~glieh. 
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14.8 Wir stellen nun einige Exaktheitseigenschaften van Kan'schen Erweiterungen zusammen 

(14.8-14.11), die wit am Schluss dieses Abschnittes beweisen. 

Satz. Sei A sine lokal ~-pr~sentierbare Kateqorie und sei d : U-~A die Inklusion der 

vollen Unterkate@orie ihrer ~-pr~sentierbaren Objekte. Ferner ssi Z sine kovollst@ndiqe 

Katmqorie und ~ sine ~-kleine Kategorie. 

Falls t : U-~Z D-Kolimites erh@lt, dann such die Kan'sche Koerweiterunq Ej(t) : A-~Z. 

Ferner ist Ed(t) kostetig, wenn t ~-kostetig ist. 

14.9 Bemerkunq. Man kann den Satz 14.8 nicht wBsentlich verbessern. 5ei n~mlich ~ sine 

kovollst~ndige Kategorie, und d : U-~A die Inklusion einer vollen dichten kleinen Un- 

terkategorie ~ , die in ~ unter ~-Kolimites abgeschlossen ist. Der vslltreue Funktor 

E : 3-~St [~°,Me] , A ~[J-,A] ist die Kan'sche Koerweiterung Ej(Y) der Yoneda Einbet- 

tung Y : ~-~St#~°,M~ (2.2 b) und 2.7). Gilt die letzte Aussage yon Satz 14.8, so ist 

E folglich kostetig. Demnach gilt for jedes F ~ St [U°,Me] 

l m(Y  F Y/F  tj2,M_   l <E YF> E lLm > . F 

Dies zeigt, dass E bis auf Isomorphie jedes F ( St~_U°,Me]__ "erreicht", und folglich 

sine Aequivalenz ist. Demnach ist ~ lokal ~-pr~sentierbar, und d induziert sine Aequi- 

valenz U ~--~A(~) . 

Insbesondere kann in 14.8 ~ nur dann dutch ~(~) (9.5) ersetzt werden, wenn 

14.10 Im kommenden Satz orientiere man sich an folgendem Beispiel: ~ Bins lekal pr~- 

sentierbare Kategorie) J : U-~A die Inklusion der vollen Unterkategorie ihrer ~-pr@sen- 

tierbaren oder ~-srzeugbaren Objekte und ~ sine lokal ~pr~sentiBrbare Kategorie. Es 

sei daran erinnert, dass ~ ~-kovollst~ndig ist und is vielen F~llen auch gewisse Limites 

besitzt (vergl. z.B. 13.4). 

Satz. Sei U Bins kleine ~-kovollst~ndiqe Kateqprie und d : U --~A sin ~-kostetiger 

Funktor. Sei ~ Bins kleine Kategorie und seien U und A D-vollst@ndiq. Falls sin 
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Funktor t : ~--~ mit kovollst~ndigem Wertebereich D-Limites erh@it, dann auch die 

Kan'sche Koerwe~tprung El(t) : A -~Z , VOrBUSqesetzt in Z kommutieren ~-kofiltrierende 

Kolimites mit D-Limites (z.B. wenn die Kategorie ~ lokal ~-pr~sentierbar und 

~-klein ist (vgl. T.11). 

Variationen. Seien J : U -~A , t : U -~Z und H : D -~A Funktoren, wobei ~ und 

klein sind. Die genauen Voraussetzungen far die S~tze 14.8 bzw. 14.10 sind in den Beweisen 

von 14.12 und 14.14 bzw. won 14.12 und 14.13 zu finden. In 8eispielen ist es gelegentlich 

m@glich diase Bedingungen direkt nachzuweisen. Wir geben ein solches Beispiel: 

Falls t ~-Produkte erh@lt (dh. ~ diskret) dann auch Ej(t) , vorausgesetzt in Z kommu- 

tieren ~-kofiltrierende Kolimites mit ~-Produkten. Dabei braucht U nicht ~-kovollst~ndiq 

und J : U--~A nicht ~-kostetiq zu sein. Es g en@gt stattdessen, dass fBr ,iedes A E 

die Kateqorie J/A ~-kofiltrierend ist und dass ~ sin initiales Obiekt besitzt und J 

dieses erh~lt. 

14.11 Satz. Seien J : U-~A und t : ~-~ Funktoren, wobei U klein ist. Es qelten: 

8) Falls U und A endliche Limites besitzen und t endliche Limites erh~lt, dann er- 

h~lt Ej(t) : A -~Z ebBnfalls endliche Limitss, vorausqesetzt Z ist eine Garbenkateqo- 

rie (12.5, 12.14). 

b) Falls U und A ~-Limites besitzen und t ~-Limites erh@lt, dann erh~lt 

Ej(t) : A -~Z ebenfalls ~-Limites, vorBusgesetzt Z ist lokal pr@sentierbar und for 

,iedes A E ~ is t die Kateqorie J/A ¢~)-kofiltrierend. 

Bemarkunq. Im Gegensatz zu 14.10 benBtigt man nicht, dass J : U -~A ~-Kolimites erh~lt 

und ~ ~-kovollst@ndig ist. Ferner sind in b) die Kardinalzahlen ~ und ~(~) voneinan- 

der unabh~ngig. 

14.12 Die Beweismethoden for 14.8 und 14.10 sind im wesentlichen dieselben, w~hrend fBr 

14.11 8), b) sine andere Methoda benBtzt wird. Wit fBhren deshalb nicht alla Beweise 

durch und beschr~nken uns darauf, die beiden Methoden anzugeben. Diese sollten es dam La- 

ser auch erm~glichen einige Variationen von 14.8-14.11 zu finden, die wir nicht angefBhrt 

haben. 
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Wir beginnen mit der Methode fBr 14.B und 14.10. Diese basiert auf den drei folgenden 

LemMala. 

Lemma. Sei d : U-~A ein Funktor und D mine Kateqor~e. FSr jedes Paar yon Objekten 

D,D' ~ D und jedes U ¢ U existiere das Koprodukt ~ U in U und es werde yon 

J : U-~A erhalten. Dann ist f~r j edes D ¢ D und jeden Funktor H : D-~A der Funktor 

F D , [D,J]/H--~J/HD,(K,JK ~-~H) ~(KD,JKD ~P~ > HD) 

konfinal (2.12, f8r J/HD etc. vgl. 2.6). 

14.13 temma. Sei D eine kleine Kateqorie und sei J : U-~A ein Funktor, wobei 

und A D-vollst~ndiq sind. Oann ist fS__~ jeden Funktor H e [D,A] der Funktor 

L : [D,J]/H-~J/~H,(K,JK ~-~H)~(~, KIJ[~ K)ka~li_m JK l~'~>li<__m H> 

konfinal. 

14.14 Lemma. Seien J : U--~A und D wie in 14.~. Dann ist f~r ieden Funktor 

H ~ [D__,A~ der Funktor 

L' : [D,d]/H--~O/lim H,(K,JK --~H)~(lim K))J(lim K1 ~-~ li ~ JK li'-~m%liem H> 

konfinal. 

14.15 Bevor wit 14.12-14.14 beweisen, zeigen wir wie man daraus die Aussagen in 14.8 

und 14.10 herleiten kann. Wit beginnen mit 14.10. Der Satz ergibt sich aus folgenden Iso- 

morphismen 

Ed(t](l~m H) ~ lim_~ tU 9 lira t¢lim K) ~ lira(lira tKD)~ <--,-~lim{lim tKD) ~l~m EO(t)(HD)=~%(~)H 

Dabei durch laufen (U, ( )  und (K,~) d ie  Kategor ien  J / ~  H und [ ~ , J ] / H .  Die Isomor- 

phismen ( l )  und (3) r e s u l t i e r e n  aus 14.13 und 14.12o Der Isomorphismus (2) e r g i b t  s ich 

aus der Ve r tauschba rke i t  yon D_-Limites und ~ - k o f i l t r i e r e n d e n  K o l i m i t e s  in  ~ . Die Kate-  

gorie [~,J]/H ist n~mlich ~-kofiltrierend, weil ~ ~-kovollst~ndig und J ~-kostetig 
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isto Dies zeigt, dass Ej(t) D_-stetig ist. 

Wir bemerken noch, dass es im diskreten Fall (dh. ~ diskret) auf Grund der in 14.lO (Va- 

riation) gemachten Voraussetzung evident ist, dass [~,J]/H ~-kofiltrierend ist. 

Der Eeweis for 14.8 ist his auf triviale Modifikationen derselbe wie for 14.10. (Man 

benBtzt 14.14 anstelle van 14.13. Die Exaktheitseigenschaft von Z wird wagen der Var- 

tauschbarkeit lim lim ~ lim lim nicht benBtigt). Die letzta Aussage folgt aus 14.5. 

Beweis yon 14.12. Es ist zu zeigen, dass f~r jedes Objekt (U,JU ~-~HD) yon U/HD die 

Kategorie (U,~)\F D zusammenh~ngend ist. Wit zeigen, dass sie ein initiales Objekt be- 

sitzt. Dam Peer O E ~ , D E ~ kann man den verallgemeinerten darstellbaren Funktor 

U ® [D,-] : D ~U D' ~ ~LL u zuordnen. Da J : O ~A diese Koprodukte erh~it, so 

gilt J'(U ® [D,-]) ~ UU ® [D,-] . Nach dem Yoneda Lemma (vgl. [S6] introd.) gibt es eine 

Bijektion [JU,HD] ~[JU ~ [D,-],H] ~ [Jo(U ® [D,-]),H] , welche in U,D und H natSr- 

lich ist. Dabai entspricht dam Morphismus ~ : JU -~HD eine nat~rliche Transformation 

mE : JU ® [D,-] -~H , deran Wart bei D ein Morphismus -~ JU -~HD ist, dessen Kompo- 
t~,M 

nente mit Index id D gerade ~ : JU -~HD ist. Hieraus folgt leicht, dass 

(U ® [D,-]7~ : do(U ® [D,-]) -~H) zusammen mit der Induktion i : U -~ n u = u ~ [D,D] 
[~ ,~] 

der Komponente id D ein Objekt yon (U,~)\F D ist. 

Wit zeigen noch, dass es ain initialas Objekt dieser Kategorie ist. Sei (KI~ : JK -~H) 

zusammen mit ~ : U-~KD ein Objekt yon (U,~)\F D ; es gilt also ~ = ~(D)~. Wie vor- 

hin erw~hnt entspricht dem Morphismus ~ : U -~KD unter der Bijektion 

[U,KO] ~ [U ® [D,-],K] eine natBrliche Transformation ~ : U ® [D,-] -~K , deren Wart 

bei D ein Morphismus J~ U ~KD ist, dessen Komponente mit Index id D gerade 

: U -~KD ist. Auf Grund der NatBrlichkeit der Yoneda Bijektion gilt ~ = ~-J~ 
Wagan ~ = ~(D)d~ g ib t  daher d ie na t~ r l i che  Transformat ion ~ : U ® [ D , - ]  -~K Anlass 

zu einem kommutativen Diagramm 
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J(U ~ [D,D]) 

JU ~ .... ~ JKD 

~(~) 

Folglich gibt es in (U,~)\F D einen Morphismus vom Paar ~(U ~ [D,-],~0~),i) in das Paar 

~K,~),~) . Es gibt nor einen solchen Morphismus, weil ~ : U ~ [D,-] ~K dutch 

!" U-~KD eindeutig bestimmt ist. Dies zeigt, dass ~U ® [D,-],m~),i ) ein initiales 

Objekt ist. 

Beweis yon 14.13. Es ist zu zeigen, dass fBr jedes Objekt (U,~ : JU -~ H) yon 

d/~ H die Kategorie (U,~)\L zusammenh~ngend ist. Sei konst U : D-~U der konstante 

Funktor D ~U und sei ~ = (JU-~lim~._ H k~'I>HD~ der yon ~ induzierte Morphismus 

Jokonst U -~H . Es ist leicht zu sehen, dass (konstu;Jokonst U = konstju ~) H) zusammen 

mit dem kanonischen Morphismus U-~lim konst U ein initiales Objekt yon (U,~)\L ist. 

Beweis yon 14.14. Nach 14.12 ist der Funktor 

konfinal. 

Da J : U -~A 

F D : [2, J]/H ~J/HD,(K,9)~(KD,JKD ~HD~ 

dicht ist, so ist folglich der Kolimes yon 

[~,J]/H ~J/HD ~U J ~,(K,~) ~~JKD 

gerade HD . Es gilt daher 

Da jedes Objekt 

li~ H = li~ HD = l~n (lim JKD)~lim (li_m JKD 1 

JU in ~ ~-pr~sentierbar und [~,J]/H ~-kofiltrierend i s t ,  sO folgt 

[JU,lim H] ~ [JUjlim (lira JKD)] ~ l_im [JU, lim JKD] ~ lira [JU, J(lim KD~ ~ lira [U,lim KD] 
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Damit ksnn man nun leicht zeigen, dass f8r jedes Objekt (U,~ : JU -~lim H) die Kategorie 

(U,~L' zusammenh~ngend ist (allerdings besitzt sie im allgemeinen kein initiales Ob- 

jekt). 

14.16 Wir beschreiben nun die zweite Methode (fOr 14.11). Diese basiert auf dem folgen- 

den 

Lemma. Seien U und A Kategorien mit ~-Limites, ~ klein, und sei J : U--~A ein Funk- 

tot. Sei ~ eine kleine Kategorie un d s : ~-~[~,~ ei___~n ~-stetiqer Funktor. Dann ist 

Ej(s) : ~--*[~,~ ebenfalls ~-stetiq. 

Wir zeigen zuerst, wie man hieraus 14.11 ableiten kann. 

a) Sei t : U -~Z ein ~o-stetiger Funktor und ~ eine Garbenkategorie (12.5, 12.14). 

Nach 12.11 gibt es dann eine kleine dichte Unterkategorie V c Z derart, dass die volle 

0 
Einbettung G : ~-~[~ ,M~ , Z ~[-,Z] einen Koadjungierten L besitzt, welcher 

~o-Stetig ist. Nach 2.3 gilt Eu(L-s) = L.Ej(s) . FQr s = G-t folgt daher aus Lemma 

14.16, dass der Funktor Ej(t) ~ Ej(LGt) = bEd(G-t) ~o-Stetig ist. 

b) Sei t : U -~Z ein ~-st~tiger Funktor, wobei ~ lokal pr~sentierbar ist. Die dichte 

Unterkategorie ~ der ~(~)-pr~sentierbaren Objekte von ~ induziert eine volle Einbet- 

tung G : ~--~[~°,M_~e] , Z ~[-,Z] , welche Limites und ~(~)-kofiltrierende Kolimites er- 

h@it und reflektiert. Nach Voraussetzung ist fBr jedes A ~ ~ die Kategorie d/A 

~)-kofiltrierend. Aus der Kan'schen Konstruktion 2.9 folgt deshalb Ed(G-t) = G-Eo(t) . 

FOr s = G-t folgt aus Lemma 14.i6, dass G.Ej(t) ~-stetig ist und somit auch Ed(t) , 

weil G Limites reflektiert. Man beachte, dass ?'~) und ~ voneinander unabh~ngig 

sind. 

Beweis yon 14.16. Da die Evaluationsfunktoren E o : [~ ,Me] -~Me , H ~HD adjungierte 

Funktoren besitzen, so folgt wie vorhin, dess Eu(ED-S) = EDEj(s) = Ej(s)(D) for jedes 

D 6 ~ . Ferner kommutiert Ed(s) bzw. s genau dann mit ~-Limites, wenn dies for alle 

Funktoren EDEu(s) bzw. EDs der Fall ist, D ~ ~ . Es genBgt daher die Behauptung fBr 

einen ~-stetigen Funktor s : U --~Me zu beweisen. Nach 5.~ gibt es eine Darstellung 
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s = lim_~ [Uv,- ] yon s als ~-kofiltrierender Kolimes yon darstellbaren Funktoren. Da 
v 

K o l i m i t e s  e r h ~ l t ,  so  f a l g t  aus  2 .2  a ) ,  d a s s  

E 
J 

Ej(s) = Ej li_~m [Uv,- ] =~ lira Ej [Uv,- ] = lira [JUv,- ] 
v v v 

Da in M__&e ~-kofiltrierende Kolimites mit ~-Limites kommutieren, so ist Ed(S) ~-stetig. 

14.1T Korollar. Sei A mine abelsche Kateqorie mit Kopradukten un d erzeuqbaren Genera- 

torah. (In einer Grothendiack ABS) Kategorie sind die Generatoren immer arzeugbar). Dann 

existimren min Ring A und mine additive lokal erzeuqbare Kateqorie A' sowie ein kom- 

mutatives Diaqramm 

A 

A v 
w 

I ~ M°dA 

in welchem I , I l und 12 volle exakte Einbettunqen sind derart, dass 12 

*) 
.iunqierten ~nd I 1 einen Koadiunqierte.n besitzt. Ferner ist I 1 : A -+A' 

eine Aequivalenz, wenn ~ lokal ~-noethersch ist (9.19). 
@ 

einen Ad- 

qenau dann 

Bawais. Aus 13.3 und 6.7 d) folgt die Existenz miner rmgulBren Kardinalzahl ~ derart, 

dase 3(~} einm kleine Unterkatagorie yon ~ ist, welche untmr Unterobjekten und Quo- 

tienten abgeschlossen ist. Sei ~ die kleinste regul@re Kardinalzahl mit dieser Eigen- 

schaft und sel ~ = ~(~) . Aus 9.3 folgt dann 3(~) = A_~(~) . 

Sei 3' = at N Z ,Me] und sei I 1 : !-~ ~ ,Me] der Funktor A ~[-,A] . Nach 9.5 

**) 
und 3.5 ist I 1 mine volle Einbettung. Ferner ist I 1 linksexakt. Nach 2.2 b) ist 

o 
I l die Kan'sche Koerweiterung der exakten Yoneda Einbettung Y : X ~St~[X ,Me] 

*) Falls ~ mine Grothendieck Am5) Kategarie ist, so kann man zeigen, dass ~' eben- 
falls eine solche Kategorie ist. 

**) Falls in ~ for jade wohlgeardnete Kette A ~A1 -~A2 -~... ~A~... yon Epimor- 
morphismen und jeden Morphismus 8 ~l~m A~ der kanonische Morphismus lim B~A L ~B 

lnvertierbar ist, wobei C = l~mAu , dann kann man zeigen, dass 3' = $~[XO,~ 
mine Grothendieck Am5) Kategorim ist (vgl. auch Oberst [~@]). ~0-- 
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bezBglich der Inklusion X-~A . Folglich ist I l : A-~S X ,Me] exakt (14.8). Ferner 

besitzt I 1 nach 2.T einen Koadjungierten, n~mlich die Kan'sche Koerweiterung der Inklu- 

sion X -~ A bezBglich Y . 

Nach Mitchell [42] existieren ein Ring A und eine volle exakte Einbettung t : X -~Mod~ 

derart, dass tX fBr jedes X e X ein Quotient yon ~ ist. Aus 9.9 und 14.10 folgt 

~o 
deshalb, dass die Kan'sche Koerweiterung Ey(t) : St~ _X ,Me] -~Modi\ eine volle exakte 

Einbettung ist, welche koadjungiert zu Mod A -~St~ ~ ,Me_e ] , M ~[t-,M] ist. Man kann 

daher 12 = Ey(t) und I = 1211 setzen. 

~[ o 
Aus 9.1T und 9.19 folgt leicht, dass I 1 : A-~St X ,M~ genau dann eine Aequivalenz 

ist, wenn A lokal ~-noethersch ist. 

14.18 Bemerkunqen. 

a) Sei ~ eine ~-kleine Kategorie und X = A(~) besitze D-Limites. Falls man im obigen 

Beweis die exakte Einbettung t : X -~Mod so w~hlen kann, dass sie D__-Limites (bzw, 
-- i\ 

D_-Kolimites) erh~lt, dann folgt aus 14.10 (bzw. 14.8), dass auch die volle exakte Ein- 

bettung I : A -~Mod~ D-Limites (bzw. _D-Kolimites) erh~it (I ist n@mlich die Kan'sche 

Koerweiterung yon t : X-~Mod~ bez8glich der Inklusion X-~A ). 

b) M. Barr teilte uns kerzlich mit, dass eine lokal erzeugbare Kategorie ~ mit der 

Eigenschaft 12.13 a) eine volle Einbettung I : ~-~[~°,M~e] zul~sst derart, dass 

klein ist und I regul~re Epimozphismen und endliche Limites erh~lt. Dies folgt auch 

aus dem Beweis yon 14.17, wenn man das Mitchell'sche Einbettungstheorem durch das fol- 

gende Resultat yon M. Barr ersetzt: Eine kleine Kategorie ~ mit endlichen Limites, 

Kokernen und der Eigenschaft 12.13 a) l@sst eiee volle Einbettung t : ~ [ ! ~  zu 

derart, dass l) ~ klein ist 2) t endliche Limites und regul@re Epimorphismen 

erh~lt 3) Fer jedes X e ~ der Funktor tX endlich erzeugbar in [~,~ ist. 



§15 Anhanqr ~-pr~sentierbare Obiekte 

In diesem Abschnitt wird der Begriff der ~-Pr~sentierbarkeit in einem etwas allgemeineren 

Rahmen dargestellt. Wir beschr@nken ons dabei auf Beweisskizzen. 

In 5.~ wurde gezeigt, dass f~r eime kleine ~-kovollst~ndige Kategorie ~ ein Funktor 

F : ~°-~M_~e genau damn ~-stetig ist, wenn die Kategorie ~/F "der darstellbaren Funkto- 

ren ~ber F" ~-kovollst~ndig ist. Betrachtet man nun allgemeiner eine beliebige Klasse 

(~)~E~ yon kleinen Kategorien und eine (~)~cF__ -kovollst~ndige Kategorie ~ , so ist 

(~)~ r u o 
leicht zu sehen, dass fbr einen -stetigen Funktor F : -- -~M~e die Kategorie 

~/F (~)~-kovollst~ndig ist. Die Umkehrung hievon ist jedoch nicht richtig. 5ie gilt 

nut unter ziemlich einschr~nkenden Bedingungen an (~)~r (vgl. 15.10). Hingegen be~ 

sitzt die Komplettierung ~(~) unter relativ schwachen Bedingungen die 8bliche univer- 

selle Eigenschaft (15.3). 

15.1 Sei Kat die Kategorie der zum gew~hlten Universum U 
= 

sei ~ eine Unterklasse yon Ob Kat . Wit bezeichnen mit ~e 

X E Kat derart, dass die ~anonische Abbildung 

geh~renden Kategorien und 

die Klasse der Kategorien 

lim lim ~(D,X) --~ lim lim ~(D,X) 

for jade Kategorie ! ¢ P und jeden Funktor ~ : D_oI-fX -~M~ bijektiv ist. 

Analog bezeichnen wir mit Ip die Klasse der Kategorien C E Kat derart, das~ die 

kanonische Abbildung 

lim lim~(C,Y) -~lim lim~(C,Y) 

0 
fBr jade Kategorie Y ¢ p und jedeo Funktor ~: C TF Y -~Me bijektiv is~. 

Die Klassen ~ yon der Form ~' oder '~ haben offensichtlich folgende Eigenschaf- 

ten: 

a) Die finale Kategorie ~- geh@rt zu ~ . 

b) Ist F : X -~Y ein konfinaler Funktor in Kat mit Definitionsbereich ~ in A , so 
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gilt auch ~ ¢ ~ . 

c) Ist G : X -~Kat ein Funktor mit Definitionsbereich X und Werten G(X) in ~ , so 

gilt aueh lim_~ G E ~ 6st i X : G(X)'-~lim_~ G der kanonische Funktor, dann besitzt je- 

der Funktor H von lim G in eine kovollst~ndige Kategorie die Eigenschaft 

l~ H~lim (l~m Hi X) J 

d) Ist F : X-~Y ein volltreuer konfinaler Funktor in Kat mit Wertebereich ~ in Z~ , 

so gilt auch X E ~ (Ira Fall ~= P' 

o 
: D Tr x -~me ein ~ : o y 

spiel die Kan'sche Koerweiterung yon 

bemerke man, dass es f~r jeden Funktor 

mit ~ =~.(idlrF) gibt; man nehme zum Bei- 

auf ~°1~-~ . Das entsprechende gilt f8r 

a= ,p). 

Definition. Eine Unterklasse yon 

ges~ttiqt. 

Ob Kat mit den Eigenschaften a), b) und c) heisst 

15.2 Beispiele. 

a) FOr jede regulate Kardinalzabl ~ sei A die Klasse der ~-kofiltrierenden Kategorien 

aus Ka__~t . Nach 5.2 ist ~ vonder Form ~' und deshalb ges~ttigt. Die Klasse '~ 

enth~lt alle ~-kleinen Kategorien aus Kat . Wit werden zeigen, dass eine Kategorie 

D E Kat genau dann zu '~ geh~rt, wenn es einen konfinalen Funktor C -~D gibt, 

wobei C E Kat ~-klein ist. Es ist leicht (wenigstens f@r ~ ~£) direkt nachzuwei- 

sen, dass die Klasse der Kategorien D ¢ Kat mit letzterer Eigenschaft ges~ttigt ist. 

E s gilt natBrlich ~ E '~I~ ~, wenn wit die geordnete Menge ~ der nat~rli- 

chen Zahlen mit der ihr zugeordneten Kategorie identifizieren. Es l~sst sich leicht 

zeigen, dass eine Kategorie X ¢ Kat 

konfinalen Funktor ~-~ gibt. 

genau dann zu '~I~ ~ogeh@rt, wenn es einen 

b) Sei ~o = Ob Kat die Klasse aller Kategorien aus Kat und sei ~ ~ Kat eine Katego- 

tie mit einem einzigen Objekt w und mit zwei Morphismen id und ~ derart, dass 
w 

2 
O" = ~. Wit werden zeigen, dass '~o = ~'o = ~a und dass eine Kategorie D E Kat 

genau dann zu ~o =~'o geh@rt, wenn es einen konfinalen Funktor ~).-~ gibt. 

Im allgemeinen Fall gilt jedoch 'P ~ P' . Zum Deispiel enth~lt ~o alle 
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diskreten Kategorien von Kat (d.h. Kategorien, in welchen die Identit@ten die einzi- 

- ~- , well im allgemeinen sin fil- gen Morphismen sind), jedoch nlcht die Kategorie 

trierender Limes yon Surjektionen nicht mehr surjektiv ist. Da yon den diskreten Kate- 

gorien nut die endlichen zu '~o geh@reo, so gilt '~o ~ ' ~ ~ o ~ ' ~ o "  

c) Sei ~ sine regul~re Kardinalzahl und ~ die Klasse der Kategorien aus Kat yon der 

Form J~ X. , II~ < ~ , wobei jeder Summand X. sin finales Objekt besitzt. Die 
~tI --l --I 

Klasse ~ ist ges~ttigt und f~r sin X ~ Kat ist die Bedingung ~ ~ ~ ~quivalent 

zur E×istenz eines konfinalen Funktors D-~X derart, dass ~ diskret und ~-klein 

ist. Wit werden zeigen, dass ' ~ unabh~ngig von 

enden Kategorien yon Kat besteht. Ferner ist f~r 

~quivalent zur folgenden Aussage: 

ist u n d  aus allen zusammenh@ng- 

D ~ Kat die Bedingung ~ ¢ ~o 

(*) FBr jede endliche Familie (Dv)~ ~ von Objekten aus ~ gibt es sin D E 

und eine Familie (~v : Dv ~D)~(N yon Morphismen mit gemeinsamem Wertebe- 

reich D . Ferner gibt es zu je zwei solchen Familien (~v : Dv -~D)~ und 

! 
(~v : Dv -~D')~N kommutative Diagramme vonder Form 

D 

' ~--D 2 -~ ... ~--D --*D' D~--DI --~DI n 

wobei die untere Zeile yon v unabh~ngig ist. Dabei kann man zus~tzlich vor- 

aussetz~n, dass ~ = {1,2} 

d) Bezeichnet -~ die initials Kategorie (Ob~ = Mor~= ~ , so besteht ~}! (bzw. 

i{~) aus allen zusammenh~ngenden (bzw. nichtleeren) Kategorien von Kat . 

15.3 Sei ~ eine ges~ttigte Unterklasse von Ob Kat . Eine Kategorie ~ heisst ~-ko__- 

filtrierend, wenn es einen konfinalen Funktor D-~X mit ~ ~ ~ gibt. GehSrt ~ zu 

Kat , so ist ~ also genau dann ~-kofiltrierend, wenn ~ E ~ . 

Eins Kategorie ~ hmisst ~-kovollst~ndiq, wenn jeder Funktor D--~X mit ~ E~ 
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einen Kolimes besitzt. Ein Funktor F : X-~Y heisst &-kostetiq (bzw. &-ste~iq), wenn 

er die Kolimites (bzw. die Limites) aller Funktoren D -~X erh~lt, wobei ~ £ ~ . 

Sei nun ~ eine beliebige Kategorie. Die ~-Komplettierung ~(~) von ~ ist die 

volle Unterkategorie yon [U2, ~ , bestehend aus allen Funktoren t mit der Eigenschaft, 

dass U~ /~-kofiltrierend ist. Nach 2.13 geh@rt t genau dann zu _K~(U) , wenn t zu 

einem Kolimes lim [-,HD] isomorph ist, wobei der Definitionsbereich D yon H : D -~ U 

zu ~ gehSrt. FSr Z i = Z ~ ,  bzw. Zio,  ' Z l ,  'Zi ° gilt folglich _K&(_U)= S t~U° ,M~  

(5.5) ,  bzw. . . . . .  K~U) (2.14 c) ) ,  K (U) (2.14 b)) , K~(U) (2.14 a) ) .  

Satz. Sei ~ eine ges~ttigte Unterklasse van Ob Kat , ~ e~ne beliebiqe Kateqorie und 

Y : U -~K~(U) die Yoneda Einbettunq. Die ~-Komplettierunq K,~U) ist ~-kovollst@ndiq 

und die Inklusion K~(~) - ~ )  ist A-kostetiq. Ferner existiert f~r jeden Funktor 

F : U -~B mit ~-kovollst~ndiqem Wertebereich B his auf Isomorphie qenau ein ~-koste- 

tiqer Funktor E : ~ )  -~ derart, dass EY z u F isomorph ist. 

Beweis. Sei H : __D-~ K~(U) ein Funktor mit _O ~Z& und sei H' der induzierte "Funktor" 

D ~U/H(D) . FOr jedes D ~ D_ sei F D : C(D) -~U~(D) ein konfinaler Funktor mit 

C(D) E A. 5ei G(D) die volle Unterkategorie yon U~(D) , bestehend aus allen Objekten 

der Form H'(~)FD,(C') mit D' ¢ O , C' ¢ 2(8') und ~ c [D',D] . Die Faktorisierungen 

C(D) -~G(D) und G(D) --,U/H(D) des Funktors F D sind konfinal und die Kategorie G(D) 

ist isomorph zu einer Kategorie aus ~ . Ferner ist G : D -~ , D ~-*G~) ein Unterfunktor 

van H'. Sei JD : G(D)-~U der Vergissfunktor (U,[-,U]-~H(D))~-~U und seien J der 

induzierte Funktor lim G -~U und Z : _U -~[U2,M_ee ] die Yoneda Einbettung. Oann geh@rt 

lim ZJ = lim (lim ZJ D) = lim H(D) nach 15.1 c) zu K~(U) und ist folglich der gesuchte 

Kolimes yon H . Die letzte Aussage folgt aus 2.7, 2.8 for E = Ey(F) . 

15.4 Bemerkunq. Der Satz 15.3 geht im wesentlichen auf Ehresmann und Ulmer zur0ck. 

Ph. Vincent hat in seiner These (Paris, 1969) eine andere L@sung for das in 15.3 angef0hr- 

te universelle Problem vorgeschlagen. Er f8hrt zun~chst eine Kategorie Conex (U) ein. 

Die Objekte sind Funktoren F : D -~U mit ~ E ~ . Ein Morphismus von F : D-~U nach 

F' : ~' -~ wird dutch zwei Abbildungen f : Ob ~-~0b ~' und ~ : 0b ~-~Mor ~ , 
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D~-~(9(D) : F(D) -~F'(f(D))) gegeben. Dabei wird zus~tzlich vorausgesetzt, dass f~r jeden 

Morphismus ~ : D 1 -~D 2 in D die Objekte (f(D1),~(D I) : F(D l) -~F'(f(DI))) und 

(f(D2),9(D2)F(~) : F(D I) -~F(D 2) -~F'(f(D2))) in derselben Zusammenhangskomponente yon 

F(D1)\F' l~egen (2.12). Die Verknepfung ergibt sich aus der Zusammensetzung der Abbil- 

dungen f und 9 . 

Die gesuchte Kategorie ~(~) erh@lt man aus Conex (U) , indem man zwei Morphismen 

(f ) (f,~),(f',~') : (D F-~U) --~(~' -~) identifiziert, falls (D),~(D) : F(D) -~F' (f(D)) 

und (f'(D),@'(D) : F(D) -~F'[f(D))) f~r jades D ¢ ~ in derselben Zusammenhangskompo- 

nente yon F(D)\F' liegen. 5ei ferner j : ~-+~(~) der Funktor U~-~ O(U) : ~e- -~), 

wobei (4~ die finale Kategorie und j(U) den Funktor mit Wart U bezeichnen. Nach 

Vincent ist (~(~),j) eine L6sung des universellen Problems von 15.3. Folglich gibt es 

eine Aequivalenz E : ~(~) ~--~) mit der Eigenschaft E~ ~--~Y (15.3). 5ie wird 

folgendermassen beschrieben 

15.5 Sei A eine ges~ttigte Klasse und ~ eine beliebige Kategorie. Ein Objekt A E 

heisst ~-pr~sentierbar, wenn der Funktor [A,-] : A -~Me alle existierenden Kolimites 

von Funktoren D-~A mit D e ~ erh~lt. 

Sei ~ eine ~-kovollst@ndige Kategorie und T : U -~B ein Funktor. Man sieht leicht 

dass die Kan'sche Koerweiterung Ey(T) : ~) -~ genau dann eine Aequivalenz ist, wenn 

T volltreu ist und die Objekte TU , U ~ ~ , A-pr~sentierbar sind und jades Objekt B ¢ 

sich als Kolimes einer Zusammensetzung D -~U T--~B mit ~ E ~ darstellen l~sst (vgl. 5.5). 

15.6 5atz. FOr sine Kateqorie U und aine qes@ttiqte Klasse ~ sind die folqenden 

Aussaqen ~quivalent: 

(i) U ist '~ -kofiltrierend. 

(ii) Der finale Funktor E vo_n_n [uo,Me]_ -- ist ein ~-pr~sentierbares Obiekt, von --K~) . 

Beweis. (i)~(ii) folgt unmittelbar aus der Formal E = lim [-,U] und aus der 8emerkung, 
u~u_ 

dass ein '~ -Kolimes yon LA-pr~sentierbaren Objekten wieder ~-pr~sentierbar ist. 
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(ii)~(i) Wegen U ~U/[ und E e ~ )  existiert elm konfinaler Funktor J : D --->U 

mit D E Kat . Dabei d~rfen wir zus~tzlich annehmen, dass J eine volltreue Inklusian 

ist. Wir zeigen nun, dass ~ zu '~ geh@rt und dass ~ folglich '~ -kofiltrierend ist. 

0 0 
5ei ~ : ~ TF X -~Me ein Funktor mit ~ 6 ~ und ~: ~ I"F X -~Me seine Kan'sche Koer- 

weiterung. F8r jedes X ¢ ~ gilt dann ~(-,X) E ~) und 

l~m ~Dm ~(D,X) ~tim~ ~(U,X)w ~-~lim~ im -,U] ,~-,X)] lim~ [E,~-,X)] ~---~ [ E,li_m~(-,X)]x 

rb-,U],lim 'l-,xll lim lim~(U,X)~.~ lim lim ~(D,X) 
X 

15.7 Korollar. Die '~--Komplettierunq einer Kateqorie U ist die volle Unterkategorie 

yon K__~) bestehend a gs allen ~-pr~sentierbaren Objekten. 

Beweis. Die ~-pr~sentierbaren Objekte sind offensichtlich in K_~) unter '~-Kolimites 

abgeschlossen. Folglieh ist jedes Objekt aus ~|~(~) ~-pr@sentierbar in ~4~) . 5ei um- 

gekehrt F ~-pr~sentierbar in ~) . Dann ist das finale Objekt E = (F |d • F) yon 

~)/F =~(~/F) ~-pr@sentierbar, und ~/F ist 'Z&-kofiltrierend nach 15.6 (ii) ~(i). 

15.8 Die ~-pr@sentierbaren Objekte einer Kategorie stimmen mit den c~-pr~sentierbaren 

8herein (15.2 a) und 6.1). Folglich ist for D E '~ der finale Funktor E ~ [~°,M_~ 

~-pr~sentierbar und es gibt wegen T.6 einen Funktor H : C -~D mit ~-kleinem Definitions- 

bereich C derart, dass lim [-,HE] ~E <vgl. Beweis 5.2 (iii) ~(ii) ). Daraus folgt 

nach 2.13, dass H : C-~D ~D,/E konfinal ist (vgl. 15.2 a)). 

Die Klassen '~ und '~ (vgl. 15.2 b), c)) kennen auf ~hnliche Weise beschrieben 
o 

werden (vgl. 15.2 b), c)). Man bemerke dabei, dass A ~ 3 genau dann Ao-pr@sentierbar 

(oder O-pr~sentierbar) ist, wenn der Funktor [A,-] kostetig ist (vgl. 4.3). 

15.9 Satz. FSr ,iede ~-kofiltrierende Kateqorie ~ ist di_~e Yoneda Einbettunq 

-~ ~,~(~) konfinal. 

Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie f~r 5.2 (iii)~(ii) . 

Sei ~ eine ges~ttigte Klasse und D c Kat . Der obige Satz liefert eine notwendige 

Bedingung dafer, dass ~ E ~' . Wenn ~-~,~(~) konfinal ist (f6r ~ = P' ), so gilt des 
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gleiche for die Yoneda Einbettung D-~Kp(D) . Z.B. ist f8r ~ = ~&~o die letztere Beding- 

ung offensichtlich @quivalent zur Aussage (*) von 15.2 c). Umgekehrt folgt ziemlich leicht 

aus (*), dass D C ~ 

15.10 Eine ges@ttigte Klasse Z~ heisst requl~r, wenn jede Kategorie D ~ Kat mit der 

Eigenschaft, dass die Yoneda Einbettung ~-~K, (D) konfinal ist, zu /x geh8rt° FSr re- 

gul~re Klassen gelten mutatis mutandis die S@tze 5.4-5.$. 

FSr eine '~-kovollst~ndige Kstegorie U besteht __K~(U) genau aus den ~-stetigen Funk- 

toren F ~ K~U) (vgl. 3.6). Die '~-kostetigen Funktoren U -~B mlt ~-kovollst@ndigem 

Wertebereich entsprechen bijektiv den kostetigen Funktoren K~(U) -~_B und die L~-Komplet- 

tierung K~(U) ist eine koreflexive Unterkategorie yon K~U) . Ferner ist eine Kategorie 

X genau dann ~quivalent zu einer Kategorie K~(U) mit '~-kovollst@ndigem U , wenn die 

~-pr~sentierbaren 0bjekte yon 

Kategorie ~IX fSr jedes X ~ 

kleine Unterkategorie). 

eine dichte volle Unterkategorie ~ bilden und die 

~o-kofiltrierend ist (d.h. ~/X besitzt eine konfinale 

Aus Satz 15.9 folgt, dass fSr jede regul~re Klasse ~ die Gleichung ~= (tA) I gilt, 

mit anderen Worten, dass ~ yon der Form ~' ist. Wit wissen nicht, ob die Umkehrung 

auch gilt. Der folgende Satz zeigt jedoch, dass-die Regularit~t eine sehr einschr~nkende 

Bedingung ist. 

Satz. FBr eine Klasse yon der Form ~=~' sind folgende Aussagen ~quivalent: 

i) ~ is t regular. 

ii) Jede ~o-kofiltrierende und '~ -kovollst~ndige Kategorie ist L~-kofiltrierend. 

iii) FBr jede '~ -kovollst@ndiqe Kateqorie U und jmdeo ~A-stetiqeo Funktor F ¢ ~) 

ist UIF ~-kofiltrierend. 

iv) F8.__r_r jedB Kateqorie X E Kat existiert ein Funktor G : D -,Kat zusammen mit einem 

konfinalen Funktor lim G --~X derart, dass D ¢~ und GD ~ ~ fSr jed~s D E D . 

Beweis. (i)~(iv) Sei B eine kovollst@ndige Kategorie. Wir wissen, dass die kostetigen 

Funktoren K_A(~,ix(~) ) -~ bijektiv den '~-kostetigen Funktoren ~,~(~) -~ entsprechen. 

Letztere entsprechen wiederum bijektiv den Funktoren X-~B . ~olglich sind 
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[~°,Me] = ~ )  und ~A~,~(~)) zwei LSsungen desselben univemsellen Problems und sind 

auf nat~rliche Weise zueinander ~quivalent. Daraus folgt, dass der finale Funktor 

o 
E E [~o,~ der Kolimes eines Funktoms H : ~-~[~ ,~ mit Definitionsbereich in 

und Wemten in ~IZ&(~) ist. Bar gesuchte Funktom G bildet D e ~ ab auf ~/H(D) .... 

(vgl. 2.Z3 und 2.14). 

(iv) ~(ii) Sei J : X -~Y ein konfinaler Funktor mit Definitionsbereich in Kat 

und '~ -kovollst~ndigem ~ o Der finale Funktom F E [YI,~ ist der Kolimes des Funk- 

toms X~[-,JX] . Daraus folgt F = lim [-,JX] = lim lim [-,J~Z] , wabei JD die Zu- 

sammensetzung G(D) -~lim G -~XJ-~Y ist. Dabei k~nnen die Kolimites sowohl in ~ )  

als auch in dem Kategomie ~ aller 'a -stetigen Funktoren Yl-~M__ee aus ~ ~ )  berechnet 

warden, denn es gilt F E ~ und ~ ist in ~(~) unter ~-Kolimites abgeschlossen. Da- 

maws folgt, dass F = lim [-,lim JD] . Folglich ist d~r Funktor D -~Y ~-~/F , D ~lim JD 

konfinal. 

(ii)~(i) Sei D E Kat mit der Eigenschaft, dass ~-~,/N(~) konfinal ist. Wegen 

(ii) ist ~/~(~) p'-kofiltrierend, und es bleibt nut zu bemerken, dass aine konfinale 

und volle Unterkategorie D e Kat einer F'-kofiltrierenden Kategorie ~ zu ~' geh@rt 

(man f~hre den Beweis zun~chst auf den Fall zum~ck, wo K E Kat ; man bemerke dann ferner, 

o 
dass jeder Funktor ~ Tr D--~Me mit ~ E |i die Einschr~nkung eines Funktors ~°'TT~--*Me 

ist)~ 

Oie Aequivalenz (ii)~=~(iii) ~berlassen wit dam Laser. 

Bemerkunq. Vom den in 15.2 angef~hrten Klassen sind folgende regul~r: ~ ' ~o ' ~ o '  P'  

(wobei ~ aus a l len  zusammenh@ngenden Objekten aus Ka.~t best~ht) .  Ebenso i s t  
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