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“Não vos amoldeis às estruturas deste mundo,
mas transformai-vos pela renovação da mente,
a fim de distinguir qual é a vontade de Deus:

o que é bom, o que Lhe é agradável, o que é perfeito.”
(Bíblia Sagrada, Romanos 12, 2)





Resumo
Esse trabalho tem como objeto apresentar uma prova da estabilidade estrutural para
difeomorfismos de classe C2 que são axioma A e satisfazem a condição de transversalidade
forte, definidos sobre uma variedade diferenciável compacta e sem borda.

Palavras-chave: Estabilidade estrutural. Axioma A. Transversalidade forte. Sistemas
Dinâmicos. Difeomorfismos.





Abstract
This work has as goal to present a proof of structural stability for class diffeomorphism C2

which are axiom A and satisfy the strong transversality contidion defined on a smooth,
compact, boundaryless manifold.

Keywords: Structural stability. Axiom A. Strong tranversality. Dynamical Systems.
Diffeomorphisms.
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Introdução

Para uma equação que modela um problema físico experimental ser um bom modelo,
é necessário que para novos experimentos nas mesmas condições do original, que em
geral nunca podem ser replicados exatamente, a informação dada pela equação não seja
perdida. Ou seja, o modelo precisa permanecer estável sob pequenas variações. Tal
problema, motiva o estudo de estabilidade estrutural

O conceito de estabilidade estrutural (originalmente chamados sistemas grosseiros) foi
introduzindo em [2] por Andronov e Pontryagin, em 1937. Que consistia do seguinte: Seja
o sistema de equações

dxi
dt

= Pi(x1, x2) (i = 1, 2)

definido no disco D2 em R2, onde o campo de vetores (P1, P2) são transversais a ∂D2. Tal
sistema é dito grosseiro, se dado ε > 0 existe δ > 0 tal que para quaisquer pi(x1, x2) i =
1, 2 tal que

|pi(x1, x2)| < δ,

∣∣∣∣∣ ∂pi∂xj
(x1, x2)

∣∣∣∣∣ < δ,

para todo (x1, x2) ∈ D2, onde i = 1, 2 e j = 1, 2, existe um homeomorfismo h : D2 → D2

tal que d((x1, x2), h((x1, x2))) < ε, para todo (x1, x2) ∈ D2, que transforma a trajetória
do sistema original nas trajetórias do sistema

dxi
dt

= Pi(x1, x2) + pi(x1, x2) (i = 1, 2).

Em [2] Andronov e Pontryagin afirmaram que a não existência de trajetórias ligando os
pontos de sela e hiperbolicidade das singularidades e das orbitas fechadas são condições
necessárias e suficientes para o sistema ser grosseiro. Porém a prova foi omitida. Ainda em
1937, Andronov junto com Chaikin publicaram um livro, no qual utilizaram o resultado
citado acima. Porém mais uma vez nenhuma prova foi estabelecida. O texto originalmente
publicado em russo, foi editado e traduzido para o inglês por Salomon Lefschetz, em 1949,
[8]. Ao traduzir “sistemas grosseiros” para “estabilidade estrutural”, Lefschetz fez uma
importante contribuição para o desenvolvimento da teoria, pois estabelece o sentido de
que ao tentar desestabilizar uma certa estrutura, a organização é mantida.

Coube a DeBaggis em 1952 apresentar uma prova do resultado enunciado por Andro-
nov e Pontryagin, em [3], sob a orientação de Lefschtz.

Em 1955, Maurício Matos Peixoto entrou em contato com trabalho de DeBaggis (
Veja [24] ). Em 1959, Peixoto publicou [16], no qual introduziu o espaço dos campos de
vetores definidos sobre D2 junto com uma nova definição de estabilidade estrutural. Neste
mesmo artigo foi provado que a nova definição era equivalente aquela apresentada em [2],
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e também, que o espaço dos campos estruturalmente estáveis transversais a fronteira do
disco formam um conjunto aberto e denso no espaço de todos o campos de vetores. Já
em 1962 Peixoto estuda a classe dos campos de vetores estruturalmente estáveis definidos
sobre uma variedade orientável de dimensão 2, e estabelece que tal conjunto também é
aberto e denso no espaço dos campos definidos sobre a variedade.

Na busca de generalizar os resultados de Peixoto para variedades de dimensões maiores,
Steve Smale demonstrou em [23] que os o espaço dos campos de vetores estruturalmente
estáveis não é denso no espaço dos campos de classe Cr, r > 1.

Já no contexto de estabilidade estrutural para difeomorfismos sobre uma variedade,
Jacob Palis Jr. e Smale estabeleceram a conjectura da estabilidade estrutural, a saber
Conjectura O conjunto dos difeomorfismos de classe Cr que são estruturalmente estáveis
coincide com o conjunto dos difeomorfismos Axioma A com transversalidade forte.

Já em 1971 Robbin, em [18], provou que para difeomorfismos de classe C2 satisfazendo
Axioma A mais condição de transversalidade forte são estruturalmente estáveis. Em [19]
Clark Robinson provou que para difeomorfismos de classe C1 com as mesmas hipóteses
acima, satisfazem estabilidade estrutural. Ricardo Mañé provou em [14] que difeomorfis-
mos C1 estruturalmente estáveis, satisfazem Axioma A e a condição de transversalidade
forte. Junto com o trabalho de Robinson a conjectura está provada para difeomorfismos
de classe C1.

A conjectura de Cr estabilidade estrutural para r ≥ 2 ainda permanece aberta. Não
se sabe o quanto a classe dos difeomorfismos Cr-estruturalmente estáveis é maior ou
menor que a classe dos C1-estruturalmente estáveis. Um obstáculo é a dificuldade em
construir pertubações Cr com propriedades dinâmicas controladas. Além de que, muitas
das propriedades dinâmicas usadas na prova do caso r = 1 são desconhecidas ou não
satisfeitas para classes de maior regularidade. Para mais informações veja [17] e [4].

Neste trabalho será apresentada a prova da estabilidade estrutural devida a Robben,
[18], para difeomorfismos de classe C2 sobre uma variedade diferenciável M compacta e
sem bordo. A demonstração será divida em três passos:

Teorema (2.2.1). Se f ∈ Diff2(M) satisfazendo a condição de Robbin, então f é estru-
turalmente estável.

Teorema (3.0.1). Se f ∈ Diff2(M) é localmente hiperbólico, então f satisfaz a condição
de Robbin.

Teorema (4.4.2). Se f ∈ Diff2(M) satisfaz axioma A e condição de transversalidade
forte, então f é localmente hiperbólico.

A condição de f ∈ C2 é necessária para provar estimativas df− Lipschitz (veja Defi-
nição 2.1.1). Mais explicitamente, a regularidade de f é diretamente utilizada nos Lemas
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2.2.3, 2.2.4 e 4.2.3. Uma prova da estabilidade estrutural supondo f ∈ C1 é devida a
Robinson.

No capítulo 1, apresentamos conceitos que serão importantes para a continuidade do
trabalho. Alguns resultados encontram sem as devidas demonstrações para não fugirmos
do objetivo principal do nosso trabalho.

No capítulo 2 apresentamos a prova do teorema A, por meio de um processo de ponto
fixo para um certo operador definido no espaços dos campos de classe C0. Para tal,
introduzimos o espaço dos campos df− Lipschitz que fornece o espaço apropriado para o
ponto fixo de maneira que sua imagem pela aplicação exponencial seja um homeomorfismo.

Considere um difeomorfismo no qual o conjunto dos pontos não errantes consiste de
uma quantidade finita de pontos. Para cada ponto, podemos considerar uma vizinhança
na qual é possível decompor o espaço tangente em soma direta, como no ponto hiperbó-
lico. Sendo assim, estimativas sobre a diferencial da nossa aplicação restrita a vizinha do
ponto hiperbólico podem ser feitas. Isso motiva a definição de difeomorfismo localmente
hiperbólico apresentada no capítulo 3. Neste mesmo capítulo, provamos o teorema B.

Pelo teorema da decomposição espectral de Smale, sabemos que, para os difeomorfis-
mos que são axioma A, o conjunto dos pontos não errantes se decompõe em quantidade
finita de conjuntos compactos, hiperbólicos e invariantes, chamadas de peças básicas. Com
base nesse teorema, estabelecemos a prova do teorema C, estendendo a decomposição do
espaço tangente sobre cada peça básica a uma vizinhança apropriada de maneira que
satisfaçam a definição de localmente hiperbólico.
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1 Preliminares

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados importantes que irão nos auxiliar em
nossos resultados principais. Algumas demonstrações são omitidas, pois fogem o objetivo
do nosso trabalho.

1.1 Variedade Riemanniana
Seja M uma variedade diferenciável. Uma métrica Riemanniana em M é uma aplica-

ção g que para cada p ∈M associa um produto interno gp = 〈· , · 〉p em TpM , que depende
diferencialmente de p ∈ M , no seguinte sentido; para quais que dois campos de vetores
X, Y em M ,

p ∈M → 〈Xp, Yp〉 ∈ R,

é C∞(M). Uma métrica riemanniana induz uma norma no fibrado tangente TM , da
seguinte maneira;

‖v‖ = 〈v, v〉p,

para v ∈ TpM .
Seja uma norma ‖· ‖ induzida por uma métrica Riemanniana em TM . Seja (ϕ,U) uma

carta em M , então para p ∈ U e v ∈ TpM , |dϕpv| define uma norma em TpM , ademais,
existem a, b > 0 tais que

a|dϕpv| ≤ ‖v‖ ≤ b|dϕpv|. (1.1)

Uma métrica Riemanniana determina uma métrica d em M , dada por

d(x, y) = inf
∫ 1

0
‖γ̇(t)‖dt,

onde o ínfimo é sobre todas as curvas C1 com γ(0) = x e γ(1) = y. A topologia induzida
pela métrica d coincide com a topologia de M (veja [13]).

Para cada carta (α, U) de M existem A,B > 0 tais que

Ad(x, y) ≤ |α(x)− α(y)| ≤ Bd(x, y) (1.2)

Em particular, por compacidade (e possibilidade de atlas finito), a distância entre
pontos na variedade é uniformemente comparável à distância aos pontos imagens pelas
cartas.

Definição 1.1.1. (Aplicação Exponencial) Seja p ∈M , considere V ⊆ TpM o conjunto de
todos os vetores v ∈ TpM tal que γp,v é a curva geodésica que tem v como vetor tangente
no ponto p que está definida em uma vizinhança de [0, 1]. A aplicação exponencial é
definida por

expp(v) = γp,v(1).
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Proposição 1.1.1. Dado p ∈M , seja expp : TpM →M a aplicação exponencial. Então,
as seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) expp(0) = p;

(ii) d(expp)0v = v, para todo v ∈ TpM ;

(iii) Existe uma vizinhança U de 0 ∈ TpM e uma vizinhança V de p em M tal que expp
transforma U difeomorficamente em V ;

(iv) Existe uma vizinhança W de p e r > 0 tal que para cada q ∈ W , expq é uma
difeomorfismo de B(0, r) sobre expq(B(0, r)), e W ⊆ expq(B(0, r)).

Demonstração. Veja [7].

Figura 1.1.1

O seguinte lema nos permite fazer estimativas que envolvem a aplicação exponencial,
cartas e pontos da variedade. Esse lema será utilizado várias vezes ao longo do trabalho.

Lema 1.1.1. Seja (ϕ,U) uma carta de uma variedade compacta M . Então existem
a, b > 0 tais que

ad(x, y) ≤ d(exp(ξ), exp(η)) + |v − w|,

para x, y ∈ U, ξ ∈ TxM, η ∈ TyM , com ‖ξ‖, ‖η‖ ≤ b, onde dϕ(ξ) = (ϕ(x), v) e
dϕ(η) = (ϕ(y), w).

Demonstração. Seja e : Tϕ(U) = ϕ(U)×Rn → ϕ(U) dada por e(x′, v) = ϕ(exp(dϕ−1(x′, v))).
Temos que x′ = ϕ(x) para algum x ∈M , daí

e(x′, 0) = ϕ(exp(dϕ−1(x′, 0))) = ϕ(expx(0)) = ϕ(x) = x′.

Além disso, temos que

D2e(x′, v) = dϕ(exp(dϕ−1(x′, v)))d exp(dϕ−1(x′, v))dϕ−1
x′

Logo D2e(x, 0) = Id.
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Pela diferenciabilidade, podemos escrever

e(x′, v) = e(x′, 0) +D2e(x′, 0)v + r(x, v) = x′ + v + r(x, v),

onde r(x,v)
|(x,v)| tende a zero quando |(x, v)| → 0. Veja que Dr(x′, 0) = 0,∀ x′ ∈ ϕ(U). Assim,

para |v|, suficientemente pequeno, podemos supor |Dr(x′, v)| ≤ 1
2 . Pelo teorema do valor

médio, temos que
|r(x′, v)− r(y′, w) ≤ 1

2
(
|x′ − y′|+ |v − w|

)
|,

onde x′, y′ ∈ ϕ(U), v, w ∈ Rn com |v|, |w| suficientemente pequeno. Pela desigualdade
triangular, temos

|x′ − y′| ≤ |e(x′, v)− e(y′, w)|+ |v − w|+ |r(x′, v)− r(y′, w)|

≤ |e(x′, v)− e(y′, w)|+ |v − w|+ 1
2
(
|x′ − y′|+ |v − w|

)
≤ |e(x′, v)− e(y′, w)|+ 2

3 |v − w|+
1
2 |x

′ − y′|.

Assim,
1
2 |x

′ − y′| ≤ |e(x′, v)− e(y′, w)|+ 2
3 |v − w|. (1.3)

Multiplicando por 2
3 em ambos os lados, temos

1
3 |x

′ − y′| ≤ 2
3 |e(x

′, v)− e(y′, w)|+ |v − w|

≤ |e(x′, v)− e(y′, w)|+ |v − w|.

Pela desigualdade 1.2, temos que

|e(x′, v)− e(y′, w)| = |ϕ(exp(dϕ−1(x′, v)))− ϕ(exp(dϕ−1(y′, w)))|

≤ Bd
(

exp(dϕ−1(x′, v)), exp(dϕ−1(y′, w))
)

= Bd(exp(ξ), exp(η)),

e
|x′ − y′| = |ϕ(x)− ϕ(y)| ≥ Ad(x, y),

assim,
1
3Ad(x, y) ≤ Bd(exp(ξ), exp(η)) + |v − w|.

Caso B ≤ 1, tomemos a = 1
3A. Agora caso B > 1, temos que

1
3BAd(x, y) ≤ d(exp(ξ), exp(η)) +B−1|v − w| ≤ d(exp(ξ), exp(η)) + |v − w|,

Logo, basta considerar a = (3B)−1.

Observação 1.1.1. Dado p ∈ M , expp : TpM → M transforma difeomorficamente
uma vizinhança V de 0 ∈ TpM em uma vizinhança U de p. Agora dado X ∈ Xr(M),
suficientemente próximo do campo nulo, temos que exp ◦X : M → M define uma função
em M de classe Cr, r ≥ 1. Dado r ≥ 1, a aplicação F : Xr(M) → Cr(M,M), definida
como X 7→ exp ◦X transforma homeomorficamente uma vizinhança do 0 ∈ Xr(M) em
uma vizinhança da identidade em Cr(M,M).



8 Capítulo 1. Preliminares

1.2 Grau de uma função

Definição 1.2.1. Seja f : M → N uma função de classe Cr, r ≥ 1. Dizemos que y ∈ N
é valor regular, se para todo x ∈ f−1(y), dfx : TxM → Tf(x)N, é sobrejetiva.

Observe que no caso em que M e N têm a mesma dimensão, y ∈ N ser valor regu-
lar significa que para todo x ∈ f−1(y), dfx é um isomorfismo. Então, pelo teorema da
Aplicação inversa( para variedades) existem vizinhanças U ⊂M , V ⊂ N de x e y respec-
tivamente, tais que f transforma U em V difeomorficamente. Assim f−1(y) ∩ U = {x},
ou seja, x é ponto isolado de f−1(y). Aplicando este mesmo argumento a todos os pontos
de f−1(y), garantimos que f−1(y) é discreto. Como {y} é fechado, segue que f−1(y) é
compacto e como todos os seus pontos são isolados, f−1(y) não pode ser enumerável infi-
nito, pois nesse caso qualquer sequência admitiria uma subsequência convergente. Sendo
assim, f−1(y) é um conjunto finito.

Agora podemos definir o conceito de grau de uma função.

Definição 1.2.2. Sejam M e N variedades compactas orientadas de mesma dimensão.
Se f : M → N é de classe Cr, r ≥ 1, e y ∈ N é um valor regular de f , definimos o grau
de f em relação a y como

gr(f, y) =
∑

f(x)=y
sinal(x),

onde

sinal(x) =

 +1 se dfx preserva orientação
−1 caso contrário.

Definição 1.2.3. Sejam M e N variedades compactas e f, g : M → N funções contínuas.
Dizemos que f e g são homotópicas se existe uma aplicação contínua H : M × [0, 1]→ N

tal que H(0, x) = f(x) e H(1, x) = g(x) para todo x ∈M .

Proposição 1.2.1. Seja f ∈ Cr(M,N), r ≥ 1,

(i) Se y1 e y2 são valores regulares f , então gr(f, y1) = gr(f, y2) def= gr(f);

(ii) Se g ∈ Cr(M,N), r ≥ 1 é homotópica à f então gr(f) = gr(g).

Demonstração. Veja [9].

Observação 1.2.1. Note que se gr(f) 6= 0, então f é sobrejetora. De fato, se existir
y ∈ M \ f(N), então por definição y será valor regular de f . Como f−1(y) = ∅, teremos
gr(f, y) = 0, e pela Proposição anterior, gr(f) = 0.
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1.3 Dinâmica Hiperbólica
Neste seção será feita uma exposição das principais ferramentas da teoria de dinâmica

hiperbólica, muitas dos quais serão utilizadas de forma direta na continuação do nosso
trabalho.

Começamos pela definição de conjunto hiperbólico.

Definição 1.3.1. Seja f : M → M um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1. Seja Λ ⊆ M

um conjunto compacto e f invariante. Dizemos que Λ é um conjunto hiperbólico de f, se
existem subfibrados Eu e Es de TM|Λ tais que para todo p ∈ Λ,

(i) TpM = Eu
p ⊕ Es

p;

(ii) dfp(Es
p) = Es

f(p) e dfp(Eu
p ) = Eu

f(p), isto é, Eu e Es são invariantes por dfp;

(iii) Existem C > 0 e 0 < λ < 1 tais que

‖dfnp v‖ ≤ Cλn‖v‖, para todo n ≥ 0, e v ∈ Es
p;

‖df−np v‖ ≤ Cλn‖v‖, para todo n ≥ 0, e v ∈ Eu
p .

A condição (iii) da definição de conjunto hiperbólico garante que sobre a ação de df os
vetores de Eu expandem e os vetores de Es contraem. Porém para iterados apropriados,
por conta da constante C > 0. Esse problema pode ser contornado por meio de uma
construção de uma nova métrica em TM|Λ de maneira que as contrações e expansões
dos vetores de Es e Eu respectivamente, ocorrem à partir do primeiro iterado de df , isto
é, fazendo C = 1. A essa nova métrica, damos o nome de métrica adaptada. Para tal
construção, veja [25].

O próximo resultado nos garante a continuidade dos fibrados Es e Eu em relação aos
pontos de Λ. Mas antes precisamos estabelecer o sentido de convergência empregado aqui.

Definição 1.3.2. Seja x ∈ M e seja Ex um subespaço linear de TxM de dimensão m ≥
1. Seja {xk}k∈N ⊆ M e Exk espaços lineares de TxkM de dimensão m. Dizemos que
Exk converge para Ex se existe uma base {e1

xk
, · · · emxk} de Exk para cada k, e uma base

{e1, · · · , em} de Ex tal que, eixk → ei, para i = 1, · · ·m.

Essa definição nos dá a noção de convergência no seguinte Grassmaniano,

Gσ(M) = {V : V é um subespaço vetorial de TxM de dimensão σ, ∀ x ∈M} ,

sobre M. Escrevemos Exk → Ex. Note que o fato de Exk convergir a Ex significa que
xk → x e para cada v ∈ Ex , existe vk ∈ Exk , para cada k, tal que vk → v.

Proposição 1.3.1. Seja Λ ⊆M um conjunto hiperbólico para f . Então Es
x e Eu

x variam
continuamente com x ∈ Λ. Ademais, dim(Es

x) e dim(Eu
x) são localmente constantes.
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Demonstração. Veja em [6].

Observação 1.3.1. Pela continuidade dos subfibrados Es e Eu em Λ, podemos estende-
los de maneira contínua a uma vizinhança N de Λ (veja [6]). Reduzindo a vizinhança se
necessário, podemos considerar extensões Ẽs e Ẽu de Es e Eu respectivamente, tais que

TxM = Ẽu
x ⊕ Ẽs

x,

para x ∈ N .

Definição 1.3.3. Seja f : M � um difeomorfismo de classe Cr, (r ≥ 1) definimos os
conjuntos estáveis e instáveis de x ∈M por

W s(x) = {y ∈M : lim
n→∞

d(fn(x), fn(y)) = 0},

W u(x) = {y ∈M : lim
n→∞

d(f−n(x), f−n(y)) = 0}.

Para Λ ⊆M , conjunto invariante e hiperbólico para f , definimos os conjuntos estáveis e
instáveis de Λ por

W s(x) = {y ∈M : lim
n→∞

d(fn(x),Λ) = 0},

W u(x) = {y ∈M : lim
n→∞

d(f−n(x),Λ) = 0}.

Considerando M dotada de uma aplicação exponencial e uma métrica riemanniana,
definimos, para ε > 0, os conjuntos locais estáveis e instáveis de tamanho ε para x ∈M ,
por

W s
ε (x) = {y ∈M ; fn(y) ∈ exp(BεTfn(x)M),∀n ≥ 0},

W u
ε (x) = {y ∈M ; f−n(y) ∈ exp(BεTf−n(x)M), ∀n ≥ 0},

onde BεE denota a bola fechada de raio ε do espaço vetorial normado E.

O resultado que se segue afirma que se Λ é um conjunto hiperbólico então os conjuntos
W s
ε (x) e W u

ε (x) são variedades mergulhadas tangentes à Es
x e Eu

x respectivamente.
Denotemos por BεEσ

x a bola fechada de raio ε > 0 e centro na origem, do espaço Eσ
x ,

σ = u, s.

Teorema 1.3.1 (Teorema da variedade instável). Seja f : M 	 um difeomorfismo de
classe Cr, r ≥ 1, onde M é uma variedade Riemanniana compacta. Seja Λ ⊆ M um
conjunto hiperbólico de f . Então

(i) Existe uma aplicação ψ : Eu → M tal que para cada x ∈ M , ψ|Eux é uma imersão
de classe Cr e ψ(Eu) = W u(x);

(ii) Para todo ε > 0 suficientemente pequeno, ψ|BεEux = exp graf(γux), onde γux : BεEu
x →

BεEs
x é Cr, γux(0) = 0 e Dγux(0) = 0. Ademais, ψ(BεEu

x) = W u
ε (x);
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(iii) TxW u
ε (x) = Eu

x .

Demonstração. Veja [12].

Definição 1.3.4. Um ponto x ∈ M é dito não errante se para qualquer vizinhança U de
x, existe n > 0 tal que fn(U) ∩ U 6= ∅. Denotamos por Ω(f) o conjunto do pontos não
errantes de f .

Definição 1.3.5. Um difeomorfismo f : M 	 é Axioma A se Ω(f) é um conjunto
hiperbólico e o conjunto dos pontos periódicos de f é denso em Ω(f).

Definição 1.3.6. Seja f : M 	 um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1, Axioma A.
Dizemos que f satisfaz a condição de transversalidade forte se, para todo x ∈M ,

TxM = Es
x + Eu

x .

Teorema 1.3.2 (Decomposição espectral de Smale). Seja f : M →M um difeomorfismo
e Ω o conjunto dos pontos não errantes de f . Se f satisfaz axioma A, então

Ω = Ω1 ∪ . . . ∪ Ωl,

onde os conjuntos Ωi são dois a dois disjuntos, invariantes e transitivos. A decomposição
é única à menos de reordenação dos índices. Ademais, Ωi = W u(Ωi) ∩ W s(Ωi), para
i = 1, . . . l.

Demonstração. Veja [20].

Definição 1.3.7. Considere as seguintes relações: Ωi ≤ Ωj se W s(Ωi) ∩W u(Ωj) 6= ∅ e
Ωi < Ωj se Ω ≤ Ωj e i 6= j.

Dizemos que a relação ≤ admite um k− ciclo se existem peças básicas Ωi1 , · · · ,Ωik

satisfazendo
Ωi1 ≤ Ωi2 ≤ · · · ≤ Ωik ≤ Ωi1 .

É possível garantir que se f é axioma A então não ≤ não tem 1-ciclo. Adicionando
a hipótese de condição de transversalidade forte, podemos garantir que ≤ não existem
k−ciclos.

Proposição 1.3.2. Se f satisfaz Axioma A e a condição de transversalidade forte, então
a relação ≤ é parcialmente ordenada.

Com a condição de não existências de k− ciclos, podemos reordenar os índices das
peças básicas, de maneira que

Ω1 ≤ Ω2 ≤ · · · ≤ Ωl−1 ≤ Ωl,

Está reordenação é chamada de ordem da filtração.
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Teorema 1.3.3. Seja f : M 	 um axioma A então

l⋃
i=1

W u(Ωi) = M =
l⋃

i=1
W s(Ωi).

Demonstração. Veja [25].
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2 Condição de Robbin

O objetivo deste capítulo é caracterizar os difeomorfismos Diff2(M) por meio do estudo
de operadores definidos no espaços de campos de vetores sobre M .

2.1 O Espaço dos campos de vetores df -Lipschitz
Nessa seção estudaremos um subconjunto do espaço dos campos de classe C0, que será

importante para a conclusão do principal resultado deste capítulo.
SejaM uma variedade diferencial compacta. Considere f : M →M um difeomorfismo

de classe Cr, r ≥ 1, e d a métrica em M induzida pela métrica riemanniana.
Dados x, y ∈M , considere

df (x, y) = sup
n∈Z

d(fn(x), fn(y)).

Veja que, dados x, y ∈ M com x 6= y,df (x, y) > 0, df (x, y) = df (y, x) e df (x, x) = 0.
Ademais,

df (x, z) = sup
n∈Z

d(fn(x), fn(z))

≤ sup
n∈Z

d(fn(x), fn(y)) + sup
n∈Z

d(fn(y), fn(z)

= df (x, y) + df (y, z).

Portando df constitui uma métrica em M . Além disso, f é uma isometria para essa
métrica, uma vez que df (f(x), f(y)) = df (x, y) para todos x, y ∈M .

Observe que d(x, y) = d(f 0(x), f 0(y)) ≤ df (x, y), portanto a topologia gerada pela
métrica df é mais forte que a topologia de M .

Exemplo 2.1.1. Um homeomorfismo é dito expansivo se existe ε0 > 0 de modo que
para quaisquer pontos x, y ∈ M com x 6= y existe um inteiro n ∈ Z de modo que
d(fn(x), fn(y)) > ε0. Neste caso df (x, y) > ε0 para todo x 6= y. Ademais, a topologia
induzida por df é discreta, logo (M,d) e (M,df ) são espaços métricos não homeomorfos.

Definição 2.1.1. Dizemos que um campo de vetor X ∈ X0(M) é df−Lipschitz se para
toda carta (ϕ,U) em M, existe uma K ≥ 0 tal que

|Xϕ(x)−Xϕ(y)| ≤ Kdf (x, y),

onde Xϕ : U → Rn tal que dϕxXx = (ϕ(x), Xϕ(x)). Denotamos por Xf (M) o conjunto
de todos os campos df -Lipschitz em M .
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Como d(x, y) ≤ df (x, y), todo campo de vetor Lipschitz é df -Lipschitz. Em particular,
pelo teorema do valor médio, todo campo C1 é df -Lipschitz.

Observe que o conjunto do campos Xf (M) independe da escolha da métrica rieman-
niana usada para definir d em M , pois, como M é compacta, as métricas Rimannianas
são equivalentes.

Proposição 2.1.1. Sejam {(ψ, V )} uma cobertura finita de M por cartas e X ∈ X0(M).
Se para cada carta (ψ, V ) da cobertura existe uma contante Kψ ≥ 0 tal que

|Xψ(x)−Xψ(y)| ≤ Kψdf (x, y),

para todo x, y ∈ V , então X é df -Lipschitz.

Demonstração. Seja (ϕ,U) uma carta. Seja ε > 0 o número de Lebesgue da cobertura,
i.e, para x, y ∈ M que d(x, y) < ε existe (ψ, V ) tal que x, y ∈ V . Dado x ∈ U ∩ V ,
considere x′ = ψ(x),

Xϕ(x) = dϕxXx

= dϕx
[
dψ−1

x′ dψx
]
Xx

= d(ϕ ◦ ψ)x′dψxXx

= Aψ(x′) Xψ(x),

onde Aψ(x′) = d(ϕ ◦ψ)x′ . Temos que Aψ(x′) é C∞, (logo Lipschitz, pelo teorema do valor
médio) e ‖Aψ(x′)‖op é limitado para todo x′ ∈ ψ(V ). Daí,

|Xϕ(x)−Xϕ(y)| = |Aψ(x′) Xψ(x)− Aψ(y′) Xψ(y)|

= |Aψ(x′) Xψ(x)− Aψ(y′) Xψ(x) + Aψ(y′) Xψ(x)− Aψ(y′) Xψ(y)|

≤ ‖Aψ(x′)‖op|Xψ(x)−Xψ(y)|+ ‖Aψ(x′)− Aψ(y′)‖op|Xψ(y)|

≤ ‖Aψ(x′)‖opKψdf (x, y) + ‖Aψ(x′)− Aψ(y′)‖op|Xψ(y)|

≤ CKψdf (x, y) + Cd(x, y)|Xψ(y)|

≤ C (K + ‖X‖0) df (x, y)

Onde C é uma constante que depende da carta (ϕ,U) e da cobertura {(ψ, V )}, K =
maxψ{Kψ} e ‖X‖0 = maxψ supy∈V |Xψ(y)|. Como o máximo é tomado sobre os elementos
da cobertura, temos que Xϕ é df−Lipschitz.

Definição 2.1.2. Considere X ∈ Xf (M) e uma carta (ϕ,U) em M . Para todo x, y ∈M ,
denotamos por

Λ(X,ϕ) = inf {K ≥ 0 : |Xϕ(x)−Xϕ(y)| ≤ Kdf (x, y)} ,

constante de df -lipschitz.



2.1. O Espaço dos campos de vetores df -Lipschitz 15

Proposição 2.1.2. Existe uma única topologia em Xf (M) tal que

(a) Xf (M) é um espaço de Banach;

(b) a inclusão Xf (M)→ X0(M) é contínua;

(c) Para cada carta (ϕ,U) e cada K > 0 o conjunto de todos os campos X ∈ Xf (M)
tal que Λ(X,ϕ) < K é aberto.

Demonstração. Seja {(ψ, V )} uma cobertura finita de M . Consideremos

‖X‖0 = max
ψ

sup
y∈V
|Xψ(y)|, (2.1)

e
Λ(X) = max

ψ
Λ(X,ψ). (2.2)

Definimos
‖X‖f = ‖X‖0 + Λ(X). (2.3)

Veja que se ‖X‖f = 0, então ‖X‖0 = −Λ(X). Como Λ(X) é sempre não negativo,
segue que X = 0. Temos que Λ(cX) = |c|Λ(X), assim ‖cX‖f = |c|‖X‖f e Λ(X + Y ) ≤
Λ(X) + Λ(Y ), logo, ‖X + Y ‖f ≤ ‖X‖f + ‖Y ‖f . Portanto ‖· ‖f define uma norma em
Xf (M) mais forte que a topologia C0 herdada da inclusão Xf (M) ↪→ X0(M).

Afirmamos que ‖X‖f é completa em Xf (M). De fato, dada a sequência de Cauchy
{ηn}n∈N em Xf (M), em particular, {ηn}n∈N está em X0(M). Daí, dado ε > 0 existe
n0 ∈ N tal que para n,m ≥ n0

max
ϕ

sup
x∈Uϕ
|dϕxηn,x − dϕxηm,x| < ε

Portanto {dϕxηn,x}n∈N em Tϕ(x)R
n é uma sequência de Cauchy, para todo carta (ϕ,Uϕ)

e para todo x ∈ Uϕ. Logo, para cada carta ϕ da cobertura e para cada x ∈ Uϕ, existe
vϕ,x ∈ Tϕ(x)Rn tal que dϕxηn,x → vϕ,x e converge uniformemente, sendo assim vϕ é contínua.
Considere Xx = dϕ−1

ϕ(x)vϕ,x em TxM . Temos que X ∈ X0(M), por ser o pullback de um
campo contínuo pela carta. Daí,

‖ηn −X‖0 = max
ϕ

sup
x∈Uϕ
|dϕxηn,x − dϕxXx|

= max
ϕ

sup
x∈Uϕ
|dϕxηn,x − vϕ,x| < ε

Agora observe que

|vϕ,x − vϕ,y| = | lim
n→∞

dϕxηn,x − lim
n→∞

dϕyηn,y| ≤ lim
n→∞

Λ(ηn, ϕ)df (x, y).

Como {Λ(ηn, ϕ)}n∈N é uma sequência de Cauchy, temos que converge. Logo

|vϕ,x − vϕ,y| ≤ Kϕdf (x, y).
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Seja K = maxϕKϕ. Então X é df -lipschitz e limn→∞ Λ(ηn) = K. Portanto Xf (M) é
Banach com ‖· ‖f .

Como ‖· ‖0 ≤ ‖· ‖f , segue que dada uma sequência convergente em Xf (M) converge
em X0(M), e converge para o mesmo campo, portanto a aplicação inclusão é contínua.

Pela prova da proposição 2.1.1 temos que existe C > 0 tal que

Λ(η, ϕi) ≤ C‖η‖f ,

para η ∈ Xf (M) e (ϕ,U) uma carta. Então, se ηn → η,

|Λ(ηn, ϕ)− Λ(η, ϕ)| ≤ Λ(ηn − η) ≤ C(ηn − η),

assim Λ(· , ϕ) é contínua, ou seja, o conjunto de todos o campos X ∈ Xf (M) tal que
Λ(X,ϕ) < K é aberto.

Seja τ uma topologia em Xf (M) que satisfaz (a), (b) e (c). Logo ‖· ‖f é contínua
em (Xf (M), τ), pois por (b) ‖· ‖0 é contínua e por (c) Λ(· , ϕ) é contínua para toda carta
(ϕ,U). Então a aplicação identidade de i : (Xf (M), τ) → (Xf (M), ‖· ‖f ) é contínua.
Agora, por (a) e pelo teorema da aplicação aberta, temos que i é uma aplicação aberta,
ou seja, a topologia é a mesma. Portanto temos uma única topologia em Xf (M) que
satisfaz (a), (b) e (c).

Proposição 2.1.3. Seja f# : X0(M)→ X0(M), definido por

f#(X)(p) = df−1
f(p)Xf(p),

denotado por pull-back de f. Temos que f# é um operador linear, contínuo e o conjunto
Xf (M) é invariante por f#.

Demonstração. Dados X, Y ∈ X0(M) e c ∈ R, temos que

f#(X + cY )(p) = df−1
f(p)(X + cY )f(p) = df−1

f(p)Xf(p) + cdf−1
f(p)Yf(p),

para todo p ∈ M . Logo f# é linear. Considere (ϕ,U) uma carta da cobertura de M e
defina f−1

ϕ : ψ(f(U) ∩ U)→ ϕ(U ∩ f−1(U)), por f−1
ϕ = ϕ ◦ f−1 ◦ ϕ.

Para p ∈ U ∩ f−1(U) e X ∈ X0(M), temos

(f#X)ϕ(p) = dϕp(df−1
f(p)Xf(p))

= dϕp(df−1
f(p)dϕ

−1
ϕ(p)dϕpXf(p))

= Df−1
ϕ (ϕ(f(p)))Xϕ(f(p)).

Seja K1 > 0 tal que
K1 ≥ max

ϕ
sup
p
|Df−1

ϕ (p′)|,

onde p′ = ϕ(f(p)). Assim,
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|(f#X)ϕ(x)| ≤ K1|Xϕ(f(x))|.

Portanto,
‖f#(X)‖0 ≤ K1‖X‖0.

Sendo assim, f# é um operador linear contínuo.
Considere X ∈ Xf (M) e x, y ∈ U ∩ f−1(U).

|(f#X)ϕ(x) − (f#X)ϕ(y)|

= |Df−1
ϕ (x′)Xϕ(f(x))−Df−1

ϕ (y′)Xϕ(f(y))|

≤ |Df−1
ϕ (x′)−Df−1

ϕ (y′)||Xϕ(f(x))|+ |Df−1
ϕ (x′)||Xϕ(f(x))−Xϕ(f(y))|.

Considerando K2 = maxϕ supx|D2f−1
ϕ,ψ(x′)| e escolhendo K = max{K1, K2} segue do

teorema do valor médio que

|(f#X)ϕ(x)− (f#X)ϕ(y)| ≤ K|x′ − y′||Xϕ(f(x))|+K|Xϕ(f(x))−Xϕ(f(y))|.

Pela desigualdade (1.2) existe B > 0 tal que

|x′ − y′| = |ϕ(x)− ϕ(y)| ≤ Bd(x, y).

Logo,

|(f#X)ϕ(x)− (f#X)ϕ(y)| ≤ KBd(x, y)|Xϕ(f(x))|+KΛ(X,ϕ)df (x, y)

≤
[
KB‖X‖0 +KΛ(X,ϕ)

]
df (x, y),

portando, f#(X) ∈ Xf (M).
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2.2 Condição de Robbin
Nesta seção estamos considerando f : M →M um difeomorfismo de classe C2.
Dado ε > 0 sejam g, f ∈ Diff1(M) tais que dC1(f, g) < ε. Veja que

d((f−1 ◦ g)(x), x) = d((f−1 ◦ g)(x), (g−1 ◦ g)(x))

≤ max
z∈M

d(f−1(z), g−1(z))

≤ dC1(f, g)

Analogamente, d(d(f−1 ◦ g)x, Idx) ≤ ε. Isso mostra que se f e g estão próximos na
topologia Cr então f−1 ◦ g está próxima de Id na topologia C1(M,M). Portando, pela
Observação 1.1.1 existe um único campo Y ∈ X1(M) tal que exp ◦Y = f−1 ◦ g.

O conceito que se segue é o objetivo central do nosso trabalho.

Definição 2.2.1. Dada uma variedade diferencial M , dizemos que f ∈ Diff2(M) é C1-
estruturalmente estável se para toda vizinhança U0 da identidade em C0(M,M), existe
uma vizinhança U1 de f em Diff1(M) tal que para toda g ∈ U1 existe um homeomorfismo
h ∈ U0 tal que g = h ◦ f ◦ h−1.

Observe que se buscamos h ∈ C0(M,M) próxima da identidade tal que g = h◦f ◦h−1,
podemos reescrever da seguinte maneira,

f−1 ◦ g ◦ h = f−1 ◦ h ◦ f.

Pela Observação 1.1.1, temos que existem campos X ∈ X0(M) e Y ∈ X1(M) tais que
exp(X) = h e exp(Y ) = f−1 ◦ g. Logo

exp(Y ) ◦ exp(X) = f−1 ◦ exp(X) ◦ f.

Como exp(Y ) ◦ exp(X) também é C0-próximo da identidade, existe CY (X) ∈ X0(M)
tal que

exp(Y ) ◦ exp(X) = exp(CY (X)).

Definindo
PY (X) = CY (X)−X,

temos que
exp (X + PY (X)) = exp(Y ) ◦ exp(X). (2.4)

Mais precisamente, dado p ∈M,

PY (X)(p) = exp−1
p (expexppXp YexppXp)−Xp (2.5)

Em seguida vamos analisar a dependência do campo PY (X) em função dos campos X e Y
que o definem.
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Lema 2.2.1. Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para Y ∈ X1(M), X,Z ∈ X0(M) com
‖Y ‖1, ‖X‖0, ‖Z‖0 < δ temos que

‖PY (X)‖0 ≤ ‖Y ‖0 + ε‖X‖0, (2.6)

e
‖PY (X)− PY (Z)‖0 ≤ ε‖X − Z‖0. (2.7)

Demonstração: Por construção, PY : U0 → X0(M), onde U0 é uma vizinhança do
campo 0 ∈ X0(M). Pela regra da cadeia, PY é uma aplicação C1 , pois Y ∈ X1(M) e as
outras aplicações na expressão (2.5) são C∞. Ademais, PY (X) e DPY (X) são contínuas
em (Y,X) ∈ X1(M) × X0(M). Observe que P0(X) = 0, para todo X ∈ X0(M), assim
dado ε > 0 existe δ > 0, tal que ‖DPY (X)‖ ≤ ε, para ‖Y ‖1, ‖X‖0 < δ. Assim, dados
X,Z ∈ X0(M), tais que ‖X‖0, ‖Z‖0 < δ, temos que supη∈[X,Z]‖DPY (η)‖0 ≤ ε, daí,
aplicando o teorema do valor médio, temos

||PY (X)− PY (Z)||0 ≤ ε||X − Z||0

Como CY (0) = Y , segue que

||PY (X)||0 ≤ ||PY (0)||0 + ||PY (X)− PY (0)||0
≤ ‖Y ‖0 + ε‖X‖0.

�

Na demostração do próximo lema, utilizaremos a aplicação avaliação

A : X1(M)×M → TM

(Y, x) 7→ Yx.

Tal ferramenta é muito utilizada no estudo de espaços de funções. Aqui o que nos interessa
é o fato de que a aplicação A admite a regularidade do espaço de funções considerado,
que neste caso é C1. Um boa exposição sobre a aplicação avaliação em contextos mais
gerais pode ser encontrada em [1, §10].

As estimativas do Lema 2.2.1 implicam na regularidade do campo induzido através de
cartas. Mais precisamente:

Lema 2.2.2. Seja (ϕ,U) uma carta. Então para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que, se
Y ∈ X1(M) e X ∈ X0(M) com ‖Y ‖1, ‖X‖0 < δ temos que

|PY (X)ϕ(x)− PY (X)ϕ(y)|0 ≤ ε [d(x, y) + |Xϕ(x)−Xϕ(y)|] , (2.8)

para x, y ∈ U .
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Demonstração: Considere (ϕ,U) uma carta de M, assim

PY (X)ϕ(x) = dϕxCY (X)x − dϕxXx.

Escrevendo PY (X)ϕ(x) = p(Y, ϕ(x), Xϕ(x)) onde p : X1(M) × ϕ(U) × Rn → Rn

definida por

p(Y, x′, v) = dϕϕ−1(x′)CY (dϕ−1
x′ v)ϕ−1(x′) − v.

Note que p(Y, x′, v) depende da ação do campo Y no ponto x = ϕ−1(x′), portando a
função p depende de A(Y, x) = Yx onde A é a aplicação avaliação. Agora como a aplicação
avaliação admite a regularidade de Y segue, pela regra da cadeia, que a derivada de p com
relação ao campo Y é contínua. Sendo assim, p é uma função C1 . Como P0(X) = 0 para
todo X ∈ X0(M), segue que p(0, x′, v) = 0, para todo x′ ∈ ϕ(U) e v ∈ Rn. Portando para
ε > 0, por continuidade, existe δ > 0 tal que |D(x′,v)p(Y, x′, v)| ≤ ε, para ‖Y ‖1, |v| < δ e
x′ ∈ ϕ(U). Então pelo desigualdade do valor médio, temos que

|p(Y, x′, v)− p(Y, y′, w)| ≤ ε
[
|x′ − y′|+ |v − w|

]
,

para x′, y′ ∈ ϕ(U), Y ∈ X1(M), v, w ∈ Rn , tais que ||Y ||1, |v|, |w| suficientemente peque-
nos. Agora, considerando x′ = ϕ(x), y′ = ϕ(y), v = Xϕ(x), w = Xϕ(y) e usando (1.2),
temos o resultado. �

Seja U0 vizinhança do campo nulo em X0(M) de modo que a função F : U0 → X0(M)
dada por exp(F (X)) = f−1 ◦ exp(X) ◦ f está bem definida. Daí substituindo em (2.4),

exp(X + PY (X)) = exp(F (X)). (2.9)

Figura 2.2.1 – Aplicação F , onde y = expxf(p)

Portando, pela aplicação exponencial ser um difeomorfismo local, temos que

X + PY (X) = F (X) (2.10)

Considere
Q(X) = F (X)− f#X. (2.11)

Aqui estudaremos a C1- estabilidade estrutural de difeomorfismos de classe C2. O
próximo resultado usa explicitamente essa regularidade extra do difeomorfismo.
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Lema 2.2.3. Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que para X, Y ∈ X0(M) com ‖X‖0, ‖Y ‖0 <

δ temos

‖Q(X)‖0 ≤ ε‖X‖0 (2.12)

‖Q(X)−Q(Y )‖0 ≤ ε‖X − Y ‖0. (2.13)

Demonstração: Como f é de classe C2, a expressão que define F garante que é uma
aplicação C2 de uma vizinhança do 0 ∈ X0(M) em X0(M). Ademais,

exp(F (0)) = f−1 ◦ exp(0) ◦ f = f−1 ◦ Id ◦ f = Id.

Pelo fato da aplicação exponencial ser um difeomorfismo local, segue que F (0) = 0. Por
um lado, dado x ∈M e Z ∈ X0(M)

D exp(F (X)xZ = D exp(F (X))F (X)(x)·DF (X)xZ,

por outro,
D
(
f−1 expf(x) X

)
Z = Df−1

expf(x)(X)·D expf(x) Z.

Portando, fazendo X = 0, temos que DF (0)xZ = Df−1
f(x)Z, ou seja, DF (0) = f#.

Daí, Q(0) = 0 e DQ(0) = 0. Então, pela continuidade, segue que ‖DQ(X)‖ ≤ ε para
‖X‖0 ≤ δ. ConsidereX, Y ∈ X0(M) , tais que ‖X‖0 ≤ δ e ‖Y ‖0 ≤ δ. Para 0 ≤ t ≤ 1,

‖(1− t)X + tY ‖0 ≤ δ.

Então, pelo teorema do valor médio, temos que

‖Q(X)−Q(Y )‖0 ≤ sup‖DQ(Z)‖0‖X − Y ‖0

≤ ε‖X − Y ‖0,

onde o sup é tomado sobre o segmento (1 − t)X + tY . Com isso, temos (2.13). Para
provar (2.12), basta considerar Y = 0 em (2.13). �

Observação 2.2.1. Segue das definições e da prova do lema anterior que Q(·) corresponde
ao erro de uma aproximação linear, uma vez que DF (0) = f#.

Mas uma vez se faz necessário deduzir das estimativas anteriores para campos na
variedade, resultados para campos em Rn induzidos pelas cartas.

Lema 2.2.4. Sejam (ϕ,U) e (β, V ) cartas. Então para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que
para X ∈ X0(M) com ‖X‖0 < δ temos

|Q(X)ϕ(x)−Q(X)ϕ(y)|0 ≤ ε [d(x, y) + |Xβ(f(x))−Xβ(f(y))|] , (2.14)

para x, y ∈ U ∩ f−1(V ).
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Demonstração: Para simplificar a notação, assumimos que f(U) ⊆ V , ou seja, po-
demos considerar U ∩ f−1(V ) ⊆ U . Por (2.11), temos que

Q(X)ϕ(x) = F (X)ϕ(x)− f#
ϕ (x)

= dϕx
(

exp−1
x ◦f−1 ◦ expf(x)· dβ−1

β(f(x)) − df
−1
f(x)· dβ

−1
β(f(x))

)
Xβ(f(x))

= q(ϕ(x), Xβ(f(x))),

onde q : ϕ(U)×Rn → ϕ(U)×Rn. Veja que a expressão que define q envolve o diferencial
de f−1, logo q é somente de classe C1. Como Q(0) = 0 e DQ(0) = 0, então q(x′, 0) = 0
(D1q(x′, 0) = 0) e D2q(x′, 0) = 0, para todo x′ ∈ ϕ(U). Portanto Dq(x′, 0) = 0. Então,
dado ε > 0, existe δ > 0 tal que |Dq(x′, v)| ≤ ε para |v| < δ e x′ ∈ ϕ(U). Pelo desigualdade
do valor médio, temos que

|q(x′, v)− q(y′, w)| ≤ sup|Dq(z, u)|
(
|x̄′ − y′|+ |v − w|

)
≤ ε

(
|x′ − y′|+ |v − w|

)
para x′, y′ ∈ ϕ(U) e v, w ∈ Rn, onde o sup é considerado sobre o segmento [(x′, v), (y′, w)].

daí considerando x′ = ϕ(x), y′ = ϕ(y), v = Xβ(f(x)) e w = Xβ(f(x)) e usando (1.2) te-
mos o resultado. �

Voltando a (2.10) temos que

X + PY (X) = f#X +Q(X). (2.15)

Assim, fazendo RY (X) = Q(X)− PY (X), temos que

(Id− f#)X = RY (X). (2.16)

Definição 2.2.2. Seja f : M 	 um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1. Dizemos que f
satisfaz a condição de Robbin1, se existe um operador linear contínuo J : X0(M)→ X0(M)
tal que J é a inversa à direita do operador (Id− f#) e Xf (M) é invariante por J .

Observação 2.2.2. Sejam E e F espaços vetoriais de dimensão qualquer. Recordamos
que uma transformação linear A : E → F é dita ter inversa a direita se existe uma
transformação linear B : F → E tal que AB = IdF onde IdF é a identidade de F . Uma
condição necessária para existência de uma inversa a direita é a sobrejetividade de A.

Observação 2.2.3. A definição de C1−estabilidade estrutural pode ser reformulada usando
a dedução acima. De fato, seja f ∈ Diffr(M), r ≥ 1.Dizemos que f é C1−estruturalmente
estável se para todo ρ > 0 existe δ > 0 tal que para todo Y ∈ X1(M) como ‖Y ‖1 < δ

existe X ∈ X0(M) tal que ‖X‖0 < ρ, (2.16) é satisfeita e exp(X) : M → M é um
homeomorfismo.
1 Originalmente este conceito foi designado como infinitesimalmente estável(Veja [18]).
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Teorema 2.2.1. Se f ∈ Diff2(M) satisfaz a condição de Robbin, então f é estrutural-
mente estável.

Demonstração. Seja J : X0(M) → X0(M) a inversa a direita de (Id − f#). Denotamos
por ‖J‖0 a norma de J como operador linear em X0(M) e ‖J‖f a norma de J restrito a
Xf (M). Dado ε > 0 arbitrário, pelos Lemas 2.2.1 e 2.2.3 existe δ0 = δ0(ε) > 0, tal que

‖RY (X)‖0 = ‖Q(X)− PY (X)‖0

≤ ε‖X‖0 + |Y ‖0 + ε‖X‖0

= ‖Y ‖0 + 2ε‖X‖0,

para Y ∈ X1(M) e X ∈ X0(M), tais que ‖Y ‖1, ‖X‖0 ≤ δ0 (tome o menor δ > 0 apresen-
tado nos Lemas 2.2.1 e 2.2.3). Agora dados x, y ∈ M , e considerando X ∈ Xf (M), pelos
Lemas 2.2.4 e 2.2.2 existe δ1 = δ1(ε) > 0 tal que

|RY (X)ψ(x) − RY (X)ψ(y)| = |Q(X)ψ(x)− PY (X)ψ(x)− (Q(X)ψ(y)− PY (X)ψ(y))|

≤ |Q(X)ψ(x)−Q(X)ψ(y)|+ |PY (X)ψ(x)− PY (X)ψ(y)|

≤ ε [d(x, y) + |Xψ(f(x))−Xψ(f(y))|] + ε [d(x, y) + |Xψ(x)−Xψ(y)|]

= 2εd(x, y) + ε (|Xψ(f(x))−Xψ(f(y))|+ |Xψ(x)−Xψ(y)|)

= 2εd(x, y) + εK(df (f(x), f(y)) + df (x, y))

≤ (2ε+ 2εK)df (x, y),

para ‖X‖0, ‖Y ‖1 ≤ δ1 (Como anteriormente, considere δ1 o menor δ > 0 dado nos Lemas
2.2.4 e 2.2.2 ). Logo, a constante de df−Lipschitz de RY (X) pode ser estimada em função
da constante de df−Lipschitz de X por

Λ(RY (X)) ≤ 2ε+ 2εΛ(X).

Assim

‖RY (X)‖f = ‖RY (X)‖0 + Λ(RY (X))

≤ ‖Y ‖0 + 2ε+ 2ε(‖X‖0 + Λ(X))

= ‖Y ‖0 + 2ε+ 2ε‖X‖f ,

que implica
‖J ◦RY (X)‖f ≤ ‖J‖f

[
‖Y ‖0 + 2ε+ 2ε‖X‖f

]
. (2.17)

A estimativa acima vai nos permitir obter a conjugação desejada através de um processo
de ponto fixo para o operador J ◦RY .

Defina (Xn)n∈N ∈ Xf (M) por X0 = 0 e

Xn+1 = J ◦RY (Xn).
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Afirmação 2.2.1. Para cada ρ > 0, existem δ0, δ1 > 0 tais que, se ‖Xn‖f ≤ ρ, ‖Xn‖0 ≤ δ0

e ‖Y ‖1 < δ1 então ‖Xn+1‖f ≤ ρ.

Demonstração. Considere ε = min
{

ρ
12‖J‖f

, 1
4‖J‖f

}
. Sejam δ0, δ1 > 0 tais que (2.17) seja

satisfeita. Reduza δ1 de maneira que δ1 <
ρ

3‖J‖f
. Então

‖Xn+1‖f ≤ ‖J‖f
[
‖Y ‖0 + 2ε+ 2ε‖Xn‖f

]
≤ ‖J‖f

[ ρ

3‖J‖f
+ 2ρ

12‖J‖f
+ 2ρ

4‖J‖f

]
= ρ.

Provaremos agora que a sequência {Xn}n∈N acima é uma sequência de Cauchy em
X0(M), sendo que as cotas anteriores vão garantir que o campo limite ainda é df -lipschitz
com constante df -lipschitz limitada por ρ. De fato, comecemos por observar que

‖Xn+1‖0 = ‖J ◦RY (Xn)‖0

≤ ‖J‖0‖RY (Xn)‖0

≤ ‖J‖0
(
‖Y ‖0 + 2ε‖Xn‖0

)
≤ ‖J‖0‖Y ‖0 + 2−1‖Xn‖0

≤ ‖J‖0‖Y ‖0 + 2−1
(
‖J‖0‖Y ‖0 + 2−1‖Xn−1‖0

)
=

(
‖J‖0‖Y ‖0

)
(1 + 2−1) + 2−2‖Xn−1‖0

...

≤
(
‖J‖0‖Y ‖0

)
(1 + 2−1 + · · ·+ 2−n) + 2−n‖X0‖0

≤ 2‖J‖0‖Y ‖0,

para todo ε suficientemente pequeno (basta ε < 1
4‖J‖0

.) Mais ainda, reduzindo δ1 se
necessário obtemos que 2‖J‖0‖Y ‖0 < δ0. Então, ∀n ∈ N ,

‖Xn‖0 ≤ δ0.

Usando os Lemas 2.2.3 e 2.2.1 temos que

‖Xn+1 −Xn‖0 = ‖J ◦RY (Xn)− J ◦RY (Xn−1)‖0

≤ 2ε‖J‖0‖Xn −Xn−1‖0

≤ 2−1‖Xn −Xn−1‖0.
...

≤ 2−n‖X1‖0.

Portanto {Xn}n∈N é uma sequência de Cauchy em X0(M), logo converge uniformemente.
SejaX ∈ X0(M) tal limite. Temos que ‖Xn‖f ≤ ρ para todo n ∈ N. Segue que ‖Xn‖0 ≤ ρ
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e Λ(Xn) ≤ ρ assim ‖X‖0 ≤ ρ e Λ(X) ≤ ρ, isto é, X ∈ Xf (M). Pela construção da nossa
sequência e continuidade do operador, segue que

X = J ◦RY (X). (2.18)

Agora aplicando Id− f# em ambos os lados, temos que X satisfaz a equação (2.16),
i.e.,

(Id− f#)X = RY (X). (2.19)

Sejam h ∈ C0(M,M) e g ∈ C1(M,M), tais que h = exp(X) e g = f ◦ exp(Y ).
Resta mostrar que h é um homeomorfismo.

Afirmação 2.2.2. h é sobrejetora.

Note que aplicação exp(tX) : [0, 1] → C0(M,M) garante que h é homotópica à iden-
tidade e pela Proposição 1.2.1 preserva grau, assim gr(h) = 1, ou seja, h é sobrejetora.

Afirmação 2.2.3. Se γ denota o número de Lebesgue da cobertura associada as cartas
de M e ρ ≤ γ

2 , então h é injetora.

De fato, sejam x, y ∈M tais que h(x) = h(y). Como h ◦ f = g ◦ h, temos que

h(fn(x)) = gn(h(x)) = gn(h(y)) = h(fn(y)), (2.20)

para todo n ∈ Z.
Note que 0 < df (x, y) <∞, pois x 6= y eM tem diâmetro finito. Dado 0 < α <

df (x,y)
2 ,

por definição de supremo, existe n ∈ Z tal que

df (x, y) ≤ d(fn(x), fn(y)) + α ≤ d(fn(x), fn(y)) + df (x, y)
2 ,

sendo assim
df (x, y) ≤ 2d(fn(x), fn(y)). (2.21)

Supomos ρ é suficientemente pequeno, de maneira que d(z, h(z)) ≤ 1
2γ, para todo z ∈M

(i.e, podemos considerar h próxima da identidade na topologia C1 o quanto queremos)
onde γ é tal que, se d(fn(x), fn(y)) ≤ γ, então existe uma carta (ϕ,U) da cobertura com
fn(x), fn(y) ∈ U . O Lema 1.1.1 garante que

ad(fn(x), fn(y)) ≤ d(h(fn(x)), h(fn(y))) + |Xϕ(fn(x))−Xϕ(fn(y))|.

≤ d(h(fn(x)), h(fn(y))) + Λ(X)df (x, y)

Reduza ρ se necessário de maneira que ρ < a
2 . Agora como Λ(X) ≤ ρ, pela equação (2.21),

vale
(a− 2ρ)d(fn(x), fn(y)) ≤ d(h(fn(x)), h(fn(y))).

Por (2.20), d(h(fn(x)), h(fn(y))) = 0. Como a − 2ρ 6= 0 e f é um difeomorfismo, temos
que x = y, o que prova a afirmação.

Assim, segue que h é um homeomorfismo, o que conclui a prova do teorema.
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Quando f : M → M é difeomorfismo Anosov, temos que fibrado tangente TM se
decompõe em soma direta (ou soma de Whitney) de dois subfibrados contínuos;

TM = Eu ⊕ Es.

Cada subfibrado é invariante por df , e df contrai vetores de Es e expande vetores de Eu.
Ademais dado X ∈ X0(M), para cada x ∈M , Xx = Xu

x +Xs
x, onde Xu

x ∈ Eu
x e Xs

x ∈ Es
x.

Sendo assim X0(M) se decompões em soma direta, das seções de Es e Eu, isto é

X0(M) = X(Eu)⊕ X(Es),

onde cada subespaço é invariante por f#. Definamos agora J : X0M → X0(M) por,

J(X) =
∞∑
n=1

df−n ◦X ◦ fn =
∞∑
n=1

(
f#nX

)
(p),

para X ∈ X(Eu), e

J(X) =
∞∑
n=1

dfn ◦X ◦ f−n =
∞∑
n=1

(
fn#X

)
(p),

para X ∈ X(Eu),
No caso de f ser um difeomorfismo de Anosov temos que Id − f# é invertível e

(Id − f#)−1 = J (veja [15]). Portanto, pelo Teorema 2.2.1, Se f é um difeomorfismo de
Anosov, então f é estruturalmente estável.

Esse resultado foi provado por Moser e motivou o trabalho de Robbin em [18].
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3 Difeomorfismos Localmente Hiperbólicos

Ao longo desse capítulo f : M →M será um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1.

Definição 3.0.1. Seja U ⊆ M , definimos U f+ = ⋃
n≥0 f

n(U) e U f− = ⋃
n≤0 f

n(U) como
os conjuntos saturado de U por iterados positivos e negativos, respectivamente. Dizemos
que U f = ⋃

n∈Z f
n(U) é o conjunto saturado de U .

Observe que U f é o menor conjunto f - invariante que contém U .

Definição 3.0.2. Seja N ⊆ M aberto e E ⊆ TN um subfibrado contínuo. Dizemos que
E é df -Lipschitz se dados x ∈ N e uma vizinhança U de x, existem campos de vetores
X1, ..., Xk ∈ Xf (M), tais que X1(y), ..., Xk(y) é base para Ey, para todo y ∈ U .

Lema 3.0.1. Seja N ⊆ M aberto e E ⊆ TN um subfibrado contínuo. Então E é df -
lipschitz se, e somente se para todo x0 ∈ N existem uma carta (ϕ,U) onde x0 ∈ U , uma
aplicação contínua g : U → L(Rk,Rm−k) e K > 0 tal que

dϕEx = ϕ(x)× graf(g(x)) e |g(x)− g(y)| ≤ Kdf (x, y),

para todo x, y ∈ U .

Demonstração. Seja (ϕ,U) uma carta da cobertura de M e x0 ∈ U . Como Tx0M e Rn

são espaços com produto interno e mesma dimensão, podemos considerar S : Tx0M → Rn

uma isometria linear. Seja T : Rn → Rn, tal que T = S ◦ dϕ−1
ϕ(x0)e considere ϕ̃ = T ◦ ϕ.

Temos que (ϕ̃, U) é uma carta de M e satisfaz dx0ϕ̃ = S. Portando temos uma carta que
a derivada é uma isometria. Ademais

dϕ̃x0Ex0 = ϕ̃(x0)×Rk × 0Rn−k .

Pela continuidade do fibrado e do diferencial da carta, podemos considerar dϕ̃xEx∩Rn−k =
{0}, para x ∈ U , onde U é vizinhança de x0. Assim, como dim dϕ̃xEx = k, temos que a
projeção sobre Rk restrita a dϕ̃xEx é um isomorfismo. Definindo g(x) : Rk → Rn−k, por
g(x) := (π|dϕ̃xEx)−1− Id. Agora veja que, dado w ∈ dϕ̃xEx, π(w) = v para algum v ∈ Rk.
Daí,

w = π(w) + w − π(w) = v + ((π|dϕ̃xEx)−1(v)− v) = v + g(x)v,

portando dϕ̃Ex = ϕ̃(x)× graf(g(x)).
Resta garantir que g : U → L(Rk,Rn−k) é df -lipschitz. Mas perceba que g(x) −

g(y) = (π|dϕ̃xEx)−1 − (π|dϕ̃yEy)−1. E a inversa da projeção sobre Rk, restrita a imagem
do subfibrado E pelo diferencial da carta é df− Lipschitz, pois E é gerado por campos
df−Lipschitz.
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Reciprocamente, dado x0 ∈ N , considere a carta (ϕ,U) tal que x0 ∈ U e a aplicação
contínua g : U → L((Rk,Rm−r)) tal que

dϕEx = ϕ(x)× graf(g(x)) e |g(x)− g(y)|op ≤ Kdf (x, y),

para x, y ∈ U e K > 0. Considere {v1
x, · · · , vkx} uma base ortonormal de dϕxEx, para

x ∈ U . Observe que {dϕ−1
ϕ(x)· v1

x, · · · , dϕ−1
ϕ(x)· vkx} é base de Ex. Como ϕ é C∞ e g é C0,

segue que dϕ−1
ϕ(x)· vix = Xi ∈ X0(M), para todo i = 1, · · · , k. E como vix = wi + g(x)(wi),

para algum wi ∈ Rk, com |wi| ≤ 1.

|Xiϕ(x)−Xiϕ(y)| = |vix − viy|

= |g(x)(wi)− g(y)(wi)|

≤ |g(x)− g(y)|op
≤ Kdf (x, y).

Com isso, cada Xi é df−Lipschitz, para cada i = 1, · · · , k.

Definição 3.0.3. Dizemos que um conjunto W ⊆ M é não revisitado se as condições
x ∈ W e fn(x) ∈ W implica que f q(x) ∈ W , para 0 ≤ q ≤ n.

Observe que W ⊆ M é não revisitado se dado um ponto de W e algum iterado desse
ponto por f emW significa que este mesmo ponto nunca saiu deW por iterados anteriores.
Veja também que podemos pensar a condição de não revisitado, como uma invariância do
conjunto até um certo iterado. Este conceito aparecerá naturalmente para difeomorfismos
que admitem filtração.

Definição 3.0.4. Dizemos que f é localmente hiperbólico se existem subconjuntos abertos
Z1, ..., Zl,W1, ...,Wl de M, subfibrados Eu

i e Es
i de TZf

i onde i = 1, ..., l, uma norma
induzida por métrica riemanniana ‖· ‖ e 0 < λ < 1 tal que para i, j = 1, ..., l, σ = s, u

1. W i ⊆ Zi;

2. M = ⋃l
iW

f
i ;

3. Wi é não revisitado por f ;

4. Zi ∩ Zj = ∅, para i 6= j;

5. Eσ
i é df - lipschitz;

6. Eσ
i é df invariante;

7. TZf
i = Es

i ⊕ Eu
i ;
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8. ‖dfx · v‖ ≤ λ‖v‖, para v ∈ Es
ix, e x ∈ Zi,

‖df−1
x · v‖ ≤ λ‖v‖, para v ∈ Eu

ix, e x ∈ Zi;

9. Es
ix ⊆ Es

jx e Eu
jx ⊆ Eu

ix para x ∈ Zf+
i ∩ Z

f−
j .

Um difeomorfismo localmente hiperbólico induz uma cobertura sobre M , por satu-
rados de conjuntos disjuntos Wi, sobre os quais existem decomposições em subfibrados
invariantes e df -lipschitz ao longo dos quais o comportamento é hiperbólico.

Exemplo 3.0.1. Todo difeomorfismo Anosov é localmente hiperbólico. Considere l = 1,
W1 = Z1 = M. As condições (6), (7) e (8) seguem do fato de f ser Anosov. A condição
(5) é satisfeita quando f é expansiva, pois Xf (M) = X0(M) e difeomorfismos Anosov são
expansivos.

Exemplo 3.0.2. Seja S2 = C ∪ {∞} uma compactificação do plano complexo. Defina
f : S2 → S2 por f(z) = 2x, f(∞) = ∞. Note que 0 e ∞ são os únicos pontos fixos
de f e fn(z) → ∞ e f−n(z) → 0. Denotaremos f como dinâmica polo norte polo sul.
Temos que f é um difeomorfismo localmente hiperbólico. Basta notar que para vizinhanças
suficientemente pequenas de 0 e ∞ as condições acima são satisfeitas.

O resultado mais importante desta seção (Teorema 3.0.1 abaixo) assegura que a con-
dição de hiperbolicidade local é suficiente para garantir a condição de Robbin e, con-
sequentemente, provar que todo difeomorfismo C2 que é localmente hiperbólico é C1

estruturalmente estável. Primeiro necessitamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 3.0.2. Seja T : E → E um operador linear contínuo, onde (E, ‖· ‖) é um espaço
de Banach, tal que ‖T‖op < 1 .Então ∑+∞

n=0 T
n = (Id− T )−1.

Demonstração. Como ‖T‖op < 1 considere a ∈ R tal que 1/‖T‖op ≥ a > 1, assim
{(1/‖T‖op)j}j∈N é uma sequência ilimitada em R. Portando, dado ε > 0 existe j0 ∈ N tal
que, para j ≥ j0 (

1
‖T‖op

)j
≥ 1
ε

Assim
‖T j‖op ≤ ‖T‖jop ≤ ε.

Logo, T j → 0 na norma do operador. Note que ∑+∞
j=1‖T‖jop <∞, logo ∑+∞

j=1‖T j‖op <
∞.Dados m,n ∈ N tais que m > n , temos

∥∥∥∥∥∥
m∑
j=1

T j −
n∑
j=1

T j

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
m∑

j=n+1
T j

∥∥∥∥∥∥ ≤
m∑
j=1

∥∥∥T j∥∥∥→ 0 se m,n→ +∞.

Assim,
(∑j

j=1‖T j
)
j∈N

é uma sequência de Cauchy no espaço de Banach L(E,E), logo
converge.
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Agora veja que, dado x ∈ E

(Id− T )(Id+ T + T 2 + · · ·+ T n)(x) = (Id− T n+1)(x).

Pelo teorema da pertubação da identidade, temos que (Id − T ) é um homeomorfismo.
Daí,

Id+ T + T 2 + · · ·+ T n = (Id− T )−1(Id− T n+1).

Fazendo n→ +∞, segue que

+∞∑
n=0

T n = (Id− T )−1.

Teorema 3.0.1. Seja f : M → M um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1. Se f é
localmente hiperbólico, então f satisfaz a condição de Robbin.

Demonstração. Seja θ1, · · · , θl uma partição da unidade subordinada à coberturaW f
1 , · · · ,W

f
l

de M. Seja X ∈ X0(M). Para i = 1, . . . , l, escrevemos o campo θiX, com suporte em W f
i

em componentes Xi,s e Xi,u em Es
i e Eu

i , respectivamente. Mais precisamente, tome

θiX = Xi,s +Xi,u,

onde supp(Xi,σ) ⊂ supp(θi) ⊂ W f
i e Xi,σ(x) ∈ Eσ

i,x, para x ∈ Zf , σ = s, u. Definimos o
campo

J(X) =
l∑

i=1

(
Ji,u(Xi,u) + Ji,s(Xi,s)

)
, (3.1)

onde

Ji,s(X) = −
+∞∑
n=0

(f#)−n(Xi,s) (3.2)

e

Ji,u(X) =
+∞∑
n=1

(f#)n(Xi,u). (3.3)

Devemos provar que (3.2) e (3.3) Convergem uniformemente. Supondo que isso aconteça,
temos, pelo Lema 3.0.2, que J é inversa a direita de (id−f#), já que ‖f#

|Zfi
‖ < 1. De fato,

(Id− f#)Ji,σ(X) = Xi,σ,

assim,

(Id− f#)J(X) =
l∑

i=1

(
Xi,u +Xi,s

)
= X.

Resta mostrar que (3.2) e (3.3) convergem uniformemente, J : X0(M) 	 é contínuo,
Xf (M) é invariante por J e J : Xf (M) 	 é contínuo.
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Observe que é suficiente provar tais afirmações para Ji,u, pois para Ji,s as demons-
trações são análogas utilizando f−1 no lugar de f e os resultados se estendem à J via
soma.

Para essa prova, iremos definir normas em X0(M) e Xf (M) diferentes das que usamos
anteriormente.

Dada uma cobertura finita deM por cartas, para cada (ϕ,U) escolhemos U0 de maneira
que U0 ⊂ U e {U0} forma uma cobertura de M . Considere δ > 0 tal que para cartas
(ϕ,U) e (ψ, V ) temos que, se x ∈ U0 ∩ f−1(V0) e d(x, y) ≤ δ então y ∈ U ∪ f−1(V ).

Agora, para X ∈ X0(M) e x ∈M definimos

‖X, x‖ = max|Xϕ(x)|, (3.4)

onde o máximo é tomado sobre as cartas da cobertura. Definimos a seguinte norma em
X0(M) por

‖X‖0 = sup
x∈M
‖X, x‖. (3.5)

Sejam X ∈ Xf (M), x ∈M e (ϕ,U) uma carta da cobertura de M . Considere

Λ(X, x, ϕ) = inf
y
{K ≥ 0; |Xϕ(x)−Xϕ(y)| ≤ Kdf (x, y), x ∈ U0 e df (x, y) ≤ δ},

e
Λ(X, x) = inf

ϕ
Λ(X, x, ϕ)

Seja
Λ(X) = sup

x∈M
Λ(X, x).

Definimos a seguinte norma em Xf (M)

‖X‖f = ‖X‖0 + Λ(X).

Para cada j = 1, . . . , l, temos supp(θj) ⊆ W f
j . Como supp(θj) é fechado, segue que

por compacidade, podemos escolher rj de maneira que supp(θj) ⊆
⋃
−rj≤n≤rj f

n(Wj).
Seja r = max rj. Assim

supp(θj) ⊆
⋃

−r≤n≤r
fn(Wj),

para todo j = 1, . . . , l.
Fixando i = 1, · · · , l. Seja X ∈ X0(M), definimos

ζn = (f#)n(Xiu),

para n ∈ Z. Note que ζn denota o termo geral da série (3.3).
Seja C = ⋃

−∞≤n≤r f
n(Wi). Note que supp(ζn) ⊆ C para n ≥ 0. Escolha ρ, b ≥ 0 tais

que λ < ρ < 1 < b.
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Para x ∈M definimos

γ(x) =


0, se x /∈ C;
ρ, se x ∈ W f−

i ∪ (Wi ∪ · · · ∪Wl)
b, caso contrário.

(3.6)

Mostraremos que ζn é limitado pelo termo geral de uma série convergente. Pra isso,
precisamos das próximas afirmações que nos permite fazer limitações de acordo com com-
portamento de f .

Afirmação 3.0.1. Se a cobertura, δ e b são escolhidos apropriadamente, então

‖ζn+1, x‖ ≤ γ(f(x))‖ζn, f(x)‖. (3.7)

Demonstração. Considere ε > 0. Dado z0 ∈ Wj, escolha uma carta (ψ, V ), tal que dψz0 é
uma isometria e

dψz0E
u
jz0 = ψ(z0)×Ru × 0Rn−u ,

onde u denota a dimensão de Eu
jz0 . Encolhendo V se necessário, podemos considerar

V ⊆ Zj. (3.8)

Pelo fato de dψz0 ser uma isometria e pela continuidade de V 3 z 7→ dψz deduzimos que

(1− ε)|dψzv| ≤ ‖v‖ ≤ (1 + ε)|dψzv|, (3.9)

para todo v ∈ TzM e todo z ∈ V . E ainda,

dψz0E
u
jz0 = graf(gψ(z)), (3.10)

para z ∈ V , onde gψ(z) ∈ L(Ru,Rn−u) e |gψ(z)| ≤ ε.

Pelo Lema 3.0.1, podemos escolher uma cobertura finita por cartas (ψ, V ) satisfazendo
(3.9) e satisfazendo (3.8) - (3.10) sempre que V ∩W j 6= ∅, para algum j = 1, ..., l. Para
ε > 0 suficientemente pequeno, temos a cobertura desejada.

Para (ϕ,U) e (ψ, V ) na cobertura, defina f−1
ϕ,ψ : ψ(f(U) ∩ V ) → ϕ(U ∪ f−1(V )), por

f−1
ϕ,ψ = ϕ ◦ f−1 ◦ ψ.

Então para x ∈ U ∩ f−1(V ) e ζ ∈ X0(M),

(f#ζ)ϕ(x) = dϕx· (df−1
f(x)· ζf(x))

= dϕx· (df−1
f(x)· dψ

−1
ψ(x)· dψx· ζf(x))

= Df−1
ϕ,ψ(ϕ(f(x)))ζψ(f(x)).

Considere
b ≥ max

ϕ,ψ
sup
x
|Df−1

ϕ,ψ(x′)|,
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e b > 1, onde x′ = ψ(x). Então

|(f#ζ)ϕ(x)| ≤ b|ζψ(f(x))| ≤ ‖ζ, f(x)‖,

assim,
|f#ζ, x‖ ≤ b‖ζ, f(x)‖.

Portanto temos (3.7), quando γ(f(x)) = b e ζ = ζn.

Agora suponhamos que γ(f(x)) = ρ. Isto é, f(x) ∈ W f
i ∩Wj, para algum j = 1, ..., l.

Seja ζ = ζn onde f#ζ = ζn+1. Como f(x) ∈ W f
i ∩Wj, temos que f(x) ∈ Zf−

i ∩ Z
f+
j ,

logo, pelo item 9 da definição de localmente hiperbólico, ζ(f(x)) ∈ Eu
j,f(x). Pelo item 8 da

definição e (3.9)

|(f#ζ)ϕ(x)| ≤ ‖dϕx· (df−1
f(x)· dψ

−1
ψ(x)· ζψ(f(x)))‖

≤ (1− ε)−1‖df−1
f(x)· dψ

−1
ψ(x)· ζψ(f(x))‖

≤ (1− ε)−1(1 + ε)λζψ(f(x)). (3.11)

Como λ < ρ, e escolhendo ε > 0 de maneira que (1−ε)−1(1+ε) < 1, temos a desigualdade.
Continuando a prova para a desigualdade (3.7), suponha que γ(f(x)) = 0. Então

f(x) /∈ C, e como supp(ζn) ∈ C segue que ζn(f(x)) = 0 e portanto ζn+1(x) = 0.

Afirmação 3.0.2. Além disso, se X ∈ Xf (M) obtemos que

Λ(ζn+1, x) ≤ γ(f(x))Λ(ζn, f(x)) + b‖ζn, f(x)‖, (3.12)

para todo n ≥ 0.

Demonstração. Considere ζ ∈ Xf (M) e x, y ∈ U ∩ f−1(V ),

|(f#ζ)ϕ(x) − (f#ζ)ϕ(y)|

= |Df−1
ϕ,ψ(x′)ζψ(f(x))−Df−1

ϕ,ψ(y′)ζψ(f(y))|

≤ |Df−1
ϕ,ψ(x′)ζψ(f(x))−Df−1

ϕ,ψ(y′)ζψ(f(x))|+ |Df−1
ϕ,ψ(y′)ζψ(f(x))−Df−1

ϕ,ψ(y′)ζψ(f(y))|

≤ |Df−1
ϕ,ψ(x′)−Df−1

ϕ,ψ(y′)||ζψ(f(x))|+ |Df−1
ϕ,ψ(x′)||ζψ(f(x))− ζψ(f(y)).|

Escolhendo b ≥ maxϕ,ψ supx|D2f−1
ϕ,ψ(x′)|, e pelo teorema do valor médio

|(f#ζ)ϕ(x)− (f#ζ)ϕ(y)| ≤ b|x′ − y′||ζψ(f(x))|+ b|ζψ(f(x))− ζψ(f(y))|.

Utilizando desigualdade (1.2) ,

|(f#ζ)ϕ(x)− (f#ζ)ϕ(y)| ≤ bd(x, y)|ζψ(f(x))|+ bΛ(ζ, f(x))df (x, y)

≤
[
b‖ζ, f(x)‖+ bΛ(ζ, f(x))

]
df (x, y).

Então
Λ(ζn+1, x) ≤ b‖ζ, f(x)‖+ bΛ(ζ, f(x)),
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Portando temos a desigualdade no caso γ(f(x)) = b.

Suponhamos γ(f(x)) = ρ, ou seja, f(x) ∈ W f
i ∩Wj para algum j = 1, · · · , l. Sejam

(ϕ,U) e (ψ, V ) cartas da cobertura tais que x ∈ U0 ∩ f−1(V0). Escolha y de maneira que
df (x, y) ≤ δ, logo y ∈ U ∩ f−1(V ). Para δ > 0 suficientemente pequeno, de modo que
f(y) ∈ Zf−

j ∩ Zj, então pelo item 9 da definição3.0.4, temos que ζ(z) ∈ Eu
j,z, onde ζ = ζn

e z = f(x), f(y).
Seja g̃ϕ(z) = (Id, gϕ(z)) ∈ L(Ru,Rn). Observe que a imagem de g̃ϕ(z) é igual ao

gráfico de gϕ(z) e
|g̃ϕ(z)| ≤ 1 + ε (3.13)

Definimos
Aϕ,ψ(x) = Df−1

ϕ,ψ(x′)g̃ϕ(f(x)),

onde x′ = ψ(f(x)). Agora, por (3.9), (3.13), (3.8) e o item 8 da definição 3.0.4, temos
que

|Aϕ,ψ(x)| ≤ (1 + ε)2(1− ε)−1λ < ρ, (3.14)

para ε > 0 suficientemente pequeno, lembrando que λ < ρ.
Como ζ(f(x)) ∈ Eu

jz temos

ζψ(z) = g̃ψ(z)π(ζψ(z)) = (π(ζψ(z)), gψ(z)π(ζψ(z))) . (3.15)

Pela desigualdade triangular, |ζψ(z)| ≥ |π(ζψ(z))|. Então

(f#ζ)ϕ(z) = Aϕ,ψ(x)π(ζψ(z)),

assim,

(f#ζ)ϕ(x)− (f#ζ)ϕ(y) =
[
Aϕ,ψ(x)− Aϕ,ψ(y)

]
π(ζψ(z)) + Aϕ,ψ(y)

(
(πζψ(f(x)))− π(ζψ(f(y)))

)
.

Como gψ é df -lipschitz, Aϕ,ψ é df -lipschitz, então existe c > 0 tal que

|Aϕ,ψ(x)− Aϕ,ψ(y)| ≤ cdf (x, y).

Daí,

|(f#ζ)ϕ(x)− (f#ζ)ϕ(y)| ≤ cdf (x, y)|ζψ(z)|+ |Aϕ,ψ(y)||ζψ(f(x))− ζψ(f(y))|

≤ cdf (x, y)‖ζ, f(x)‖+ |Aϕ,ψ(y)|Λψ(ζ, f(x))df (x, y).

Portando, fazendo b > c, temos

Λ(ζn+1, x) ≤ ρΛ(ζ, f(x)) + b‖ζ, f(x)‖

Resta provar o caso γ(f(x)) = 0, isto é, f(x) /∈ C. Lembrando que

supp(Xi,u) ⊂ supp(θi) ⊂
⋃

−r≤n≤r
fn(Wj),
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escolhemos δ > 0 de maneira que, se z /∈ ⋃
−r≤n≤r f

n(Wj), e d(z, z′) ≤ δ implica z′ /∈
supp(θi).

Se df (x, y) ≤ δ então fn(y) /∈ supp(θi), para todo n ∈ Z. Portando y /∈ fn(supp(θi)),
logo

y /∈
⋃

−∞≤n≤r
fn(supp(θi)),

logo ζn(y) = f#Xi,u(y) = 0. Ou seja, Λ(ζn+1, x) = 0.

Afirmação 3.0.3. Seja q = 2lr + r. Dado x ∈M, temos que

#{n ≥ 0; γ(fn(x)) = b} ≤ q.

Demonstração. Escolha x ∈ M. Observe que se γ(x) = b, então x /∈ W1 ∪ · · · ∪Wl. Note
que os conjuntos fn(Wj) com −r ≤ n ≤ r e j = 1, · · · , l cobrem M . Assim x ∈ fn0(Wj0)
para algum −r ≤ n0 ≤ r e j0 = 1, · · · , l, isto é, para cadaa t ∈ Z, {f t−r(x), · · · , f t+r(x)}
intersecta W1 ∪ · · · ∪Wl. Agora, como cada Wj é não revisitado, segue que a órbita de x
entra e sai de cada Wj apenas uma vez. Então

fn(x) ∈ W1 ∪ · · · ∪Wl

para todo, exceto 2lr valores de n. Isso ocorre nos seguintes casos

1. x /∈ C. Então O+(x) ∩Wi = ∅. Assim, fn(x) /∈ C, (isto é, γ(fn(x) = 0)) para todo
n ≥ 0.

2. fn(x) ∈ W f−
i para todo n ≥ 0. Então

fn(x) ∈ W f−
i ∩W1 ∪ · · · ∪Wl,

(i.e., γ(fn(x)) = ρ), para todo, exceto 2lr valores de n ≥ 0.

3. x ∈ W f−
i mas fk(x) /∈ W f−

i , para algum k > 0. Escolha o primeiro k > 0 tal
que isso aconteça. Então fn(x) ∈ W f−

i ∩W1 ∪ · · · ∪Wl (i.e. γ(fn(x) = ρ)) para
todo, exceto, 2lr valores de n = 0, · · · , k − 1 e fn(x) /∈ C (i.e. γ(fn(x) = 0)) para
n ≥ k + r. Então γ(fn(x)) = b para no máximo 2lr + r = q valores de n ≥ 0.

4. x ∈ C e x /∈ W f−
i , então fn(x) /∈ C para n ≥ r.

Pela Afirmação 3.0.1 e um argumento recursivo temos,

‖ζn, x‖ ≤ γ(f(x))‖ζn−1, f(x)‖

≤ γ(f(x))γ(f 2(x))‖ζn−2, f
2(x)‖

...

≤ γ(f(x))γ(f 2(x)) . . . γ(fn(x))‖Xiu , f
n(x)‖



36 Capítulo 3. Difeomorfismos Localmente Hiperbólicos

Observe que Xiu = ζ0. Agora pela Afirmação 3.0.3

‖ζn, x‖ ≤ bqρn−q‖Xiu , f
n(x)‖.

Considerando c = bqρ−q, segue que

‖ζn‖0 ≤ cρn sup
x∈M
‖Xiu , f

n(x)‖

≤ cρn‖Xiu‖0.

Logo (3.3) converge uniformemente, pois seu termo geral é limitado pelo termo geral
de uma serie convergente, uma vez que ρ < 1. Ademais,

‖ζ1 + · · ·+ ζn‖0 ≤ ‖ζ1‖0 + · · ·+ ‖ζn‖0

≤ cρ‖Xiu‖+ · · ·+ cρn‖Xiu‖

= (ρ+ · · ·+ ρn)c‖Xiu‖.

Fazendo n→ +∞, temos que

‖Jiu(X)‖0 ≤ (1− ρ)−1c‖Xiu‖0 ≤ (1− ρ)−1c‖X‖0.

Como o operador que X 7→ Xiu é linear e contínuo, temos que Jiu : X0(M) 	 é linear e
contínuo.

Mostraremos agora que Xf (M) é invariante por Jiu . Com efeito, seja X ∈ Xf (M).
Por (3.12) e um argumento recursivo, temos

Λ(ζn, x) ≤ γ(f(x))Λ(ζn−1, f(x)) + b‖ζn−1, f(x)‖

≤ γ(f(x))
[
γ(f 2(x))Λ(ζn−2, f

2(x)) + b‖ζn−2, f
2(x)‖

]
+ b‖ζn−1, f(x)‖

= γ(f(x))γ(f 2(x))Λ(ζn−2, f
2(x)) + bγ(f(x))‖ζn−2, f

2(x)‖+ b‖ζn−1, f(x)‖

≤ γ(f(x))γ(f 2(x)) . . . γ(fn(x))λ(Xiu , f
n(x)) +

+ b‖ζn−1, f(x)‖+ bγ(f(x))‖ζn−2, f
2(x)‖+ bγ(f(x))γ(f 2(x))‖ζn−3, f

3(x)‖

+ · · ·+ bγ(f(x)) . . . γ(fn(x))‖Xiu , f
n(x)‖

≤ cρnΛ(Xiu) + bcρ(n−1)‖Xiu‖0 + · · ·+ bcρ(n−1)‖Xiu‖0.

Daí,
Λ(ζn) ≤ cρnΛ(Xiu) + bcnρn−1‖Xiu‖0.

Como ∑+∞
n=0 nρ

n−1 = (1− ρ)−2, segue que

Λ(Jiu) ≤ c(1− ρ)−1Λ(Xiu) + bc(1− ρ)−2‖Xiu‖0,

portanto Jiu ∈ Xf (M). Note que, pelo item 5 da definição 3.0.4, se X ∈ Xf (M) então
Xiu ∈ Xf (M) assim o operador que X 7→ Xiu está bem definido em Xf (M) e é linear e
contínuo. Portanto Jiu : Xf (M) 	 é linear em contínuo. Com isso provamos o teorema
3.0.1.
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4 Axioma A e transversalidade forte

Neste capítulo apresentaremos a prova de que difeomorfismos de classe C2 Axioma
A satisfazendo a condição forte de transversalidade é localmente hiperbólico. Com isso,
finalizaremos a prova da C1-estabilidade estrutural para os difeomorfismos de classe C2.

4.1 Vizinhança de conjuntos hiperbólicos
A seguir apresentaremos alguns lemas fundamentais para o atingirmos o objetivo desse

capítulo. Para prova dos lemas subsequentes precisamos de um resultado apresentado em
[11].

Teorema 4.1.1. Sejam f : M 	 um difeomorfismo de classe Cr, (r ≥ 1), e Λ ⊆ M um
conjunto hiperbólico de f . Dada N uma vizinhança de Λ, para qualquer δ > 0, existe uma
família de s− discos mergulhados, W̃ s

δ tais que ;

1. Para cada y ∈ N , existe um s−disco mergulhado W̃ s
δ (y) contendo o ponto y;

2. Para y ∈ Λ, W̃ s
δ (y) = W s

δ (y);

3. f
(
W̃ s
δ (y)

)
⊆ W̃ s

δ (f(y)), para y ∈ N∩f−1(N). Ademais, para p ∈ Λ, ⋃y∈Wu
δ

(p) W̃
s
δ (y)

é uma vizinhança de p em M.

O teorema anterior garante que, grosso modo, podemos mergulhar s-discos W̃ s
δ em

vizinhança de um conjunto hiperbólico, como feito para as variedades estáveis. A prova
apresentada em [11] também lida com a transformada de gráfico, como a prova do teorema
da variedade estável.

Uma filtração para uma aplicação f é uma sequência de subvariedades compactas
M0,M1, · · · ,Ml, tais que

∅ = M0 ⊆M1 ⊆ · · · ,⊆Ml = M,

e f(Mi) ⊆ intMi.
A seguir apresentaremos uma construção de uma filtração para f satisfazendo Axioma

A e transversalidade forte.

Lema 4.1.1 (Lema de filtração). Seja f ∈ Diffr(M), r ≤ 0, Axioma A e satisfazendo
condição de transversalidade forte. Suponha que Ωi são indexados de maneira que Ωi ≤ Ωj

implica que i ≤ j. Então existem conjuntos abertosM0, . . . ,Ml, tais queM0 = ∅, Ml = M

e para i = 1, . . . , l;

(a) Mi−1 ⊆Mi;
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(b) f(Mi) ⊆Mi;

(c) Ωi ⊆Mi \M i−1;

(d) Ωi = [M i \Mi−1] ∩ Ω(f).

Demonstração. Fixe i = 1, · · · , l. Para cada ε0, δ > 0 suficientemente pequenos, considere

V (ε0, δ) =
⋃

y∈Wu
ε0 (Ωi)

W̃ s
δ (y)

que é uma vizinhança de Ωi.
Seja ε1 > 0 de maneira que

W u
ε1(Ωi) ⊂ f

(
W u
ε1(Ωi)

)
.

Escolha ε = min{ε0, ε1}.
Seja

C = f (W u
ε (Ωi)) \W u

ε (Ωi).

Dado x ∈ V (ε, δ), temos que x ∈ W̃ s
δ (y) para algum y ∈ W u

ε (Ωi) ⊆ f (W u
ε (Ωi)) . Veja que

f(x) ∈ W̃ s
δ (f(y)). Então

f (V (ε, δ)) ⊆
⋃

y∈f(Wu
ε (Ωi))

W̃ s
δ (y).

Assim

f (V (ε, δ)) \ V (ε, δ) ⊆
⋃

y∈f(Wu
ε (Ωi))

W̃ s
δ (y) \

⋃
y∈Wu

ε (Ωi)
W̃ s
δ (y)

⊆
⋃
y∈C

W̃ s
δ (y).

Concluiremos a prova por indução. Suponha queM0, · · ·Mi−1 estão definidos e satisfazem
as condições do lema.

Note que f (W u
ε (Ωi)) ⊆ W u(Ωi), Ωi ⊆ W u

ε (Ωi) e W u
ε (Ωi) ⊆ f (W u

ε (Ωi)) . Assim

C ⊆ W u(Ωi) \ Ωi.

Dado y ∈ C, segue que y ∈ W s(Ωj), para algum j = 1, · · · , l, logo pela ordem de filtração,
segue que Ωi < Ωj, isto é, i < j, logo existe n ∈ N tal que fn(y) ∈Mi−1.

Pela compacidade de C podemos uniformizar n ∈ N, de maneira que fn(C) ⊆ Mi−1.
Pelo fato de Mi−1 ⊆ f−n(Mi−1), temos que C ⊆Mi−1.

Agora escolhendo δ > 0 de maneira que ⋃y∈C W̃ s
δ (y) ⊆Mi−1, temos que

f (V (ε0, δ)) \ V (ε, δ) ⊂Mi−1.
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Portanto
f (Mi−1 ∪ V (ε, δ)) ⊂Mi−1 ∪ V (ε, δ).

Defina Mi = int(Mi−1 ∪ V (ε, δ)). Então f(Mi) ⊆Mi, Mi−1 ⊆Mi e Ωi ⊆Mi \M i−1.

Considere ε, δ > 0 de maneira que V (ε, δ) ∩ Ω = Ωi. Logo M i \Mi−1 ∩ Ω = Ωi.

Uma construção de filtração mais usual pode ser encontrada em [22], onde garante
que Ωi = ∩n∈Zfn(Mi \Mi−1).

Nós próximos resultados assumiremos que f é Axioma A e satisfaz a condição de
transversalidade forte e i = 1, · · · l.

Lema 4.1.2. Cada Ωi tem uma vizinhança aberta que é não revisitada.

Demonstração. Veja queMi \Mi−1 ⊆ V (ε, δ)\Mi−1. Veja que os pontos de V (ε, δ)\Mi−1

por iterados futuros de f convergem a Ωi ou vão para Mi+1. E pela ordem de filtração,
os pontos que saem de V (ε, δ) \Mi−1 não retornam. Sendo assim V (ε, δ) \Mi−1 é um
conjunto não revisitado. Considere Zi = int(V (ε, δ) \Mi−1) que é não revisitado por que
o interior de um conjunto não revisitado também é não revisitado.

Lema 4.1.3. Para σ = u, s, existe uma vizinhança A de Ωi tal que A ⊆ W σ(Ωi), que
admite uma vizinhança aberta não revisitada.

Demonstração. Assuma σ = u. Seja A = W u
ε (Ωi) \ M̄i−1. Pela demonstração do lema de

filtração, temos que
fn (V (ε, δ)) ⊆ V (ε, δ) ∪Mi−1,

para todo n ≥ 1. Assim V (ε, δ) é uma vizinhança de A. Portanto o conjunto Zi é uma
vizinhança para A, para δ > 0 suficientemente pequeno.

Definição 4.1.1. Seja Λ um conjunto hiperbólico . Um domínio fundamental para W s
ε (Λ)

é um subconjunto compacto D ⊂ W s
ε (Λ) tal que

W s
ε (Λ) \ Λ ⊆ Df+.

Analogamente, um domínio fundamental para W u
ε (Λ) é um subconjunto compacto D ⊂

W u
ε (Λ) tal que

W u
ε (Λ) \ Λ ⊆ Df−.

Se D ∩ Λ = ∅ então D é chamado de domínio fundamental próprio.
Uma vizinhança fundamental para W s

ε (Λ) é uma vizinhança compacta de um domínio
fundamental.



40 Capítulo 4. Axioma A e transversalidade forte

Figura 4.1.1

Exemplo 4.1.1. Considere D = W s
ε (Λ) \ f (W s

ε (Λ)). Veja que

W s
ε (Λ) \ Λ = W s

ε (Λ) \
⋂
n≥0

fn (W s
ε (Λ)) ⊂ Df+.

Assim D é um domínio fundamental para W s
ε (Λ).

Lema 4.1.4. Seja Ωi uma peça básica. Para ε > 0 suficientemente pequeno e n qualquer,
o domínio fundamental

D = fn
(
W s
ε (Ωi) \ f (W s

ε (Ωi))
)

tem uma vizinhança não revisitada.

Demonstração. Note que existe k > 0 suficientemente grande, de maneira que f−k(D) ∩
Mi = ∅. Pela invariância de Mi temos D∩Mi = ∅. Como Ωi ⊆Mi \M i−1, existem m > 0
tal que fm(D) ⊆Mi.

Escolhemos 0 < µ < 1(dado pela condição de hiperbolicidade) tal que para ε > 0
suficientemente pequeno,

f (W s
ε (x)) ⊆ W s

µε(f(x)),

para x ∈ Ωi, e portanto
f (W s

ε (Ωi)) ⊆ W s
µε(Ωi).

Então D ∩ fk(D) = ∅. Para k ≥ 2.
Seja Q uma vizinhança de D tal que Q∩Mi = ∅, fm(Q) ⊆Mi e Q∩ fk(Q) = ∅. Para

k ≥ 2.
Temos que Q é uma vizinhança não revisitada.

Lema 4.1.5. Sejam Ωi,Ωj peças básicas e Zi, Zj vizinhanças quaisquer de Ωi e Ωj res-
pectivamente. Então Ωi ≤ Ωj se, e somente se, Zf−

i ∩ Z
f+
j 6= ∅.

Demonstração. Suponha Ωi ≤ Ωj e sejam Zi e Zj vizinhanças de Ωi e Ωj. Considere
x ∈ W s(Ωi). Assim existe n ∈ N tal que fn(x) ∈ Zi, portando x ∈ Zf−

i . Analogamente,
se x ∈ W u(Ωj), x ∈ Zf+

j . Logo Zf−
i ∩ Z

f+
j 6= ∅.
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Provaremos a volta por contrapositiva. Suponha que j < i. Considere vizinhanças
Zi e Zj de Ωi e Ωj respectivamente, tai que Zj ⊆ Mj e Zi ⊆ M \ Mi−1. Temos que
Zf+
j ⊆Mj, pelo item (b) do Lema 4.1.1. Analogamente Zf−

i ⊆M \M i−1. Como

Mj ∩
(
M \M i−1

)
⊆Mj ∩ (M \Mi−1) = ∅,

segue o resultado.

Finalizamos essa seção enunciando um resultado apresentado em [11] que também
trata de vizinhanças de conjuntos hiperbólicos.

Teorema 4.1.2. Seja D = fn(W s
ε (Ωi) \ f(W s

ε (Ωi))), onde ε > 0 ,n ∈ Z. Seja Q uma
vizinhança de D. Então para δ > 0 , Qf+ ∪W u

δ (Ωi) é uma vizinhança de Ωi. Além disso,
Qf+ ∩W u(Ωi)é uma vizinhança de W u(Ωi).

Demonstração. Veja [11].

Chamaremos o conjunto D de domínio fundamental para W s(Ωi) e Q de vizinhança
fundamental.

4.2 Extensão dos Subfibrados
Nesta seção temos como objetivo apresentar resultados que garantam a extensão dos

subfibrados Eu e Es a subfibrados sobre uma vizinhança de uma das peças básicas Ωi do
teorema da decomposição espectral.

Seja f ∈ Diff2(M) satisfazendo Axioma A e transversalidade forte. Seja D um domínio
fundamental para W s(Ωi), onde Ωi é uma peça básica e Q uma vizinhança fundamental
não revisitada de D , tal que Q ∩W u(Ωi) = ∅.

Suponhamos que exista G ⊆ TM|Q um subfibrado contínuo tal que, para x ∈ D,

TxM = Es
x ⊕Gx, (4.1)

e para x ∈ Q ∩ f−1(Q),
Gf(x) = dfxGx. (4.2)

Podemos estender G à um subfibrado df−invariante sobre Qf+ ∪W u(Ωi) definindo

Gfn(x) = dfnxGx, x ∈ Q, (4.3)

Gx = Eu
x , x ∈ W u(Ωi), (4.4)

Note que essa extensão está bem definida pelo fato de Gx ser invariante por df e Q
ter a propriedade de ser não revisitada.
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Teorema 4.2.1. Existe uma vizinhança Z0 de Ωi com Zf
0 ⊆ Qf+ ∪W u(Ωi), tal que G|Zf0

é um subfibrado contínuo de TM|Zf0 .

Demonstração. Escolha a > 0 suficientemente pequeno, de maneira que f (W s
a (Ωi)) ⊆

W s
a (Ωi) e f−1 (W u

a (Ωi)) ⊆ W u
a (Ωi) .

Considere uma métrica adaptada, tal que para 0 < λ < 1, temos que, dado x ∈ Ωi,

‖dfxv‖ ≤ λ‖v‖, para v ∈ Es
x

‖df−1
x v‖ ≤ λ‖v‖, para v ∈ Eu

x

Ademais, podemos supor que Es
x e Eu

x são ortogonais, para cada x ∈ Ωi. Pelo teorema
da variedade estável, temos que Eσ

x = TxW
σ
a (Ωi), para σ = s, u. Veja que podemos

estender Eσ
|Wσ

a (Ωi) à um subifibrado Ẽσ ⊆ TZσM , onde Zσ é uma vizinhança aberta de
W σ
a (Ωi) (veja a Observação 1.3.1).
Seja Z = Zs∩Zu. Perceba que Z é uma vizinhança aberta para Ωi. Denotaremos Ẽσ

|Z

simplesmente por Ẽσ. Como, para x ∈ W σ
a (Ωi),

Ẽσ
x = Eσ

x (4.5)

e
TxM = Eu

x ⊕ Es
x,

para x ∈ Ωi, podemos diminuir Z de maneira que, para x ∈ Z,

TxM = Ẽu
x ⊕ Ẽs

x.

Como D é um domínio fundamental, podemos substitui-lo por fn(D) e Q por fn(Q)
e diminuindo Q podemos supor que D ⊂ W s

a (Ωi) e D ⊆ Q ⊆ Z. E diminuindo Q mais
uma vez, e por (4.2) e (4.5), podemos assumir que

TxM = Ẽs
x ⊕Gx, (4.6)

para x ∈ Q.
Portanto,

G|Q = graf(g0),

onde g0(x) : Ẽu
x → Ẽs

x, com x ∈ Q.
Para σ, σ′ = s, u, definimos

Fσ,σ′ : Ẽσ
|Z∩f−1(Z) → Ẽσ′

|f(Z)∩Z ,

por
dfxv = Fσ,u(x)v + Fσ,s(x)v.
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Figura 4.2.1

Observe que as funções Fσ,u(x) e Fσ,s(x) são projeções de dfx, uma vez que não temos
invariância de Ẽσ

x por dfx quando x /∈ Ωi.
Escolha ρ tal que 0 < λ < ρ < 1.
Note que para x ∈ Ωi,

Fσ,σ |Ẽσx = dfx|Eσx ,

Fu,s|Ẽux = 0,

onde σ, σ′ = u, s. Assim podemos diminuir Z de maneira que Fu,u seja invertível e

‖F−1
u,u‖ ≤ ρ, (4.7)

‖Fu,s‖+ ‖Fs,s‖ < ρ. (4.8)

Seja As uma vizinhança de Ωi em W s(Ωi) ∩ Z com uma vizinhança não revisitada ( veja
4.1.3). Suponha a suficientemente pequeno de maneira que W s

a (Ωi) ⊆ As.

Seja
K = max(‖g0‖, 1).

Como Fs,s = dfx|Ẽsx , para x ∈ W
s
a (Ωi), segue que Fs,u|Ẽsx = 0, para x ∈ W s

a (Ωi). Pode-
mos diminuir Z a uma vizinhança não revisitada deW s

a (Ωi) (substituindo pela vizinhança
de As) tal que

ρ‖Fs,u|Ẽsx‖K < 1, (4.9)

e (
Id− ρ‖Fs,u|Ẽsx‖K

)−1
< 1, (4.10)

para x ∈ Z.
Para n ≥ 0, considere a sequência de morfismo de fibrados sobre a identidade

gn : Ẽσ
|fn∩Z → Ẽσ′

|fn∩Z ,
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definida indutivamente por

gn+1 = (Fu,s + Fs,sgn) (Fu,u + Fs,ugn)−1 . (4.11)

Observe que está definição faz sentido pelo fato de fn(Q) ∩ Z ser não revisitada. Porém
para está bem definida precisamos garantir que Fu,u + Fs,ugn possui inversa. Iremos
mostrar isso. Assuma como hipótese de indução que ‖gn‖ ≤ K. De fato, por (4.9)

‖F−1
u,uFs,ugn‖ ≤ ρ‖Fs,u|Ẽsx‖K < 1. (4.12)

Veja que ,
Fu,u + Fs,ugn = Fu,u

(
Id+ F−1

uu Fs,ugn
)
,

e como, por (4.12) F−1
u,uFs,ugn é uma contração, utilizando o teorema da pertubação do

identidade, temos que a inversa existe. Ademais

‖(Fu,u + Fs,ugn)−1‖ ≤ ‖
(
Id+ F−1

uu Fs,ugn
)−1
‖‖Fu,u‖

≤ (1− ρ‖Fs,u‖K)−1 ρ < 1. (4.13)

Consequentemente, por (4.8)

‖gn+1‖ < (‖Fu,s‖+ ‖Fs,s‖)K < ρK,

lembrando que ρ < 1, temos que ‖gn+1‖ < K.
Afirmamos que dfx(graf(gn(x))) = graf(gn+1(f(x))), com x ∈ fn(Q) ∩ Z.
De fato, sejam x ∈ fn(Q) ∩ Z, v ∈ Ẽu

x e yu = (Fu,u + Fs,ugn)−1 v. Note que

dfx(v + gn(x)v) = dfxv + dfxgn(x)v

= Fu,sv + Fu,u(x)v + Fs,sgn(x)v + Fs,ugn(x)v

= (Fu,u + Fs,ugn(x)) v + (Fu,s + Fs,s(x)gn(x)) v

= yu + (Fu,s + Fs,sgn(x)) (Fu,u + Fs,ugn(x))−1 yu

= yu + gn+1(f(x))yu,

Portanto temos que dfx(graf(gn(x))) = graf(gn+1(f(x))), com x ∈ fn(Q) ∩ Z.
Por definição, temos que

G|fn(Q)∩Z = graf(gn),

pela invariância de G.
Pelo Teorema 4.1.2, podemos considerar uma vizinhança Z0 de Ωi com Z0 ⊆ Qf+ ∪

W u
a (Ωi) e Z0 ⊆ Z. Sendo assim

G|Z0 = graf(g),

onde g : Ẽu
|Z0
→ Ẽs

|Z0
, definida por

g(x) =

 gn(x), para x ∈ Z0 ∩ fn(Q)
0, para x ∈ |Z0 ∩W u

a (Ωi)
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Relembre que para x ∈ W u
a (Ωi), Gx = Eu

x .
Resta mostrar que G|Zf0 é contínuo. Pela invariância do fibrado G é suficiente mostrar

que G|Z0 é contínuo, que por sua vez é suficiente mostrar que g é contínua.
Para g|Z0∩fn(Q), a continuidade segue pelo fato de GQ ser contínuo e pela invariância

por df .
Agora para garantir a continuidade de g precisamos apenas mostrar que g é continua

em uma vizinhança A de Ωi em W u
a ∩Z0. Pelo Lema 4.1.3 escolhemos A uma vizinhança

não revisitada.
Como g(x) = 0 para x ∈ A ⊆ W u

a (Ωi), precisamos mostrar que ‖g|Ẽuz ‖ é pequena para
z em um vizinhança de A em Z0.

Escolhemos ε > 0 e considere δ = 1
2ε(1 − ρ)−1. E considere m ∈ N suficientemente

grande, tal que ρmK ≤ 1
2ε.

Como Fus|Ẽuz = 0, para z ∈ W u
a (Ωi), escolhemos uma vizinhança Z1 de A em Z0 tal

que
‖Fus||Ẽu

y ‖ < δ,

para y ∈ Z1.
Escolhemos r ∈ Z tal que f r(D) ⊆ Z1 (Z1 também é vizinhança de Ωi) e Q1 uma

vizinhança de D em Q tal que f r(Q1) ⊆ Z1.

Para n ≥ r e y ∈ Z1 ∩ fn(Q), temos por (4.11) e (4.13)

‖gn+1|Ẽu
f(y)
‖ ≤ ‖Fus‖+ ‖Fss‖‖gn|Ẽuy ‖

≤ δ + ρ‖gn|Ẽuy ‖

Por indução e pelo fato de Z1 ser não revisitado,

‖gr+q |Ẽu
fq(y)
‖ ≤ δ

(
1 + ρ+ ρ2 + · · ·+ ρq−1

)
+ ρqK,

para y ∈ f r(Q1) ∩ f−q(Z1). Então se n ≥ r,m temos

‖g|Ẽuz ‖ ≤ δ(1− ρ)−1 + 1
2ε < ε, (4.14)

para z ∈ Z1 ∩ fn(Q1).
Dado x ∈ A escolha uma vizinhança U de x em Z1 tal que fn(Q1) ∩ U = ∅, para

n ≤ max{r,m}. Pelo Teorema 4.1.2 podemos considerar U tal que U ⊆ Qf
1 ∪W u

a (Ωi).
Cada z ∈ U ou pertence a algum Z1 ∩ fn(Q1) para algum n ≥ m, r, que neste caso

‖g|Ẽuz ‖n < ε,

por (4.14), ou z ∈ W u
a (Ωi) que significa ‖g|Ẽuz ‖ = 0 < ε. Com isso provamos o teorema.

Seja s, u as dimensões de Es
x, E

u
x para cada x ∈ Ωi. Para σ = s, u, seja Gσx o conjunto

de todos os subespaços vetoriais de TxM de dimensão σ.
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Lema 4.2.1. Dado δ > 0 existe vizinhanças Oσ (σ = u, s), de Eσ
|Ωi em G

σ tal que para
todo x ∈ M e todo E1, E2, E

′
1, E

′
2 com E1 ∈ Ou ∩ Gux , E2 ∈ Ou ∩ Gux , E ′1 ∈ Os ∩ Gsf(x),

E ′2 ∈ Os ∩ Gsf(x), temos que

1. TxM = E1 ⊕ E2, Tf(x)M = E ′1 ⊕ E ′2;

2. p1 ◦ dfx|E1 : E1 → E ′1 é inversível;

3. a) ‖pr2 ◦ dfx|E2‖ ≤ λ+ δ;

b) ‖
(
p1 ◦ dfx|E1

)−1
‖ ≤ λ+ δ;

c) ‖p1 ◦ dfx|E2‖ ≤ δ;

d) ‖p2 ◦ dfx|E1‖ ≤ δ.

Onde λ é a constante dada pela métrica adaptada, e p1 : Tf(x)M → E ′1 e p2 : Tf(x)M →
E ′2 projeções em E ′1 e E ′2, respectivamente.

Demonstração. Quando δ = 0 e x ∈ Ωi, E1 = Eu
x , E2 = Es

x, , E ′1 = Eu
f(x) e E ′2 = Es

f(x) e
pela Proposição 1.3.1 o resultado segue por continuidade.

Figura 4.2.2

No próximo resultado, induziremos o fibrado G em Rn por meio de cartas da variedade,
que nos possibilitará obter estimativas sobre as funções que os definem como seu gráfico.
Aqui continuaremos denotando as dimensões de Es

x e Eu
x por u e s, respectivamente.

Lema 4.2.2. Existem K > 0, µ com 0 < µ < 1, uma cobertura finita de Ωi por cartas
(ϕ,U) e para cada carta da cobertura, uma aplicação

gϕ : U → L(Ru,Rs),

tais que para (ϕ,U) e (ψ, V ) da cobertura;

1. dxϕGx = ϕ(x)× ;(gϕ)(x), para x ∈ U ;
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2. |gψ(f(x))− gψ(f(y))| ≤ Kd(x, y) + µ|gϕ(x)− gϕ(y)|, para x, y ∈ U ∩ f−1(V ).

Demonstração. Sejam δ > 0, Ou e Os, como no lema anterior, vizinhanças de Eu
|Ωi e E

u
|Ωi

respectivamente.
Considere z ∈ Ωi e (ϕ,U) uma carta da cobertura de M , tal que z ∈ U. Já sabe-

mos, pelo Lema 3.0.1, que podemos compor ϕ com um operador linear de L(Rn) (vamos
continuar denotando por ϕ) de maneira que dϕz seja uma isometria linear e que

dϕzE
u
z = ϕ(z)×Ru × 0Rs ,

dϕzE
s
z = ϕ(z)× 0Ru ×Rs.

Aqui ainda estamos considerando que Eu
z e Es

z são ortogonais.
Assim

TzM = (dϕz)−1 (ϕ(z)×Ru × 0Rs)⊕ (dϕz)−1 (ϕ(z)× 0Ru ×Rs.) .

Como Gy = Eu
y , para y ∈ Ωi, temos, por continuidade,

TxM = Gx ⊕ (dϕz)−1 (ϕ(z)× 0Ru ×Rs.) ,

para x suficientemente próximo de z. Então, novamente pelo Lema 3.0.1, existe uma
aplicação contínua gϕ : U → L(Ru,Rs) tal que

dϕxGx = ϕ(x)× graf(gϕ(x)),

para x ∈ U . Note também que, pela continuidade de dϕ em relação a x ∈ U e pelo fato
de dϕz ser isometria, podemos diminuir a vizinhança U de maneira que

|dϕx| ≤ 1 + δ e |(dϕx)−1| ≤ 1 + δ. (4.15)

Considerando uma vizinhança menor, se necessário, temos que

|gϕ(x)| ≤ δ, (4.16)

(dϕx)−1 (ϕ(x)× graf(gϕ(y))) ∈ Ou, (4.17)

(dϕz)−1 (ϕ(z)×Ru × 0Rs) ∈ Ou, (4.18)

(dϕz)−1 (ϕ(z)×Ru × 0Rs) ∈ Os, (4.19)

para x ∈ U . Pela compacidade de Ωi podemos considerar uma cobertura finita por cartas,
satisfazendo as condições acima.
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Para provar o item (2) precisamos construir algumas desigualdades. Para isso, escolha
(ϕ,U) e (ψ, V ) cartas da cobertura construída anteriormente. Defina fϕ,ψ : ϕ (U ∩ f−1(V ))→
ψ(f(U) ∩ V ), por

fϕ,ψ(x) =
(
ψ ◦ f ◦ ϕ−1

)
(x).

Veja que
Dfϕ,ψ(x) = ψf(x) ◦ (dfx) ◦ (dϕx)−1.

Note que fϕ,ψ(x) =
(
f

(1)
ϕ,ψ(x), f (2)

ϕ,ψ(x)
)
∈ Ru ×Rs. Defina também,

A : U ∩ f−1(V )→ L (Ru ×Rs, Ru) ,

e
B : U ∩ f−1(V )→ L (Ru ×Rs, Rs) ,

por A(x) = Df
(1)
ϕ,ψ(x′) e B(x) = Df

(2)
ϕ,ψ(x′), onde x ∈ U ∩ f−1(V ) e x′ = ϕ(x).

Agora, dado x′ = (x1, x2) ∈ Ru ×Rs e v = (v1, v2) ∈ Ru ×Rs, podemos escrever

A(x)v = A1(x)v1 + A2(x)v2

B(x)v = B1(x)v1 +B2(x)v2

onde

A1(x) = D1f
(1)
ϕ,ψ(x1, x2)

A2(x) = D2f
(1)
ϕ,ψ(x1, x2)

B1(x) = D1f
(2)
ϕ,ψ(x1, x2)

B2(x) = D2f
(2)
ϕ,ψ(x1, x2).

Seja ḡϕ(x) ∈ L (Ru,Ru ×Rs), definida por ḡϕ(x) = (Id, gϕ(x)) . Note que Im(ḡϕ(x)) =
graf(gϕ(x)) e também, dado v ∈ Ru,

A(x)ḡϕ(x)v = A1(x)v + A2(x)gϕ(x)v

B(x)ḡϕ(x)v = B1(x)v +B2(x)gϕ(x)v.

Afirmamos que A(x)ḡϕ(y) e invertível para x, y ∈ U ∩ f−1(V ).
De fato, veja que

A(x)ḡϕ(y) = dψf(x) ◦
(
pr1 ◦ dfx|E1

)
◦ (dϕx)−1ḡϕ(y), (4.20)

onde
E1 = dϕ−1

x (ϕ(x)× graf(gϕ(y))) ∈ Ou.

e pr1 : Tf(x)M = E ′1 × E ′2 → E ′1 denota uma projeção, sobre os espaços
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E ′1 = (dψf(x))−1 (ψ(f(x))×Ru × 0Rs)

E ′2 = (dψf(x))−1 (ψ(f(x))××0RuRs)

Uma vez que dψf(x), (dϕx)−1 e ḡϕ(y) são isomorfismos lineares e por 4.2.1 item 3.b), segue
que A(x)ḡϕ(y) é invertível. Pelo fato de ḡϕ(x)−1 : graf(gϕ(x)) → Ru ser uma projeção,
logo tem norma 1, e a desiguadade (4.15) junto com Lema 4.2.1, nos garante que

|(A(x)ḡϕ(x))−1| ≤ (λ+ δ)(1 + δ)2. (4.21)

Analogamente, A1(x) é invertível, pois

A1(x) = πu ◦ dψf(x) ◦
(
pr1 ◦ dfx|E1

)
◦ (dϕx)−1,

onde πu : Rn → Rs é a projeção sobre Ru, que é inversível, porque Rn = Ru × Rs.

Assim,
|A1(x)−1| ≤ (λ+ δ)(1 + δ)2. (4.22)

Veja que
B(x)ḡϕ(x) = dψf(x) ◦

(
pr2 ◦ dfx|E1

)
◦ (dϕx)−1ḡϕ(x), (4.23)

e como |ḡϕ(x)| ≤ 1 + δ, segue que

|B(x)ḡϕ(x)| ≤ δ(1 + δ)3. (4.24)

Com argumento análogo, temos também que

|A2(x)| ≤ δ(1 + δ)2 (4.25)

|B2(x)| ≤ (λ+ δ)(1 + δ)2. (4.26)

Como dfxGx = Gf(x), e pela definição de fϕ,ψ temos que

Dfϕ,ψ(x′)graf(gϕ(x)) = graf(gψ(f(x))).

Agora, como Dfϕ,ψ(x′) = A(x′) +B(x′) e graf(gϕ(x)) = Im(ḡϕ(x)), temos que

gψ(f(x)) = B(x)ḡϕ(x) ◦ (A(x)ḡϕ(x))−1 , (4.27)

para x ∈ U ∩ f−1(V ). Sejam x, y ∈ U ∩ f−1(V ). Assim

gψ(f(x))− gψ(f(y)) = B(x)ḡϕ(x) ◦ (A(x)ḡϕ(x))−1 −B(y)ḡϕ(y) ◦ (A(y)ḡϕ(y))−1

= q1 + q2 + q3 + q4,

onde,

q1 = B(x)ḡϕ(x)
[
(A(x)ḡϕ(x))−1 − (A(x)ḡϕ(y))−1

]
q2 = B(x)ḡϕ(x)

[
(A(x)ḡϕ(x))−1 − (A(y)ḡϕ(y))−1

]
q3 = B(x)

[
ḡϕ(x) − ḡϕ(x)

]
(A(y)ḡϕ(y))−1

q4 = [B(x)−B(y)] ḡϕ(x) (A(y)ḡϕ(y))−1 .
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Para qualquer z ∈ U ∩ f−1(V ),

(A(x)ḡϕ(z))−1 = [A1(x) + A2(x)ḡϕ(z)]−1

=
[
Id+ A1(x)−1A2(x)ḡϕ(z)

]−1
A1(x)−1. (4.28)

Afirmação 4.2.1. Sejam T1, T2 ∈ L(E) onde (E, ‖· ‖) é uma espaço vetorial normado.
Para ‖T1‖ ≤ ν1 e ‖T2‖ ≤ ν2, com ν1, ν2 ∈ (0, 1) temos existe C > 0 tal que

‖(Id+ T1)−1 − (Id+ T2)−1‖ ≤ C‖T1 − T2‖.

Demonstração. De fato. Seja y ∈ E tal que ‖y‖ = 1. Como Id + T1 é um isomorfismo,
pelo teorema da pertubação da identidade, considere x ∈ E tal que

x = (Id+ T1)−1(y).

Sendo assim

1 ≥ ‖(Id+ T1)(x)‖ ≥ ‖x‖−‖T1(x)‖

≥ ‖x‖ − ‖T1‖‖(x)‖

≥ ‖x‖ − ν1‖x‖

= (1− ν1)‖x‖,

ou seja (1− ν)−1 ≥ ‖x‖. Portando

‖(Id+ T1)−1‖ ≤ (1− ν1)−1.

Analogamente, temos que
‖(Id+ T2)−1‖ ≤ (1− ν2)−1.

Agora note que

(Id+ T1)
(
(Id+ T1)−1 − (Id+ T2)−1

)
(Id+ T2) = T2 − T1.

Logo

‖
(
(Id+ T1)−1 − (Id+ T2)−1

)
‖ ≤ (1− ν1)−1‖T2 − T1‖(1− ν2)−1

≤ C‖T2 − T1‖,

onde C = (1− ν1)−1(1− ν2)−1 > 0.

Utilizando (4.28) e a afirmação anterior existe C > 0, tal que

|(A(x)ḡϕ(x))−1 − (A(x)ḡϕ(y))−1| ≤ C|A1(x)−1||A2(x)||gϕ(x)− gϕ(x)||A1(x)−1|.
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Assim, pelas desigualdades (4.16),(4.22), (4.24) e (4.25) temos que

|q1| ≤ µ1|gϕ(x)− gϕ(x)|, (4.29)

onde µ1 = µ1(δ) > 0.
Como

|ḡϕ(x)− ḡϕ(y)| ≤ |gϕ(x)− gϕ(x)|,

e pelas desigualdades (4.21) e (4.26),

|q3| ≤ |B(x)||ḡϕ(x)− ḡϕ(y)||(A(y)ḡϕ(y))−1|

≤ µ2|gϕ(x)− gϕ(y)|,

onde µ2 = µ2(δ) > 0.
Agora, como f é C2 segue que A e B são C1. Assim, pela desigualdade do valor médio,

temos que

|qj| ≤ Kjd(x, y), (4.30)

para j = 2, 4. Fazendo K = K2 +K4 e µ = µ1 + µ2, temos que

|gψ(f(x))− gψ(f(y))| ≤ Kd(x, y) + µ|gϕ(x)− gϕ(y)|

o que completa a prova do Lema 4.2.2.

Seja Z0 a vizinhança de Ωi do Teorema 4.2.1. Considere Z ⊆ Z0 uma vizinhança de
Ωi não revisitada tal que Z̄ é coberto pela cobertura de Ωi construída no lema anterior.
Como Q é uma vizinhança fundamental que não intersecta W u(Ωi) podemos substituir Q
por fn(Q) para n apropriado de maneira que Q ⊆ Z.

Para cada carta da cobertura (ϕ,U) construída anteriormente, escolha U0 ⊆ U tal
que Ū0 ⊆ U e Z̄ seja coberto pelos conjuntos U0. Escolha também uma vizinhança
fundamental Q0 tal que Q̄0 ⊆ Q.

Dado z ∈ Ωi escolha ε > 0 suficientemente pequeno, de maneira que

W u
ε (z) ⊆ U,

onde (ϕ,U) é uma carta da cobertura satisfazendo W u
ε (z) ∩ U0 6= ∅.

Escolha δ1 > 0 de maneira que se x ∈ W u
δ1(z) e df (x, y) ≤ δ1, então

y ∈ W u
ε (z).

Sejam (ϕ,U) uma carta da cobertura de Ωi e x ∈ U0. Considere δ2 > 0 suficientemente
pequeno, de maneira que se d(x, y) ≤ δ2, então

y ∈ U.
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Considere δ = min{δ1, δ2}.
Agora pelo Teorema 4.1.2 e pelo Lema 4.1.2 podemos escolher uma vizinhança não

revisitada Z1 de Ωi em Z satisfazendo

Z1 ⊆ Qf+
0 ∪W u

δ (Ωi).

Definição 4.2.1. Dado x ∈ Z seja (ϕ,U) uma carta da cobertura de Ωi tal que x ∈ U0.
Então

Λ(x, ϕ) = sup
{
|gϕ(x)− gϕ(y)|

df (x, y) ; y ∈ Z com y 6= x e df (x, y) ≤ δ

}
.

Definimos também
Λ(x) = max Λ(x, ϕ),

onde o máximo e tomado sobre todas as cartas da cobertura tal que x ∈ U0.

Lema 4.2.3. Se f : M 	 é um difeomorfismo de classe C2 e G|Q é df−Lipschitz , então
existe uma constante c > 0 tal que Λ(x) ≤ c para x ∈ Z1.

Demonstração. Como por hipótese G|Q é df− Lipschitz, temos pelo Lema 3.0.1 que existe
c1 > 0 tal que Λ(x) ≤ c1 para todo x ∈ Q, consequentemente, para ∈ Q0.

Sejam (ϕ,U) e (ψ, V ) cartas da cobertura de Ωi, tais que x ∈ U0 e f(x) ∈ V0. Assim,
se df (x, y) ≤ δ então y ∈ U ∩ f−1(V ). Assim, pelo lema 4.2.2,

|gψ(f(x))− gψ(f(y))| ≤ Kd(x, y) + µ|gϕ(x)− gϕ(y)|,

e como d(x, y) ≤ df (x, y),temos, pela arbitrariedade de (ψ, V ), que

Λ(f(x)) ≤ K + µΛ(x), (4.31)

para x ∈ Z ∩ f−1(Z).
Por indução, temos que

Λ(fn(x)) ≤ K(1 + µ+ · · ·+ µn−1) + µnΛ(x)

para x ∈ Z ∩ f−n(Z). Usando o fato de Z ser não revisitado, temos que

Λ(x) ≤ c2, (4.32)

para x ∈ Qf+
0 ∩ Z, onde c2 = K(1− µ)−1 + c1.

Agora suponha que x ∈ W u
δ (Ωi) ∩ Z1, assim x ∈ W u

δ (z) com z ∈ Ωi. Fixe (ϕ,U) uma
carta tal que x ∈ U0.

Pelo teorema da variedade instável, existe uma aplicação

φz : BεEu
z →M,
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que é uma mergulho como a mesma regularidade de f , i.e, C2, e satisfaz φz(BεEu
z ) =

W u
ε (z).
Temos que a imagem de φz está inteiramente contida em U . Escolha y ∈ Z1, tal que

df (x, y) ≤ δ. Assim y ∈ W u
ε (z) e portanto

y = φz(ẏ),

onde ẏ ∈ BεEu
z . A Imagem de

dφz(ẏ) : Eu
z → TyM

é o espaço tangente da imagem de φz em y, que Eu
y . E como Gy = Eu

y , para y ∈
W u(Ωi), segue que

Im(d(ϕ ◦ φz)(ẏ)) = graf(gϕ(y)).

Escrevendo
ϕ ◦ φz : BεEu

z → ϕ(U) ⊆ Ru ×Rs

na forma ϕ ◦ φz = (v, w), temos que

gϕ(y) = dv(ẏ) ◦ (dw(ẏ))−1 .

Como φz é C2 temos que d(ϕ ◦ φz)(ẏ) é C1, sendo assim, podemos aplicar a desigualdade
do valor médio. Daí,

|gϕ(x)− gϕ(y)| ≤ c3‖ẋ− ẏ‖, (4.33)

onde ẋ = φz
−1(x). Por outro lado, temos

ẏ = φ−1
z (y) = π ◦ exp−1

z (y),

onde π : TzM → Eu
z é um projeção. assim, pela desigualdade do valor médio, temos

‖ẋ− ẏ‖ ≤ ‖π ◦ exp−1
z (x)− π ◦ exp−1

z (y)‖

≤ ‖π‖‖exp−1
z (x)− exp−1

z (y)‖

≤ c4d(x, y).

Sendo assim,
|gϕ(x)− gϕ(y)| ≤ c3c4d(x, y).

E utilizando mais uma vez o fato de que d(x, y) ≤ df (x, y), temos

Λ(x) ≤ c3c4, (4.34)

para x ∈ W u
δ (Ωi) ∩ Z1.

E como Z1 ⊆ Qf+
0 ∪ W u

δ (Ωi), temos pelas desigualdades (4.32) , (4.34) e fazendo
c = max{c2, c3c4} que Λ(x) ≤ c, com c ∈ Z1.
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De posse dos resultados estabelecidos anteriormente, podemos garantir a extensão
de um subfibrado df−Lipschitz, à uma vizinhança da peça básica Ωi preservando tal
propriedade.

Teorema 4.2.2. Seja f : M 	 um difeomorfismo de classe C2. Se G|Q é df− Lipschitz,
então G|Zf0 é df− Lipschitz.

Demonstração. Seja ej com j = 1, · · · , u a base deRu. Para cada (ϕ,U) carta da cobertura
defina

ηjϕ(x) = (ej, gϕ(x)ej).

Note que ηjϕ(x) é uma base para dϕxGx. Para cada j = 1, · · · , u, considere o campo de
vetores ηj em TM|U definido por

ηj := (dϕx)−1ηjϕ(x).

Pelo Lema 4.2.3 ηj é um campo de vetores df− Lipschitz em U0 ∩ Z1. Assim G|Z1 é
df−Lipschitz. E pela invariância de G, temos que G|Zf+

1
é df− Lipschitz.

4.3 Conjuntos Vetoriais semicontínuos inferiormente
Definição 4.3.1. Seja E ⊆ TM e para cada x ∈M , defina

Ex = E ∩ TxM.

O conjunto E é chamado de vetorial se Ex é um subespaço vetorial.

Veja que T 1M = {(v, x) ∈ TM : ‖v‖ = 1, v ∈ TxM} não é um conjunto vetorial.

Definição 4.3.2. Seja E ⊆ TM um conjunto vetorial. Dizemos que E é semicontínuo
inferiormente (s.c.i.) em x se para cada subespaço vetorial F0 ⊆ Ex existe uma vizinhança
U de x e um subfibrado contínuo F ⊆ TM|U tal que Fx = F0 e Fy ⊆ Ey para todo y ∈ U .
Dizemos que E é semicontínuo inferiormente se é semicontínuo inferiormente em x para
todo ponto x ∈M.

Observação 4.3.1. Veja que se E é s.c.i. e dim(Ex) é constante, então E é um subfibrado
contínuo de TM . Pois para cada x ∈ M , existe um subfibrado contínuo F ⊆ TM e uma
vizinhança U 3 x tal que Fx = Ex, e Fy ⊆ Ey, porém, pela continuidade de F segue que
localmente dim(Fy) é contante, ou seja Fy = Ey. Portanto E é um subfibrado contínuo.

Reciprocamente, se para cada x ∈M existe um subfibrado contínuo G ⊆ TM|U tal que
Gx = Ex e Gy ⊆ Ey, para todo y ∈ U , onde U é uma vizinhança de x, então E é s.c.i..
De fato, dado F0 ⊆ Ex, seja F̃ um subfibrado com F̃x = F0 e considere F a imagem de F̃
sobre G por meio da projeção ortogonal.
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(a) Não é s.c.i. (b) É s.c.i.

Figura 4.3.1

Proposição 4.3.1. Seja E ⊆ TM subfibrado vetorial semicontínuo inferiormente num
aberto U ⊆M e seja G ⊆ TUMum subfibrado contínuo. Se

Ex +Gx = TxM, x ∈ U,

então
Ey +Gy = TyM,

para y suficientemente próximo de x.

Demonstração. Segue pela continuidade de G.

Claramente os conjuntos Es e Eu são vetoriais. O próximo resultado garante que eles
também são s.c.i..

Teorema 4.3.1. Seja f : M 	 um difeomorfismo de classe Cr, r ≥ 1 satisfazendo Axioma
A e condição de transversalidade forte, então Es e Eu são semicontínuos inferiormente.

Demonstração. Provaremos para Eu, pois para Es basta trocar f por f−1. E essa prova
será por indução. Recorde que M = ⋃l

i=1W
u(Ωi), como consequência de uma filtração e

hiperbolicidade dos conjuntos Ωi,
Vamos assumir por hipótese que Eu é semicontínuo inferiormente em x para todo

x ∈ W u(Ωj), onde Ωi < Ωj e provaremos que Eu é semicontínuo inferiormente em cada
x ∈ W u(Ωi).

Sejam D,Z, Ẽu, Ẽu como anteriormente. Assim D ⊆ Z é um domínio fundamental
para W s(Ωi), para x ∈ Z

TxM = Ẽu ⊕ Ẽs, (4.35)

e
Ẽs
x = Es

x, (4.36)
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para x ∈ D. Definimos
B = f−1(D) ∩D,

o conjunto dos pontos que por um iterado de f permanecem em D. Assim ,

B ∩ f(B) = ∅. (4.37)

Escolha x ∈ D. Pela condição forte de transversalidade,

Eu
x + Es

x = TxM.

Sendo assim, existe um subespaço G0 ⊆ Eu
x tal que

G0 ⊕ Es
x = TxM. (4.38)

Agora, como x ∈ D ⊆ W s(Ωi), temos que x ∈ W u(Ωj) para algum j tal que Ωi < Ωj.
Assim, por hipótese de indução, existe uma vizinhança Ux 3 x em M e um subfibrado
contínuo Gx ⊆ TUxM tal que

G(x)
y ⊆ Eu

y , (4.39)

para y ∈ Ux e
G(x)
x = G0. (4.40)

Veja que podemos considerar uma subvizinhança de Ux se necessário e via continuidade,
junto com (4.36), (4.38) e (4.40), temos

TyM = G(x)
y ⊕ Ẽs

y, (4.41)

para y ∈ Ux. Assim G(x)
y ∩ Ẽs

y = {0}, e por continuidade, localmente Gx tem dimensão
constante, sendo assim, temos que a projeção sobre Ẽu

y restrita à G(x)
y é um isomorfismo

linear,portanto como no Lema 3.0.1 existe um morfismo de fibrado sobre a identidade ,

gx : Ẽu
|Ux → Ẽs

|Ux

tal que

G(x)
y = graf(gx(y)), (4.42)

para x ∈ Ux.
Escolha uma vizinhança UB de B suficientemente pequena tal que ŪB ⊆

⋃
x∈B Ux.

Seja {βx, x ∈ B} uma partição da unidade subordinada à cobertura {Ux, x ∈ B} de ŪB.
Definimos,

gB : Ẽu
|UB → Ẽs

|UB ,

por
gB =

∑
x∈B

βxg
x.
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Veja que, por (4.39) temos que
graf(gB|Ẽuy ) ⊆ Eu

y (4.43)

para y ∈ UB. Observe que
dfxẼ

s
x = Ẽs

f(x), (4.44)

para x ∈ B.Por (4.36) e (4.41)podemos passar UB a uma vizinhança de maneira que

Tf(y)M = dfygraf(gB)⊕ Ẽs
f(y), (4.45)

para y ∈ UB. Portanto, pelo mesmo argumento adotado anteriormente, temos que existe
um morfismo de fibrado sobre a identidade

gf(B) : Ẽu
|f(UB) → Ẽs

|f(UB),

tal que
dfygraf(gB) = graf(gf(B)

|Ẽu
f(y)

), (4.46)

para y ∈ UB.
Pela df invariância de Eu, temos

graf(gf(B)
|Ẽuz

) ⊆ Eu
z , (4.47)

para z ∈ f(UB).
Novamente, podemos passar a vizinhança em UB de maneira que (4.37)

UB ∩ f(UB) = ∅. (4.48)

Defina
C = D \ (UB ∪ Uf(B)).

Escolha uma vizinhança V de B tal que V̄ ⊆ UB. Agora para x ∈ C, considere Ux de
maneira que

Ux ∩ (V̄ ∪ f(V̄ )) = ∅. (4.49)

Denotaremos f(UB) := Uf(B). Note que os conjuntos Ue, onde e = B, f(B) ou e ∈ C
cobrem D. Escolha uma vizinhança U de D tal que Ū é coberto pelos conjuntos Ue.
Seja {ρe; e = B, f(B) ou e ∈ C} uma partição da unidade subordinada a cobertura {Ue}.
Defina

g : Ẽu
|U → Ẽs

|U

por
g =

∑
e

ρeg
e.

Note que, por (4.39),(4.42), (4.43) e por (4.47),

graf(g|Ẽuy ) ⊆ Eu
y .
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Escolha uma vizinhança Q de D em U de maneira que

Q ∩ f−1(Q) ⊆ V. (4.50)

Definimos um subfibrado contínuo G ⊆ TM|Q por

Gy = graf(g|Ẽuy ),

para y ∈ Q. Agora veja que para y ∈ B, f(B),

g|Ẽyy = ge|Ẽyy ,

por (4.49). Agora por (4.46) e (4.50)

dfxGy = Gf(y),

para y ∈ Q∩f−1(Q). Agora pelo Teorema 4.1.4 podemos considerarQ uma vizinhança não
revisitada. E pelo Teorema 4.2.1 existe uma vizinhança Z0 de Ωi, com Zf

0 ⊆ Qf ∪W u(Ωi)
e GZf é um subfibrado contínuo em TM|Zf0

, e pela nossa construção

Gx ⊆ Eu
x ,

para x ∈ Zf
0 , e

Gx = Eu
x ,

para x ∈ W u(Ωi). Portanto, pela observação 4.3.1 segue que Eu é s.c.i. para cada x ∈
W u(Ωi)

4.4 Relação entre Axioma A, transversalidade forte e hiperbolici-
dade local

Nesta seção provaremos que Axioma A e transversalidade forte implicam em hiperbo-
licidade local. Para isso, iremos relacionar as peças básicas com a definição de conjunto
localmente hiperbólico.

Sabemos que cada peça básica Ωi, i = 1, · · · , l, é um conjunto hiperbólico, logo

TM|Ωi = Eu
|Ωi ⊕ E

u
|Ωi .

Nosso objetivo é estender essa decomposição a uma vizinhança apropriada de Ωi.

Teorema 4.4.1. Sejam f : M 	 um difeomorfismo de classe C2 Axioma A e satisfazendo
a condição de transversalidade forte, e Ωj, j = 1, · · · , l. as peças básicas da decomposição
espectral. Existe uma vizinhança Zj e um subfibrado contínuo Eu

j ⊂ TM|Zfj
tal que

(i) Eu
jx = Eu

x , para x ∈ Ωj;
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(ii) Eu
j é df− Lipschitz;

(iii) Eu
j é invariante;

(iv) Eu
kx ⊆ Eu

jx para x ∈ Zf−
k ∩ Z

f+
j .

Demonstração. Vamos assumir com hipótese de indução que, para j = i+1, · · · , l Zj e Eu
j

estão definidos satisfazendo (i), (ii), (iii) , (iv) e a condição que para x ∈ Zf
i

Eu
jx + Es

x = TxM, (4.51)

para j = i+ 1, · · · , l.
Vamos construir Zi e Eu

i satisfazendo as condições do teorema e a condição (4.51),
para j = i.

Considere Zi uma vizinhança de Ωi e subfibrados contínuos Ẽσ de TM|Zi , σ = s, u ,
tais que

TxM = Ẽu
x ⊕ Ẽs

x,

para x ∈ Zi e pelo Teorema da variedade estável,

Ẽσ
x = Eσ

x ,

para x ∈ Zi ∩ W σ(Ωi). Escolha um domínio fundamental D de W s(Ωi) tal que, para
B = D ∩ f−1(D),

f(B) ∩B = ∅.

Note, que, substituindo Zi, Zi+1, · · · , Zl por subconjuntos próprios, pelo Lema 4.1.2 po-
demos supor que eles são não revisitados e pelo Lema 4.1.5, temos que

Ωk ≤ Ωj se e somente se Zf−
k ∩ Z

f+
j 6= ∅,

para i ≤ k, j ≤ l.

Afirmação 4.4.1. D ⊆ ⋃i<j≤l Zf−
j .

Demonstração. Observe que dado x ∈ D, x /∈ Zf−
i pois caso contrário x ∈ Ωi. Note

também que x /∈ Zk para k ≤ i, pela ordem de filtração. E como x ∈ W u(Ωj), para
algum j = 1, · · · , l segue, pela ordem de filtração, que i ≤ j. Portanto x ∈ Zf−

j . Logo
D ⊆ ⋃i<j≤l Zf−

j .

Como D ⊆ ⋃i<j≤l Zf−
j , temos pela ordem das peças básicas e pela compacidade de D,

que existe q ∈ Z, tal que
D ⊆

⋃
i<j≤l

Z
(q)
j ,

onde Zq = Z ∪ f(Z) ∪ · · · ∪ f q(Z).



60 Capítulo 4. Axioma A e transversalidade forte

Para j = i+ 1, · · · , l escolhemos conjuntos abertos Xj e Yj tais que Ωj ⊆ Xj ⊆ X̄j ⊆
Yj ⊆ Ȳj ⊆ Zj e

D ⊆
⋃

i<j≤l
X

(q)
j .

Dado x ∈ D, considere j = j(x), pela seguinte condição,

x ∈ Z(q)
j e x 6= Z

(q)
k , para i < k < j. (4.52)

Agora escolhemos uma vizinhança Ux 3 x em Z
(q)
j , de maneira que Ux ∩ Ȳ (q)

k = ∅, para
i < k < j.

Afirmação 4.4.2. Reduzindo Ux, se necessário, existe um subfibrado df−Lipschitz G(x)

de TM|Ux tal que
G(x) ⊆ Eu

j

e
TyM = G(x)

y ⊕ Ẽs
y,

para y ∈ Ux.

Demonstração. Seja x ∈ D como acima. Temos por hipótese que

Eu
jx + Es

x = TxM,

e como Ẽs
x = Es

x, temos que existe um subespaço W ⊆ Eu
jx tal que

TxM = W ⊕ Ẽs
x.

Escolha um subfibrado C1, G′ ⊆ TM|Ux tal que

G′x = W.

Seja π : TM → Eu
j a projeção ortogonal sobre Eu

j , com respeito a métrica riemanniana.
Defina

G(x) = π(G′).

Pela continuidade do fibrado, podemos reduzir Ux se necessário, de modo que

G(x) ⊆ Eu
j e TyM = G(x)

y ⊕ Ẽs
y,

para todo y ∈ Ux. Segue que G(x) é df−Lipschitz pelo fato de G′ ser um subfibrado
C1.

Agora escolha uma vizinhança aberta UB de B, tal que f(UB)∪UB = ∅ e ŪB ⊂ ∪x∈BUx.
Escolha uma partição da unidade {βx, x ∈ B} subordinada à cobertura {Ux, x ∈

B} de ŪB. Pela compacidade de ŪB temos apenas uma quantidade finita de βx não iden-
ticamente nulos.
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Sejam Ēs e Ēu subfibrados contínuos de TM|Zi suficientemente próximos de Ẽs e Ẽu

respectivamente, de maneira que

TM|UB = Ēu
|UB ⊕ Ē

s
|UB e TM|Ux = G(x) ⊕ Ēs

|Ux .

para todo x ∈ B tal que βx é diferente de zero. Portando,

G(x) = graf(g(x)),

onde gx : Ēu
|Ux → Ēu

|Ux é um morfismo de fibrado sobre a identidade. Agora definimos

gB : Ēu
|Ux → Ēu

|Ux

por
gB =

∑
βxg

x,

e G(B) ⊆ TM|UB
G(B) = graf(gB)

Pela regularidade de βx, segue que GB é um subfibrado df− Lipschitz.
Como Ẽσ

x = Es
x e

TyM = G(x)
y ⊕ Ẽs

y,

temos que
TyM = GB

y ⊕ Ẽs
y (4.53)

para y ∈ B, pelas escolhas de Ēs e Ēu.

Afirmação 4.4.3.
GB
y ⊆ Eu

kx,

para y ∈ UB ∩ Y f+
k , e i < k ≤ l.

Demonstração. Como cada ponto de GB
y é combinação convexa de pontos dos conjuntos

Gx
y para y ∈ Ux, para provar a afirmação basta mostrar que Gx

y ⊆ Eu
ky, para y ∈ Ux ∩

Y f+
k e x ∈ B. Escolha j como em (4.52). Como

y ∈ UB ∩ Y f+
k ⊆ Zf+

j ∩ Zf+,

então Ωj ≤ Ωk ou Ωk < Ωj.
Caso Ωj ≤ Ωk temos que Zf−

k ∩ Z
f+
j e pelo item (iv) da hipótese de indução temos

que Eu
ky ⊂ Eu

jy, e como Gx
y ⊆ Eu

j segue que Gx
y ⊆ Eu

ky.
Agora no caso em que Ωk < Ωj . Veja que y ∈ Ux ⊆ Z

(q)
j e y ∈ Y f+. Pela escolha de

Ux, y 6= Y
(q)
k . Assim f−r(y) ∈ Zj para algum 0 < r ≤ q e f−t(y) ∈ Yk onde q < t. Sendo

assim,
f−r−1(y) ∈ Zf−

j ∩ Y
f+
k ⊆ Zf−

j ∩ Z
f+
k .

Isto prova que Ωj ≤ Ωk, levando a una contradição. Com isso provamos a afirmação.
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Agora, denote f(UB) = Uf(B) e defina o subfibrado Gf(B) ⊆ TM|Uf(B) por

G
f(B)
f(x) = dfxG

B
x ,

para x ∈ B. Escolha uma vizinhança VB de B suficientemente pequena de maneira que
V̄B ⊆ UB e

TxM = GB
x ⊕ Ẽs

x, x ∈ V̄B. (4.54)

Como Ẽs
x = Es

x e Es é invariante, podemos passar VB a um subconjunto se necessário,
temos que

TxM = Gf(B)
x ⊕ Ẽs

x, (4.55)

para x ∈ V̄f(B).
Seja C = D \ (UB ∪ Uf(B)). Considere x ∈ C. Defina j = j(x) pela condição

x ∈ Y (q)
j e x /∈ Y (q)

k para i < k < j.

Escolha uma vizinhança Ux de x suficientemente pequena, tal que

Ux ⊆ Y
(q)
j , Ux ∩ X̄(q)

k = ∅, para i < k < j,

e
Ux ∩

(
V̄B ∪ V̄f(B)

)
= ∅ (4.56)

. Como feito anteriormente podemos diminuir Ux e construir subfibrados df− Lipschitz
G(x) de TM|Ux tal que G(x)

y ⊆ Eu
jy e

TyM = G(x)
y ⊕ Ẽs

y, (4.57)

para y ∈ Ux. Os conjuntos Ue onde e = B, f(B) ou e = x ∈ C cobrem D. Escolha
uma vizinhança de UD de D suficientemente pequeno tal que D̄ é coberto pelos conjuntos
Ue e

UD ∩ f−1(UD) ⊆ VB.

Escolha uma partição da unidade {γe} subordinada à cobertura {Ue} de ŪD. Para subfi-
brados contínuos Ēu e Ēs suficientemente próximos de Ẽu e Ẽs, temos que

TM|UD = Ēu
|UD ⊕ Ē

s
|UD e TM|Ue = Ge ⊕ Ẽs

|Ue ,

para os quais, γe é não nulo, por (4.54), (4.55) e (4.57). Como feito anteriormente, temos
que Ge = graf(ge) onde

ge : Ēu
|Ue → Ēs

|Ue .
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Agora defina gD : Ēu
|UD → Ēs

|UD por

gD =
∑
e

γeg
e,

e também defina GD ⊆ TM|UD por GD = graf(gD). Como em (4.53) e pelas escolhas de
Ēs e Ēu temos que

TyM = GD
y ⊕ Es

y,

para y ∈ D.
Temos que GD é df−Lipschitz, pela regularidade de γe.

Pelo Teorema 4.3.1, Es é s.c.i., e pela Proposição 4.3.1, temos que, diminuindo UD se
necessário,

TyM = GD
y + Es

y, y ∈ UD. (4.58)

Note que por (4.56), temos que
GD
y = Ge

y,

para e = B, f(B) e y ∈ e. Agora como UD ∩ f−1(UD) ⊆ VB

dfyG
D
y = GD

f(y),

para y ∈ UD ∩ f−1(D).

Afirmação 4.4.4. GD ⊆ Eu
ky, para y ∈ UD ∩X

f+
k , 0 < k ≤ l.

Demonstração. Como na afirmação 4.4.3, basta provarmos que Ge
y ⊆ Eu

ky, para y ∈ Ue.
No caso e = B é a afirmação 4.4.3. No caso e = f(B) segue pela invariância de Eu

k .
E para o caso e = x ∈ C o argumento é o mesmo da afirmação 4.4.3, basta notar que
Xf+
k ⊆ Y f+

k .

Agora, aplicando o Teorema 4.2.1, garantimos a existência de uma vizinhança Z0 ⊆
U f
D ∩ W u(Ωi) de Ωi tal que GD

|Zf0
é um subfibrado contínuo de TM|Zf0 . E como GD é

df− Lipschitz, temos pelo Teorema 4.2.2 que GD
|Zf0

também é df− Lipschitz. Definimos o
subfibrado Eu

i ⊆ TM|Zf 0

Eu
ix =

 GD
x para x ∈ UD;

Eu
x para x ∈ W u(Ωi)

Portanto temos que Eu
i é um subfibrado df− Lipschitz, e invariante.

Fazendo Zi = Z0 e substituindo Zi+1, · · · , Z l por Xi+1, · · · , Xl temos que os itens
(i), (ii) e (iii) são satisfeitos. O item (iv) segue a afirmação 4.4.4 e pelo fato de que

W u(Ωi) ∩ Zf−
k = ∅,

para i < k. E a hipótese (4.51), segue por (4.58), para i = j e x ∈ U f
D, e pela condição

forte de transversalidade para x ∈ W u(Ωi).
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Observação 4.4.1. Note que aplicando o teorema anterior a f−1 temos subfibrados Es
j

satisfazendo as condições análogas a (i)− (iv).

Para concluirmos, provaremos que um difeomorfismo Axioma A que satisfaz a con-
dição forte de transversalidade é localmente hiperbólico. Relembremos a definição de
difeomorfismo Localmente hiperbólico.

Definição 3.0.4. Dizemos que f ∈ Diffr(M), r ≥ 1, é um difeomorfismo localmente
hiperbólico se existem subconjuntos abertos Z1, ..., Zl,W1, ...,Wl de M, subfibrados Eu

i

e Es
i de TZf

i onde i = 1, ...l, uma métrica riemanniana ‖· ‖ e 0 < λ < 1 tal que para
i, j = 1, ..., l, σ = s, u

1. W i ⊆ Zi;

2. M = ⋃l
iW

f
i ;

3. Wi é não revisitado por f ;

4. Zi ∩ Zj = ∅, para i 6= j;

5. Eσ
i é df - Lipschitz;

6. Eσ
i é df invariante;

7. TZf
i = Es

i ⊕ Eu
i ;

8. ‖dfx · v‖ ≤ λ‖v‖, para v ∈ Es
ix , e x ∈ Zi,

‖df−1
x · v‖ ≤ λ‖v‖, para v ∈ Eu

ix , e x ∈ Zi;

9. Es
ix ⊆ Es

jx e Eu
jx ⊆ Eu

ix para x ∈ Zf+
i ∩ Z

f−
j .

Teorema 4.4.2. Seja f : M 	 um difeomorfismo de classe C2 Axioma A e satisfazendo
a condição de transversalidade forte. Então f é localmente hiperbólico.

Demonstração. As condições 5, 6 e 9 da Definição 3.0.4 são satisfeitas pelo teorema ante-
rior e a obervação 4.4.1. As condições 7 e 8 são realizadas para vizinhanças suficientemente
pequenas de Ωi. xComo as peças básicas são disjuntas e compactas as condições 4, 7 e
8 da definição de localmente hiperbólico são satisfeitas diminuindo cada vizinhança Zi e
aumentando o λ. Pelo Lema 4.1.2 podemos obter vizinhanças Wi satisfazendo as condi-
ções 1 e 3. Pelo fato de f se Axioma A, temos que W s(Ω) = M , sendo assim, ocorre para
qualquer vizinhança do não errante Ω de f. Logo o item 2 na Definição 3.0.4 é realizada
pelo fato de ∪liWi ser vizinhança de Ω. Concluímos a prova.
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5 Conclusão

Umas dos principais objetivos da pesquisa em sistemas dinâmicos é fornecer uma
visão global do espaço de tais sistemas. É nesse contexto que a conjectura da estabilidade
estrutural é formulada por Palis e Smale em 1970. Com os trabalho de Robinson[19] e
Mañé [14] temos a validação da conjectura na topologia C1. Porém para outras topologias
ainda não temos grandes informações sobre a veracidade da conjectura. O problema está
na construção de pertubações bem controladas. Os principais resultados de pertubação
na topologia C1 são problemas em aberto para topologias diferentes, e até mesmo não são
satisfeitos(veja [10]).

Moser, ao provar a estabilidade estrutural para os difeomorfismos Anosov [15], esta-
beleceu uma nova técnica funcional, que transforma o problema de encontrar uma conju-
gação C0 através da exponencial de um campo de vetor C0. Essa abordagem consiste em
garantir a invertibilidade do operador Id− f# definido no espaço dos campos de vetores
C0. No caso em que f é Anosov, temos cotas relacionadas a hiperbolicidade sobre toda a
variedade. No caso Axioma A com transversalidade forte as limitações são garantidas lo-
calmente, através das peças básicas estabelecidas pelo teorema da decomposição espectral
de Smale. Convém notar que a suposição de uma estrutura hiperbólica se faz necessária,
tanto no caso dos difeomorfismos Anosov quanto no caso dos difeomorfismos C2 tratados
neste trabalho. O que fortalece a importância da dinâmica hiperbólica para o estudo de
estabilidade estrutural.

5.1 Perspectivas futuras

A própria teoria da estabilidade estrutural justifica a produção de uma dissertação de
mestrado nessa área. Além disso, ferramentas desenvolvidas para provar tais resultados
podem ser úteis para atacarmos problemas em aberto. E questões interessantes no estudo
das conjugações surgem com naturalidade, fornecendo temas para futuras pesquisas.

Na construção da inversa à direita do operador id − f# tratado no Capítulo 3 deste
trabalho, surge uma questão natural: quais hipóteses são necessárias para garantirmos a
unicidade da conjugação h? Para trabalhos futuros pretendemos entender relação entre a
unicidade da conjugação e a construção da inversa do operador (Id− f#).

Ainda no contexto dos homeomorfismos que podem ser visto como conjugação entre
difeomorfismos C1− estruturalmente estáveis e um difeomorfismo C1 próximo , é natu-
ral conjecturar que tal espaço contém uma vizinhança aberta da identidade na topologia
C0 no espaço Homeo(M). Em trabalhos futuros também pretendemos abordar este pro-
blema. As principais ideias devem está na diferenciabilidade do operador que estabelece a
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conjugação em vez de obter a dependência suave pelo teorema da função implícita. Estas
ideias tem sido consideradas especialmente no contexto de versão forte de Linear Res-
ponse(veja [5, 21]). Um avanço nessa direção lançará luz sobre estabilidade dos aspectos
geométricos e ergódicos da dinâmica.
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