MATEMATIKAI KIEGESZITES: INTEGRALAS III.
A hatarozatlan integrdl, a primitiv fiiggvény

1. Egy intervallumon differencidlhat6 F(x) fliggvény az f(x) fliggvény primitiv
fliggvénye, ha az intervallum minden x helyén

F (x)=f(x)

Az f(x) fiiggvény primitiv fliggvényeinek 0sszességét valamely intervallumban
az f(x) fliggvény hatdrozatlan integraljanak nevezziik. Jele:

[ £odx
Ha az F(x) fiiggvény az f(x) fliggvény primitiv fliggvénye, akkor
j f(x)dx=F(x)+C

2. Néhany hatarozatlan integral:

1
o, X" dx
x"dx= n#—1,egész ——ln‘x‘ x#0
n+1 X
sin xdx = —cos x Icos xdx =sin x
e'dx=e"

3. Hatéarozott integral kiszamitasa a hatdrozatlan integral segitségével (Newton-
Leibniz tétel):

Ha az F(x) fiiggvény az [a, b] intervallumon az f(x) fliggvény primitiv

fliggvénye, akkor az j f(xdx hatarozott integralt a kovetkezdképp fejezhetjiik
ki:

[fodx=[FW], = F(b)-F(a)
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A II. FOTETEL KOVETKEZMENYEI
AZ EGYENSULY KRITERIUMA
Tekintsiink egy elszigetelt rendszert:
dw=0, dg=0 — dU=0

Ebben a rendszerben is végbemehet valtozas, pl. fazisatalakulds, kémiai
reakcid, stb. Ennek feltétele (hiszen a rendszer adiabatikusan is i1zolalt):

ds=0.

Legyen egy A+BZC egyensilyra vezet6 reakcid. A és B 0sszekeverése utan C

folyamatosan termelddik, ameddig az entropia ndvekszik. E16bb-utdbb elériink
egy olyan allapotot, elegyet, ahol az entropia mar nem névekszik, maximumot
vesz fel. Ekkor bedll az egyensuly. Természetesen ez C-bol kiindulva is
elérheto.

ABRA: Denbigh

Time

Altaldban az alland6 energidju és térfogati rendszerekben az egyensuly
elérésének feltétele az entropia maximumanak elérése!

Az entropiat igy is lehet definidlni! (Ld. Callen ...)

Sebességrdl nem besz€liink!
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REVERZIBILIS FOLYAMATOK

Az A—B—A folyamat reverzibilis, ha ugy vihetd véghez, hogy a folyamat
teljes lejatszodasa, majd forditott irdnyban torténd véghez vitele utin nem
marad véltozas semmilyen mas testben, sehol méshol a vilagegyetemben.

Mit jelent ez a termodinamika nyelvén? Reverzibilis folyamatban a rendszer €s
kornyezetének teljes entropidja dllandé marad.

Termalis egyensuly

Egy X test csak hot vehessen fel, vagy adhasson le (ilyen egy hotartaly is!).
Ekkor:

dg=dU .

Ekkor dg egyenld egy allapotfiiggvény megvaltozasaval, vagyis mindig
ugyanannyi akarmilyen uton is hajtunk végre két adott allapot kozotti
folyamatot.

Ezért:
dg/T=dS

akar reverzibilis a valtozas, akar nem.

Legyen egy testiink 7, homérsékletl, €s torténjen dg nagysiagu holeadas egy
masik testnek, mely 77 hOmérsékletii. Vegyiik észre, hogy dg csak a ho
nagysaga, igy pozitiv mennyiség. A folyamat soran az entrépia teljes
megvaltozasa:
ds =ds, +dS,
_dq _dq
LT,
— dC[(T2 - Tl)
LT,

Tudjuk, hogy dS pozitiv, ezért (7,-T;)-nek is pozitivnak kell lennie, azaz T>>T;.
A holeadas a magasabb homérsékletl test feldl torténik az alacsonyabb felé. Ez
a folyamat addig tart, amig 7, meghaladja T-et. Ekkor beall a termalis
egyensuly.
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(Az 0sszes korabbi feltételezésiinkkel 6sszhangban vagyunk eddig, azaz nem
borult még fel az axidomak 4ltal megalapozott épitményiink!)

A valtozas (hdcsere) akkor reverzibilis, ha 7, csak infinitezimdlisan haladja
meg T-et, igy a folyamat entropiavaltozasa dgd7/T,T, nagysagu, s zérushoz
tart. Ellenkez6 esetben a hocsere irreverzibilis, entropia keletkezésével jar.

Emlékezteto: (TD. I. fotétel)

,,HO: a rendszer és kornyezete kozott, a molekuldris iitkozések dltal kozvetitett
energiacsere. Ha ez a megvaltozas végteleniil lassu és egyensulyi allapotok
sorozatan keresztiil torténik, reverzibilis hocserérol beszéliink.”

Szintén belattuk:

Reverzibilis folyamatban a rendszer 4ltal felvett h nagyobb mint az
irreverzibilis esetben, illetve a rendszer altal leadott ho kisebb mint az
irreverzibilis esetben.

Mechanikai egyensuly

Ha egy TD-1 rendszer nyomasa p €s egy p-dp nyomassal szemben kitagul,
akkor a test altal végzett munka (p-dp)dV. A test eredeti allapotba t6rténd
visszadllitadsahoz p+dp kiilsd nyomads sziikséges. A két munka csak akkor lesz
egyenlO, azaz akkor elégiti ki a reverzibilitas feltételét, ha dp—0.

Emlékezteto: (TD. I. fotétel)

,Munka: energiacsere a rendszer és kornyezete kozott, mely nem az
individualis molekulak kozotti titkozésbol szarmazik, hanem a rendszer és
kornyezete hatara tulajdonsaganak (méretének, elektromos tulajdonsagainak)
megvaltozasabol. Ha ez a megvaltozas végteleniil lassu és egyensulyi allapotok
sorozatan keresztiil torténik, reverzibilis munkardl beszéliink.”

Lattuk, de nem lattuk be:

A rendszer altal végzett reverzibilis munka maximalis, a rendszeren végzett
reverzibilis munka minimalis!
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MAXIMALIS MUNKA (REVERZIBILIS FOLYAMATOK)

Vizsgéljuk meg X TD-i rendszeriink, melynek allapota A-r6l B-re valtozik.
A TD. I. fotétele szerint:

UB' UA=q+W

Ha a rendszer dg hot vesz fel egy T, hOmérsékleti hotartalytol, akkor az
entropia megvaltozisa (ezt mar lattuk korabban):

N

ds :d—q+da
T

r

ahol do a keletkezett entropia, mely pozitiv vagy nulla. Az I. f6tételbol:

dg=dU-dw
ezért
ds, = dv, —dw +do
T ’
vagy
-dw=T4dS,-dU,-T do
Ebbdl pedig kovetkezik,

~dw<TdS, —-dU..

Az egyenletben dw a rendszeren végzett munka, a rendszer altal végzett munka
tehat —dw.

Ha T, alland6 a folyamat sordn (azaz a hotartaly nagy), akkor az egyenlet
integralasaval

~w<T.(S,-S,)-U,-U,)
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Az egyenlet jobb oldala egy adott érték, fliiggetlen az A—B 1uttol
(allapotfiiggvények). Igy a rendszer dltal végzett munka, —w, irreverzibilis
esetekben mindig kisebb az egyenlet jobb oldaldnal, reverzibilis esetekben
(do=0) éppen egyenld a jobb oldallal. Igy a rendszer 4ltal végzett munka
maximalis a két dllapot kozotti reverzibilis valtozasok sordn! Az irreverzibilis
utakon a rendszer altal allando homérsékleten végzett kisebb munka
kovetkezménye a kisebb hofelvétel (1d. 1. fotételt).

Ha a fenti egyenletet minusz eggyel megszorozzuk, vilagos lesz, hogy a
rendszeren végzett munka minimalis a két allapot kozotti reverzibilis
valtozasok soran! Az irreverzibilis utakon, allandé homérsékleten a rendszeren
végzett nagyobb munka kovetkezménye a nagyobb hdleadas (1d. I. fotételt) —
energia disszipalodik ho forméjaban.
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AZ ENTROPIA FUGGVENY
— extenziv mennyiség
— Intenziv mennyiség: molaris entropia
Emléksziink még? I3=f(1,,l,)
Emléksziink még?

—TD-1 rendszerek jellemzése allapotjelzokkel
— allapotfiiggvények, pl. belso energia, U, entalpia, H

bevezetése
— kell még valami a 2. tipusu Uj kérdésekhez: entrépia, S
bevezetése

— allapotfiiggvény (potencialfiiggvény) — egyszerti TD-1 rendszerekre:
S=S(V, T, n) vagy S=S(p, T, n), vagy S=S(p, V, n)
vagy esetleg
S=S(U, V, n) vagy S=S(H, p, n)
Ez utébbiakrdol majd kicsit késObb!
— melyik fliiggvénykapcsolatot valasztjuk?
— amelyik valamilyen szempontbdl kényelmes ...

— az entropia teljes differencialja (egyeldre onkényesen) a masodik
fliggvényre:

dS = B_S dp+(a—5j dT+(a—Sj dn
op - aT ),, on),;

Ez a forma kedvezOnek néz ki, de lesz még mas hasznalhat6 alak is!

X177



— a teljes differencidl egyszertisodik bizonyos valtozok allandé értéken
tartasaval. Ha példaul az anyagmennyiség és a hOmérséklet is allando

(dn=0, d7T=0), akkor:
dS = (B_SJ dp
ap T.n

— 4llapotfiiggvény (potencidlfiiggvény) — bonyolultabb TD-i
rendszerekre:

S:S(p, T, n; np ns, ..., A, q, 5)

+ (B_S dn, + [H_Sj dn, +
1 p.T .y, ns,...,A,q,¢ anz p.T 0y .n,...A,q,¢
+ (B_Sj dA (B_Sj dq
aA pTnyny....q.8 aq p.I.n.ny,....A&
+ (B_Sj d&
a p.T.n.n,,...,Aq

— Milyen valtozasokat (folyamatokat) vizsgalunk majd:

- mechanikai folyamatok (térfogat, feliilet valtoztatisa)

- termdlis folyamatok

- anyagmennyiség valtoztatisa (pl. fazisatmenet: olvadas, parolgas ...)
- elektromos tolté€s mennyiségének valtoztatisa

- kémiai reakcio (S fiigg &-t0l 1s)

Emlékezziink meg a belsO energia €s az entalpia fiiggvényrol is!
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FOLYAMATOK ENTROPIAVALTOZASAI
Az entropia hOmérsékletfiiggése

A TD. 11 f6tételébél
dS=(dq/Tiev

Reverzibilis folyamatokra a definidlé egyenlet integralasaval (egy valtozot,
mondjuk p-t rogzitiink!)

S(T,) = S(T)+jdq’ev

Az alland6 nyomasu hokapacitis definici6jabdl tudjuk (ha nincs egyéb munka)
dg=C,dT

[gy dllandé nyomdson

8 C dT
S(T,)=ST)+ |
T,

Hasonloképpen, allando6 térfogaton

S(T)—S(T>+deT.

Visszatérve az dllandé nyomdson alkalmazott egyenlethez, az egyenlet tovabb
egyszerisodik, ha a vizsgalt T tartomanyban C, nem fiigg a hdmérséklettol
(vigyézat, ez nem az altalanos eset!):

S(T,) = S(T) + CJ-——S(T) cm?

1

Természetesen a C-t €s a C,-t tartalmazo egyenletek arra utalnak, hogy az
S=S(V, T) vagy S=S(p, T) feliras hasznos lehet.
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Az entrdpia teljes megvaltozasat p és T, vagy a V és T fiiggvényében a teljes
differencial integralasaval kaphatjuk meg. Erre késobb még visszatériink a

oS aS
(gj és a (Wj parcidlis differencidlhdnyadosok kiértékelése utan.
T T

Fazisatalakuldasok entropia véltozasa a fazisatalakuldsi homérsékleten
A folyamatok: fagyas, parolgas, szublimacio

A termokémiai vizsgalatainknal lattuk (€s ez kovetkezik az entalpia
definici6jabdl is), hogy a fazisatalakuldsi hdmérsékleten, dlland6 nyomason,
molaris anyagmennyiség fazisitalakulasat kiséro ho, Ay H, a fazisatalakulasi
(molaris) entalpia. Ezen a hOmérsékleten a fazisatalakulas reverzibilis
folyamat, igy a folyamatot kisér0 molaris entropia valtozas:

AtrsS = AtrsI—I / Tys.

Vegyiik €szre, hogy exoterm folyamatokra (fagyas, kondenzal6das) a
fazisatalakulast kisérd entropiavaltozas negativ, endoterm folyamatokra
(olvadas, parolgas) pozitiv.

Tanulsdgos tapasztalati szabaly a Trouton-szabaly, mely szerint szamos
folyadékra a standard parolgasi entropia valtozasok kozel azonosak.

Az entropia hOmérsékletfiiggése — fazisatalakuldssal, allandé nyomdson,
térfogaton

Hasonl6an az entalpiavaltozasokhoz, az 1(s)—2(l) valtozasra vonatkozo
standard entropia szamitisa (természetesen dllandé nyomason!):

Iy e (s) Lo
S U, T)H)=S (s,T)+ | LE2—dT +A, S + P2 (DT
(LT, =S I)JIT h TjTo

tr
Az entropia szamitasa allando térfogaton:

LC
dT +A,, S+ | (DT
T,

tr

C,,.(s)

T,
S, (1LT,)=5,(s,T)+
L
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Ha ismernénk az entropia ért€két a 7=0 homérsékleten, akkor az entréopiat
barmely homérsékleten meg tudnank adni a hOkapacitasok ismeretében.

A hokapacitasok mérhetOk kalorimetridsan, az integralas grafikusan vagy
polinom illesztéssel elvégezheto:

ABRA: Atkins 4.10
Gr.-;r ol 2
Pe. oo
.IIIIIII \\'\-\.
| l,"lf e
/

=
.
o
F
olyadéak
i}
[
[

=
=]
-

Sl Gbra Az entropia meghatdrozdsa
Wkapacitis-adatokbal, (a) Az
SFeEmintaban C,T vilrozik a
Wmerséklertcl, (b) Az entrapia a
megfelels hdmérsékletig vett) felsd
88EGe alatri teriilette] egvenld, amihez
WERR0zz2d kell adni a fazisitmenetek
SESDiaviltozasair,

A legalacsonyabb homérsékleteken (ahol e mérés mar problematikus) az Un.
Debye-extrapolaciot alkalmazzik, mely szerint Cp~T3.

Mi is az entropia ért€ke 7=0 hdmérsékleten? Errdl sz6l majd a TD. III. fotétele!
A kérdést egyelore nyitva hagyjuk ...

Kémiai reakciokat kisér0 entropiavaltozasok

Standard entrépidkkal: A5 = D VS, (B)
B
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A TD. II. FOTETELE: NEHANY PRAKTIKUS KERDES

A hoerdgépek hatasfoka

ABRA: Atkins 1. kiadds 4.6

4.6, abra Az erdgép termodinamikal hattere.
Ha (g, | energlamennyiségst vonunk el

a meleg hatartélybél, akkor az enfrépia

gy, | Ty -val csfkken; ha g hét adunk a1

& hideg hétartalynak, akkor entrépidja

g, /T -vel megnd, Faltéve, hogy T =T, ,

a feljes entroplavaltozds pozitiv lesz még
akkor is, ha kevesebb energia érkezik meg
a hideg hétartdlyba, mint amennyi

a meleghdl tvozoll. A (g, |- g, kilénbségel
munkakant lehet vissratartani, az egész
folyamat dnként megy vaghe

A Carnot korfolyamatnal mar definialtuk a hatasfokot:

— ‘W‘ _‘qh‘_qc _Th_]z-

_‘Qh‘_ ‘Qh‘ - T, ’

n

ahol T\>T.. Az egyenlet jelentOsége, hogy raimutat, egy motor nem tudja a hot
100 % hatékonysaggal munkava alakitani. Az egyenlet levezethetd az entropia
novekedés megkovetelésével is!

as <2l _ll

c h

A feltétel teljesiil, ha

q.

T
Z‘Qh‘f.

h
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Ezért

T
=|q 1—-—<
\ ( Th]

Ebbdl pedig ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a Carnot-ciklusnal.

Wmax = ‘qh‘ -

qc,rnin

Ha T.—0, akkor —1. Ennek ellenére, a gyakorlatban a hatdsfok ndveléséhez
a mikodési homérsékletet (7},) emelik.

Erdekes megjegyzés: ha 0 K hémérsékletii hétartaly 1étezne, akkor nem létezne
a vildgon az ,,energiahiany” kifejezés! (elozetes a TD. III. fotételéhez)

Egy tipikus hderdmu 550 °C-ra talhevitett vizgdzt €s kb. 100 °C homérsékleti
hogyijtot tartalmaz. A hatasfok igy kb. 55%, a teljes atadott hd 45%-a a
hdgytijtdbe (majd a kornyezetbe) keriil. Ez biztositja, hogy a folyamat 6nként
végbe menjen €s entropia termelddjon.
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A hiités termodinamikdja

Hiités: ho atvitele hidegebb kornyezetbdl melegebbe. A folyamat befektetett

munkét igényel.

ABRA: Atkins 1. kiad4s 4.8

AS=+lgl

N

(a)

AS=Igl 4
75
c Tc
AS=+(Igl+iwl)
T
h /\ i
I+

(b)

Iwl /) .

%

c

4.8. abra (a) Amikor az energia hé
formajaban elhagyja a hétartalyt és belép
egy melegebbe, akkor a teljes folyamat
entrépiaja csdkken, és igy a folyamat nem
spontan. (b) Ha az energiaaramhoz munka
formajaban még energiat adunk, és azutan
az a melegebb hétartalyban héként .
szétszorodik, akkor elegendd extra entrépiat
lehet termelni ahhoz, hogy a hideg hétartaly
entropidjaban bekdvetkezett csdkkenés
tulkompenzalédjék; tehat a teljes folyamat
dnként lejatszodik.

A folyamat soran lg.| hot vonunk el a hidegebb hotartalybdl, s azt a melegebb
tartaly veszi fel. Ekkor a hidegebb hdtartaly entropidja csokken, a melegebbé

no, de kevesebbel:

AS =

2. a.|
S Rt R Ml R
T T,

c
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Ez tehat nem spontan folyamat. Ahhoz hogy entropiat termeljiink, munkat kell
végezni, ami hové alakitva a melegebb hdtartilyba jut, s igy elég entropiat allit
elo ahhoz, hogy a teljes entropiavaltozas most mar pozitiv legyen.

Példa a hiitogépekben a kompresszor munkéja, mely 6sszenyomja a mar
kitagult gazt. A gaz kitagulaskor lehiil, hot von el a hiitdszekrény belsejétol,
majd a kompresszor a gazt 6sszenyomja, s a felszabadult h¢ a kornyezetbe
tavozik a kiilso hlitOracsrol.

A folyamat hatékonysagat a teljesitménytényezo (c) jellemzi:

= qC
W

Ha kevesebb a befektetett munka, akkor a miikodés hatékonyabb. Ennek
nagyobb c ért€k felel meg. Reverzibilis hataresetben megmutathato:

Ha T}, és T, kozott kicsi a kiilonbség, akkor kicsi munkaval elérheto a
hoétranszfer. A hOmérsékletkiilonbség novekedésével a teljesitménytényezd
csokken.

A hoszivattyu
Forditott hiitogép: ho eltavolitdasa a hidegebb hotartalybdl és ho atvitele a

melegebb hotartalyba. Célja a flités a meleg oldalon. Melegebb tartaly: lakas.
Hidegebb tartdly: kornyezet talaja.

Hatastényezoje:
_ \qh\
CcC=——
[ °
s ebbol a reverzibilis esetre:
c. = d
rev
Th _ Tc
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