
 XII/1 

MATEMATIKAI KIEGÉSZÍTÉS: INTEGRÁLÁS III. 
 
A határozatlan integrál, a primitív függvény 
 
1. Egy intervallumon differenciálható F(x) függvény az f(x) függvény primitív 
függvénye, ha az intervallum minden x helyén 
 

F’(x)= f(x) 
 
Az f(x) függvény primitív függvényeinek összességét valamely intervallumban 
az f(x) függvény határozatlan integráljának nevezzük. Jele: 
 

� dxxf )(  
 

Ha az F(x) függvény az f(x) függvény primitív függvénye, akkor 
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2. Néhány határozatlan integrál: 
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3. Határozott integrál kiszámítása a határozatlan integrál segítségével (Newton-
Leibniz tétel): 
 
Ha az F(x) függvény az [a, b] intervallumon az f(x) függvény primitív 

függvénye, akkor az �
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A II. F�TÉTEL KÖVETKEZMÉNYEI  
 
AZ EGYENSÚLY KRITÉRIUMA  
 
Tekintsünk egy elszigetelt rendszert: 
 

dw=0, dq=0 � dU=0 
 

Ebben a rendszerben is végbemehet változás, pl. fázisátalakulás, kémiai 
reakció, stb. Ennek feltétele (hiszen a rendszer adiabatikusan is izolált): 
 

dS�0 . 
 

Legyen egy A+B C egyensúlyra vezet� reakció. A és B összekeverése után C 

folyamatosan termel�dik, ameddig az entrópia növekszik. El�bb-utóbb elérünk 
egy olyan állapotot, elegyet, ahol az entrópia már nem növekszik, maximumot 
vesz fel. Ekkor beáll az egyensúly. Természetesen ez C-b�l kiindulva is 
elérhet�. 
 

ÁBRA: Denbigh 
 

 
 

Általában az állandó energiájú és térfogatú rendszerekben az egyensúly 
elérésének feltétele az entrópia maximumának elérése! 
 
Az entrópiát így is lehet definiálni! (Ld. Callen …) 
 
Sebességr�l nem beszélünk! 
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REVERZIBILIS FOLYAMATOK 
 
Az A�B�A folyamat reverzibilis, ha úgy vihet� véghez, hogy a folyamat 
teljes lejátszódása, majd fordított irányban történ� véghez vitele után nem 
marad változás semmilyen más testben, sehol máshol a világegyetemben.  
 
Mit jelent ez a termodinamika nyelvén? Reverzibilis folyamatban a rendszer és 
környezetének teljes entrópiája állandó marad. 
 
Termális egyensúly 
 
Egy X test csak h�t vehessen fel, vagy adhasson le (ilyen egy h�tartály is!). 
Ekkor: 
  

dq=dU . 
 
Ekkor dq egyenl� egy állapotfüggvény megváltozásával, vagyis mindig 
ugyanannyi akármilyen úton is hajtunk végre két adott állapot közötti 
folyamatot. 
 
Ezért: 

dq/T=dS  
 
akár reverzibilis a változás, akár nem. 
 
Legyen egy testünk T2 h�mérséklet�, és történjen dq nagyságú h�leadás egy 
másik testnek, mely T1 h�mérséklet�. Vegyük észre, hogy dq csak a h� 
nagysága, így pozitív mennyiség. A folyamat során az entrópia teljes 
megváltozása: 
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Tudjuk, hogy dS pozitív, ezért (T2-T1)-nek is pozitívnak kell lennie, azaz T2>T1. 
A h�leadás a magasabb h�mérséklet� test fel�l történik az alacsonyabb felé. Ez 
a folyamat addig tart, amíg T2 meghaladja T1-et. Ekkor beáll a termális 
egyensúly.  
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(Az összes korábbi feltételezésünkkel összhangban vagyunk eddig, azaz nem 
borult még fel az axiómák által megalapozott építményünk!) 
 
A változás (h�csere) akkor reverzibilis, ha T2 csak infinitezimálisan haladja 
meg T1-et, így a folyamat entrópiaváltozása dqdT/T1T2 nagyságú, s zérushoz 
tart. Ellenkez� esetben a h�csere irreverzibilis, entrópia keletkezésével jár. 
 
Emlékeztet�: (TD. I. f�tétel) 
„H�: a rendszer és környezete között, a molekuláris ütközések által közvetített 
energiacsere. Ha ez a megváltozás végtelenül lassú és egyensúlyi állapotok 
sorozatán keresztül történik, reverzibilis h�cserér�l beszélünk.” 
 
Szintén beláttuk: 
Reverzibilis folyamatban a rendszer által felvett h� nagyobb mint az 
irreverzibilis esetben, illetve a rendszer által leadott h� kisebb mint az 
irreverzibilis esetben. 
 
Mechanikai egyensúly 
 
Ha egy TD-i rendszer nyomása p és egy p-dp nyomással szemben kitágul, 
akkor a test által végzett munka (p-dp)dV. A test eredeti állapotba történ� 
visszaállításához p+dp küls� nyomás szükséges. A két munka csak akkor lesz 
egyenl�, azaz akkor elégíti ki a reverzibilitás feltételét, ha dp�0.  
 
Emlékeztet�: (TD. I. f�tétel) 
„Munka: energiacsere a rendszer és környezete között, mely nem az 
individuális molekulák közötti ütközésb�l származik, hanem a rendszer és 
környezete határa tulajdonságának (méretének, elektromos tulajdonságainak) 
megváltozásából. Ha ez a megváltozás végtelenül lassú és egyensúlyi állapotok 
sorozatán keresztül történik, reverzibilis munkáról beszélünk.” 
 
Láttuk, de nem láttuk be: 
A rendszer által végzett reverzibilis munka maximális, a rendszeren végzett 
reverzibilis munka minimális! 
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MAXIMÁLIS MUNKA (REVERZIBILIS FOLYAMATOK) 
 
Vizsgáljuk meg X TD-i rendszerünk, melynek állapota A-ról B-re változik. 
A TD. I. f�tétele szerint: 
 

UB-UA=q+w 
 

Ha a rendszer dq h�t vesz fel egy Tr h�mérséklet� h�tartálytól, akkor az 
entrópia megváltozása (ezt már láttuk korábban): 
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ahol d� a keletkezett entrópia, mely pozitív vagy nulla. Az I. f�tételb�l: 
 

dq=dUs-dw 
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vagy 
 

σdTUSTw rsr −−= sddd-  
 
Ebb�l pedig következik, 
 

sddd- USTw sr −≤ . 
 
Az egyenletben dw a rendszeren végzett munka, a rendszer által végzett munka 
tehát –dw.  
 
Ha Tr állandó a folyamat során (azaz a h�tartály nagy), akkor az egyenlet 
integrálásával 
 

)()(- ABABr UUSSTw −−−≤  
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Az egyenlet jobb oldala egy adott érték, független az A�B úttól 
(állapotfüggvények). Így a rendszer által végzett munka, –w, irreverzibilis 
esetekben mindig kisebb az egyenlet jobb oldalánál, reverzibilis esetekben 
(d�=0) éppen egyenl� a jobb oldallal. Így a rendszer által végzett munka 
maximális a két állapot közötti reverzibilis változások során! Az irreverzibilis 
utakon a rendszer által állandó h�mérsékleten végzett kisebb munka 
következménye a kisebb h�felvétel (ld. I. f�tételt). 
 
Ha a fenti egyenletet mínusz eggyel megszorozzuk, világos lesz, hogy a 
rendszeren végzett munka minimális a két állapot közötti reverzibilis 
változások során! Az irreverzibilis utakon, állandó h�mérsékleten a rendszeren 
végzett nagyobb munka következménye a nagyobb h�leadás (ld. I. f�tételt) – 
energia disszipálódik h� formájában. 
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AZ ENTRÓPIA FÜGGVÉNY 
 
 � extenzív mennyiség 
 
 � intenzív mennyiség: moláris entrópia 

 
Emlékszünk még? I3=f(I1,I2) 
Emlékszünk még?  

�TD-i rendszerek jellemzése állapotjelz�kkel  
� állapotfüggvények, pl. bels� energia, U, entalpia, H 
bevezetése 
� kell még valami a 2. típusú új kérdésekhez: entrópia, S 
bevezetése 

 
 � állapotfüggvény (potenciálfüggvény) – egyszer� TD-i rendszerekre: 
 

S=S(V, T, n) vagy S=S(p, T, n), vagy S=S(p, V, n) 
 

 vagy esetleg 
 

S=S(U, V, n) vagy S=S(H, p, n) 
 

Ez utóbbiakról majd kicsit kés�bb! 
 
� melyik függvénykapcsolatot választjuk?  
 
  � amelyik valamilyen szempontból kényelmes … 
 
� az entrópia teljes differenciálja (egyel�re önkényesen) a második 
függvényre: 
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Ez a forma kedvez�nek néz ki, de lesz még más használható alak is! 
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� a teljes differenciál egyszer�södik bizonyos változók állandó értéken 

tartásával. Ha például az anyagmennyiség és a h�mérséklet is állandó 
(dn=0, dT=0), akkor: 
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� állapotfüggvény (potenciálfüggvény) – bonyolultabb TD-i 

rendszerekre: 
 

S=S(p, T, n1, n2, n3, …, A, q, �)  
 

ξ
ξ

ξξ

ξξ

ξξ

d
S

dq
q
S

dA
A
S

dn
n
S

dn
n
S

dT
T
S

dp
p
S

dS

qAnnTp

AnnTpqnnTp

qAnnTpqAnnTp

qAnnpqAnnT

,,...,,,,

,,...,,,,,,...,,,,

2

,,,...,,,,2
1

,,,...,,,,1

,,,...,,,,,,...,,,

21

2121

3132

2121

...

��
�

�
��
�

�

∂
∂+

��
�

�
��
�

�

∂
∂+�

�

�
�
�

�

∂
∂+

+��
�

�
��
�

�

∂
∂+��

�

�
��
�

�

∂
∂+

�
�

�
�
�

�

∂
∂+��

�

�
��
�

�

∂
∂=

 

 
 

  
� Milyen változásokat (folyamatokat) vizsgálunk majd: 
 

- mechanikai folyamatok (térfogat, felület változtatása) 
- termális folyamatok 
- anyagmennyiség változtatása (pl. fázisátmenet: olvadás, párolgás …) 
- elektromos töltés mennyiségének változtatása  
- kémiai reakció (S függ �-t�l is) 

 
 
   Emlékezzünk meg a bels� energia és az entalpia függvényr�l is! 
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FOLYAMATOK ENTRÓPIAVÁLTOZÁSAI 
 
Az entrópia h�mérsékletfüggése 
 
A TD. II. f�tételéb�l 

dS�(dq/T)rev 
 

Reverzibilis folyamatokra a definiáló egyenlet integrálásával (egy változót, 
mondjuk p-t rögzítünk!) 
 

�+=
2

1

)()( 12

T

T

rev

T
dq

TSTS  

 
Az állandó nyomású h�kapacitás definíciójából tudjuk (ha nincs egyéb munka) 
 

dTCdq p= . 
 

Így állandó nyomáson 
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Hasonlóképpen, állandó térfogaton 
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Visszatérve az állandó nyomáson alkalmazott egyenlethez, az egyenlet tovább 
egyszer�södik, ha a vizsgált T tartományban Cp nem függ a h�mérséklett�l 
(vigyázat, ez nem az általános eset!): 
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Természetesen a Cp-t és a Cv-t tartalmazó egyenletek arra utalnak, hogy az 
S=S(V, T) vagy S=S(p, T) felírás hasznos lehet. 
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Az entrópia teljes megváltozását p és T , vagy a V és T függvényében a teljes 
differenciál integrálásával kaphatjuk meg. Erre kés�bb még visszatérünk a 
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parciális differenciálhányadosok kiértékelése után. 

 
Fázisátalakulások entrópia változása a fázisátalakulási h�mérsékleten 
 
A folyamatok: fagyás, párolgás, szublimáció 
 
A termokémiai vizsgálatainknál láttuk (és ez következik az entalpia 
definíciójából is), hogy a fázisátalakulási h�mérsékleten, állandó nyomáson, 
moláris anyagmennyiség fázisátalakulását kísér� h�, �trsH, a fázisátalakulási 
(moláris) entalpia. Ezen a h�mérsékleten a fázisátalakulás reverzibilis 
folyamat, így a folyamatot kísér� moláris entrópia változás: 
 

�trsS = �trsH /Ttrs. 
 

Vegyük észre, hogy exoterm folyamatokra (fagyás, kondenzálódás) a 
fázisátalakulást kísér� entrópiaváltozás negatív, endoterm folyamatokra 
(olvadás, párolgás) pozitív. 
 
Tanulságos tapasztalati szabály a Trouton-szabály, mely szerint számos 
folyadékra a standard párolgási entrópia változások közel azonosak. 
 
Az entrópia h�mérsékletfüggése – fázisátalakulással, állandó nyomáson, 
térfogaton  
 
Hasonlóan az entalpiaváltozásokhoz, az 1(s)�2(l) változásra vonatkozó 
standard entrópia számítása (természetesen állandó nyomáson!): 
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Az entrópia számítása állandó térfogaton: 
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Ha ismernénk az entrópia értékét a T=0 h�mérsékleten, akkor az entrópiát 
bármely h�mérsékleten meg tudnánk adni a h�kapacitások ismeretében. 
 
A h�kapacitások mérhet�k kalorimetriásan, az integrálás grafikusan vagy 
polinom illesztéssel elvégezhet�: 
 

ÁBRA: Atkins 4.10 

 
 

A legalacsonyabb h�mérsékleteken (ahol e mérés már problematikus) az ún. 
Debye-extrapolációt alkalmazzák, mely szerint Cp~T3.  
 
Mi is az entrópia értéke T=0 h�mérsékleten? Err�l szól majd a TD. III. f�tétele! 
A kérdést egyel�re nyitva hagyjuk … 
 
Kémiai reakciókat kísér� entrópiaváltozások 
 

Standard entrópiákkal: )(0 BSS m
B

Br �=∆ ν�
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A TD. II. F�TÉTELE: NÉHÁNY PRAKTIKUS KÉRDÉS 
 
A h�er�gépek hatásfoka 
 

ÁBRA: Atkins 1. kiadás 4.6 

 
A Carnot körfolyamatnál már definiáltuk a hatásfokot: 
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ahol Th>Tc. Az egyenlet jelent�sége, hogy rámutat, egy motor nem tudja a h�t 
100 % hatékonysággal munkává alakítani. Az egyenlet levezethet� az entrópia 
növekedés megkövetelésével is! 
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A feltétel teljesül, ha  
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Ezért 
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Ebb�l pedig ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a Carnot-ciklusnál. 
 
Ha Tc�0, akkor ��1. Ennek ellenére, a gyakorlatban a hatásfok növeléséhez  
a m�ködési h�mérsékletet (Th) emelik. 
 
Érdekes megjegyzés: ha 0 K h�mérséklet� h�tartály létezne, akkor nem létezne 
a világon az „energiahiány” kifejezés! (el�zetes a TD. III. f�tételéhez) 
 
Egy tipikus h�er�m� 550 °C-ra túlhevített vízg�zt és kb. 100 °C h�mérséklet� 
h�gy�jt�t tartalmaz. A hatásfok így kb. 55%, a teljes átadott h� 45%-a a 
h�gy�jt�be (majd a környezetbe) kerül. Ez biztosítja, hogy a folyamat önként 
végbe menjen és entrópia termel�djön.  
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A h�tés termodinamikája 
 
H�tés: h� átvitele hidegebb környezetb�l melegebbe. A folyamat befektetett 
munkát igényel.  
 

ÁBRA: Atkins 1. kiadás 4.8 
 

 
A folyamat során |qc| h�t vonunk el a hidegebb h�tartályból, s azt a melegebb 
tartály veszi fel. Ekkor a hidegebb h�tartály entrópiája csökken, a melegebbé 
n�, de kevesebbel: 
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Ez tehát nem spontán folyamat. Ahhoz hogy entrópiát termeljünk, munkát kell 
végezni, ami h�vé alakítva a melegebb h�tartályba jut, s így elég entrópiát állít 
el� ahhoz, hogy a teljes entrópiaváltozás most már pozitív legyen.  
 
Példa a h�t�gépekben a kompresszor munkája, mely összenyomja a már 
kitágult gázt. A gáz kitáguláskor leh�l, h�t von el a h�t�szekrény belsejét�l, 
majd a kompresszor a gázt összenyomja, s a felszabadult h� a környezetbe 
távozik a küls� h�t�rácsr�l. 
 
A folyamat hatékonyságát a teljesítménytényez� (c) jellemzi: 
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q
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Ha kevesebb a befektetett munka, akkor a m�ködés hatékonyabb. Ennek 
nagyobb c érték felel meg. Reverzibilis határesetben megmutatható: 
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Ha Th és Tc között kicsi a különbség, akkor kicsi munkával elérhet� a 
h�transzfer. A h�mérsékletkülönbség növekedésével a teljesítménytényez� 
csökken.  
 
A h�szivattyú 
 
Fordított h�t�gép: h� eltávolítása a hidegebb h�tartályból és h� átvitele a 
melegebb h�tartályba. Célja a f�tés a meleg oldalon. Melegebb tartály: lakás. 
Hidegebb tartály: környezet talaja.  
 
Hatástényez�je: 
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s ebb�l a reverzibilis esetre: 
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