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摘 要

本文给出了非对称自变量的线性各向同性标量值和张量值张量函数表示定理的数学证明
.

一
、

引
花全

.

住)
「翔

张量函数理论在近代连续介质力学本构关系的研究中起重要作用
‘”

.

描述线性各向同性

弹性体应力应变关系的广义胡克定律是熟知的一例
.

人们经过漫长的历史争议才达到了独立

的弹性常数只有两个的结论
.

在教科书里对这结论大致有两种介绍法
:

(一) 接受应力主向和应变主 向重合
; 引进杨氏模量 E

,

波桑比 v 和剪切 模 量 G 分别

描述轴向简单拉伸和纯剪切的实验结果
; 将三个正交方向的简单状态

“

迭加
”

而得出具有三

个常数的三维关系式
; 在

,

例如
, 。y = 一。

二

和 。
二

= o 应力状态的正六面体考虑垂直于 y 和二

轴等分角线的截面的纯剪切状态
,

经过几何考虑
,

得出 ‘一

合
E / (1 + ·)

·

这 里
“

线 性
·

和

“

各向同性
”

隐约地被应用着 (参阅〔2 」)
,

(二 ) 明确地从一般的分量形式线性关系出发
,

依次将各坐标轴转 过 二
, “

各向同性
”

要求某些弹性系数应相等
,

另一些系数应为零
,

归结得三个常数
;

然后利用应变张量的对称

性得出两个独立常数的结论 (参阅〔3 〕)
.

将变换系数对参量进行微商
,

T h o m as
【毛’根本地改变了做法 (二 ) 在 应 用

“

各向同性
”

中需要逐个系数进行考察的费事手续
.

G ur tin 在【5 」中用两章的篇幅提出另一 种 证 法
,

要

点在于将对称张量分解为球张量和偏量之和
.

M ar tin s 和 G ui d ug li 汇“’应 用线性变换的线性

变换的某些性质
,

按【5 〕的线索给出了一个较短的证明
.

1 9 7 4 年
,

G 盯tin ‘” 给 出了经典弹

性本构关系
,

即自变量为对称张量的线性各向同性张量值函数的表示定理的另 一个清晰简捷

注 ) 本文是作者在德国完成的
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的证明
.

近年来发展 了微极弹性理论
,

那里应力和应变张量都不再为对称 (参阅〔8 ])
.

因此
,

将表示定理推广于一般的非对称 自变量是有意义的
.

本文 目的在于给出非对称 自变量的线性

各向同性标量值和张量值函数的表示定理
.

定理的全部数学证明只用到
“

线性
”

和
“

各向 1
‘
一

纽

性
”

两性质
.

一 才:
各 [g

,

1 0〕

一
1

,
尸 一 圣上」

希腊字母表示实数
: a

,

刀
,

切 C R
.

令岁为三维内积空间
.

黑体小写拉丁字母表示向量
:

u , , 〔产
.

黑体大写拉丁字母表示户上的线性变换
,

印 (二阶)张量
:

A
,

B 〔L in( 少 )
.

S y m
,

Sk w 和 O rt h 分别表示空间 Li n( 笋 )中的所有对称
,

反对称和正交元素
.

1是单位张量
. “

妙
”

和
“
办

”

分别表示张量积和叉积
.

如果 e :

(i 二 1 , 2 , 3 )是夕的笛氏基向量
,

则向 量 u ,

张量

B 和 l可写成并矢形式
:

u = “
.

e
. ,

B“ B
,

se ‘

妙 e , ,

l= d
‘se

‘

À e , ( 2
.

1)

其中 击j是 K ro ne c ke r 符号
,

并用到
“

求和约定
”

两向量并列表示它们的内积
,

铂 uv
.

内

积运算施加于张量时表示它们并矢形式中相邻的两基向量的内积
,

如

B u = (B
‘, e 、

À e 了) ( u * e * ) = B
‘i u , e

t

( 2
.

2 、

A B = (月
‘, e ‘

À e s ) ( B r s e r À e s ) 一月
l
r B r , e ‘À e , ( 2 3 )

张量的共扼运算
“ , ”

在于其基向量次序的交换
,

如

( u À v ) 汗= v妙 u ,

B 关 = (B
‘

, e
.

弓 e , )芳 二B
、, e ,À e ‘

( 2
.

4 )

在张量的并矢表示中
,

如 (2
.

D 式
,

用内积代替À
,

就得该张量B的
“

迹
” :

t r 日丝刀
, e , e , = 刀

,

( 2
.

, ; )

“ , ”

表示 两个张量的双点乘
,

例如

日
: e 里 t r ( B‘ e ) = B

‘, e
‘, ( :

.

6 、

由此又有迹的另一表示
:

i : B = t r ( IB ) ~ t r B ( 2
.

7 )

S 任S y m
,

A 任S k w 和 Q 任O rt h 分别满足性质
:

S , = S , A , = 一 A
,

Q , Q= QQ关二1
.

( 2
.

8 、

任何张量 B 至少有一个右主向
r :

B r == 几r r ( 2
.

9 )

和一个左主向 L:

IB二久, I (2
.

10 )

对称张量的右主向同时也是左主向
,

统称主向
.

对称张量至少有三个互相正交的主向
.

丫单

位 e 任夕
,

由于 e À ee = e 及 ee À e 二 e , e À e 任S y m 的一个主向量为
e ,

主值为 1
.

任意垂直于

e 的向量 u 均为 e À e 的主向
,

相应主值为零
,

因为 e @ eu = ue 妙 e ~ 0
.

如果S和 r仃= 1 , 2 , 3)

分别表示 S 任S y m 的主值和单位主向量 (今后主向量均为单位向量 )
,

则有 S 的 i否表 示
:

S == 万S rÀ r (2
.

11 )
名 忍 吕 移

这时 S 的迹等于
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t r s = 艺S
l 留

9 1 5

(2
.

1 2 )

由于 (uÀ v 一 vÀ u户 = 一 ( uÀ v 一 vÀ u ) , V u , v 〔夕
,

张量 uÀ v一 vÀ u 〔S k w
.

(和左 ) 主向是 u 八, / !u加 }
,

对应的主值为零
,

因为

( uÀ v 一 vÀ u ) ( u八v ) = u [ v ( u八v ) 」一 v〔u ( u八v ) ] = 0

V 非共面 u , , , w 〔笋
,

任意反对称张量 A 可表为

A = 君( uÀ v一 vÀ u ) + 刀( v因 w 一 w À v ) + 乙(w À u 一 u o w )

其中雪
, 叮,

雪〔R
.

定义 1 标量值张量函数 甲( B )或张量值张量函数F ( B )是线性的
,

如果

甲( a B + 刀C ) 一 a 甲 (B ) + 刀沪(C )

F ( a B + 刀C ) = a F ( B ) + 刀F ( C )

V a ,

刀〔R , B , C 〔L in (份 )成立
.

任何线性的 切( B )均可表示为

切( B ) = L : B ( L 〔L i n (夕 ) )

定义 2 甲( B )或F ( B )是各向同性的
,

如果

甲( B ) = 甲( qB Q签 )

QF ( B ) Q器 = F ( QB Q . )

V Q 〔O r th 成立
.

引理 1 如果L 〔L i n (笋)满足

L = Q带LQ ( V Q 〔O r th )

则 L 是相似张量
:

L= 几l (又任R )

证明 设 几和 r 是 L 的主值和主向量
,

则 由 (2
.

19) 式依次可得

LQ = QL

L ( Qr ) = QL r = 几( Q r )

( L一 还l) ( Qr ) = 0

由于 Q 的任意性
,

任何方向 Q r 均为 L一刀的零向
,

故 L一刀是零张量
.

证毕

引理2 5 〔S y m 的主向也是各向同性张量值张量函数 F ( S) 的主向
.

证明 设 只和 r 是 S 的主值和主向量
:

S r= r s = 几r

考虑一个特殊的正交张量 (实现绕
r 转过 二 角) :

R = 一 l+ Z rÀ r

注意到 (利用 ( 2
.

24 )式 )

R S R 苦 = ( 一 I+ Z rÀ r ) S (一 l+ Z rÀ r )

= S一 ZS rÀ r 一 Z rÀ rs+ 4rÀ rs rÀ r = S

对于这个特殊正交张量
,

各向同性公式 (2
.

18) 具体化为

R F ( S ) R 井 ~ F ( S ) 即 R F (S ) = F ( S ) R

并有

R 仁F ( S ) r〕二F ( S ) R r 二F ( S ) r

它的唯一右

( 2
.

13 )

( 2
.

14)

(2
.

15 )

( 2
.

16 )

( 2
.

17 )

( 2
.

18 )

( 2
,

19 )

( 2
.

20 )

( 2
.

2 1)

( 2
.

2 2)

( 2
.

2 3)

( 2
.

24)

( 2
.

25 )

( 2
.

26 )

(2
.

27 )

( 2
·

28 )
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上式说 明 F (s)
r 也是 R 的主方向

.

另一方面
,

转轴方向 r 是 转 动 张 量 R 的 唯 一主向
,

故

F (S )r 和 r
共线

,

即

F (S )r二拼r 证毕 (2
.

2 9 )

由于主向数 目相同
,

我们得

推论 1 对称自变量的各向同性张量值张量函数的函数值对称
.

三
、

标 量 值 函 数

定理 1 任何对称张量的线性各向同性标量值函数 甲(S) 可表示为

甲(S )= 几tr s

其中 汽是与 S 无关的唯一常数
.

证明 局限于 u 是单位 向量的 u @ u 型 自变量
,

则 甲(uÀ u) == 几( u ) 变 成单位向量

向量函数
.

记 v = Qu( 丫Q 〔O r t h)
,

并考虑到各向同性性质 (2
.

17 )
,

得

几( u ) = 甲 ( u À u ) = 中 ( QuÀ u Q荟 ) = 卯( ( Q u ) @ ( Qu ) )

= 切( vÀ v ) = 几( v )

由于 Q (亦即v) 的任意性
,

向量函数 之是与其单位 自变量无关的标量
.

就 是 说
,

为 u À u 型 (u 是单位向量 ) 时
,

切 ( uÀ u ) = 几

对于任意 S 〔S y m ,

利用 ( 2
.

12) , ( 2
.

14 ) , ( 3
.

2 )和 ( 2
.

22 )各式
,

我们有

甲( S ) = 甲 (艺S rÀ r== 艺S甲 ( r À r ) = 之t r s 证毕

( 3
.

1)

u 的标量值

当自变量

( 3
.

2 )

表示式 (3
.

D 对非对称自变量 B 〔Li n (产 )亦成立
,

因有

定理 2 任何张量的线性各向同性标量值函 数 沪( B) 可表示为

甲( B ) = 几t r B ( 3
.

3、

其中 之是与 B 无关的唯一常数
.

证明 根据线性性质 (2
.

14 ) ,

即 (2
.

16) ,

我们有

甲 ( B ) = L : B ( 3
.

4)

问题归结为求 L 〔Li n( 份 )
.

由各向同性性质 ( 2
.

17) ,

有

L : B = L : ( QBQ补 ) = ( Q芳LQ ) : B (3
.

5 )

自变量 B 的任意性导致

L = Q釜 LQ ( V Q〔O r th ) ( 3
.

6 )

由引理 1 知
, L 必为相似张量

:

L = 几I (3
.

7 )

将上式代入 ( 3
.

4) 式 ,

并考虑到 (2
.

7) 式
,

即得表示式 (3
.

3)
.

证毕

注 将 B 分解为 S 〔Sy m 及 A 〔S k w 之和
,

从

t r B = t r s+ t r A = t r s (3
.

8 )

可知
,

变量 B 的反对称部分对 甲( B ) 不起作用
.

换言之
,

任何反对称 自变量 的线性各向同性

标量值元数恒等于零
.
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四
、

张 量 值 函 数

定理 3 任何对称张量的线性各向同性张量值函数 F (s) 可表示为

F (S )= 几(tr s )I+ 2拼S (4
.

1 )

其中 几和 拼是与 S 无关的两个常数
.

证明 对单位
e 〔夕

,

取笛氏标架的基向量 es = e
,

则 福el
,

e Z

}平 面 上 任 意 单 位 向 量 是

eÀ e 〔Sy m 的主向量
,

对应的主值为零
.

根据引理2 ,

佃
; , e Z

少平面上任意方向也是F (e 各 e)

的主方向
,

对应于相等的主值
,

设为之
,

于是得谱表示

F ( e À e ) = 久( e , À e , + e ZÀ e : ) + 丫e À e

= 又l+ (下一又) e À e 二之( e ) l+ 2拼( e ) e À e (4
.

2)

一般而言
,

几和 拼是
e 的函数

.

对单位向量

f= Qe (丫Q 〔o r th ) (4
.

3)

( 4
.

2 )式变为

F( fÀ f ) = 久( f )l+ 2召( f ) fÀ f ( 4
.

4)

将 (4
.

3) 式代入 (4
.

4) 式左端
,

并考虑到各向同性性质 (2
.

18 ) 和 (4
.

2) 式
,

得

F ( fÀ f) = F ( ( Qe )À ( Qe ) ) = F ( Qe À e Q份 ) = QF ( e À e ) Q补

~ 几( e )l+ 2拼( e ) Qe À e Q开 = 几( e ) I + 2户( e ) f亏f ( 4
.

5 )

由 ( 4
.

4) 和 ( 4
.

5 ) 两式
,

得

〔久( e ) 一 又(f )〕I+ 2[ 拼( e )一 “( f )〕fÀ f= 0 ( 4
.

6 )

上式左端是一零张量
,

它将任何非零向量变换为零向量
.

特别地丫 u上 f ,

得

[之( e ) 一元( f )〕u = 0 今 几( e ) = 元( f ) ( 4
.

7 )

从而 由 ( 4
.

6 ) 式
,

有

[料( e ) 一 拼( f )」fo f= 0 今 拌( e ) = 召( f ) ( 4
.

8 )

由于Q (亦即f) 为任意
,

又和 拼是与其向量自变量无关的标量
.

就是说
,

我们总有

F ( rÀ r ) = 几I+ 2拼ro r ( V 单位 r ) ( 4
.

9 )

对于任意S ,

利用 ( 2
.

l r ) , ( 2
.

15 ) ,

( 4
.

9 )和 (2
.

12 )各式
,

得

F ( S ) == F (艺S rÀ r ) = 艺S F ( rÀ r ) = 艺S (几l+ 2拌ro r )

二之(艺S ) I + 2拜艺S rÀ r = 几( t r s ) !+ 2拼S 证毕 ( 4
.

10 )

为了将表示定理推广于非对称张量
,

先证

定理 4 任何u 因 , 一 , À u( V 。 , 、 任份 ) 型的反对称张量的线性各向同性张量值函数 F (u À , 一

vÀ u )可表示为

F ( u o v 一 vo u ) = Za ( u囚v 一 vÀ u ) ( 4
.

11 )

其中a 是与 u , , 无关的唯一常数
.

证明 先考虑任意非共线的
u和 ,

.

记

C = u À v 一 vo u ( 4
.

12 )

及其主向量

r
竺

u八v/ l。A, I ( ‘
,

23 )
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则

C r = r C = 0 (4
.

1 4 )

对于由 (2
.

2 5) 式定义的正交张量R
,

考虑到上式
,

我们有

R C R 苦 = C 一 ZC rÀ r 一 Z rÀ rC + 4r À心 rÀ r= C ( 4
.

15 )

于是
,

各向同性公式 (2
.

18 ) 具体化为

R F (C ) R 苦 = F (C ) 即 R F ( C ) 一 F (C ) R ( 4
.

16 )

并且有

R [ F ( C ) r j= F ( C ) R r ~ F (C ) r ( 4
.

27 )

[ rF ( C )」R = r R F ( C ) = rF ( C ) ( 4
.

18 )

就是说
,

F ( C )r 和 rF (C )分别是 R 的右和左主向
.

考虑到R 的唯一的左
,

右主向相同
,

且等于
『,

我们有

F ( C ) r = 占
。r 和 rF (C ) = 雪, r ( 4

.

19 )

以 u , v , r
为基

, F( C )可表示为

F (C ) = 占
: ; u À u + 省

, Zu À v + 君
: 3 uÀ r + 占

2 , vÀ u + 雪
2: vÀ v

+ 占
: svÀ r + 省

3 , rÀ u + 占
s : r因 v + 占

3 3rÀ r ( 4
.

20 )

一般而言
,

各今j是u和 , 的函数
.

将 上式代入 (4
.

19) 式
,

得

舀
: s u + 君

2 ; v + (雪s , 一舀
r ) r = 0 ( 4

.

2 1)

占
s : u + 雪

s : v + (雪。3 一省: ) r = 0 ( 4
.

22 )

向量 u , v , r的线性无关导致

雪, 3= 雪
5 1 == 省: 3 = 省

3 : 二o ( 4
.

23 )

舀
3 3= 占

, = 占:‘省( u , v ) ( 4
.

24 )

考虑到上两式
,

将各向同性性质 (2
.

18) 应用于表示式 (4
.

2 0) ,

丫Q 〔O rt h
,

有

(雪: :
一占乳) ( Qu )À ( Q u ) + (雪; : 一占几) ( Qu ) À ( Qv ) + (占2 ,

一雪易) ( Q v )因 ( Qu )

+ (雪: : 一雪孔) ( Q v ) À ( Qv ) + 占( u , v ) ( Q r )À ( Qr ) 一舀( Qu , Qv ) ro r = O ( 4
.

25 )

其中雪各= 今
, ( Q“, Q, ). Q“ , Q , ,

Q『也是线性无关的
,

故
『
可表示为

r = 刀Qu + vQ v + 刀Qr ( 4
.

2 6 )

于是
ro r , 刀

2 ( Q u )À ( Qu ) + 刀, ( Qu )À ( Q v ) + 刀珍( Qu )À ( Qr )

+ , 刀( Qv )À ( Q u ) + 夕2
( Qv )À ( Qv ) + , 叮( Qv )À ( Q r )

+ 冲夕( Q r )À ( Qu ) + 粉夕( Qr )À ( Qv ) + 刀2 ( Qr )À ( Q r ) ( 4
.

27 )

将上式代入 ( 4
.

25 ) 式
,

考虑到并矢基 ( Qu )凶 ( Qu )
, ( Qu )À ( Qv )

,

⋯ 的 线 性无关
,

我们

有

刀叮占( Q u ,

Q v ) 二 0

, 刀占( Qu ,

Q v ) = 0

舀( u , v ) 一护睿( Q u ,

Qv ) = 0

( 4
.

2 8 )

如果 Q不是绕 r 轴的转动 (或带反射)
,

刀和y不能同时为零
,

不妨取刀笋 0
.

以 刀除第一式
,

并代入第三式
,

得

舀( u , v ) ~ 0 ( 4
.

2 9 )

考虑到这结果及并矢基的线性无关
,

从 ( 4
.

肠 ) 式又有



非对称自变量线性各向同性张量 汤数的表示

省sJ(u , v夕= 占‘J (Qu ,

Qv ) (i
,

j二 1
,

2 )

Q的任意性使得
,

今J是与u , v无关的常数
,

于是 (4
.

2 0) 式简化为

F(uÀ v 一 v À u ) = 占
l , u凶u + 省

, Zu À v + 省
: I v¿ u + 占22 vÀ v

F ( C ) 的线性性质使得它也是 u和 v的线性函数
,

因此进一步又有

占
, ,

, 省
: : = 0

考虑到上述结果及函数的线性性质
,

我们有

F ( uÀ v 一 v妙 u ) = 一 F ( vÀ u 一 u À v ) - 一睿, Z vÀ u 一占
2 , uÀ v

比较 (4
.

31 ) 和 (4
.

33 ) 两式
,

根据 u À v和 v每 u的线性无关
,

我们有

占
: : = 一氛

:
二 Z a

从而得表示式 (4
.

11)
.

该表示式对共线的
u , v也成立

.

证毕

利用反对称张量的表示式 (2
.

13)
,

及函数的线性性质
,

我们有

推论 2 任何反对称张量的线性各向同性张量值函数F ( A) 可表示为
F ( A ) = 2饮A

其中 a 是与 A 无关的常数
.

推论 3 反对称自变量的线性各向同性张量值函 数的函数值反对称
.

我们现在可以实现表示定理的推广了
.

定理 5 任何张量的线性各向同性张量值函数F ( B ) 可表示为

F (B ) 二之( t r 日) l+ ( 拼+ a ) B + ( 拼一 a ) B共

其中义
,

“和 a 是与B无关的三个独立常数

证明 将 B分解为对称和反对称部分之和
,

根据F ( B )的线性性质
,

我们有

9 19

( 4
.

30 )

( 4
.

31)

( 4
.

32 )

( 4 33 )

( 4
.

34 )

( 4
.

35 )

( 4
.

36

F (“卜 F(
B + B 签

2
十 F

B一 B关

2
( 4

.

37 )

将表示式 (4
.

1) 和 (4
.

35) 分别应用于上式右端
,

得

「(“) 一 , (
,一 B 十 B苦

2

、二
_

_ _

B + 日
苦

) i 十 艺户
一

6
产 ‘

B 一B苦
十 Z a 一

一 蕊 -

—乙
( 4

.

38 )

在
.

上式
,

考虑到 tr B线性依赖于B和

t r B = t r B长 ( 4
.

39 )

即得表示式 ( 4
.

3引 证毕

线性各向同性微极弹性体的应力应变关系就具有 (4
.

36) 的形式 (参阅〔8 ])

推论 4 对满足定理 5 条件 的「旧 )
,

恒有

F苦 ( B ) = F ( B关 )
、

( 4
,

40 )

证明 根据推论 1 和推论 3 ,

( 4
.

37) 式右端第一项对称
,

第二项反对称
.

如朱我们将 ( 4
.

37 夕

式左端进行加法分解
:

F ( B ) 一
合
〔F ( B ) + F·

( B +
一

;
一

〔F ( B ) 一 F· ( B , 〕 ( 4
.

41)

比较 (刁
.

37) 和 ( 二
.

土D 两式的对你 (或反对你 ) 邵份
,

根据分解的唯一性
,

推论 4 是显然

的
.
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