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编者说明

本笔记可以作为物理专业的理论力学以及工科专业理论力学中的分析力

学部分的学习参考。作为一名医学生，曾经的物理竞赛党，笔者写作这篇笔记

的原因是多方面的，最终希望呈现的效果是语言尽量易懂但不失严谨。

第一章从矢量力学到分析力学介绍了从牛顿力学引出拉格朗日力学的方

法；第二章最小作用量原理简单介绍了泛函，分析力学的基本原理以及如何

由其导出 Euler-Largrange方程；第三章对称性与守恒律介绍了 Euler-Largrange

方程导出守恒量的方法以及拉格朗日力学的其他应用；第四章正则方程介绍了

如何从 Euler-Largrange方程出发，使用 Legendre变换导出Hamilton正则方程

并介绍了泊松括号；第五章Maupertuis原理介绍了从分析力学的基本原理——

最小作用量原理导出正则方程和对保守系使用简约作用量确定运动轨迹方程

的方法；最后一章Hamilton-Jacob方程介绍了正则变换以及利用正则变换结合

Hamilton-Jacob方程求解力学问题的一般方法。本笔记主要参考了朗道的《力

学》和刘川老师的《理论力学》，其中前三章属于拉格朗日力学，结合两本书的

思路，使用非相对论体系；后三章属于哈密顿力学，主要参考了朗道的书，但

因为一些原因没有写全。

由于本笔记的写作目的等原因，笔者没有写作分析力学在具体模型中的应

用，而只写基本原理，还请见谅。笔者还将来计划写作电动力学，狭义相对论

等方面的笔记，敬请期待。如对本笔记有任何意见和建议，欢迎联系笔者邮箱：

RobinFeng@stu.xjtu.edu.cn，以便于笔者修改完善。

最后，感谢钱院学辅排版组对我“不堪入目”的手稿进行排版，谢谢钱院

学辅及各位同学的支持！

规培 92冯廷龙
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第一章 从矢量力学到分析力学

§1.1 自由度与广义坐标

先考虑一个由 N 个质点组成的力学体系,若关于这个体系有 k 个约束,则

该体系的自由度为 3N −k. 由于约束的存在,原有直角坐标系下描述该体系的

坐标 xi 不再相互独立,为此引入广义坐标 q j ( j = 1,2, · · ·3N −k),即该自由度下能

描述的该体系的最少个数的相互独立坐标. 显然,我们可以用广义坐标 q j 和时

间 t 描述原有坐标 xi ,即

xi (q1, q2, · · ·q3N−k , t ) (1.1)

则

ẋi = ∂xi

∂q j
q̇ j + ∂xi

∂t
(已使用爱因斯坦求和指标,后同) (1.2)

§1.2 虚功原理和D’Alembert原理

对于一个处于力学平衡状态的体系,考虑其进行一个与所有约束条件自洽

的微小位移 δxi ,称之为虚位移.对于每个质点,其所受外力 Fi = 0,故

Fiδxi = 0 (1.3)

由于 Fi 可表示为驱动力 F a
i 与约束力 F c

i 的合力,且一般情况下 F c
i δxi = 0(如曲

面上运动时 Fi 必须沿法线方向),故

F a
i δxi = 0 (1.4)

称此式为虚功原理.注:虽然此时 δxi 是约束条件下任取的,但由于其互相不独

立,故不能从此式中推出 F a
i = 0.

考虑一个不属于力学平衡状态的体系,引入惯性力 −ṗi ,可以得到

(F a
i − ṗi )δxi = 0 (1.5)

称此式为D’Alembert原理.由于

δxi = ∂xi

∂q j
δq j (1.6)
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2 第一章 从矢量力学到分析力学

故

F a
i

∂xi

∂q j
δq j = mi

dẋi

dt

∂xi

∂q j
δq j (1.7)

令Q j = F a
i

∂xi

∂q j
,称其为广义力.

§1.3 Euler-Lagrange方程

由于

mi
dẋi

dt

∂xi

∂q j
= mi

d

dt

(
ẋi

∂xi

∂q j

)
−mi ẋi

d

dt

(
∂xi

∂q j

)
(1.8)

又由 (1.2)式可得
∂ẋi

∂q̇ j
= ∂xi

∂q j
(1.9)

将 (1.9)式代入 (1.8)式,整理得

mi
dẋi

dt

∂xi

∂q j
= d

dt

∂
(

1
2 mi ẋ2

i

)
∂q̇ j

− ∂
(

1
2 mi ẋ2

i

)
∂q j

(1.10)

令动能 T = 1

2
mi ẋ2

i ,代入 (1.7)式,得

(
d

dt

∂T

∂q̇ j
− ∂T

∂q j
−Q j

)
δq j = 0 (1.11)

由于此时 δq j 为任取且相互独立,故

d

dt

∂T

∂q̇ j
− ∂T

∂q j
−Q j = 0 (1.12)

假设 F a
i 由一与速度无关的势场提供,即 F a

i =− ∂V

∂xi
,则

d

dt

∂(T −V )

∂q̇ j
− ∂(T −V )

∂q j
= 0 (1.13)

令 L = T −V ,即
d

dt

∂L

∂q̇ j
− ∂L

∂q j
= 0,得到 Euler-Lagrange方程.

§1.4 弱耗散系统

对于一耗散体系,(1.5)式不在适用.假设阻力 F D =−k j v j ( j = 1,2,3),构造瑞

称耗散函数 F =
N∑

i=1

1

2
k j v 2

i j ( j = 1,2,3),显然 F D =−∂F

∂v
. 将广义力中驱动力一项并
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§1.4 弱耗散系统 3

入 L(Lagrange量),则Q j = F D ∂xi

∂qi
,即

Q j =− ∂F

∂ẋi

∂xi

∂q j
=− ∂F

∂q̇i
(1.14)

此时 Euler-Lagrange方程修正为

d

dt

∂L

∂q̇ j
− ∂L

∂q j
+ ∂F

∂q̇i
= 0 (1.15)
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第二章 最小作用量原理

§2.1 泛函与变分

考虑一组曲线 y(x)在区间 [x1, x2]上的长度 S =
∫ x2

x1

√
1+ (y ′)2dx,对于每一

个确定的函数 y(x),都可以在实数集中找到与之唯一对应的数 S,我们把这种关

系称为泛函,即函数空间向实数集的映射,记为 J [y],y(x)成为变量函数,J [y]称

为 y(x)的泛函. 下面只讨论积分形式的泛函,可记为 J [y] : S =
∫ x2

x1

F (y, y ′, x)dx,

任取一个与 y(x)相近的函数 (严格定义不给出,直观上理解即可),将其与 y(x)

的差记为 δy(x),称为 y(x)的变分.

§2.2 泛函极值与 Euler-Lagrange方程

考虑一组 x1, x2两端函数值固定的函数,若要使两端点之间的弧长最短,等

价于求积分 S =
∫ x2

x1

√
1+ (y ′)2dx的最小值,这就是一个最简单的泛函极值问题.

类比函数极值可以得到泛函 J [y]的最小值,即 ∀y(x), J [y +δy]− J [y] Ê 0恒成立,

代入一般表达式为

J [y +δy]− J [y] =
∫ x2

x1

F [y +δy, y ′+ (δy)′, x]dx −
∫ x2

x1

F (y, y ′, x)dx (2.1)

Taylor展开得到

J [y +δy]− J [y] =
∫ x2

x1

[
∂F

∂y
δy + ∂F

∂y ′ (δy)′
]

dx + 1

2

∫ x2

x1

[
∂

∂y
δy + ∂

∂y ′ (δy)′
]2

F dx +·· ·
(2.2)

记

∫ x2

x1

[
∂F

∂y
δy + ∂F

∂y ′ (δy)′
]

dx为 δJ [y],称为 J [y]的一级变分. 类比函数极值可以

得到泛函极值的必要条件是一级变分 δJ [y] = 0即∫ x2

x1

[
∂F

∂y
δy + ∂F

∂y ′ (δy)′
]

dx = 0 (2.3)

对其进行分部积分,得

∂F

∂y ′δy

∣∣∣∣x2

x1

+
∫ x2

x1

[
∂F

∂y
δy − d

dx

(
∂F

∂y ′

)]
δydx = 0 (2.4)

QIAN YUAN XUE FU



§2.3 最小作用量原理与 Lagrange函数的形式 5

考虑边界条件 δy(x1) = δy(x2) = 0(两端固定),又由于右式 δy 可任取,我们不加

证明地指出 (变分学基本引理可以证明这个结论)

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y ′ = 0 (2.5)

得到泛函极值的 Euler-Lagrange方程.有关数学的介绍就到这里,如果有兴趣可

以参考泛函分析课本.

§2.3 最小作用量原理与 Lagrange函数的形式

下面介绍分析力学中最重要的原理:最小作用量原理. 简而言之,任意一

个只存在完整约束的力学系统,都可以用它的广义坐标 q j 的泛函 S 表示其运

动路径,称其为力学系统的作用量,可以写成 S =
∫ t2

t1

L(q j , q̇ j , t )dt 的形式,当 S

取极小值时确定的运动路径为这个系统真实的运动路径,式中 L(q j , q̇ j , t )称为

Lagrange函数.与前述泛函极值的 Euler-Lagrange方程推导类似,我们可以得到∫ t2

t1

[
∂L

∂q j
− d

dt

(
∂L

∂q̇ j

)]
δq j dt = 0 (2.6)

前述变分法基本引理对这个和式依然有效,得到 j 个方程 ( j 是自由量)

d

dt

(
∂L

∂q̇ j

)
− ∂L

∂q j
= 0 (2.7)

这就是分析力学中的 Euler-Lagrange方程.下面讨论 Lagrange函数的形式.

首先注意到 L(q j , q̇ j , t )的选取具有任意性,假如令其增加一项某个关于坐标和

时间的函数的全导数,即 L′ = L+ d

dt
f (q, t ),代入作用量,得到

δS ′ =
∫ t2

t1

δL(q j , q̇ j , t )dt +
∫ t2

t1

d

dt
[ f (q +δq, t )− f (q, t )]dt (2.8)

第二项可化为

∂ f

∂q
δq(t2)− ∂ f

∂q
δq(t1) = 0(δq(t1) = δq(t2) = 0) (2.9)

故其对导出 Euler-Lagrange方程无影响,即 L与 L′等价.

接下来从最简单的情况开始讨论,即例子在惯性系 K 中的自由运动. 显然运动

只与 |v0|有关,所以可以认为 Lagrange函数只含 v 2,即 L(v0
2). 然后,令 K 相对

于惯性系 K ′以无穷小的速度 ε移动,则质点在 K ′系中速度 v = v0 +ε,在 K ′系

中 L′ = L(v0
2 +2v0ε+ε2),略去高阶小量 ε2得到 L′ = L(v0

2 +2v0ε).由伽利略相对

QIAN YUAN XUE FU



6 第二章 最小作用量原理

性原理知,相同的运动在不同惯性系中的 Lagrange函数等价,即 L′−L为某个只

含坐标和时间的函数对时间的全导数
d

dt
f (x , t ),由于

L′−L = ∂L

∂v0
2
·2v0 ·ε= 2

∂L

∂v0
2

d

dt
(x ·ε) (2.10)

所以 2
∂L

∂v0
2
为常量,定义这个常量为质量,记作m,则

L(v0
2) = 1

2
mv0

2 (2.11)

2.11式即为质点在惯性系中自由运动时的 Lagrange函数.不考虑质点间相互作

用,由 N 个质点组成的体系有

L =
N∑

i=1

1

2
mi vi

2 (2.12)

如果考虑封闭体系质点的相互作用,则应在 L后附加一项,这一项与所有质点的

位置有关

L =
N∑

i=1

1

2
mi vi

2 −V (x1, x2, · · ·xN ) (2.13)

于是我们得到了封闭质点系的 Lagrange函数,若使用广义坐标,则

L =∑
i , j

1

2
ai j (q) · q̇i q̇ j −V (q1, q2, · · ·q f ) (2.14)

附:物理学的公理化

分析力学与矢量力学最大的不同在于它是一个公理化体系,是高度数学化

的.这个公理是最小作用量原理和 Lagrange函数的形式. 我们导出 Lagrange函

数形式的时候并非通过严格的推导,而是寻求必要的条件"连蒙带猜",所以它

的形式也是分析力学的公理. 公理到此就没有了,理论上说,依靠公理可以严格

导出整个分析力学体系,这也是为什么分析力学是四大力学中最美丽动人的一

个了.
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第三章 对称性与守恒律

§3.1 Largrange函数的性质

我们已经知道将系统的 Largrange函数代入 Euler-Largrange方程即可得到

体系的运动方程,而通过研究 E-L方程还可以发现 Largrange函数一些有用的性

质.由 δS = ∫ t2

t1
(δq ∂L

∂q +δq̇ ∂L
∂q )dt 知,若 L′ = L+ d

dt f (q, t ),则

δS =
∫ t2

t1

(δq
∂L

∂q
+δq̇

∂L

∂q
)dt +

∫ t2

t1

d

dt

(
δq

∂ f

∂q

)
dt (3.1)

第二项可化为 ∫ t2

t1

d

dt

(
δq

∂ f

∂q

)
dt dt = ∂ f

∂q
δq

∣∣∣∣t2

t1

= 0 (3.2)

故于 Largrange函数而言,增加一项关于坐标和时间的函数的全导数并不影响

运动方程.这将是一个有用的性质,下面正式进入对称性与守恒量部分.

§3.2 时间平移不变性与能量守恒

若一个体系的 Largrange函数不显含 t ,则称其具有时间平移不变性（时间

平移对称性）,则其关于时间的全导数

dL

dt
= ∂L

∂q
q̇ + ∂L

∂q̇
q̈ (3.3)

则
dL

dt
= ∂L

∂q
q̇ + d

dt

(
∂L

∂q̇
q̇

)
−

[
d

dt

(
∂L

∂q̇

)]
q̇ (3.4)

代入 E-L方程,得
dL

dt
= d

dt

(
∂L

∂q̇
q̇

)
= d

dt

(
∂T

∂q̇
q̇

)
(3.5)

由于 T 是关于 q̇的 2次齐次函数,由 Euler定理得

dL

dt
= d

dt
(2T ) (3.6)
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8 第三章 对称性与守恒律

故
d

dt
(2T −L) = 0 (3.7)

即

T +V =Const (3.8)

令 T +V = E .称 E 为体系的能量,得到能量守恒定律.

§3.3 空间平移不变性与动量守恒

若一个体系的 Largrange函数不显含位置坐标 x i ,则称其具有空间平移不

变性,则

∂L = ∂L

∂x i
δx i = 0 (3.9)

代入 E-L方程,得

∂L = d

dt

(
∂L

∂v i

)
δx i = 0 (3.10)

由于 δx i 是任意的,故 ∑
i

d

dt

(
∂L

∂v i

)
= 0 (3.11)

即 ∑
i

∂L

∂v i
=Const = p (3.12)

称 p为系统的动量,得到动量守恒定律.若用广义坐标 q j 代替 x i ,即可得到广义

动量
∑

j
∂L
∂q j

=Const

§3.4 空间各向同性与角动量守恒

若将一个体系旋转一个微小角度 δϕ,而其 Largrange函数不发生变化,则称

其具有空间各向同性.显然

δx = |δϕ||x |sinθ, θ = 〈δϕ, x〉 (3.13)

故

δx = δϕ×x , δv = δϕ×v (3.14)

由于

δL = ∂L

∂x i
δx i + ∂L

∂v i
δv i = 0 (3.15)
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§3.5 不同参考系中 E , p ,L间的关系 9

故
∂L

∂x i
(δϕ×x i )+ ∂L

∂v i
(δϕ×v i ) = 0 (3.16)

代入 E-L方程

d

dt

(
∂L

∂v i

)
(δϕ×x i )+ ∂L

∂v i

[
d

dt
(δϕ×x i )− d

dt
(δϕ)×x i

]
= 0 (3.17)

显然 d
dt (δϕ) = 0,故

d

dt

(
∂L

∂v i

)
(δϕ×x i )+ ∂L

∂v i

[
d

dt
(δϕ×x i )

]
= 0 (3.18)

即
d

dt
[δϕ · (x i ×p i )] = d

dt
(x i ×p i ) ·δϕ= 0 (3.19)

由于 δϕ是任意的,故
d

dt
(x i ×p i ) = 0 (3.20)

得到

x i ×p i =Const = L (3.21)

称 L为系统的角动量,得到角动量守恒定律.

§3.5 不同参考系中 E , p ,L间的关系

假设参考系 K ′相对于惯性系 K ,以 V 运动,即

v0 = v ′+V (3.22)

则系统的动量为

p i = mi v0i = mi v ′
i +

∑
i

mi V (3.23)

若在 K ′系中系统动量为 0,即 p ′ = 0,只需令

V = mi v0i∑
i mi

(3.24)

称其为质心速度 V c ,显然,它对时间的原函数是

xc = mi x0i∑
i mi

(3.25)

称其为质心坐标 xc .下文称
∑

mi 为 µ.对于能量 E ,有

E0 = 1

2
mi v0i

2 +V

= 1

2
mi v ′

i
2 +mi v ′

i V + 1

2
µV 2 +V (3.26)
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10 第三章 对称性与守恒律

对于 V =V c（即质心系）,有

E0 = E ′+ 1

2
µV c

2 (3.27)

对于角动量 L,有

L0 = x0i ×mi v0i (3.28)

在质心系中,有

L0 = x ′
i ×mi v0i +xc ×mi v0i (3.29)

即

L0 = mi x ′
i ×v ′

i +xc ×µVc (3.30)

由于 µ=∑
i mi , xc = x i mi

µ
, Vc = mi v0 i

µ
,所以

L0 = L′+ (mi x0i )× (m j v0 j )∑
i mi

(3.31)

其中 L0的第一项成为内禀角动量.

下面看转动参考系的情况.假设参考系 K 相对于 K ′以Ω的角速度转动,显

然有

v ′ = v +Ω×x (3.32)

我们直接考虑 Largrange函数的形式,先看 K ′系,

L = 1

2
mv0

2 −V = 1

2
m(v ′+v )2 −V = 1

2
mv ′2 +mv ′ ·V + 1

2
mV 2 −V (3.33)

由于 V 2(t )可看成时间的全导数,故略去,得

L = 1

2
mv ′2 +m

d

dt
(x ′ ·V )−mx · d

dt
(V )−V (3.34)

即

L = 1

2
mv ′2 −mx · V̇ −V (3.35)

由于 d
dt

(
∂L
∂v ′

)= ∂L
∂x ′ ,所以

d

dt
(mv ′) =−mV̇ − ∂V

∂x
(3.36)

其中,称−mV̇ 为平动引起的惯性力.再考虑K 系的情况,将(3.32)式代入(3.35)式,

得

L = 1

2
mv 2 +mv · (Ω×x)+ 1

2
m(Ω×x)2 −mx · V̇ −V (3.37)

d

dt

(
∂L

∂v

)
= m

dv

dt
+mΩ̇×x +mΩ×v (3.38)

∂L

∂x
= m(v ×Ω)+m(Ω×x)×Ω−mV̇ − ∂V

∂x
(3.39)
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§3.6 力学相似性 11

整理得

m
dv

dt
=−∂V

∂x
−mV̇ +2m(v ×Ω)+m(Ω×x)×Ω−mΩ̇×x (3.40)

其中 2m(v ×Ω)称为科里奥利力,m(Ω× x)×Ω称为惯性离心力.再考虑能量的

情况：

E = ∂L

∂v
v −L (3.41)

E = 1

2
mv 2 − 1

2
m(Ω×x)2 +mx ′V̇ +V (3.42)

假设 K ′相对于 K0无平动加速度,则

E = 1

2
mv 2 − 1

2
m(Ω×x)2 +V (3.43)

称 − 1
2 m(Ω×x)2为惯性离心力势能.代入(3.32)式,得

E = E0 −Ω ·L (3.44)

§3.6 力学相似性

考虑变换 x ′ =λ1x, t ′ =λ2t ,假设 V (x1, x2, · · · , xN )是 k次齐次函数,则

V (x ′
1, x ′

2, · · · , x ′
N ) =λk

1V (x1, x2, · · · , xN ) (3.45)

同理,

T (v ′
1, v ′

2, · · · , v ′
N ) =

(
λ1

λ2

)k

T (v1, v2, · · · , vN ) (3.46)

若

λ2 =λ
1− k

2

1 (3.47)

则 Largrange函数只是整体乘一个系数,运动方程不变,一个有价值的应用是

t ′

t
=

(
x ′

x

)1− k
2

(3.48)

k =−1时,得到开普勒第三定律.另一个应用与能量平均值有关,由于

∂L

∂v i
v i = d

dt

(
∂L

∂v i
x i

)
− ∂L

∂x i
x i (3.49)

两边对时间求平均,得

2〈T 〉 = lim
t→+∞

(
∂L

∂v i
x i

)
1

t
+k〈V 〉 (3.50)

由于 lim
t→+∞

(
∂L
∂v i

x i

)
1
t = 0,所以

2〈T 〉 = k〈V 〉 (3.51)

称其为位力定理.
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12 第三章 对称性与守恒律

附：齐次函数的 Euler定理

定义： f (λx1,λx2, . . . ,λxi ) = λk f (x1, x2, . . . , xi ),则 f (x1, x2, . . . , xi )为 k 次齐次

函数.

两边对 λ求偏导,得∑
i

∂ f (λx1,λx2, . . . ,λxi )

∂(λxi )

∂(λxi )

∂λ
= kλk−1 f (x1, x2, . . . , xi ) (3.52)

∑
i

∂ f (λx1,λx2, . . . ,λxi )

∂(λxi )
·λxi = kλk f (x1, x2, . . . , xi ) (3.53)

令 λ= 1,得 ∑
i

∂ f (x1, x2, . . . , xi )

∂xi
·λxi = k f (x1, x2, . . . , xi ) (3.54)
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第四章 正则方程

§4.1 Legendre变换与Hamilton方程

我们已经知道，Largrange力学是使用广义坐标 qi 和广义速度 q̇i 来描述系

统的力学状态的，而接下来要讲述的方法则是使用广义坐标 qi 和广义动量 pi，

即Hamilton力学，为此，我们需要从 Largrange力学出发，使用 Legendre变换

以实现变量代换，考虑一个系统的 Largrange函数的微分，即

dL = ∂L

∂qi
dqi + ∂L

∂q̇i
d q̇i + ∂L

∂t
dt (4.1)

代入 Eluer-Largrange方程，得

dL = d

dt

(
L

∂q̇i

)
dqi + ∂L

∂q̇i
d q̇i + ∂L

∂t
dt (4.2)

定义 pi = ∂L

∂q̇i
为广义动量，则

dL = ṗi dqi +pi d q̇i + ∂L

∂t
dt (4.3)

变换右边第二项，得

dL = ṗi dqi +d
(
pi q̇i

)− q̇i dpi + ∂L

∂t
dt (4.4)

d
(
pi q̇i −L

)= q̇i dpi − ṗi dqi − ∂L

∂t
dt (4.5)

令 pi q̇i −L = H，称其为Hamilton量，则

∂H

∂pi
= q̇i ,

∂H

∂qi
=−ṗi (4.6)

称此式为Hamilton方程，亦称正则方程，称 pi , qi 为一对共轭变量

我们注意到，由 (4.5)式得

dH

dt
= q̇i ṗi − ṗi q̇i − ∂L

∂t
=−∂L

∂t
(4.7)
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14 第四章 正则方程

又由 (4.6)式得
dH

dt
= ∂H

∂pi
ṗi + ∂H

∂qi
q̇i + ∂H

∂t
= ∂H

∂t
(4.8)

所以
dH

dt
= ∂H

∂t
=−∂L

∂t
(4.9)

即若 Largrange函数不显含时间，则Hamilton函数亦不显含时间，且其对时间

得变化率为 0. 考虑 Hamilton函数的物理意义是用 pi , qi 表示的系统的总能量,

我们得到能量守恒定律.

§4.2 Poisson括号

考虑一个变量为 pi , qi , t 的力学量 f 对时间的导数，即

d f

dt
= ∂ f

∂pi
ṗi + ∂ f

∂qi
q̇i + ∂ f

∂t
(4.10)

代入正则方程，得
d f

dt
= ∂H

∂pi

∂ f

∂qi
− ∂H

∂qi

∂ f

∂pi
+ ∂ f

∂t
(4.11)

定义 H , f 的 Poisson括号 {H , f } = ∂H

∂pi

∂ f

∂qi
− ∂H

∂qi

∂ f

∂pi
,则

d f

dt
= {H , f }+ ∂ f

∂t
(4.12)

若力学量 f 对时间的变化率为 0，称其为系统得运动积分（守恒量），若 f 为运

动积分，则

{H , f }+ ∂ f

∂t
= 0 (4.13)

特别地，当 f 不显含时间时，有

{H , f } = 0 (4.14)

对于任意两个函数 f , g 也有 Poisson括号 { f , g } = ∂ f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂ f

∂qi

∂g

∂pi
,Poisson括

号有许多性质，下面直接列举，略去证明

{ f , g } =−{g , f } (4.15)

{ f ,c} = 0 (c为常数) (4.16)

{c1 f1 + c2 f2, g } = c1{ f1, g }+ c2{ f2, g } (4.17)
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§4.2 Poisson括号 15

{ f1 f2, g } = f1{ f2, g }+ f2{ f1, g } (4.18)

∂

∂t
{ f , g } = {

∂ f

∂t
, g }+ { f ,

∂g

∂t
} (4.19)

特别地，对于 g = qk , pk 时，Poisson括号化为偏导数，即

{ f , qk } = ∂ f

∂pk
, { f , pk } =− ∂ f

∂qk
(4.20)

再令 f = pi , qi，得到

{pi , qi } = δi k , {pi , pk } = 0,{qi , qk } = 0 (4.21)

Poisson括号的一个重要性质是所谓 Jacob恒等式，即{
f , {g ,h}

}+{
g , {h, f }

}+{
h, { f , g }

}= 0 (4.22)

我们来简单地证明一下，注意到左边和式一定是由 f , g ,h 的二阶偏导数组成

的，只要证明不存在 f , g ,h中任意一个函数的二阶偏导数，即得证，先考虑 f，

令D1(ϕ) = {g ,ϕ}, D2(ϕ) = {h,ϕ},则含 f 的二阶偏导数的项为

D1

(
D1( f )

)−D2

(
D1( f )

)= (D1D2 −D2D1) f (4.23)

因为D1,D2可以写成

D1 = ξk
∂

∂Xk
, D2 = ηk

∂

∂Xk
(4.24)

其中 ξk ,ηk 为变量 Xk 的任意函数，则

D1D2 −D2D1 =
(
ξk

∂ηl

∂Xk
−ηk

∂ξl

∂Xk

)
∂

∂X l
(4.25)

不存在二阶偏导数项，所以式中不存在 f 的二阶偏导数，同理可证不存在 g ,h

的二阶偏导数，Jacob恒等式得证.

Jacob恒等式的一个重要应用是所谓 Poisson定理，即：任意 2个运动积

分的 Poisson括号一定是运动积分，若 f , g 不显含时间，则证明很易，只需令

(4.22)式中 h = H，即{
f , {g , H }

}+{
g , {H , f }

}+{
H , { f , g }

}= 0 (4.26)

由 (4.14)式，得 {
H , { f , g }

}= 0 (4.27)

即 { f , g }为运动积分，若 f , g 显含时间，则将其对时间求偏导，得

∂

∂t
{ f , g } = {

∂ f

∂t
, g }+ { f ,

∂g

∂t
} (4.28)
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16 第四章 正则方程

代入 (4.13)式，得
∂

∂t
{ f , g } = {

g , {H , f }
}−{

f , {H , g }
}

(4.29)

运用 Jacob恒等式，化简得

{
H , { f , g }

}+ ∂

∂t
{ f , g } = 0 (4.30)

得证.
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第五章 Maupertuis原理

§5.1 从最小作用量原理到正则方程

由定义我们知道 s =
∫ t2

t1

Ldt ,现在，让我们从另一个角度看最小作用量原

理，若用作用量 S表示运动轨道固定，起点 q(t0)固定，但终点 q(t )变化的表

示系统运动的量，对 S变分，得到

∂S = ∂L

∂q̇i
∂qi

∣∣∣t2

t1

+
∫ t2

t1

(
∂L

∂q̇i
− d

dt

∂L

∂q̇i

)
δqdt (5.1)

由于轨道符合 Euler-Largrange方程，故积分项为 0，取 δqi (t1) = 0,δqi (t2) = δqi ,

有

∂S = ∂L

∂q̇i
∂qi = piδqi (5.2)

所以
∂S

∂qi
= pi (5.3)

由定义知
dS

dt
= L,

dS

dt
= ∂S

∂t
+ ∂S

∂qi
q̇i = ∂S

∂t
+pi q̇i (5.4)

所以
∂S

∂t
=−(pi q̇i −L) =−H (5.5)

由 (5.3), (5.5)式得（将 S看作坐标和时间的函数）

dS = pi d q̇i −Hdt (5.6)

S =
∫

(pi d q̇i −Hdt ) (5.7)

对其变分，得

δS =
∫ [

δpi dqi +pi dδqi −
(
∂H

∂pi
δpi + ∂H

∂qi
δqi

)
dt

]
(5.8)

δS =
∫ (

dqi − ∂H

∂pi
dt

)
δpi +piδqi

∣∣∣−∫ (
dpi + ∂H

∂qi
dt

)
δqi (5.9)
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18 第五章 Maupertuis原理

由于 δS = 0,δqi = 0,所以

dqi = ∂H

∂pi
dt , dpi =−∂H

∂qi
dt (5.10)

即正则方程

§5.2 Maupertuis原理

对于一个保守体系，H = E =Const ,由 (5.7)式得

S =
∫

pi dqi −E(t − t0) (5.11)

称
∫

pi dqi 为简约作用量，记为 S0，对 S变分，得

δS = δS0 −Eδt (5.12)

由 (5.5)式可得

δS =−Hδt −Eδt (5.13)

故对于保守体系，我们得到

δS0 = δ

∫
pi dqi = 0 (5.14)

在此基础上，由 E

(
q,

dq

dt

)
= E反解出 dt并代入定义式 pi =

∂L(q, dq
dt )

∂q̇i
,结合 (5.14)

式可得到系统的轨道方程，称此原理为Maupertais原理。当 Largrange函数形

式可写成 (2.14)式时，可得

pi = ai j (q)q̇i (5.15)

E = 1

2
ai j (q)q̇i q̇ j +V (q) (5.16)

由 (5.16)式解出

dt =
√

ai j (q)dqi dq j

2(E −V )
(5.17)

代入 (5.15), (5.14)式可得

δS0 =
∫ √

2ai j (q)dqi dq j (E −V ) = 0 (5.18)

由此可确定运动轨道方程，对 (5.16)式积分，得∫ √
ai j (q)dqi dq j

2(E −V )
= t − t0 (5.19)

(5.19)(5.18)式共同确定系统的运动状态
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第六章 Hamilton-Jacob方程

§6.1 正则变换

考虑一组从旧得坐标、动量向新的坐标、动量的变换

P = P (p, q, t ), Q =Q(p, q, t ), H = H(P,Q, t ) (6.1)

若其满足正则方程

ṗi =− ∂H

∂Qi
, Q̇i = ∂H

∂Pi
(6.2)

则称该变换为正则变换，由于其满足Hamilton方程，其必满足

δ

∫
(pi dqi −hdt ) = δ

∫
(Pi dQi −Hdt ) = 0 (6.3)

由此得到

pi dqi −hdt −Pi dQi −Hdt +dF (6.4)

其中函数 F 在两积分极限时之差为对变分不起作用的常数，整理得

dF = ṗi dqi −Pi dQi + (H −h)dt (6.5)

所以
∂F

∂qi
= pi ,

∂F

∂Qi
=−Pi ,

∂F

∂t
= H −h (6.6)

我们还可以对 (6.5)式进行 Legendre变换，以得到不同变量表示得像 F 一样得

函数（称其为母函数），如：

dΦ= d(F +Pi Qi ) = pi dqi +Qi dPi + (H −h)dt (6.7)

得到
∂Φ

∂qi
= pi ,

∂Φ

∂Pi
=Qi ,

∂Φ

∂t
= H −h (6.8)

正则变换得一个重要性质是 Poisson括号不变，即

{ f , g }P,Q = { f , g }p,q (6.9)
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20 第六章 Hamilton-Jacob方程

证明如下:

{ f , g }P,Q = ∂ f

∂Pi

∂g

∂Qi
− ∂ f

∂Qi

∂g

∂Pi

=
(
∂ f

∂pi

∂pi

∂Pi
+ ∂ f

∂qi

∂qi

∂Pi

)(
∂g

∂p j

∂p j

∂Qi
+ ∂g

∂q j

∂q j

∂Qi

)
−

(
∂ f

∂pi

∂pi

∂Qi
+ ∂ f

∂qi

∂qi

∂Qi

)(
∂g

∂p j

∂p j

∂Pi
+ ∂g

∂q j

∂q j

∂Pi

)
= ∂ f

∂pi

∂g

∂p j
{pi , p j }P,Q + ∂ f

∂qi

∂g

∂p j
{qi , p j }P,Q

+ ∂ f

∂qi

∂g

∂q j
{qi , q j }P,Q + ∂ f

∂pi

∂g

∂q j
{pi , p j }P,Q

=
(
∂ f

∂pi

∂g

∂qi
− ∂ f

∂qi

∂g

∂pi

)
δi j

= { f , g }p,q (6.10)

§6.2 Hamilton-Jacob方程

由 (5.5)式可得
∂

∂t
S +H

(
q,

∂S

∂q
, t

)
= 0 (6.11)

称其为 Hamilton-Jacob方程，对于自由度为 s 的系统，我们不加证明地指出，

解的形式为

S = f (q1, · · · , qs ;α1, · · · ,αs ; t )+ A (6.12)

其中 α1, · · · ,αs 与 A为任意常数，以 f 为母函数进行正则变换，以 αi 为新动量，

βi 为新坐标，由 (6.8)式得

pi = ∂ f

∂qi
, βi = ∂ f

∂αi
,

∂ f

∂t
+h = H (6.13)

由于 f 满足Hamilton-Jacob方程，故

H = ∂ f

∂t
+h = ∂S

∂t
+h = 0 (6.14)

由正则方程，

α̇i = 0, β̇i = 0 (6.15)

即，αi ,βi 为常数，同时利用 s个方程

∂ f

∂αi
=βi (6.16)
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可将坐标 q用 2s个常数和时间 t 表示出来，运动方程得解.由此总结求解力学

问题的方法：

(1) 列出Hamilton-Jacob方程

(2) 求出函数 S包含常数 α1, · · · ,αs , A.

(3) 将 S对 αi 求偏导得到 βi

(4) 由 (6.16)式反解出 q作为 2s个常数和 t 的函数

(5) pi = ∂S

∂qi
得到 p关于时间的函数.

§6.3 分离变量

有时为了得到 S，可利用分离变量的方法.假设某一坐标 q，与
∂S

∂q
，在

Hamilton-Jacob方程中仅以组合 φ(q1,
∂S

∂q1
)形式出现，即方程可写为

Φ

{
qi , t ,

∂S

∂qi
,
∂S

∂t
,φ

(
q1,

∂S

∂q1

)}
= 0 (6.17)

则 S可写为

S = S ′(qi , t )+S1(q1) (6.18)

代入 (6.17)式，得

Φ

{
qi , t ,

∂S ′

∂qi
,
∂S ′

∂t
,φ

(
q1,

∂S1

∂q1

)}
= 0 (6.19)

假设 (6.18)式已得，则 q1变化不应影响 (6.19)式成立，故

φ

(
q1,

∂S1

∂q1

)
=α1 (6.20)

Φ

{
qi , t ,

∂S ′

∂qi
,
∂S ′

∂t
,α1

}
= 0 (6.21)

由 (6.20)式可求出 S1(q1),依次类推将 S完全求解。
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