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Resumo

Neste trabalho, fazemos um passeio por alguns conceitos da drea de sistemas dinamicos a
partir de espacos unidimensionais, em especial o circulo. A principal nogao desenvolvida é
a de estabilidade, mas outras também sao abordadas, como hiperbolicidade, transitividade
topoldgica e minimalidade. O texto possui um carater de iniciacao ao campo de estudos
dos sistemas dinamicos discretos. Comeca por desenvolver os conceitos mais simples de
dinamica discreta, como os de orbita periddica e convergéncia passada e futura. Uma
nova maneira de ver o circulo ¢é apresentada, fazendo a identificagdo com o intervalo [0, 1].
Provamos alguns resultados bem conhecidos, como o de que em rotagoes racionais todos
os pontos sao peridédicos, ja rotacoes irracionais sao minimais. Abordamos o conceito de
diferenciabilidade de fungoes do circulo a partir do que chamamos de levantamentos, em
seguida definimos niimero de rotacao. Depois de feita a iniciacao ao assunto, comegamos
a trabalhar com o conceito de ponto hiperbdlico. Mostramos as propriedades de atracao
e repulsao que possuem os pontos hiperbédlicos tanto fixos quando periddicos. Em seguida
definimos o que sao difeomorfismos Morse-Smale, que possuem um papel central neste
trabalho. Exemplos de difeomorfismos Morse-Smale sao expostos com detalhes. Por
ultimo, estabelecemos a nogao de estabilidade estrutural e mostramos que difeomorfismos

Morse-Smale sao estruturalmente estaveis.

Palavras-chave: ponto hiperbdlico, difeomorfismo Morse-Smale, estabilidade es-

trutural.
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1 Introducao

Este trabalho aborda questoes referentes a uma area relativamente recente da matematica
chamada Sistemas Dinamicos. Um sistema dinamico pode ser pensado como algo que
evolui ao longo do tempo de acordo com uma regra matematica. Essa regra pode assumir

variadas formas, como uma equacao diferencial, uma aplicagao, ou um algoritmo.

Esse modo de conceituar um sistema dinamico acentua o potencial dessa teoria
para aplicagoes ao mundo real. De fato, na natureza, na ciéncia e tecnologia podemos
listar inimeros fenomenos que fazem propriedades de um dado sistema variar com o
tempo. Por exemplo, o crescimento de uma populacao de bactérias, o movimento de um
astro no espaco sideral, o fluxo de dgua em um duto, a passagem de corrente elétrica em

um circuito, o rendimento de uma aplicacao financeira, dentre muitos outros.

Para esses fenomenos é possivel criar modelos matematicos que os descrevem
com maior ou menor grau de fidelidade. Um exemplo muito conhecido é o modelo de
crescimento populacional de Malthus. Esse modelo pressupoe que a taxa segundo a qual
a populacao de uma determinada espécie de seres vivos cresce é proporcional ao ntimero
de individuos daquela populagao existentes no momento. Assim, se P(t) representa a

populagao no instante de tempo ¢, o modelo de Malthus pode ser escrito

dP

— = kP
dt ’

com k > 0 uma constante de proporcionalidade.

A solugao dessa equacgao diferencial é dada por P(t) = Pye!, onde Py é a
populagao inicial. Note que P(t) — +o00 quando ¢t — +00, 0 que interpretamos como um

super crescimento da populacao.

Na maioria das vezes esse modelo nao descreve o fendomeno da variacao popula-
cional com muita fidelidade, pois nao leva em conta muitos fatores que podem influenciar o
crescimento ou decrescimento da populacao, tais como ntimero de predadores, severidade
do clima, disponibilidade de alimentos e muitos outros. Contudo, ele pode ser utilizado no
estudo de populacoes menos complexas em um pequeno intervalo de tempo, por exemplo,

uma populacao de bactérias cultivada em laboratorio.
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Porém, os estudiosos da biologia das populacoes estao muitas vezes interessados
justamente no comportamento em longo prazo de uma determinada populacao inicial F.
Esse é um problema tipico dos sistemas dinamicos. Eles gostariam de saber, por exemplo,
se a populagdo P(t) ird variar de forma peridédica ou aleatéria, ou ainda tender a zero,
levando-a a extingao. Buscam entao estabelecer outros modelos matematicos visando um
melhor reflexo da realidade. Tais modelos consideram restricoes e parametros obtidos
experimentalmente ou por meio de observacoes, o que pode gerar equagoes diferenciais

mais elaboradas. Mas nao somente equagoes diferenciais.

Até agora consideramos o tempo como uma grandeza que varia continuamente.
No entanto, em muitos modelos admite-se que a populacao varia com a passagem discreta
do tempo. Em estudos, as vezes os dados sao coletados uma vez ao ano, ou uma vez a
cada geragao, por exemplo. Nesses casos, o modelo de crescimento nao serda dado por uma

equacao diferencial.

Podemos obter um modelo discreto de crescimento populacional considerando
que o numero de individuos da populacao de cada geragao é diretamente proporcional ao
da geracao anterior. Assim, seja P, a populacao apés n geracoes. De acordo com esse
novo modelo temos

Pn+1 = kP?%
com k > 0 uma constante.

Sendo P a populacao inicial, podemos mostrar por inducao que P, = k" P,
para todo n € N. Assim, se k > 1, entao P, — +0o quando n — 400, 0 que significa
um super crescimento da populacao. Ja se 0 < k < 1, temos que P, — 0, ou seja, a

populagao entraria em extingao.

Esse é novamente um modelo bastante simplificado. Contudo, ilustra como os
chamados sistemas dinamicos discretos podem ser aplicados na resolucao de problemas do

mundo real. E sobre esse ramo de estudo dos sistemas dinamicos que trata esse trabalho.

Na verdade, sistemas dinamicos, em particular os do caso discreto, possuem
vasta aplicacao também dentro da prépria matematica. Por exemplo, na resolucao de
equacoes muitas vezes € dificil, ou mesmo impossivel, usar métodos analiticos, como no
caso da equagao 3z2—x cos(hx) = 6. No entanto é possivel encontrar solugoes aproximadas
usando métodos numéricos, como os chamados método de iteracao e método de Newton.

Tais métodos consistem em encontrar um sistema iterado de funcoes com sequéncias
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convergentes que se aproximam da solucao da equagao. Isso constitui essencialmente um

estudo de um determinado sistema dinamico discreto.

As possibilidades de aplicaces evidenciam a importancia de estudar os sis-
temas dinamicos discretos. Como se isso nao bastasse, seu estudo também favorece o
entendimento do caso continuo. Sendo assim, este trabalho visa introduzir esse grande
tema da matemadtica. Faremos isso a partir de um dos contextos mais simples, o de

dinamica diferenciavel em espacos unidimensionais, com énfase no circulo unitario.

No capitulo 2, trataremos dos nossos principais objetos de estudo: sistemas
dinamicos genéricos dados por uma aplicacao de um espago nele mesmo, e o circulo. No
capitulo 3, comegaremos a examinar o que ocorre quando o sistema dinamico tem dominio
no circulo, em especial quando ele é um homeomorfismo. No capitulo 4, trataremos dos
fenomenos da atracao e repulsao por pontos hiperbdlicos. Introduziremos os difeomor-
fismos Morse-Smale. No capitulo 5, apresentaremos uma forma de comparar a dinamica
de duas aplicagoes, o que nos permitird definir uma nogao de estabilidade. Por tltimo
provaremos um resultado muito interessante envolvendo estabilidade e difeomorfismos

Morse-Smale.



2 Conceitos Iniciais

Neste capitulo, apresentaremos as nogoes iniciais a respeito de sistemas dinamicos discre-

tos, além de introduzir o espaco ambiente em que focaremos nosso estudo: o circulo.

2.1 Sistemas dinamicos discretos

Na introducao apresentamos um modelo discreto de crescimento populacional no qual a
populacao de cada geracao é diretamente proporcional a da geragao anterior. Ou seja,
se P, é a populacao apés n geragoes e k£ > 0 a constante de proporcionalidade, entao

P,.1 =kP,,Vn € N. Assim, dada uma populagao inicial F,, temos:

P = kPR,
P2: kpl :kQPO
P3: kpz :k?’PO

P, =k'F,

Note que o tamanho da populacdo depende tanto de n (geragdes/tempo)
quanto da populacao inicial F,. Dessa forma, podemos definir uma funcao f que a cada
valor possivel para a populacao inicial F, associa o tamanho da populacao apds uma
geragao. Vamos denotar por x a variavel que representa os possiveis valores de Fy. A lei

dessa funcao sera:

f(z) = kz.

A funcao definida acima aparentemente s nos fornece o valor da populacao
apdés uma geracao. E estamos interessados na evolugao desse valor ao longo do tempo.
Note, contudo, que os valores futuros podem ser obtidos a partir de iteracoes da funcao

f, isto é, a partir de sucessivas composi¢oes da funcao. Veja:
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fr(@) = fofriz) =k"
Assim, f"(z) representa o tamanho da populacao inicial x apés n geragoes.

O que fizemos na introdugao quando calculamos le f"(Py) foi analisar, para

n [e.e]
um valor especifico de x, o comportamento dos iterados da funcao f quando n é grande.
E isso que se faz ao estudar um sistema dinamico discreto dado por uma aplicacao f,
exceto que nao estamos interessados apenas em um valor especifico que a variavel pode

assumir, mas sim em todos os valores do dominio de f.

De modo geral, um sistema dinamico discreto é composto por um conjunto X e
uma aplicacao f : X — X, que é dita a lei de evolugao do sistema. Nos casos de interesse
o conjunto X possui alguma estrutura adicional e a funcao f “respeita” tal estrutura.
Por exemplo X é um espaco topoldgico e f uma funcao continua, ou X é uma variedade

diferenciavel e f uma aplicacao diferenciavel.

Dado =z € X, consideramos a sequéncia (z, f(x), f(f(2)), f(f(f(z))),...) =
( f”(x))neN. Nosso objetivo é tentar entender o comportamento desse tipo de sequéncias
quando n cresce tendendo ao infinito. Nos casos em que elas nao convergem, gostariamos
de entender diversas outras propriedades dinamico-topolégicas que serao abordadas no

decorrer deste texto.

A partir de agora suporemos sempre que X é um espaco métrico. Vamos as

defini¢oes formais:

Definigao (Orbitas). Seja f: X — X. Dado 2 € X, a érbita futura de 2 é o conjunto
Ot (z) = {f™(x);n € N}. Se f for invertivel, chamaremos de érbita passada ao conjunto
O~ (z) = {f"(z);n € N} e simplesmente de dérbita de x ao conjunto O(z) = {f"(z);n €
Z}.

Observagoes:

e Denotamos f"(z) = ftofto---ofHa). E f°=1id, a funcdo identidade.

o As drbitas futuras ou passadas de x serao tratadas as vezes como conjuntos, as vezes

como sequéncias. O contexto deizard claro o caso considerado.
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Dois conceitos muito importantes no estudo da dindmica sao os de ponto fixo

e ponto periddico.

Definicao (Ponto fixo e ponto periédico). Seja f: X — X. Dizemos que um ponto
x € X é um ponto fixo de f se f(z) = x. Dizemos que x é ponto peridédico de f se existe
n € N tal que f*(z) = x, ou seja, x é ponto fixo de f". O menor nimero natural n

satisfazendo essa condicao é dito periodo de x

NOTAGAO. Denotamos por Fiz(f) o conjunto de pontos fixos da fungao f,

e por Per(f) o conjunto dos pontos periddicos de f.

Quando um ponto é periddico de periodo n, sua orbita futura é uma sequéncia

onde os termos se repetem a cada n posicoes. Considerada como conjunto, a orbita é
finita: O*(z) = {x, f(2), f2(a), ... "~ (@)}.

Definigao. Seja (X, d) um espago métrico. Dada uma aplicacao f : X — X, dizemos
que um ponto x € X converge no futuro para a € X com respeito a f se lim f"(z) = a.
n—oo

A convergéncia é dita exponencial se existe 0 < A < 1 tal que

d(f"(z),a) < X-d(f"(x),a) Vn € N.

Podemos verificar rapidamente por inducao que se convergeéncia é exponencial,

em particular vale d(f™(z),a) < A" -d(x,a), Yn € N.

Se f for uma bijecao, dizemos também que um ponto z converge no passado

f lacao & —1 A ~ « f ” «
para a se x converge para a no futuro em relagao a f~ . As expressoes “no futuro” e “no
passado” reforcam a ideia de que as iteragoes podem ser vistas como a passagem discreta

do tempo.

Proposicao 2.1. Seja f: X — X continua. Se (f”(x))n converge para p € X, entao

eN

p € um ponto fixo de f.

Demonstragdo. Temos que p = lim f"(x) = lim (f o f" ')(x) = f( lim f" !(2)).
n—>00 n—>00 n—m;00
Aqui, a dltima igualdade segue da hipdtese de f ser continua. Além disso, sabemos que
f"Y(z) converge para o mesmo valor que f™(x). Logo, f( lim f" !(x)) = f(p). Portanto
n—-oo

p = f(p), isto é, p é ponto fixo. -

Vamos analisar um exemplo simples de sistema dinamico, no qual aparecem

0s conceitos tratados até o momento.
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Exemplo 1. Seja X = R, e f : R, — R, definida por f(z) = v/x. Seja 29 = 0,5 e

r1 = 1,5. Os primeiros iterados desses pontos sao:

10 =0,5 f(zo) =0,71 f?(x9) ~0,84 f3(x0) ~=0,92 f4(x)~0,9...
v =1,5 f(z1)~1,22 f*(x)) ~1,11 f3(x21) ~1,05 f4(1)~1,03...

Note que ambos os pontos parecem estar convergindo no futuro para o valor
1. De fato, verificamos facilmente por inducio que f"(x) = 2'/?", para todo n € N. Logo

lim f"(x) =1, para todo x # 0.

n—-—ao0

Note também que o ponto 0 é um ponto fixo para f, logo converge no futuro
para ele mesmo. Assim como o ponto 1. Dessa forma, ja sabemos o comportamento de
todos os pontos do dominio sob iteracoes da funcao f. Podemos dizer que a dinamica

desse sistema esta compreendida. O

O exemplo acima é um dos mais simples possiveis. Na maioria das vezes nao
teremos todos os pontos do dominio convergindo no futuro, ou ainda nao poderemos

compreender a dinamica de todos os pontos.

Nos casos em que a convergéncia nao ocorre, ¢ muito util o estudo dos conjuntos

w-limite e a-limite, que sao definidos a seguir.

Definicao (w-limite e a-limite). Seja f: X — X. O w-limite de um ponto z € X é o

conjunto

w(z) = {y € X;y ¢ limite de uma subsequéncia da sequéncia (f”(x))neN}

Ou seja, o w-limite de um ponto x é o conjunto dos valores de aderéncia de O™ (x), Se f

for invertivel, definimos o a-limite de x como o conjunto

a(z) = {y € X;y é limite de uma subsequéncia da sequéncia (f’"(:c))neN}.

Em alguns casos o w-limite de um ponto pode ser um conjunto bastante sim-
ples. Por exemplo, se x converge no futuro para um ponto p , entdo w(z) = {p}, pois toda
subsequéncia de uma sequéncia convergente converge para o mesmo limite da sequéncia
original. Em particular, se x é ponto fixo, entdao w(x) = {x}. J4 no caso em que x é um
ponto periédico de periodo n, temos w(z) = O*(z) = {x, f(x), f*(x),..., f"1(z)}. De
fato, os tinicos limites de subsequéncias sao os termos f(z), com 7 € N, que sao os limites

das subsequéncias constantes (f""(z)).
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Conjuntos w-limites podem ser contudo bem mais elaborados. No préximo
capitulo veremos um exemplo com w-limites coincidindo com o espaco X. Esse fenomeno

esta relacionado a transitividade topologica.

Definigao (Transitividade topolégica e minimalidade). Seja (X, d) um espago métrico.
Dizemos que uma aplicagao f : X — X é topologicamente transitiva se existe x € X com
orbita futura densa em X. Dizemos que f é minimal se todo x € X tem Orbita futura

densa.

Quando X nao tem pontos isolados, é possivel provar que w(x) = X equivale

a f ser topologicamente transitiva [1].

2.2 O circulo

Nosso objetivo é introduzir o estudo de sistemas dinamicos discretos definidos em varie-
dades diferenciaveis unidimensionais. Com isso em mente, consideraremos neste trabalho
sistemas dinamicos f : X — X em que, na maioria das vezes, o espago X representara o

circulo, isto é, o conjunto S' = {(z,y) € R?; 2% + ¢* = 1}.

Entre as variedades de dimensao 1, demos preferéncia ao circulo, pois nele os
temas a serem tratados ganham maior abrangéncia. Por exemplo, homeomorfismos' da
reta (ou de intervalos da reta) sé podem ter pontos periédicos de periodo dois no méximo.
Essa “patologia” nao ocorre no circulo, que pode ter pontos de qualquer periodo. Isso
nao significa, contudo, que excluiremos a reta de nossos estudos. Inclusive porque muito

do nosso estudo de dinamica no circulo pode ser feito em analogia com a reta.

Proposicao 2.2. Seja I um intervalo da reta nao degenerado (podendo inclusive ser
I =R). Seja f: I — I um homeomorfismo. Entdo nao existe x € Per(f) com periodo

mator que dois.

Demonstracao. Note que f €, necessariamente, monodtona. De fato, suponha que nao o

seja, entao existem x < y < z em [ tais que:

fl@) < fy), mas f(y) > f(z);  ou  f(z)> f(y), mas f(y) < f(2).

'Um homeomorfismo é uma funcdo continua, invertivel e com inversa continua.
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Sem perda de generalidade, considere o primeiro caso. Tome a € (f(x), f(y))N(f(2), f(y)).
Pelo teorema do valor intermedidrio, existe s € (z,y) tal que f(s) = a, e existe t € (y, 2)
tal que f(t) = k. Como supomos z < y < z, entdo os intervalos (z,y) e (y, z) sao dis-
juntos, logo s # t. Mas k = f(s) = f(t), o que contradiz a injetividade de f, que por

hipétese é um homeomorfismo.

Assim, temos duas possibilidade para f: ou é estritamente crescente, ou é
estritamente decrescente. Na primeira hipotese, f nao pode ter pontos periddicos com

periodo maior que um. De fato, seja x € I. temos trés casos:

1. f(x) = z. Neste caso, x tem periodo 1 (ponto fixo).

2. f(z) > x. Neste caso, podemos concluir por indugao que f"(x) > z, para todo n €
N*. Logo, z ndo pode ser ponto periédico, do contrério deveriamos ter f"(x) = z,

para algum n € N*.

3. f(x) < x. Neste caso, podemos concluir por indugdo que f"(x) < x, para todo

n € N*. E de forma andloga ao caso anterior x nao pode ser ponto periddico.

Na hipétese de f ser estritamente decrescente, temos que f? serd estritamente crescente.
De fato, sejam z,y € I tais que = < y. Segue que f(x) > f(y). Aplicando f novamente
temos f2(x) < f%(y). Assim, como f? é estritamente crescente, pelo que mostramos
acima, f2 s6 pode ter pontos periédicos de perfodo 1, ou seja pontos x € I tais que

f?(x) = x (pontos fixos em relagio a f?). Quando isso ocorre, z tem perfodo 2 em relagio

a f. Em todos os casos nao existe ponto periédico de periodo maior que 2. [
1

3 4
8

1

5 0=1
5 7
8 3 8

Figura 2.1: Circulo parametrizado

A principio o circulo S* costuma ser definido como um conjunto de pares

ordenados de niimeros reais, como fizemos acima. Porém, existem outras formas de ver o
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circulo que podem ser mais apropriadas ao nosso estudo. Podemos, por exemplo, tomar
a parametrizacao? vy : [0,1] — S! tal que v(t) = (cos(27t),sin(27t)), ou, se fizermos a

(27)  Dessa forma, representamos cada ponto do

identificagao R?* ~ C, temos v(t) = ¢’
circulo por seu parametro correspondente em [0, 1]. Veja a figura 2.1. Note que aqui 0 e

1 representam o mesmo ponto.

Uma das vantagens de representar o circulo pelo intervalo [0,1] é que po-
deremos representar graficamente funcgoes definidas no circulo em um sistema de eixos
coordenados. Porém, seus graficos estarao contidos em um quadrado de lado 1, onde o
valor 0 serd identificado com o valor 1 em cada coordenada. Uma funcao f : S' — S?

esta representada na figura 2.2.

Figura 2.2: Representacao grafica de uma funciao de S* em S*

Para estudar fungoes do circulo é ttil que possamos expressar suas leis por
meio de operagoes algébricas. Podemos, por exemplo, somar pontos do circulo e também

multiplicar pontos do circulo por um escalar inteiro. Isso é feito da seguinte forma.

Definigao. Sejam x,y € [0, 1]. Definimos a soma x @ y por (z +y) mod 1, em que “+”
é a soma usual de niimeros reais e a expressao mod 1 indica que estamos tomando o
nimero real r + y menos a sua parte inteira3, isto é, r Gy = +y — |z +y].

Seja m € Z. Definimos o produto por escalar maz por (m - xz) mod 1, em que

W

¢é o produto usual de ntimeros reais.

A interpretagao geométrica de “tomarmos o médulo 17 ao final das operagoes

é a seguinte. Considere uma circunferéncia de comprimento 1, isto é, com raio r = %

Sejam x,y € [0,1]. Podemos pensar a soma x + y como o processo de, a partir do

ponto inicial v(0), percorrer uma distancia = e em seguida uma distancia y ao longo da

circunferéncia. Quando ocorre x+y > 1, significa que ao final do processo demos mais que

20 termo est4 sendo usado num sentido abrangente: uma fungao continua cuja imagem é S*.

3Se o € R, entdo a parte inteira de «, denotada |«a, é max{k € Z;k < a}.
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uma volta completa na circunferéncia, entdo tomamos o resultado médulo 1 (subtraimos
a parte inteira) para que obtenhamos o parametro do ponto em que paramos o percurso

de acordo com a parametrizacao .

Observagoes:

o £ possivel verificar que ([0, 1], ®) € um grupo comutativo e que a operagao de pro-
duto por escalar tem as propriedades associativa, distributiva (em relagao a “®”) e

existéncia de elemento identidade “17.

o A partir daqui vamos simplificar a notacao substituindo o simbolo “®”, pelo simbolo
“47 e as vezes omitiremos ou explicitaremos a expressao “mod 17, dependendo da

énfase necessdria ao contexto.

Como iremos trabalhar com o circulo S' C R? por meio de sua representacao
como o intervalo [0, 1], entdo é importante dar ao intervalo certa estrutura, que também
esta presente no circulo, a de espaco métrico. Para isso precisamos de uma noc¢ao de
distancia entre os pontos de [0, 1]. A nogao usual, induzida da reta, ndo é adequada neste
contexto. Nela, por exemplo, os pontos 0 e 1 sdo distintos e tém distancia |0 — 1| = 1.
Mas no circulo esses ntimeros representam o mesmo ponto, logo a distancia entre eles deve

ser zero. Definimos a seguinte nogao de distancia no intervalo [0, 1].

Definigao. Sejam, x,y € [0, 1]. Definimos a distancia d : [0, 1] x [0, 1] — R, por

Geometricamente, considerando uma circunferéncia de comprimento 1 (ou seja,

de raio r = QL), a distancia d(z,y) representa o comprimento do menor arco que liga os
™

pontos y(z) e (y)-

Proposigao 2.3. A distancia no intervalo [0, 1] dada por d(z,y) = min{|z—y|, 1—|z—y|}

¢ de fato uma métrica.

Demonstragao. Primeiro, temos que para todo x,y € [0, 1] vale d(x,y) > 0, pois estamos
tomando o minimo entre dois valores nao negativos. Além disso, d(x,y) = 0 se e somente
se |t —y| =0ou|x—y|=1. O que ocorre se e somente se x = y (lembrando que neste

contexto 0 = 1).

Também temos que d(z,y) = d(y, z), uma vez que |z —y| = |y — z|.
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Vamos mostrar a desigualdade triangular. Sejam z,y, z € [0, 1]. Sem perda de

generalidade, suponha x < y. Vamos considerar a seguinte divisao de casos e subcasos:

e Caso 1: z < % < y e, sem perda de generalidade, suponha z < %

Subcaso 1.1 d(x,y) =y — x
Subsubcaso 1.1.1: z < z
(a) d(y,Z) =Yy—=

(b) d(y,2) =1~ (y —2)
Subcaso 1.2: d(z,y) =1— (y — x)

Subsubcaso 1.1.2: z > z

(a) d<y7z) =Yy —z
(b) d(y,2)=1—(y —2)

Subsubcaso 1.2.1: z < z

Subsubcaso 1.2.2: = > z

e Caso 2: z,y <1 (0casoz,y>1¢andlogo a este).
Subcaso 2.1: z € [0, 1]
Subcaso 2.2: z € [1,1]

Subsubcaso 2.2.1: d(x,z) =z —

Subsubcaso 2.2.2: d(z,z) =1— (2 — x)

(b) d(y,z) =1—(z—y)
1 1
Figura 2.3: Subsubcaso 1.1.1 Figura 2.4: Subsubcaso 1.2.2

Para auxiliar varios dos casos da prova vamos enunciar o seguinte Fato: dados

a,b € 10,1], vale |a — b| < 1/2 se e somente se d(a,b) = |a —b|.

Andlise dos casos:

e Caso 1 Hipdtese: x < = <ye 2z < =. Neste caso, vale d(z, z) < % Pelo Fato, segue

N
N

que d(z,z) = |z — z|.

Subcaso 1.1 Hipétese: d(z,y) =y — .
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Subsubcaso 1.1.1 Hipdtese: = < z. Como em todo o caso 1 vale
d(x,z) = |z — z|, entdo segue que d(z,z) = z — x. Além disso, como = < z < y,
entao y —z <y—x Mas y —x = d(x,y) < 5. Logo, y — z < 5. Pelo Fato segue que
d(y,z) = y—z. Assim, temos: d(z,y) =y—x = (z—2)+{y—z) = (z—z)+(y—2) =

d(z,2) + d(z,y). Portanto, d(x,y) = d(z, z) + d(z,y).
Subsubcaso 1.1.2 Hipdétese: x > z. Segue que d(z,z2) =z — 2.

Suponha que vale (a): d(y, z) = y—z. Temos que a desigualdade triangular d(x,y) <
d(y, z) + d(z,z) serd valida se e somente se (y —x) < (y — z) + (x — z). Temos as
equivaléncias: (y—z) < (y—2)+(r—2)©y—r<y+r—-2z& —1x<zr—-2z&

—2r < =2z & z < x. Esta ultima é verdadeira pela hipotese deste subsubcaso.

Suponha que vale (b): d(y,z) =1 — (y — z). Temos que a desigualdade triangular
sera véalida se e somente se o for alguma das afirmagoes na sequéncia: (y — x) <

1—(y—2)+(x—2) == y—2r < l-y+ztr—2=1-y+r < 2@—y) <l r—y <

N [—=

Esta tultima é verdadeira pela hipétese do subcaso correspondente e pelo Fato.
Subcaso 1.2 Hipétese: d(z,y) =1 — (y — x).
Subsubcaso 1.2.1: Hipétese: z < z. Segue que d(x,z) = z — .

Suponha que vale (a): d(y, z) = y—z. Temos d(z,2)+d(y,z) = (z —x)+ (y —2) =
y — x. D4 hipdtese do subcaso correspondente temos que min{y —z,1 — (y —x)} =
1—(y—=x). Logo 1 — (y —x) < (y — x). Ou seja, d(x,y) < d(z,z) + d(z,vy).
Suponha que vale (b): d(y,2) = 1—(y—z2). Temos d(z,2)+d(y,2) = (z—z)+ (1 —
y+2) =1—x—y+22. Assim, a desigualdade triangular seré vélida se e somente se
o for alguma das afirmagoes na sequéncia: d(z,y) < l—-z—y+2z 1—(y—2a) <

l—rx—y+22& 2 < —r+ 224 x <z Esta dltima é verdadeira pela hipétese do

subsubcaso.

Subsubcaso 1.2.2 Hipdtese: = > z. Da hipdtese do subcaso e do Fato
segue que y —x > % Comoz<z <y valey—z>y—x> % Logo, novamente pelo
Fato, d(y,z) = 1—(y—=z). Assim, a desigualdade triangular d(z,y) < d(z, 2)+d(z, y)

equivalea l — (y —z) < (z — 2) + (1 — (y — 2)) & x < z, 0 que é uma tautologia.

e Caso 2 Hipétese: z,y < % Neste caso, y —x < % Pelo Fato, segue que d(z,y) =
ly — |

Subcaso 2.1 Hipdtese: z € [0, 1]. Neste caso, segue do Fato que d(z, z) = |z —2|
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e d(z,y) = |z — y|. A desigualdade triangular do médulo | - | de nimeros reais nos
diz que dados a,b € R vale |a+ b| < |a|] + [b]. Fazendo a =z — 2z ¢ b= z — y temos

que |‘T - y| < |‘T - Z| + |Z - y|7 ou Se.ja7 d([L‘,y) < d(l‘, Z) +d(2’,y)
Subcaso 2.2 Hipdtese: z € [%, 1]. Neste subcaso temos que =z < y < z.

Subsubcaso 2.2.1 Hipdtese d(x,2) = z — z. De x < y < z, segue que

z—y < z—x. Além disso, da hipdtese deste subsubcaso e do fato, segue que

1

5, € novamente pelo fato d(z,y) = z — y. Dessa forma,

z—x < % Logo z —y <
temos as equivaléncias d(z,y) < d(x,z)+d(z,y) @ y—x < (z—x)+(2—y) & 2y <

2z < y < z. Esta ultima é verdadeira pela hipétese do subcaso correspondente.
Subsubcaso 2.2.2 Hipétese: d(z,z) =1 — (z — z).

Suponha que vale (a): d(y,z) = z —y. Temos as equivaléncias d(z,y) < d(z, z) +
diz,y) o y—-xz<1l-(z—2)+(z—y) ©y—x < i, oqueé verdadeiro pela

hipotese do caso correspondente.

Suponha que vale (b): d(y,z) = 1 — (2 — y). Temos as equivaléncias d(z,y) <
dlz,z) +d(z,y) cy—r<1l—-(z—2)+1—-(2—y)e 2x <22 >-1,0que

é uma tautologia.

Em todos os casos vale a desigualdade triangular.

Uma vez que provamos que d é uma métrica, podemos falar de conjuntos
abertos e fechados de [0,1] em relacdo a d. Assim como de sequéncias convergentes,

continuidade e todas as nogoes usuais de topologia.

Mais do que isso, quando munido da métrica d o intervalo [0,1] possui as
mesmas propriedades topolégicas que o circulo S!, como compacidade e conexidade. De
fato, existe um homeomorfismo entre os dois espagos, como pode ser verificado em Smania
[2]. Assim, do ponto de vista da topologia, o circulo e o intervalo [0, 1] com os extremos
identificados podem ser vistos como o mesmo espaco. Esse é mais um motivo para usar
o intervalo [0, 1] como representante do circulo. Em vista disso, usaremos neste texto um
abuso de notagio e escreveremos, por exemplo, x € S! para significar z € [0,1]. Quando
quisermos mencionar especificamente o circulo como subconjunto de pontos do plano,

reforcaremos essa ideia com a notacao S' C R?.
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A visao do circulo como [0, 1] nos motiva a pensar em intervalos (ou subinter-

valos) do circulo.

Definigao (Intervalos do circulo). Um conjunto I C S! é chamado de intervalo do

circulo se I é um conjunto conexo de S*.

Sejam a,b € S, com a < b. Os intervalos de S!, sdao os conjuntos da forma
la,b], [a,b), (a,b] e (a,b); além dos conjuntos da forma [b, 1]U[0, a], [b, 1]U[0, a), (b, 1]U[0, a]
e (b,1]U0,a), que contem o zero em seu interior. Isso devido & correspondéncia entre os

conexos de S' C R? e de [0, 1].

Para simplificar a notacao, se a < b, podemos representar esses quatro ultimos

casos respectivamente por [b, al, [b,a), (b,a] e (b, a).

Agora que introduzimos os principais objetos do nosso estudo, podemos tratar

das aplicacoes do circulo nele mesmo. Faremos isso no capitulo seguinte.
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3 Homeomorfismos do circulo

Neste capitulo, falaremos de sistemas dinamicos do circulo, isto é, funcoes do circulo no
circulo, em especial homeomorfismos. Daremos alguns exemplos (rotagoes) e introduzire-
mos alguns conceitos que nos ajudarao a estudar os homeomorfismos do circulo, como os

de levantamento, diferenciabilidade e ntimero de rotacao.

3.1 Rotacoes

Muitos dos sistemas dinamicos que estudaremos sao homeomorfismos. Um homeomor-
fismo do circulo é uma fungao f : S' — S* continua, invertivel (bijecao) e com inversa

continua. Rotacoes do circulo sao exemplos de homeomorfismos.

Definigao (Rotagoes). Dado a € S!, uma rotacio R, do circulo é uma aplicacio R, :

St — St da forma Ry(z) = (x + «) mod 1.

Pela correspondéncia v que fizemos entre [0,1] e S* € R? ~ C, podemos
rescrever a lei de uma rotacdo da seguinte forma: e'(?7®) s gi2m(@te) — (i(2m2) | (i2ma) Dy
interpretacao geométrica do produto de niimeros complexos, vemos que isso corresponde

a girar o circulo no sentido anti-horario em um angulo 27a.

Uma vez que R,(0) = a e Ry,(1 —a) =1 = 0, o grafico de uma rotagao
intersecta os eixos verticais + = 0 e x = 1 na ordenada y = « e intersecta os eixos

horizontais y = 0 e y = 1 na abscissa x = 1 — a. Veja a figura 3.1.

1

| R — /

Figura 3.1: Gréfico de uma rotacao de angulo 27«

Quando representamos funcoes do circulo em um quadrado unitario, as vezes
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elas parecem ser descontinuas mesmo quando nao o sdo (em comparagao com as repre-
sentagoes graficas a que estamos acostumados de fungbes continuas da reta). O grafico
da rotagao R, na figura 3.1, por exemplo, é formado por dois segmentos descontinuos.
No entanto, note que eles intersectam os eixos y = 0 e y = 1 na mesma coordenada
horizontal, como se pode ver com o auxilio das linhas tracejadas. Como no circulo 0=1,
entao isso nao significa uma descontinuidade da funcao no ponto x = 1 — «, que de fato

¢ continua em todos os pontos, pois é uma isometrial.

Note que, a rotacao inversa de R, é a rotacao R_,, e o n-ésimo iterado de R,

¢ também uma rotacao, e vale R (z) = (x +na) mod 1 = R,,(x), para todo n € N.

A dinamica de uma rotacao assume caracteristicas bem diferentes quando « é

racional ou irracional. Temos a seguinte proposicao:

Proposigao 3.1. Seja a € [0,1]. Seja a rotacio R, : S' — S'. Dado x € S, vale que:

1. Se a € racional, entao x € ponto periodico.

2. Se a € irracional, entio OT(z) é denso em S*.

Demonstracao. Suponha que « é racional. Isto é, a = g, com p.q € Z e q # 0. Temos
Ri(z) = (z+ga) mod 1= (z+¢%) mod 1= z. Logo, z é ponto periédico. Se tomarmos

uma fracao g irredutivel, entao todo ponto de z € St é periédico de periodo q.

Suponha agora que « é irracional. Vamos provar que O (x) é denso mostrando

que todo aberto de S contém algum ponto de O™ (z).

Primeiro, note que O"(z) = (z, Ry(x), R:(z),...) tem todos os termos distin-
tos. De fato, sejam n, m € N tais que R?(z) = R (z). Entao (x+na) mod 1 = (z+ma)
mod 1, que ocorre se e somente se (n —m)a € Z. Como « é irracional e n —m é inteiro,

isso ocorre se e somente se n —m = 0, ou seja n = m.

Além disso, conforme observado no capitulo 2, temos que (S*,d) é um espaco
métrico compacto, logo toda sequéncia de pontos em S* possui uma subsequéncia conver-
gente. Seja (R (7));eny uma subsequéncia convergente da drbita futura de . Como é con-

nj

vergente, entao é de Cauchy. Logo, dado ¢ > 0, existem 7, j € N tais que d(R (z), Ro’ (z)) <

e. Denote n = n; e m = n;, e suponha n > m. Seja k = n —m. Entdo d(R¥(z),z) < e.

1Uma aplicacio que preserva distancias, i.e., d(f(x), f(y)) = d(x,y).



3.2 Diferenciabilidade no circulo 21

De fato,

d(R(x),7) =

= min{| 5 (z) — 2|, 1 — [R5 (z) — zl}

= min{|z + ka — z|,1 — |z + ka — z|}

=min{|z+ (n—m)a—z[,1 — |z + (n —m)a) — x|}

= min{|(z + na) — (x + ma)|, 1 — [(x + na) — (x + ma)|}

= min{| Ry (z) — Ry (2)], 1 = [Ro(x) — By ()]}

=d(R!(z), R(x)) < e.

Sabemos que rotagoes sao isometrias, assim d(RE (z), z) = d(R*(z), (R%(x)) =

d(R%*(x),(R*(x)) = --- < e. Conclufmos que todo intervalo do circulo de diametro?

maior que £ possui ao menos um termo da subsequéncia de termos distintos (R*(z))sen-

Tome A C S' um conjunto aberto. Todo aberto do circulo pode ser escrito
como unido de intervalos abertos. Tome I C S! um intervalo aberto de didmetro 7. Se
tomarmos ¢ tal que € < r, entao, pelo que acabamos de mostrar, existe um termo da érbita

futura de z que pertence a I C A. Portanto O"(z) é um conjunto denso em S*. |

Da proposicao 3.1, vemos que rotacoes irracionais sao exemplos de aplicacoes
topologicamente transitivas e também minimais. Além disso, como O (z) é denso em
St e S! nao tem pontos isolados, segundo Franca [1], é possivel mostrar que todo ponto
p € S! possui uma subsequéncia de OT(x) convergindo para p, ou seja, todo p € S?
pertence ao w-limite de z. Portanto w(x) = S!. Esse é um exemplo de dindmica com um

conjunto w-limite coincidindo com o espacgo todo.

3.2 Diferenciabilidade no circulo

Para facilitar o estudo das aplicagdes do circulo (nado necessariamente homeomorfismos),
muitas vezes é 1til substitui-las por aplicacoes correspondentes definidas na reta, chama-
das levantamentos. O estudo das caracteristicas dos levantamentos nos revelara impor-

tantes propriedades das aplicacoes do circulo. Temos a seguinte definigao:

Definigao (Levantamentos). Dada uma aplicagao continua f : S — S um levan-
tamento de f é uma funcao continua F' : R — R satisfazendo mw o F' = f o7, em que

7:R — S! é a projecio de R em S! dada por 7(x) =z mod 1.

2Dado o espaco (X,d), o didmetro de um conjunto B C X é dado por sup{d(z,y);z,y € B}
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Em outras palavras, um levantamento de f é uma funcao continua F : R — R
tal que F(x) mod 1= f(z mod 1). O grafico de um levantamento é formado pela justa-
posicao de varias copias do grafico de f, cada uma iniciando e finalizando em coordenadas

inteiras. Veja as figuras 3.2 e 3.3.

—1
0 1 /
Figura 3.2: f:S! — St Figura 3.3: Alguns levantamentos de f

Proposigao 3.2 (Propriedades dos levantamentos). Sejam f,g: S' — S continuas,

e sejam F,G : R — R levantamentos de [ e g respectivamente. Valem:
1. Se Fy € um levantamento da aplicacao f, existe k € Z tal que Fi(x) = F(z) + k,

para todo x € R.

2. Existe d € N tal que F(x+1) = F(z) +d, para todo v € R. O nimero d é chamado

grau de f e ndo depende do particular levantamento escolhido. Notagao: deg f.

3. F oG ¢é um levantamento de f o g. Consequentemente, F™ é um levantamento de

f™, para todo n € N.
4. deg(fog)=(degf)-(degg). Consequentemente, deg f™ = (deg f)", para todo n.

5. Se f € invertivel, entio deg f~! = deg f = £1.

Demonstragao. 1. Como F e F} sao levantamentos, vale mo F' = form = wo F;. Segue
que para todo x € R vale que m(F(x)) = 7(Fi(x)), ou seja, F(x) mod 1 = Fi(x)
mod 1. Isso ocorre se e somente se Fi(x) — F(z) € Z. Isto é, se e somente se existe

k € Z tal que Fi(x)—F(x) = k. Afirmamos que k ndo depende de x. De fato, temos
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que F; — F é uma funcao continua, pois é a diferenca de duas funcoes continuas.
Além disso, imagens de conexos por fungoes continuas sao conexos. Entao, a imagem
da funcao F; — F, cujo dominio é o conexo R, é conexa. Além disso, esta contida
em Z. Como todo subconjunto de inteiros com mais de um elemento é desconexo
em R, s6 podemos ter Im(F; — F) = k. Logo, Fi(z) — F(x) = k, para todo x € R.
Portanto, Fi(z) = F(z) + k,Vx € R.

2. Seja a fungao F; : R — R tal que Fi(x) = F(x + 1). Temos que F; é também um
levantamento de f. De fato, (7o F})(x) = n(Fi(x)) = n(F(x+ 1)) = (ro F)(z +
1). Como, por hipdtese, F' é um levantamento, entao mo F' = f o m. Segue que
(moF)(x+1)=(fom(x+1) = f(n(z+1)) = f(n(z)) = (f om)(x). Portanto
mo I} = fomx. Do fato de F ser um levantamento e do item (1) desta proposigao,
temos que existe d € Z tal que Fi(z) = F(z) + d, para todo € R. Ou seja,
F(zx+1) = F(x)+d, para todo x € R. Afirmamos que o nimero d ndo depende do
levantamento F' escolhido. De fato, seja F3 outro levantamento de f. Novamente
pelo item (1), existe k € Z tal que Fy(x) = F(x) + k, para todo x € R. Segue que
F(x4+1)=F@+1)+k=F(x)+d+k = (Fa(z) —k)+d+k = F3(x) +d, e temos

o desejado.

3. Temos (FoG)omr = Fo(Gom)=Fo(rog)=(Fom)og=(mof)og=mo(fog).
Portanto (FoG)om = mo(fog). Em particular, se f = g, temos (F?)om = wo(f?).

O caso geral segue por indugao.

4. Sejam d = deg f e ¢ = degg. Primeiro note que, dado n € N, vale F(x +n) =
F(z) 4+ nd. De fato, a validade para n = 1 segue da defini¢ao de grau, e o caso
geral é obtido por inducgdo. De posse desse resultado temos (F o G)(z + 1) =
F(Gx+1)) = F(G(z) +¢) = F(G(z)) + cd = (F o G)(x) + cd. Como, pelo item
anterior, (F' o G) é um levantamento de (f o g), segue da definigdo de grau que
deg(f og) = cd = degg - deg f, como desejado. Em particular, se f = g, entéo
deg(f?) = (deg f)%. O caso geral segue por indugao.

5. Temos que f o f~! = Idsi. Note que Idg é um levantamento de Idg:. Como
Idg(z +1) = x + 1, temos que deg(ldg1) = 1. Segue pelo item anterior que
1 =deg(fof™') =degf- degf~!. Assim, como o grau é um nimero inteiro, sé

podemos ter deg f = deg f~! = £1.
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Note que, pelo item (5) da proposigao anterior, todo homeomorfismo do circulo
tem grau +1. Geometricamente, o grau de uma funcao continua é o nimero de voltas

que a imagem de um ponto da sobre o circulo enquanto o ponto da uma volta.

Vamos utilizar levantamentos para definir quando uma aplicagao preserva ou

inverte a orientacao do circulo.

Definigao (Preservar/inverter orientagao). Dizemos que um homeomorfismo f :
St — S1 preserva orientacao se os levantamentos de f sao funcoes nao decrescentes. No

caso de serem nao crescentes, dizemos que o homeomorfismo inverte orientacao.

Geometricamente, um homeomorfismo preserva orientacao se a imagem dos
pontos percorrem o circulo no mesmo sentido (horario ou anti-horario) em que percor-
remos o circulo. Neste texto trabalharemos apenas com homeomorfismos que preservam

orientacao.

O conceito de levantamento também pode ser muito ttil para definir a nocao

de diferenciabilidade de fung¢oes definidas no circulo.

Definigao (Diferenciabilidade). Seja f : S1 — S' e F : R — R um levantamento
de f. Dizemos que f é derivdvel em a € S! se F' é derivdvel (na nocao usual da reta)
em algum b € R tal que 7(b) = a. Neste caso definimos a derivada de f em a por
f'(a) = F'(b). Se f possui derivada em todos os pontos do circulo, dizemos que f é uma
aplicacao diferenciavel. Se F' é uma funcao de classe C" da reta, entao dizemos que f é

uma aplicacao de classe C" do circulo.

Note que a derivada estd bem definida. De fato, se b,c € R sao tais que
7(b) = 7(c) = a, entdo b — ¢ = k € Z. Suponha que F’(b) existe e seja d = deg f. Temos
F(c+h)—F(c)=F(b+k+h)—F(b+k)=F(b+h)+dk—F(b)—dk = F(b+h)—F(b),
para todo h € R. Portanto,

F(c+h)—F(c) F(b+h)—F(b)
h h '

Passando o limite quando h — 0, temos que F’(c) existe e F'(c) = F'(b).

Além disso, a derivada nao depende da escolha particular do levantamento F',
pois, pela proposicao 3.2, todo levantamento de uma mesma aplicacao do circulo difere

apenas pela soma de uma constante.
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Definigao (Difeomorfismos). Uma aplicagao f : ST — S' é chamada difeomorfismo
do circulo se é diferenciavel, invertivel e com inversa também diferenciavel. Denotamos
o conjunto de difeomorfismos de classe C" de S* por Diff"(S'). Usamos Diff’, (S*) para
denotar o subconjunto de Diff"(S*) que preserva orientacao e Diff” (S!) para o que inverte

orientacao.

A partir daqui, sempre que falarmos em difeomorfismos do circulo, assumire-

mos que o difeomorfismo é de classe C*.

3.3 Numero de rotacao

O conceito de nimero de rotacao é muito importante no estudo de sistemas dinamicos
dados por homeomorfismos do circulo e diz muito a respeito da dinamica da aplicacao
estudada. A teoria que pode ser desenvolvida em torno desse conceito é também muito
ampla, assim apenas enunciaremos os resultados que mais nos interessam a respeito do
niumero de rotacao, sem demonstra-los. As demonstracoes desses resultados e de muitos

outros podem ser encontradas em [3].

Definigao (Ndmero de rotagao). Seja f um homeomorfismo do circulo que preserva
orientacao e F' um levantamento de f. Dado um ponto z € S*!, chamamos o ntimero
F'(x) —x
lim @)
n—o0o n

X . , ~ ~
, caso exista, de niimero de rotagao do ponto x com relacao a F' e denota-
mos por p(F, x).

A idéia intuitiva do nimero de rotacao é ter um valor para a “rotacao média”
que um ponto do circulo sofre ao percorrer sua érbita por f. A proposicao a seguir nos
permite redefinir o conceito de niimero de rotacao de forma a torna-lo independente da

escolha do levantamento F' e do ponto .

Proposicao 3.3. Dado um homeomorfismo f : St — St que preserva orientagao, vale:

n

r)—x
1. O limite lim 7) existe para todo x € S*.
n—o00 n

2. Esse limite independe do valor z, e portanto podemos denotar apenas p(F).

3. Se Fy e Fy sdo dois levantamentos de f, entao p(Fy)—p(Fs) = k, para algum k € Z.

Sendo assim, definimos p(f) = p(F) mod 1, chamado nimero de rotagio de f.
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Note que o niimero de rotacao de uma rotacao R, é exatamente o valor .

A proposicao a seguir serve de exemplo para mostrar como o niimero de rotacao
pode se relacionar com o comportamento das érbitas de um sistema. A informacao que

ela nos dé sera usada varias vezes ao longo deste texto.

Teorema 3.1. Dado um homeomorfismo f, temos que p(f) € Q se, e somente se, f
possui algum ponto periddico. Se p(f) = % comp,qge Ne % wrredutivel, entao todo ponto

periodico de f possui o mesmo periodo, e este vale q.

Note que o que provamos para rotacoes na proposicao 3.1 é coerente com o

que diz o teorema 3.1.
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4 Hiperbolicidade e difeomorfismos

Morse-Smale

Neste capitulo, definiremos pontos hiperbdlicos de um difeomorfismo do circulo e des-
creveremos o comportamento do sistema nas proximidades deles. Também estudaremos
os chamados difeomorfismos Morse-Smale, nos quais o conceito de hiperbolicidade se faz

fortemente presente.

De agora em diante assumiremos que todos os homeomorfismos e difeomorfis-

mos do circulo mencionados preservam orientacao, e que os difeomorfismos sao de classe

ch

4.1 Hiperbolicidade

Observe a figura 4.1. Ela é a representagao grafica de um difeomorfismo do circulo com
os primeiros iterados de dois pontos zy e 1. Note que as orbitas tanto de zy quanto de
xr1 parecem convergir para rp. De fato, existe uma vizinhanca de xp tal que todo ponto
dessa vizinhanca converge no futuro para xp. Nessas circunstancias, pela proposicao 2.1,
temos que zp s6 pode ser um ponto fixo. Também pode ocorrer de existir um outro ponto
g que, em vez de atrair, repele os pontos de suas vizinhancas. Os chamados pontos

hiperbdlicos sao exemplos de pontos com essas caracteristicas.

Definigao (Pontos fixos hiperbdlicos). Seja f um difeomorfismo e x um ponto fixo
de f. Dizemos que x é um ponto fixo hiperbdlico se |f'(z)| # 1. Se |f'(x)| < 1, dizemos

que este ponto fixo é atrator e, se |f'(z)| > 1, dizemos que é um ponto fixo repulsor.

Proposicao 4.1. Seja x um ponto fixo hiperbdlico atrator de um difeomorfismo f do
circulo, com f'(x) = X\ < 1. Entdo dado € > 0, existe uma vizinhanga U, de x tal que

d(f(y),z) < (A+¢)-d(z,y), para todo y € Uk..

Demonstragao. Seja a € R tal que 7(a) = x, em que 7w é a projegao da reta no circulo.
E seja F' um levantamento de f. Como f é um difeomorfismo (de classe C*), entao F’ é

continua. Logo, dado e > 0, existe 6 > 0 tal que se z € R é tal que |z — a| < ¢, entao
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Figura 4.1: Ponto fixo atrator

|F'(2) — F'(a)| < e. Logo, F'(z) — F'(a) < ¢, que equivale a I'(z) < F'(a) + & = XA+ ¢.
Além disso, se ¢ for tomado pequeno o suficiente, isto é, ¢ < 1—\, entao teremos A\+¢ < 1.

Assim, F'(z) < A+e < 1,paratodoz €l = (a—d,a+9).

Também temos, pelo teorema do valor médio, que dado b € I, existe ¢ entre a
e b tal que |F'(b) — F(a)| = F'(¢)|b — a|. Como ¢ esta entre a e b, entao ¢ € I. Logo, pelo
que mostramos anteriormente, F'(¢) < A+ ¢e < 1. Assim, |F'(b) — F(a)| = F'(c)|b—a| <
(A4 ¢€)|b — a|. Portanto, |F(b) — F(a)| < (A+¢€)|b — a|, para todo b € I.

Temos que a projecao 7 é continua. A restricao de 7 ao intervalo fechado
I = [a—6,a+ 8] é continua em um compacto, logo é lipschitziana. Ou seja, existe
k > 0 tal que d(n(r),n(s)) < k|lr — s|, para todos r,5 € I. Assim, dado b € I, vale
d(f o m(b), fom(a)) = d(mo F(b),m o Fa)) < k[F(b) — F(a)| < k(A +¢€)[b —al, em
que a ultima desigualdade segue do que mostramos no paragrafo anterior. Portanto

d(f(y), f(x)) < k(A +¢)|b — al, para todo y € 7(I).

Sabemos que a projecao 7w nao ¢ invertivel, pois nao é injetora. Mas fazendo
uma restri¢ao ao intervalo I = (a — §,a + §), em que § < 1/2, teremos 7 invertivel com
7~ (x) = a. Dessa forma, seja U, = m(I). Temos d(f(y), f(x)) < k(A +¢e)|r~ (y)—7"1(z)],
para todoy € U.. Se 7 tem constante de Lipschitz k, entao 7—! tem constante de Lipschitz
1/k. Assim, |77 (y) — 7 '(z)| < 1d(y,z), para todo y € U.. Logo, d(f(y), f(z)) <
k(AMe)zd(y, z) = (A+e)d(y, z). Portanto, existe uma vizinhanca U, de z tal que se y € UL,
entao d(f(y), f(z)) < (A+¢)d(y, z). Como x é ponto fixo, vale d(f(y), f(z)) = d(f(y), z).
Obtemos entao a desigualdade d(f(y),z) < (A +¢)d(y, z), como desejado. [
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Note que, com as hip6teses da proposigao anterior, vale f(y) € U., pois sua
distancia até x é menor que a distancia de y a x. Assim, podemos aplicar a desigualdade
a este ponto, obtendo d(f?(y),x) < (A + €)?d(y,z). Procedendo indutivamente obtemos
que

d(f"(y),z) < (A +e)" - d(y,z),
paratodoy € U. en € N*. Isso implica que todo ponto y € U, converge exponencialmente
para o ponto fixo x a uma taxa arbitrariamente préxima de f’(z), bastando tomar &

pequeno. Em particular w(y) = .

A versao da proposicao 4.1 para pontos fixos hiperbdlicos repulsores é a se-

guinte.

Proposicao 4.2. Seja x um ponto fizo hiperbolico repulsor de um difeomorfismo f do
circulo, com f'(x) = X\ > 1. Entdo dado € > 0, existe uma vizinhanga U, de x tal que

d(f(y),z) > (A —¢)-d(y,z), para todo y € UL..

A demonstragao dessa proposicao é analoga a da proposicao 4.2.

Note que, para x ponto fixo repulsor, todo ponto y € U, se afasta exponencial-
mente de x a uma taxa arbitrariamente préxima de f’(x) até “ser expulso” da vizinhanga
U.. Note também que se x é hiperbdlico repulsor de f, entao serd atrator em relacao a

aplicagao inversa f~!. Em particular temos que a(y) = x, para todo y € U..

in(4
Exemplo 2. Seja f: S* — S! dada por f(x) = % + 2z mod 1.
m

Temos que f é um difeomorfismo. Isso segue pelo resultado de Analise conhe-
cido como Teorema da Perturbacao da Identidade. Tal teorema afirma que uma a soma
da identidade com uma contragao (perturbacao da identidade) é um difeomorfismo. As-

sim, precisamos apenas mostrar que o levantamento F' satisfaz as hipoteses do teorema,

sin(4mx)
407

isto é, que F(x) —x = ¢ uma contragao. E isso segue do fato de que F(z) — x é

lipschitziana, com constante de Lipschitz menor que 1. Veja:

1<1
10 '

cos(4mx)

(F(e) = 2| = |25

Vamos calcular os pontos fixos de f. Temos que f(x) = z se e somente se:

sin(47mx)
407

sin(4mx)

107 +2 modl==zx

+x) —x € Z <= sin(4dnz) =m - 40m,

para algum m € Z. Como —1 <sin(4nz) < 1, entdo sin(4nz) = m - 407 se e somente se

113

sin(4rz) = 0. Por sua vez, isso ocorre se e somente se x € {0, 7, 3, 3}. Portanto, f possui
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exatamente quatro pontos fixos. Segue entao, pelo teorema 3.1, que f nao possui nenhum

outro ponto periédico. Veja o grafico de f na figura 4.2.

Figura 4.2: Grafico de f indicando pontos fixos

Calculando as derivadas de f em cada um dos seus pontos fixos, obtemos:
1, 1
10

Como todas sao diferentes de 1, entao todos os pontos fixos sao hiperbdlicos, sendo 0 e %

1

pontos repulsores; e §

e % pontos atratores.

Pelas proposicoes 4.1 e 4.2, vemos que existem vizinhancgas dos pontos fixos
cujos elementos sao todos atraidos para os pontos hiperbdlicos ou repelidos deles, conforme

forem respectivamente atratores ou repulsores.

O estudo da dinamica deste exemplo estd quase concluido. Ainda nao sabemos
o que ocorre com as Orbitas dos demais pontos do circulo, que a principio podem nao
pertencer a nenhumas das vizinhangas dos pontos hiperbdlicos. Eliminaremos esta lacuna

na secao seguinte. O

Trataremos agora dos casos em que os difeomorfismos possuem pontos periédicos

de periodo qualquer.

Definigao (Pontos periédicos hiperbdlicos). Seja f um difeomorfismo do circulo e x
um ponto periédico de f, de periodo n. Dizemos que x é um ponto periédico hiperbdlico
se é ponto fixo hiperbdlico de f", isto é, se |(f™)'(x)| # 1. O ponto z serd um atrator ou

repulsor periddico conforme |(f")(x)| for menor ou maior que 1, respectivamente.

Proposicao 4.3. Seja x um ponto periodico hiperbélico com periodo k de um difeomor-

fismo do circulo f tal que (f*)'(x) = X\ < 1 (atrator). Entdo, dado ¢ > 0 pequeno, existe
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uma vizinhanga U de x tal que, fizado r € {0,..., k — 1}, vale

d(f " (y), (@) < (A +e)™ - d(f"(y), [ (2),

para todo y € U e para todo m € N.

Demonstragdo. Sejar € {0,...,k—1}. Sey € S, temos

d(f" (), £ (x)) = d(f™ (f (), f"™ (7 (@)))-

Fazendo g = f*, temos
d(f " (y), f(2)) = d(g™ (f" (1)), g™ (f"(2)))- (4.1)

Afirmamos que ¢'(f"(z)) = (9)'(x) = A. De fato, derivando a expressao go f" =

f" 0 ¢ no ponto z , obtemos:

g @)-(f)(x) = (f)(g) g ().
Como z tem perfodo k, entdo g(z) = f¥(z) = z, logo

g (@) - (f) () = (f)(x) - g'().

Como f é um difeomorfismo, entao (f")'(z) # 0. Logo, a igualdade anterior implica

g (fr(x)) = ¢'(x), como desejado.

Dessa forma, dado € > 0 pequeno o suficiente, pela proposicao 4.1, temos
que existe uma vizinhanga V. de f"(z) tal que d(¢™(f"(v)),g™(f"(z))) < (A + &)™ -
d(f"(y), f"(z)), para todo y € U = f~"(V;) e todo m € N*. Segue pela igualdade 4.1
que d(fmm*(y), f7(z)) < A+ &)™ - d(f"(y), f7(x)), em que a igualdade ocorre quando
n = 0k +r, isto é, m = 0. |

Note que o resultado da proposicao anterior implica que a orbita futura de y
converge exponencialmente para a orbita periddica de x, para todo y € U. De fato, fixando
o resto r, temos que para todo m € N vale d(f™ " (y), f(x)) < (A +e)™-d(f"(y), f"(z)).
Como o segundo membro tende a zero quando m — 0o, entdo temos f " (y) — f7(z),

para todo y na vizinhanga U de =x.

Assim, como no caso de pontos fixos, para pontos periddicos existe uma pro-

posicao analoga a proposicao 4.3, que pode ser deduzida pelo leitor.
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Corolario 4.1. Todo ponto hiperbélico x de um homeomorfismo f de S* € isolado em
relacdo ao conjunto dos pontos periodicos de f. Ou seja, existe uma vizinhanca V de x

tal que VN Per(f) ={z}.

Demonstracao. Suponha que x é um ponto fixo. Se x for atrator, entao pelo proposigao
4.1 existe uma vizinhanga V' de = que ¢é toda atraida para x, logo nao pode haver outro
ponto fixo nessa vizinhanca. Se x for repulsor, entdo ele é atrator de f~! e, portanto,
também nao pode haver outro ponto fixo em uma vizinhanca pequena de x. Neste caso,

pelo teorema 3.1, Per(f) = Fiz(f). Segue que todo ponto periédico hiperbdlico é isolado.

Para os homeomorfismos que possuem pontos periddicos de periodo n # 1,
temos Per(f) = Fix(f") e podemos aplicar o mesmo argumento anterior a aplicagao f.

Portanto, todo ponto periédico de f é isolado. [ ]

Exemplo 3. Considere a aplicacao f do exemplo 2.

sin(4mx) 1
—_ — d1.
107 rhg e

1
Seja g : St — S! dada por g(z) = f(:p)+§ mod 1 =
Temos que g é um difeomorfismo, pois é uma translacao de f. Note também
que g> = f. Assim, pontos fixos de f sao pontos fixos de g%, ou seja, pontos periédicos

de g com periodo 2.

Segue entao, pelo teorema 3.1, que g nao possui ponto periédico de nenhum

outro periodo. Veja o gréfico de g na figura 4.3.

Figura 4.3: Grafico de g indicando pontos periddicos

Calculando as derivadas de f em cada um dos seus pontos periédicos, obtemos:
1 81 3 121
200 — (2V(1) — °OF 2y 0y o2y 2y 24t
PO =G =15 (P P=(V=1=
Como todas sao diferentes de 1, entao todos os pontos periédicos sao hiperbdlicos, sendo

1 .. 1.3
0 e 5 pontos repulsores; e 7 € 7 bontos atratores.
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Pela proposicao 4.3, vemos que existem vizinhancas dos pontos periédicos cujos
elementos sao todos atraidos pelas orbitas peridédicas ou repelidos delas, conforme forem

respectivamente atratores ou repulsores.

Assim como no exemplo 2, o estudo da dinamica deste exemplo estara completo

na secao seguinte. O

4.2 Intervalos Monotonos

Para estudar o comportamento dos difeomorfismos Morse-Smale, é necessario fazer algu-

mas consideracoes sobre intervalos monoétonos.

Proposicao 4.4. Seja F : [a,b] — [a,b] um homeomorfismo de um intervalo compacto
da reta nele mesmo tal que os unicos pontos fixos de F' sao a e b. Entao ocorre uma entre

as duas possibilidades:

1. F(y) > v, Yy € (a,b) ou

2. Fly)<y,  Vy€(a,b)

Demonstragao. Tome x € (a,b). Como os unicos pontos fixos sdo a e b, temos que ou
F(z) > z, ou F(z) < x. Suponha que ocorre F(x) > x. Vamos mostrar que ocorre
(1). Seja y € (a,b) tal que y # x. Suponha que F(y) < y. Temos que F(y) —y < 0.
Também temos F'(z) — x > 0. Considere a fun¢ao ¢(z) = F(z) — 2. Pelo que acabamos
de ver, ¢(y) < 0 e p(z) > 0. Pelo teorema do Valor Intermediario, existe w entre x e y
tal que p(w) = 0. Ou seja F'(w) = w. Mas os tnicos pontos fixos de F' sdo a e b, uma

contradi¢do. Portanto, F'(y) > y. Como y foi tomado arbitrariamente, temos o desejado.

Se tomarmos como hipdtese que F(x) < x, é possivel mostrar de maneira

andloga que ocorre (2). |

Proposicao 4.5. Seja F' : [a,b] — [a,b] um homeomorfismo crescente de um intervalo
compacto da reta nele mesmo tal que os unicos pontos fixos de F' sao a e b. Se existe

x € (a,b) tal que F(x) > x, entdo vale lim F"(z)=0be lim F"(x)=a.

n—-+o00 n——0oo

Demonstracio. Seja x € (a,b) tal que F(z) > x. Como F ¢ crescente, entdo F?(x) >

F(x), também F3(z) > F?(z) e, procedendo indutivamente, temos F"*!(z) > F"(z), para
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todon € N. Assim, a sequéncia (F™(z)), dos iterados de F' em x, é estritamente crescente.
Como Im(f) = [a,b], entdao a sequéncia é limitada superiormente por b. Segue pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass que ela converge para algum p € [a, b]. Pela proposi¢ao
2.1, temos que p é um ponto fixo de F. Por hipdtese, os tinicos pontos fixos sao a e b.
Nao podemos ter p = a, pois como a sequéncia dos iterados é estritamente crescente,

a < x < p. Logo sé podemos ter p = b. Portanto, liT F*(z) =b.
n—-+0oo

Além disso, considerando a sequéncia dos iterados de F'~!, concluimos de forma

andloga que lim F"(z) = a. [
n——oo

Também podemos mostrar de forma analoga que se existe um ponto z €
(a,b) tal que F(x) < x, entao os limites da proposigao anterior ficam “trocados”, isto é,

lim F"(z)=ae lim F"(z)=0b.
n——o0

n—-+o0o

Observagao:

Se f:t,s] = [t,s] € um homeomorfismo restrito a um intervalo compacto de
S1. podemos aplicar os resultados 4.5 e 4.4 a algum levantamento F restrito a um intervalo
la,b] da reta correspondente ao intervalo [t, s]. Assim as conclusoes sobre convergéncia da
proposi¢cao 4.5 podem ser aplicadas também a aplicacao f do circulo. Para mostrar isso,
consideramos a projecio m: R — S* e procedemos de forma similar a sequnda metade da
demonstracao da proposicao 4.1. Por se tratarem de detalhes técnicos, 0s passos serao

omitidos.

Definicao (Intervalos Monétonos). Seja F': R — R um homeomorfismo e [a,b] C R.
Dizemos que o intervalo [a,b] é mon6tono em relacao a F se o sinal de (F — Id)(x) é o
mesmo para todo x € (a,b). Se (F — Id)(x) > 0, dizemos que o intervalo é monétono

crescente; caso contrario, dizemos que é mondtono decrescente.

Seja f um homeomorfismo do circulo com levantamento F. Seja [t,s] C S, e
[a,b] C R tal que 7([a,b]) = [t, s]. Dizemos que o intervalo [t, s] é mondtono em relagao a

f se [a,b] o é em relacao a F.

4.3 Difeomorfismos Morse-Smale

Estamos prontos para descrever a dinamica de um difeomorfismo Morse-Smale.
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Definigao (Difeomorfismos Morse-Smale). Dizemos que um difeomorfismo f do

circulo é Morse-Smale se:

1. f possui ao menos um ponto periédico; e

2. todo ponto periédico de f é hiperbdlico.

A definicao exige a existéncia de ao menos um ponto periédico em difeomorfis-
mos Morse-Smale. Contudo, como consequéncia da defini¢ao, ha mais algumas restricoes
para a quantidade de pontos periddicos. Veremos em breve que esse niimero nao podera

ser impar. Além disso, a quantidade de pontos peridédicos também nao podera ser infinita.

Proposicao 4.6. Se f é um difeomorfismo Morse-Smale, entao o conjunto dos pontos

periodicos de [ € finito.

Demonstracao. Como f é difeomorfismo, pelo teorema 3.1, todos os pontos periddicos de
f tem o mesmo perfodo k. Assim, Per(f) = Fiz(f*). Suponha que o conjunto Per(f)
é infinito. Considere uma sequéncia com termos em Per(f) todos distintos. Como St é
compacto, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, essa sequéncia possui uma subsequéncia
convergente (z,). Seja y = nh~>I£lo 7,. Pela continuidade de f*, temos nlgr(; Fxn) = fFy).
Mas f*(z,) = 2, pois z, € Per(f) = Fix(f*), para todo n. Assim, nh_)rgoxn = f*(y), ou
seja y = fF(y). Logo, y € Per(f) e, pela definicao de ¥, ele é um ponto de acumulacio
do conjunto Per(f). Mas pelo corolario 4.1, todo ponto periédico de f é isolado. Uma

contradi¢ao. Portanto, s6 podemos ter que Per(f) é finito. ]

A seguir, passaremos a descrever dinamica de um difeomorfismo Morse-Smale,
comecando com o caso em que o periodo dos pontos periddicos do difeomorfismo é 1, isto
é, os pontos periddicos sao pontos fixos. Note que os exemplos 2 e 3 sao de difeomorfismos
Morse-Smale. Com a descricao a seguir, o estudo da dinamica deles estara completo, isto

é, saberemos o comportamento da érbita de cada ponto.

Seja f : S' — S' um difeomorfismo Morse-Smale, cujos pontos periédicos
tem perfodo 1. Pela proposicao 4.6, f tem um ntimero finito de pontos fixos. Sejam?
t, < ty < --+ < t, os pontos fixos de f. Seja z € S'. Se z é um dos pontos fixos, ji
sabemos o que ocorre com sua Orbita, ficard “parada”. Se x nao é um dos pontos fixos,

entdo x pertence a um intervalo (;,¢;11), cujos extremos sao pontos fixos consecutivos?.

Estamos considerando a relagao de ordem canénica da reta restrita a [0,1) = S*.

2Nesta notacdo, estamos considerando que t,1 = t;
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Suponha que x nao é um dos pontos fixos. Entao, ou ocorre f(z) > x, ou
f(z) < z. Além disso, pela continuidade de f, temos que f(t;,t;41) = (i, ti1). Assim,

pela proposigao 4.4, temos que [t;, t;,1] é um intervalo monétono de S em relagao a f.

Segue da proposicao 4.5 que um dos extremos € hiperbdlico atrator e o outro
é hiperbdlico repulsor (em particular, isso implica que o nimero r de pontos fixos é par; e
que se um intervalo é mondtono crescente, seus vizinhos serdo decrescentes e vice-versa).
Logo, a érbita de x converge no futuro para o extremo que for atrator e, no passado,
para o extremo repulsor. Mais especificamente, os iterados futuros de x se aproximam do
extremo atrator até que algum iterado f™(x) “entre” na vizinhanca do extremo atrator

em que a convergencia passa a ser exponencial.

No exemplo 2, temos quatro pontos fixos e quatro intervalos mondétonos: I =
0,1], L =1[4,3). I5 = [3,2] e Iy = [3,1]. Os intervalos I; e I3 sio mondtonos crescentes,
enquanto I, e I4 sdo monotonos decrescentes. A figura 4.4 ilustra a dinamica do difeo-
morfismo f do exemplo 2. Os pontos destacados sao os pontos fixos, e as setas indicam o

sentido em que os pontos de cada intervalo se “movimentam” com as iteracoes.

1
4

N | =

Figura 4.4: Dinamica do exemplo 2: Morse-Smale com pontos fixos

Analisamos o caso em que o periodo k£ dos pontos periddicos do difeomorfismo
é¢ 1. No caso em que k > 1, podemos adaptar essa andalise com poucas consideracoes

adicionais.

Seja g : St — S um difeomorfismo Morse-Smale, cujos pontos periédicos tém
perfodo k > 1. Sejam t; < ty < --- < t, os pontos periédicos de g. Seja xz € St. Se x é
um dos pontos periddicos, ja sabemos o que ocorre com sua Orbita, se repetird a cada k
iteragbes. Se x nao é um dos pontos periddicos, entdo = pertence a um intervalo (t;,t;11),

cujos extremos sao pontos periddicos consecutivos.
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Suponha que z nao é um dos pontos peridédicos. Como, t; é ponto fixo de
g*, para todo 4, entdo o comportamento dos iterados de = por ¢g¥ é o mesmo que ja foi
analisado para o caso anterior. Assim, ou ocorre ¢g*(z) > x, ou ¢gf(x) < x. Além disso,
g*([ti;tiv1]) = [ti, tir1]. Dessa forma, temos que [t;,1;41] é um intervalo monétono de S*
em relagao a ¢g*. J4 em relacdo a g, o intervalo [t;, ;41] ndo serad invariante, mas serd um

“intervalo periédico”.

Portanto, a érbita de x converge no futuro para o a érbita do extremo atrator
de [t;, t;11], e no passado para a drbita do extremo repulsor, conforme indica a proposigao

4.3.

No exemplo 3, temos quatro pontos periédicos e quatro intervalos periddicos:

I =103, I, = [i,%], I3 = [%,%] e I, = [%,1]. Os intervalos I; e I3 sdo periddicos

crescentes, enquanto I, e I, sao periddicos decrescentes.
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5 Estabilidade

No capitulo 3 apresentamos as rotacoes do circulo e vimos na proposicao 3.1 que ha uma
grande diferenca entre a dinamica de uma rotacao racional e de uma rotacao irracional. Se
« é racional, todos os pontos da rotacao R, serao periddicos. Mas com uma modificagao
arbitrariamente pequena do angulo « é possivel obter um angulo a irracional, cuja rotacao
associada nao tem pontos periddicos, em vez disso, todos os pontos tem Orbita densa
(aplicagao minimal). Isso significa que a dinamica de uma rotagao R, é muito “instével”
sob pequenas modificacoes do angulo a.. Ou seja, sob pequenas “perturbagoes” da rotacao

R,.

Neste capitulo, introduziremos o conceito de estabilidade. Para isso, definire-
mos o significado de fazer uma “perturbacao” em um sistema. Por tltimo, mostraremos

que Difeomorfismo Morse-Smale sao estruturalmente estaveis.

5.1 Estabilidade Estrutural

Para definir o conceito de perturbar um difeomorfismo é necessario que tenhamos uma

nocao de distancia entre dois difeomorfismos.

Definigao (Métrica C'). Sejam f,g : X — X difeomorfismos, em que X = S* ou
X = [a,b] C R. Definimos a distancia C! entre f e g por

di(f,9) = sup{max{d(f(z),g(z)), [ (x) — g'(z)[}}.

zeX

Geometricamente, dois difeomorfismos f e g estao préoximos, de acordo com
a distancia C!, se os gréficos estdao préximos ponto a ponto e se, para cada x € X, as

inclinacoes das tangentes aos gréaficos de f e g em x também estao proximas.

Proposigao 5.1. A distancia Ct entre dois difeomorfismos f e g é de fato uma métrica.

Demonstracdo. Primeiro, temos que para todos os difeomorfismos f,g : X — X vale
dy(f,g) > 0, pois estamos tomando o supremo em um conjunto de valores nao negativos.

Além disso, di(f,g) = 0 se e somente se f = g. De fato, se f = g, entao d(f(z), g(z)) =
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|f'(x) — ¢'(x)] = 0, para todo z € X. O que implica d;(f,g) = 0. Reciprocamente, se
di(f,g) =0, entao

ig}g{max{d(f(x% 9(x)), 1f'(x) = g'(x)|}} = 0
max{d(f(z),g(x)),|f'(x) = ¢'(x)[} <0, VreX

= ()

= d(f(x),9(x)) <0, Vr € X.

Como d é métrica, d(f(z),g(x)) > 0, para todo z. Logo d(f(z),g(x)) = 0, para todo z,
e portanto f = g.

Também temos que di(f, g) = di(g, f), uma vez que d(f(z), g(z)) = d(g(z), f(x))
e|f'(z) —g'(@)| = lg'(x) — f'(x)], para todo .
Vamos mostrar a desigualdade triangular. Sejam f,g,h : X — X difeomor-

fismos. Sabemos que d e |a — b| sdo métricas, logo satisfazem a desigualdade triangular.

Entao, para todo x € X, vale:

d(f(x), g(x)) < d(f(x), h(x)) +d(h(z),g(x))
[f'(2) = g'(@)| < [f'(x) = W(x)| + W (x) = g'(x)]

Isso implica

max{d(f(z),9()), [f'(z) = ¢'(x)[}

max{d(f(z), h(z)) + d(h(z), g(2)), [['(x) = I'(z)| + |W(x) = g'(«)[}

< max{d(f(z), h(z)), [f'(x) — I'(x)|} + max{d(h(z), g(x)), W (x) — ¢'(x)|}
Usando que, para conjuntos A e B de nimeros reais, vale sup(A+ B) = sup(A) + sup(B)
eVae A, 30 € Bla <) = sup(A4) < sup(B), temos:

IA

sup max{d(f(z), 9(z)), |f'(x) — g'(=)|}

< sup max{d(f(z), h(z)), | () = B ()]} + sup max{d(h(z), g(z)), W (z) = g'(2)]}-
Ou seja, di(f,g9) < di(f, h) + dy(h,g), como desejado. [

Quando f e g sao dois difeomorfismos tais que d;(f, g) < ¢, para algum € > 0,

pequeno, dizemos que f é Cl-e-prérima de g e também que g é uma perturbacao de f

Estudar a estabilidade de um difeomorfismo é procurar saber se a princi-
pais propriedades dinamico-topoldgicas do difeomorfismo nao se alteram quando ele sofre
pequenas perturbacoes. Dentre as propriedades de interesse encontram-se: transitivi-

dade, minimalidade, nimero de rotagao, quantidade de pontos fixos e periédicos (e seus
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periodos), a estrutura topolégica do conjunto Per(f), dentre outras. Uma forma pratica
de descobrir se dois difeomorfismos tem as mesmas propriedades dinamico-topoldgicas é

saber se eles sao topologicamente conjugados.

Definigao (Conjugagao topoldgica). Sejam X, Y espagos métricos. Duas aplicagoes
continuas f : X — X e g : Y — Y sao ditas topologicamente conjugadas se existe um
homeomorfismo h : X — Y tal que ho f = g o h. Ou seja, tal que o diagrama a seguir

comuta.

x1.ox
h h

As proposicoes seguintes mostram como a conjugacao topolédgica preserva de-

terminadas propriedades dinamico-topolégicas dos sistemas.

Proposicao 5.2. Sejam X,Y espagcos métricos e sejam f : X — X eg:Y — Y
continuas. Se f € topologicamente conjugado a g , entao f™ é topologicamente conjugada
a g", para todo n € N. Se f e g sao homeomorfismos, entdo o resultado é vdlido para

todo n € 7.

Demonstracao. Por hipdtese, o resultado é valido para n = 1. Suponha que ¢é vélido para
n € N, isto é, existe um homeomorfismo h : X — Y, tal que ho f™* = g"oh. Vamos provar
que é vélido para n + 1. Temos: ho f*™' = ho(f"o f)=(ho f")of=(¢g"oh)o f =
g"o(hof)=g"o(goh)=g""oh. Portanto, ho f**1 = ¢g"*1 o h e, pelo principio da

inducao, o resultado é valido para todon € N

Se f e g sao homeomorfismos, entao vale que (ho f*)™! = (¢g" o h)~!. Logo,
foh™t = h7log™, ou seja f~" é topologicamente conjugada a ¢g~". Portanto, o

resultado vale para tono n € Z. |

Corolario 5.1. Sejam f uma aplicagao topologicamente conjugada a g por wm homeo-
morfismo h. Entao h leva o conjunto dos pontos periodicos de f no conjunto dos pontos

periodicos de g. Isto é, h(Per(f)) = Per(g).

Demonstragio. Seja x € Per(f) de perfodo k € N. Temos h(z) = h(f*(z)) = (ho
") (z) = (¢F o h)(z) = gF(h(x)). Assim, h(z) = g*(h(x)). Entdo, h(z) € Per(g). Logo,
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h(Per(f)) C Per(g). Além disso, como f é conjugada a g por h, entao g é conjugada a
f por h™!. Dessa forma, aplicando o mesmo argumento para € Per(g) e h™!, obtemos
h='(Per(g)) C Per(f). Como h ¢ bijecao, isso equivale a Per(g) C h(Per(f)). Portanto,
h(Per(f)) = Per(g). [

Proposicao 5.3. Sejam f: X — X eg: Y — Y aplicagoes topologicamente conjugadas.

Se f é topologicamente transitiva ou minimal, entao g também o é.

Demonstracao. Suponha que f é topologicamente transitiva. Entao existe x € X tal que
Ot (z) = {f™(x);n € N} é denso em X. Para provar que g é transitiva, vamos mostrar que
Ot (h(x)) = {¢9"(h(z));n € N} é denso em Y. Primeiro, note que h(O*(z)) = O (h(x)),
pois, como f é topologicamente conjugada a g, temos h(f™(z)) = ¢g"(h(z)), para todo n.
Assim, se provarmos que imagens de conjuntos densos de X por h sdo conjuntos densos

de Y, teremos que O*(h(z)) é denso em Y.

Seja D C X um conjunto denso. Tome b € Y. Seja a € X tal que h(a) = b.
Como D é denso em X, existe uma sequéncia (a,) de elementos de D convergindo para
a. Pela continuidade de h, segue que a sequéncia (h(a,)), com termos em h(D), converge
para h(a) = b. Assim, existe uma sequéncia de elementos de h(D) C Y convergindo para

b. Portanto, h(D) é denso em Y e temos o desejado.

Se f é minimal, para todo x € X, temos que a orbita {f"(x)} é densa em X.
Pelo que mostramos acima, para todo € X, vale que a 6rbita {¢"(h(z))} é densa em Y.
Como h é bijegao, para todo y € Y, existe x € X tal que h(z) = y. Logo, todo ponto de

Y tem érbita densa e, portanto, g é minimal. [ ]

Uma vez que podemos medir a distancia entre dois difeomorfismos e temos
uma definicao formal de quando dois difeomorfismos possuem o mesmo comportamento

dindmico (conjugacao topoldgica), podemos definir uma nogao de estabilidade.

Definigao. Seja f : X — X um difeomorfismo, em que X = S' ou X = [a,0] C R.
Dizemos que f é C'l-estruturalmente estével se existe € > 0 tal que todo difeomorfismo

g: X — X que estd C'-e-préximo de f é topologicamente conjugado a f.

Equivalentemente, f é estruturalmente estavel se existe € > 0 tal que a bola

aberta By, (f,e) é composta apenas por aplicagoes topologicamente conjugadas a f.
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5.2 Estabilidade dos difeomorfismos Morse-Smale

Nesta secao apresentaremos alguns resultados com o objetivo de demonstrar que difeomor-
fismos Morse-Smale sao estruturalmente estaveis. O primeiro deles diz que a existéncia
de pontos fixos hiperbdlicos é preservada por pequenas perturbacoes, ainda que o difeo-

morfismo considerado nao seja estruturalmente estavel.

Proposicao 5.4. Seja f : X — X um difeomorfismo com um ponto fixo hiperbélico p.
Entao existe € > 0 e uma vizinhanga U de p tais que se g é um difeomorfismo Cl-e-
prozimo de f , entao g possui um unico ponto fizo g em U. Além disso, q serd hiperbdlico

atrator ou repulsor conforme p o for.

Demonstragao. Suponha que f'(p) > 1 (a demonstracdo é andloga no caso f'(p) < 1).
Como estamos supondo f’ continua, entao existe um intervalo [a,b] contendo p tal que
f'(z) > 1, para todo = € [a,b]. Podemos supor ainda que o intervalo [a,b] tem com-
primento pequeno o suficiente para que a e b sejam repelidos por p, que é um ponto

hiperbélico repulsor. Assim, temos!' f(a) —a < 0e f(b) — b > 0.

Seja ¢ > 0 pequeno o suficiente para que todo difeomorfismo g que esteja
Cl-e-prézimo de f satisfaga ¢'(x) > 1, para todo x € [a,b]. Suponha ainda que £ <
min{|f(a) — al,|f(b) — b|}. Segue que:

l9(a) = f(a)] <& <min{[f(a) —al,[f(b) =0} <[f(a) —a] = a— f(a)
— g(a) = f(a) <a— f(a)

= g(a) —a<0.
Analogamente, temos g(b) — b > 0.

Considere a aplicacao w(z) = g(z) — z. Pelo que acabamos de ver, w(a) < 0
e w(b) > 0. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € (a,b) tal que w(q) = 0, ou
seja, g(q) = q. Portanto, existe um ponto fixo ¢ na vizinhanga U = (a,b) de p, tal que

g'(q) > 1. Ou seja, ¢ é hiperbdlico repulsor.

Além disso, ¢ é o tnico ponto fixo de g em U. De fato, se existisse d € U
distinto de ¢ e tal que g(d) = d, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, terfamos ¢'(k) = 1,

para algum k entre ¢ e d, uma contradicao. ]

'Por um abuso de notacdo.
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A proposicao seguinte pode ser pensada como uma versao global da anterior.
Em vez de relacionar apenas um ponto hiperbdlico do difeomorfismo com um da per-
turbacao, ela relaciona o conjunto de todos os pontos hiperbdlicos da perturbacao e do

difeomorfismo original.

Proposicao 5.5. Seja f um difeomorfismo Morse-Smale do circulo com r pontos fixos.
Entao existe € > 0 tal que todo difeomorfismo g que estd Cl-e-prézimo de f é um difeo-

morfismo Morse-Smale com exatamente r pontos fixos.

Demonstracdo. Sejam pi,pa,...,p. 0s pontos fixos de f. Aplicando a proposi¢ao 5.4 a
cada um dos pontos fixos, temos que para cada p; existe uma vizinhanga U; = de p; (que
podem ser tomadas disjuntas) e uma constante £; > 0 tais que para todo difeomorfismo
g que esteja Cl-g;-prézimo de f existe um tnico ponto fixo ¢; de ¢ em U;. Em que g; é
hiperbdlico atrator/repulsor conforme p; o for. Assim, defina ¢’ = min{ey,es,...,e,.}.
r

Além disso, para todo xz € St~ U Ui, temos f(z) — z # 0. Entao podemos

escolher ¢” > pequeno o suficiente de modo Z(;lls se g é um difeomorfismo C*-&”-prézimo

de f, entao g(x) — x # 0, para todo € S* U U;.
i=1

Dessa forma, seja ¢ = min{e’,e”}. Pelo que foi estabelecido, se g é uma
perturbacao e-prozima de f, entao os tinicos pontos fixos de g sao os ¢;, descritos anteri-
ormente. Logo, g é um difeomorfismo com exatamente r pontos fixos e todos hiperbdlicos,

portanto, Morse-Smale. [ |

Observagao:

Os resultados das duas proposicoes anteriores também sao vdlidos quando o
difeomorfismo possui pontos periodicos de periodo maior que 1. A demonstracdo disso é
em esséncia a mesma do caso de periodo 1, com apenas alguns ajustes e, por isso, serd

omitida.

Estamos quase prontos para provar a estabilidade dos difeomorfismos Morse-
Smale, isto é, mostrar que, dado um Morse-Smale f, existe uma vizinhanga de f na métrica
C!, com todos os difeomorfismos dela topologicamente conjugados a f. Por simplicidade,

vamos nos restringir ao caso em que f tem pontos fixos.

Acabamos de ver que existe uma vizinhanca de f em que todos os difeomorfis-

mos dela sao também Morse-Smale, com o mesmo nimero de pontos fixos. Como os pontos
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fixos de um difeomorfismo Morse-Smale particionam o circulo em intervalos mondétonos
invariantes, entao, para construir uma conjugacao entre f e um difeomorfismos Morse-
Smale na sua vizinhanga, serd suficiente construir conjugagoes para as os difeomorfismos

restritos a estes intervalos, conforme os resultados a seguir.

Proposigao 5.6. Sejam f : [a,b] — [a,b] e g : [c,d] — [c,d] difeomorfismos. Se [a,b] e
[e, d] sao intervalos mondtonos do mesmo tipo (crescente ou decrescente), entao f e g sao

topologicamente conjugadas.

Demonstragdo. Suponha que os intervalos sdo monétonos crescentes (a demonstragao do
caso decrescente é andloga). Sejam « € (a,b) e B € (¢,d). Como os intervalos sdo
crescentes, entdo f(z) > x e g(y) > y, para todo z € (a,b) e todo y € (¢,d). Logo,
os iterados de f e g formam sequéncias crescentes com indices em Z. Assim, podemos
escrever:
(a,0) = JU @), "M a) e (ed) = [J1g"(8),9"(8)):
nez nez

Como a imagem de cada intervalo da uniao é um intervalo adjacente a direita, entao, para
todo = € (a,b), a érbita de x passa uma tnica vez em cada intervalo dessa uniao disjunta.

O mesmo vale para y € (¢, d).

Sabemos da Andlise Real que quaisquer dois intervalos do mesmo tipo sao
homeomorfos. Entao seja H um homeomorfismo entre [«, f(«)] e [5, g(5)] tal que H(a) =
B e H(f(a)) = g(f). A partir de H vamos criar uma nova aplicagao h : [a,b] — |[c,d]
da seguinte forma: seja = € (a,b), como acabamos de ver, existe um tnico n € Z tal que
f™(z) € [a, f(a)). Se fecharmos o intervalo a direita, existirao no méximo dois naturais
tais que isso ocorre (no caso em que x = fk(a), para algum k, os naturais sao k e k+ 1).
Assim, escolhido o menor desses n’s, defina h(z) = (¢7" o H o f™)(x) (observe que se
x1 # x, o n escolhido pode néo ser o mesmo). Defina também h(a) = ¢ e h(b) = d.

Afirmamos que A é um homeomorfismo que conjuga f com g.

Primeiro, note que, quando restrita a algum intervalo [f"(a), f**!(a)], a aplicacao
h é um homeomorfismo, pois é a composicao de homeomorfismos fixos. Dessa forma, para
ver que h é continua em [a, b], é suficiente mostrar que h é continua nos pontos da fronteira
de cada intervalo da forma [f"(«), f"™(a)] (a continuidade em a e b j4 segue diretamente
do fato do intervalo ser monétono). Neste caso, resta verificar que os limites laterais

coincidem.
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Assim, fixe f"(a) e considere (xp) e (yx) duas sequéncias que convergem
para f"(«) tais que zy converge pela direita e y; converge pela esquerda. Isto é, xj €

[f™(a), [ ()] e yp € [f"Ha), f*(a)], para todo k. Temos:

Jim h(zy) = Jim g"o Ho S (@)
=g"oHo f(lim z))
=(g" o Ho f7)(f"(@))
= (g" o H)(e)
= 9"(B).

Também:

lim h(yx) = lim g"_1 oHo f‘"“(yk)

k—00 k—00
= (9" to Ho f)(f*(a))
= (9" o H)(f())
= 9" (9(B))
=9"(8).
Entao os limites laterais sao iguais, e h é continua em cada f"(«). Portanto h é continua
em todo intervalo [a, b]. Como o dominio é compacto, a inversa de h é continua e, portanto,

h é homeomorfismo.

Resta mostrar que h conjuga f com g. Tome z tal que f*(z) € [a, f(a)].
Entao temos ho f(z) = g ¥ o Ho f*1(f(z)) = go (g% o Ho f*)(x) = g o h(x), como
desejado. [

Finalmente, estamos prontos para provar a estabilidade dos difeomorfismos

Morse-Smale.

Teorema 5.1. Todo difeomorfismo Morse-Smale do circulo é estruturalmente estdvel.

Demonstracao. Relembramos que, por simplicidade, vamos nos restringir ao caso de di-
feomorfismos com pontos fixos. A demonstracao do caso geral é semelhante e pode ser

encontrada em [1].

Seja f um difeomorfismo do circulo com pontos fixos p; < ps < --- < p,.. Seja
I; = [ps, ps+1], para cada s = 1,2,...,r. Considere a restrigao f; do difeomorfismo f ao

intervalo I,. Temos que o intervalo Iy é mondtono em relacao a f.

Pela proposicao 5.5, existe € > 0 tal que toda perturbagao g e-préoxima de f

possui exatamente r pontos fixos ¢; < ¢z < -+ < ¢, todos hiperbdlicos com ¢, do mesmo
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tipo que ps (atrator ou repulsor). Logo, os pontos fixos ¢; de g dividem o circulo em s
intervalos monétonos J; = [gs, ¢s+1], em que cada Js é monétono crescente ou decrescente

conforme I, o for.

Aplicando a proposicao 5.6 a cada par de intervalos I e J,, temos que para
cada s existe um homeomorfismo hy : I, — J, que conjuga as restrigoes fs com g,. Defina
h:S' — S por h(z) = hy(x) se z € I,. A aplicacdo h estd bem definida, pois se z estiver
em mais de um intervalo, entao x sé pode ser um dos pontos fixos p, e, pela forma como as
conjugacoes hg foram construidas, teremos hy(ps) = qs = hsy1(ps). Isso também mostra
que os limites laterais xlif;lj h(z) e xligg h(x) sao iguais, logo h é também é continua nas
fronteiras dos intervalos. Assim, h é uma aplicacao continua no circulo, que é compacto,

logo é um homeomorfismo. Resta checar que h conjuga f com g. Tome z € S'. Suponha

que z € [, para algum s. Entao temos:

(ho f)(x) = (ho f)l)(x) = (hs o fo)(x) = (fs o ho)(x) = (f o h)|r,)(x) =
(f oh)(x), como desejado. [

5.3 Comentarios finais

Vimos que difeomorfismos Morse-Smale sao estruturalmente estaveis. Mas vale também
a afirmagao reciproca: todo difeomorfismo estruturalmente estavel do circulo é um dife-
omorfismo Morse-Smale. Outro fato interessante é que os difeomorfismos Morse-Smale
formam um conjunto aberto e denso no espaco dos difeomorfismos do circulo. As demons-

tragoes dessas afirmagoes podem ser encontradas em [1].

Como foi visto no capitulo 4, a dinamica de um difeomorfismo Morse-Smale
¢é relativamente simples, dessa forma, o fato de podermos aproximar qualquer outro di-
feomorfismo do circulo por um que seja Morse-Smale (pois formam um conjunto denso)

pode ser algo muito valioso.

A estabilidade de difeomorfismos estd intimamente relacionada a hiperbolici-
dade, pois difeomorfismos estaveis no circulo sao Morse-Smale, e estes sao justamente os

difeomorfismos cujos pontos periddicos sao todos hiperbdlicos.
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