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RESUME , 

Nous p roposons une méthode• théorique p ermettant u ne étude 

quantitative de l a s tructu re de bandes d e s systèmes pé r i o diques 

conjugués . 

Cette méthode, l a mé thode des orbit ales cristallines, ré

duit, grâce à l' ut ilisa tion du ·théorème de BLOC H, l'ordre élev é 

du déterminant séculaire des g r ands systèmes périodiques . 

Reposan t sur l' approx i mati on monoélectronique , ce p r océ

dé exige la connaiss a n ce des élémen ts de matrice d e l'opérateur 

du champ auto-cohér ent du système cons idéré , Nous déduisons le 

formalisme complet de l a méthode lCAO-S CF- CO et son s c héma de 

calcul. En part i culier , les phénomènes de d ivergence qui apparais

sent si l'on sépare les ter mes d' i nterac tion élec tronique et les 

termes de coeur de l 'opérateur monoélectron i q u e sont e xaminés en 

détail . 

1 

Deux app l i c ations sont décrites . Dans l ' étud e d ' une chaîne 

polyénique infini e, nous reproduisons l'alt ernance e n tre les lon

gueurs de liaison . Notre proc édé est le seul à four n1r ce résul

tat sans r é férence à ' expérience . La structure de bandes nous 

amène, de plus, a formuler une nouv elle théori e de l 1 é voluti on du 

spectre é l ectronique des polyênes en fonction de l a cai lle du sys

tème. Dans l 'é t ude dü graph i te, l es caracté r i.stiques électroniques 

sont reproduites correctement et notr e procédé permet de d i stinguer 

les propriétés d' u n p lan de g r aphite de celles du c ri stal r éel. 



SAMENVATTI NG. 

Wij s tellen een teoretische metode voor, om kwantitatief 

de bandenstruktuur van g e kon jugeerde periodieke systemen t e be 

studeren . 

Dank zij het gebruik van de stelling van BLOCH, verlaagt 

deze metode d e hoge orde van de seculaire deter minant in grote 

periodiek e s ystemen . 

Ges t eund op de mono-elektronische benader i ng, vereist di t 

procédé de kennis van de matrixelementen van de self-consistent

f i e l d-oper a t o r van het beschouwde systeem . Wij ontwikkelen volle

dig het f o r ma lisme van de LCAO-SCF-CO-metode, evenals haar reken

schema. De div ergentieproblemen, die optreden, indien men de 

e l ektrone n-wisselwerkingstermen en de core-termen scheidt, worden 

b ij zonder nauwkeurig onderzocht. 

rüj beschri jven twee toepassingen. In de studie van een 

one i nd ige polyeenketen, wordt de a fwi ssel ing tussen de bindings

lengten we ergegeven. Ons procédé i s he t enige, dat dit r esultaat 

berei k t zond er beroep te doen op het exper i ment. Bovendien leidt 

de bandenstruktuur ons tot de formulering van een ni euwe teorie 

over de e volutie van het elektronisch spektrum van de po l yenen in 

funktie v a n hun lengte . In de studie van g r afiet , worden de elek

tronische k a rakteristieken korrekt voorspeld, en ons procédé laat 

toe de e i genschappen van een grafiet-vlak te onde r scheiden van 

die van het werke lijke kristal. 



INTRODUCT ION o 

Du po int de vue théorique, un cr i s t al ou un système 

périodique inf i n i est une mo l écule géante caractérisée par une 

symétrie de trans lation. 

Dans l'approxi mation du modè le i ndépendant, chaque 

électron est décrit par une orbital e décrivant sa position et 

son énergie dans le champ moyen des noyaux et des autres élec

trons du systèmeo En passant d'un système molécula i re à un 

cristal, les n iveaux monoélectroniques convergent l'un vers 

l'autre et donnent na i ssance à une série de bandes d'énergie 

caractéristi q ues du c ris t al i nf i n i. 

La struc ture de ces bandes électroniques permet la 

déterminat i on de toutes les caractéristiq ues énergétiques. En 

• particulier, le premier potentiel d'ion i sation e t l 'é lectro

affinité peuvent être assimilé s respectivement aux énergies de 

la dernière orbita le occupée de la bande de vale n ce et de la 

première orbi tale inoccupée de la bande de c o nduct i on et la dif

férence ·entre ces deux quantités est une mesure de la première 

énergie d'excitation du système. De plus, l es populations élec

troniques et les lar geurs de bandes interdites sont fondamenta

les dans l'interpr é t a tion des propriétés magnétiques et conduc

trices des sol i des n 

Le but du p résent travail est de p r oposer une méthode 

permettant une é tude quantitative de la structure de bandes des 

systèmes pér i od i ques conjugués . Après une é t ude critique des 

différents procédés uti l i sés en physique de l 1 état solide, nous 

déduisons l e formal i sme de la mé thode des orbitales cristallines 

que nous appliquons ensuite à l'étude des propriétés électroni

ques et des caractéristiques énergétiques d'une chaîne polyénique 

infinie et du cristal de graphite . 



.l. 

CHAP ITRE I __ E S P R PK I PAL c. S M ê. . HO D f. 5 1 ·n L 1 S E C S EN PH Y S I QUE DE 

I .l . La th€orie des orbl t a les dan s le trait~~ent théorique des 

systèmes p n iyélectr--1üques . 
------ ----·-------

J 1 ,. ·• " • d · · ème ' ' 1 a t . . t ~ ~ 1 usqu a _a ~~n .u i~ s i ec _e , on a me·tai genera e-

ment que la matière était cons tituée d ' at.ornes, insécables par 

déf init i on. La dé~o~vsrte du rayonnement ca~hodique par THOM-ON 

en 189 7 et les és~ltats d e RU THE RFORD e~ 1 911 sur la diffrac

tion de s part icules :x amenèrent à pos tule r l 'exi s t ence de 

noyaux positifs e~ d êlectrons négatifs en ~~terac~ · on électro

s t at ique . 

La théo:c::..e a t..Y.r..iq :.1 e de BOhR co,:i ·.:n . .:. tu1:.• le p :cemJ.er es sai 

sat i s faisant d'int erprèta tion d~ mouveme~c des électr n~ dans 

les atome s o Rerc a:cql;a.7J.t l l ana log ie e1n.re le3 d imensions d un 

moment angul a i re et l a constante de PLAN CK, ii p r oposait un 

postulat de q:1a:'.'l -~i f i cation imposc1n t a.·.1.x ê:tcct:r.:)n3 d I u.n atome 

de se mouvoir :sur él-2: s ,.::;i r c onférenc2s r ,empl. i s san_ la con dition: 

(
+ .... . h 
p ., r J -- n -

2
-

. "ff 
( I-1) 

Combin&nt cette d e r ;:üère a ve c .les rblati.0:,12 d e la M:é can.:'~que 

Classique 

E.: - e 2 
2m a 

( I -2) 

et 
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E = ~ - e2 
2m a 

(I -3) 

BOHR expliquait remarquablement la structure du spectre de 

l'hydrogène atomiq· e, retrouvait la constant e de RYDBERG et 

ouvrait le domaine de l'atomistique moder n e . 

La théor ie de BOHR a donné naissance à deux idées fé

condes le concept d'orbites électron iques définies et la 

relation étroite entr e la répartition des électrons dans les 

atomes et la struc ture de la mat ière. 

Malheureusement, cette théorie n'est vérifiée que pour 

les systèmes mon oélectroniques : l'atome d'hydrogène et les 

ions hydrogéno ides. Cette limitation es t due essentiellement 

au fait que la t héo rie de BOHR est un mélange de notions clas

siques et quant q ueo . Bien vite, il apparut nécessaire d'aban

donner les notions classiques en .général isant les conceptions 

quantiques de BOH Ro , • 

Cette gPnéral isation fut accomplie indépendamment en 1925 par 

SCHRODINGER, HE EN BERG et DIRAC dont les théories étaient 

vérifiées expérimenta lement dès 1926 par DAV I SSON et GERMER. 

Un des résultats i mportants de la nouvel l e t héorie quantique 

fut l'abandon de la notion d'orbite. Les re l a tions d'incerti

tude d'HEISENBERG i mposent, en effet, l'impossibilité de dé

terminer, a pr i o ri , la position et la vi t es se d'un électron 

et il nous est dé s o rmais impossible d'observer le mouvement 

individuel d'un é lectron . Tous les rense i gnements possibles 

sont contenus dans une fonction d'état du système, appelée 

fonction d'onde . Le carré de son module nous renseigne sur 

la probabilité de trouver le système dans une configuration 

donnée. La not ion d'orbite ou de traject oire est remplacée 

par celle de pr babilité d'existence de certaines configura

tions du système . 
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La fonction d'onde du s ystème est so l ution d' une équa

tion d i f férent i e lle appelée "équation d e SCH ROD I NGER" : 

( I -4 ) 

,., 

Dans l e cadre de l 'approximation de BO RN e t OP PENHEIMER et en 

ne cons idérant que les interac tions c oulombiennes entre élec-
,. t 

trons et noyaux, l 1 hamil tonien d'un système, dans un état 

stationn a ire, s'écrit 

H = 
n 
I (

i =1 

Z e 2 

\ _E_) + _21 ) ) 
L, r . ~ ~ 

p l p i i ' 

m désigne la masse de l'électron, 

Z le nombr e de protons du noyau p, p 
r . une d istance noyau-électron, lp 
rii' une d i s t ance électron-élec t ron et 

r une d is tance noyau-noyau. pq 

(I- 5 ) 

Les solutions exactes de l ' équation de SCHRODINGER indépendant e 

du temps ne peuvent, à l'heure actuelle, ê tre obtenues que dans 

le cas d e s systèmes monoélectroniques. Il est , dès lors, néce s

saire de recourir à des méthode s d'approx i mation pou r détermi 

ner les f onctions d'onde d e s €ta ts sta tionnaires d ' un système 

polyélectro nique . 

Le p rocédé qui s'est avéré le plus utile repose s ur le 

théorème des variations . Il est, en effet , aisé de montrer que 

les éner g ies a ssoci ées aux états stationnaires d'un système 

sont des limites inférieure s p our les va e urs moyennes d e l'é

nerg i e o b tenue s à partir d ' une f onction approchée. Il e s t pos

sible, d è s l o rs, d' introduire d a n s une fonction d'essai un ou 
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plusieurs paramè tres v ariationnels qui p euven~ , par minimisation, 

faire converger las l uti on approchée vers l a solution réelle. 

Une forme d'ess a i généralement u t.i l -· s ée pour la fonction 

d'onde est le prod u i c de fonctions monoélectr n i ques appelées 

orbitales par ana l og ie avec les orbites de l 'atome de BOHR. Cette 

situation correspond, physiquement, à un modèle de particules in

dépendantes et se traduit par un hamiltonien rnonoélectronique de 

la forme: 

h 2 z e 2 

h . ,- 2 \ _E__ V. = - -- v - -t-
l 8 ··: 2m 

i !., r . l 
p lp 

( I-6) 

Vi peut s' interpréter comme l e potenti e l électrique moyen que 

ressent l'électron i . 

Ce procédé dû a HAR TREE [ l], ne tient pas compte du prin

cipe de PAU LI . SLATER[ 2 ] a amélioré l ' idée de HARTREE en appro

chant la fonct i on d 'onde par un déterminant. construit sur des 

spins-orbitales, p roduits de fonct i ons d 'espace et de fonctions 

de spins: 

\jl = A ~ ( 1 ) a ( 1 J ~ 1 t 2 ) B ( 2 ) . . . . ~ ( 2 n - 1 } ·:t ( 2 n - 1 ) ~ ( 2 n ) B ( 2 n ) n n 

(I-7 ) 

Il faut remarque r ic i qu 'une fonction du type (I - 7) n'est fonc

tion propre de l'opérateur S 2 que si l'on u ti lise deux fois la z 
même orbitale assoc iée à deux fonctions de spins difffrentes . 

On peut obtenir les meilleures spins-orbitales de la 

fonction (I - 7), e n résolvant l a pseudo-équation aux valeurs 

propres de HART REE - FOCK[ 3 J 

(I -8) 
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où 

h2 z e2 
q1 • (1) ... - -- 92 <JJ , (l) - \ _E__ q, ' (1) 

l 8 ,T 2m 
1 l -~' r ] _ 

p l p 

(I - 9 ) 

Si les o rbitales sont doub lement occupées, on a explicitement: 

h Hf (1 ) h 2 z e2 
<b . 1) - 1/ 2 <P , ( l) - \ _e__ q> . (1) -- 1 L, · 1 

8n 2m l rlp l 
p 

.,. \{[2/·'<ti"'(2) t . (2) 
~ J J 
J 

e2 
- [fcp . (2) cp.(2) dv

2
] ct,J. (l)}(I-10 ) 

. J i rl2 

SLATER[ 4 J a dis cuté en détail l'interprétation d l ' équation (I -10): 

le trois ieme te rme représente évidemment l' énf';rgie potentielle 

électrostatique d'un électron dans un é at i soumis au champ 

moyen des autres é·ectrons; lE:! quatrième t.e:r-rne, le terme d'échan

ge, pos sède une origine quantique sans analogie classique . Ce 

terme réduit l ' inte~act ion flectrostatique des électrons et re 

flète le principe de PAULI qui interdit à deux électrons de 

spins parall~le s de se trouver dans le voisinage l'un de l' autre. 

Enfin, les é nergies d'orbitales peuvent être r eliées à des po

tentiels d'ionisati n par le théorème de KOOPMANS[SJ _ 

Dans le déterminan~ de SLATER, la relation avec les orbites de 

BOHR est devenue assez vague . Il apparait , en effet, que dans 

les produits antisymé risés , nous n ' avons plus de correspondance 

biunivoque entre é l ectrons et orbitales . Par contre , nous gar

dons la possibilité de vis ual iser la stru_ture d'un atome ou 

d'une molécule en uti lisant des orbitales doublement occupées . 
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On peut d' ailleurs décri re le sys t ème périodi que d e s é l éments s ur 

cette base . 

Signalons, e n f in , qu'il n ' e xiste p a s de correspondance univoque 

entre foncti o n d 'onde et o r b itale. En effet, toute t r ansformat i on 

unitaire mod ifie lea orb itales s a ns transformer les f onc t i ons 

d'onde. C'est a insi que, d an s .Les mo léc11les , on peut ut.il i ser des 

orbitales, so i t dé l ocalisée s s~r l'ens emble des noyaux , s oit l oc a

lisées autour des coeurs , des lia isons et des p aires libres des 

atomes c ons t i t uan ts. 

En concluslon , on peut d i r e que l'approximat ion du modè

le i ndépend a nt fournit un langage pour dé c ~ire le mouv emen t des 

électron s d a n s les atomes , les molécule s ou les solides. Si on 

veut obt e n i r des donné es quantita tive s , il est néce s sa i r e de r é

soudre les é q uations de HARTREE-FOCK . 

Celles-ci son t tre s d ~fficil emen t solubles dan s le c a s des so l i 

des et i l e s t néces ~i::iire de simp Lif i. er la forme de l ' é quatio n 

monoélec t r oni q ue (I-10); nous montrons dan s le paragraphe 2 les 

procédé s utilisés en physiq~e de l ' éta solide " 

Par contre , même la t héorie élaborée de HAR ,,.. RE E-FOCK ne c al cu l e 

que 99 , 5 % de la valeur expérimen tale de l 'énergie de l ' é t a t 

fondamental . S i cet accord est satis.fa .i.san t. , l ' err e ur es t du 

même ordre d e g r andeur que les d ifférence s énergétiques q u e l 'on 

peut mesu r e r. Cec i montre la n€cess1té de s urpasser la t héorie 

ori g i nale d e H/i.R T EE-FOC K en tenant compte de la corrélation 

électroni q ue. Nous décrirons dans le paragraphe 3 les procédés 

proposé s d a ns c e but. 
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I.2. La thforie des bandes dans les systèmes périodiques infinis. 

I.2.1. Le théor ème de BLO CH et les zon es de BRILLOUIN, -------------------------------------------- --

Avant d'examiner les méthodes d'appr oximation utilisées 

pour résoudre l'équat ion monoél t i l est nécessaire de 

simplif ier le p roblème en tenant compte de la périodicité carac

téristique des cr i s t aux. Tout système pé r iodique infini poss è de, 

en effet, une symétrie de translation q u e l'on peut caractériser 
·~--- ·+ + par tro is vecteur s a 1 , a 2 et a 3 délimitant un e ma i lle primitive 

du cristal . 

Le réseau cristallin est alors représenté par un ensemble de 

noeuds déf inis par i:-c : .ation 

Â n = (I-1 1) 

a vec n
1

, n
2

, n
3 

entiers. 

L'express ion I-11 ) peut se mettre sous la f orme matr.icielle : 

alx a 2x a3x nl 
A n = a l y a a n2 (I-12) 2y 3y 

a . 
.Z a2z a3z n3 

De plus, il est a v ant ageux de considérer un réseau réciproque 

construit sur trois vecteurs de base b1 , b
2

, b
3

, remplissant 

les cond i t i ons: 

...,,. -~ 
( a . , b .) ··- 2 ..-, à. , 

i J iJ 
(I -13) 

Le réseau réciproqu e possède ainsi l'ensemble de noeuds: 

(I -14) 
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qui s'ex prime en langage matr i ciel de façon analogue à (I - 12 ): 

blx bly blz 

m B = (ml' m2, m3 ) b2x b2y bLz 

b3x b3y b 3z 

L' équat i o n (I-1 3) s e met plus simplement sous la forme: 

A.B = 2 ii 1 

(I -15 ) 

(I -16 ) 

Les vecteurs de bas e du réseau r~ciproque peuv ent, dès lors, 

s'obtenir facile men t a partir des vecteurs du réseau direc t par 

une i nversion de matrice . 

En effet, 

A B = 2 '.r .1. 

A - l A B -- A - l 2 rr 1 

1 B = 2 -,.- A - l 1 

(I -17) 

A partir de ces consi~érations,on déf i n it un opérateur de tra ns 

lat i on T (An) te l qu'il agisse sur une fonc tion f (r ) en fournis-
+ _.,_ 

sant la valeur de c ett e fonction au point ,r + An): 

T (An) f (~ ) == f (f + An) (I -18) 

➔- -,. 
Pour un système périodique, caractérisé par les vecteurs a 1 , a 2 , 

â3 , l'opérateur de translation T commute a vec l'hamiltonien 

monoé lectron ique ç 



Soit: 

T (An ) {h (rj ç, (f) } = h (f + An) <P (r + An) (I-19) 

si on admet l a pér i odicité du potenti e l: 

h ( r + ':J.:n ) ·- h (r) (I -20) 

(I-19) s'écrit main tenant: 

T (An) { h ( r) q, (f) } = h (f) T (An) <P ( ~) (I-21) 

L'équat i on (I - 21 ) définit la c o nd ition d e commutation des opé r a

teurs Tet h. 

Il faut remarquer q ue l a relation "cruciale " e st l'équation(I-20). 

L'opérateur monoélectronique contient , en effet, des termes d e 

répulsion él e ctroni que et d lécha nge. On voit immédi a t e me nt que l e 

potent i e l d e r épulsion électronique est périodique grâce à la 

périodicité de la densité électronique; l e potentiel d ' échange , 

par son c a ractère non l ocal , néce ssite un examen plus approfond i . 

En e ffet , s i l 1 on asso cie l 'opér a t eur de tra nsla t ion au 

déplacement d' une seul e coordonnée (1), par exemple, o n peut 

écrire: 

(I -22 ) 

T (An) . \ 1 -~ .+ ) ➔ 1 dv
2

} 
➔ 

(I-2 3 ) = tL • <P , (r2 <Pi (r 2 ) <l>j (rl) . / J ➔ + j ' lr1-r2 f 

) r i<· ➔ ·+ 1 
d v :r :ï\ +An> (I - 24) = {LJ<f>,( r 2) <J>.( r2) Q) • 

. J l , 
1 r 1 +Ân-1\ 1 

2 J 
J 
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En changeant l'origin e de l ' intégration s ur les coordonnées (2 ) 

de An, on ne modifie pas la valeur de l'intégr ale, et on o b t i ent 

ainsi l' équation (I-2 6 ): 

-~ ,..... ..,- ·+ .... 

l : _( 
<Pj ( r 2+An) cp

1 
(r

2
+An) 

dv 
2 

1 
-► ➔ 

(I-22 ) = "·.; (r
1 

+An) 
j 1 r 1 +Ân-1\-An i J 

(I -25 ) 

t.- -+ + 
qi • r 2) cp i(r2) 

T (A.n ) </> • ( t: . 'i' ( J dv
2

} = 1. L. 1 

j l r 12I 
J .L 

( I - 26) 

qui vér ifie les proptiétés de commutation du potentiel d ' échange 

et de l'opérateur de translatio no 

Puisque l' o pér ateur monoélectronique h et l' o pérateur de 

tra nslat i o n commutent , i.ls admettent le même système d e f onctions 

propres , et il es t normal de choisir les o r bi ·tales parmi l es 

f onc tions propres de 'opérateur de translation o 

BLOCH[ 6 ] a montré que ces fonctions p r opres pouvai e nt 

s' é cri r e : 

➔ ·+ 

( + ->- ) ·r .-A ... ) .-+) _ e ikAn ".· r _...1:.··-. , 
</> r + An -· l n qi t r w , - 1 (I - 27) 

L'expres sion (I-2 7 ) peut encore se simp l if i e r et l'on peut 

prendre pour fonctions propres de l'opôrateur de translation 

des fonct ions de la forme: 

- 7 ➔ 

et· +, ik . r ;~ ...,.r) qi(Jr, rJ == ê U(r .. 1 (I -28) 

' 
si u( t , f) possède la pfriodici t f du r{seau. 

+ ➔ 

L'équation (I-28) montre que les orbitales cristallines qi (k , r ) 

sont cara c térisées par un vec teur d'onde k; défini dans l'espace 

réciproque . En chaque point de cet espace réciproque, on peut, 

dès lors , d éfinir une orbitale cristalline s atisfaisant l e théo

rème de BLOC H (I-27) a laquelle est assoc i é e une énergie mono

électror. iqu e 2 (k) . Nous verrons dans la su i te comment préciser 

les valeurs de r (f) . 
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Le raisonnement ci-dessus concerne un cristal parfa it , 

i n -ini d a ns les trois directions d e l'ë~~ace. L'ensemble des 
_,.. 

opérat e urs de translation T(An) est d'ordre i nf ini. En vue 

d t étud i e r un cr i stal réel de d i mens ion s finies , il est néces

sai re d 'introdu ire des conditions aux limites . Toutefois , v u 

le faib:e nomb re d'atomes en surface d u cristal, il est normal 

de penser que ces cond i t i ons aux limites ont peu d'influence sur 

le comportement glo bal du système et il est ainsi l i cite d ' uti 

liser les condition s l es plus commodes au poi n t de vue mathéma

t ique. On uti lise universel l ement l es conditions pér i odiques d e 

BO RN-VON KARMAN [?]• 

Leur i nterprétation physiq e se conçoit le plus f aci l ement e n 

e x ami nant une chaine de N atomes identiques. Si le nombre d'at o

mes N e st très grand , l e comportemen t dlune c haine ouverte ou 

fermé e est identiq ue. Les effets des limites ne sté.tendent , e n 

effet, que sur que lques atomes. Ains i , s i l Lon considère une 

c h a ine ouverte, on peut trai ter le prob lème t héorique comme une 

chaî ne c yclique, en admet. tant que l 1 orbitale reprend périod i 

queme n t la même va e r apr ès N atomes. Ceci permet d'ut i lise r 

un e nsemble d' opérateur s d'or d r e fini . Dans l'étude des propri 

étés de cette chaîne ouverte, i l est nécessaire de prendre un 

nombre d'atomes N suff i samment grand pour que les résultats en 

soient indépendants o Dans ces cond i tions, l e problème sera 

tra i t P correct ement, excepté en ce qui c oncer ne les effets de 

surfa ce , aspect i mportant que nous négl igerons au c ours d e c e 

t ravail. 

Dans le cas t r i d i mensionnel, on défini t par analogie 

un domaine cyc lique délimité par les a rê t es N1; 1 , N2i 2 , N3i 3 
et contenant a insi N ~ N1 .N 2 .N

3 
ce llules un i t a ires . Si ce 

doma i ne est s uff ' samrnent grand et possède d a n s c haque direc tion 

des d i mensions macroscopiques , plutôt qu'atomiques, nous pou

vons ê t r e sfirs que les résultats physiques obtenus seront in

dépendants de N. 



- 12 -

Au po int de vue formel, l'application des conditions aux 

limites de BORN- VON KARMAN revient à écr i re: 

. · ➔ = cp(r ) ( I-29) 

De ces conditions associées au théorème de BLOCH (I-27), dé

coule directement : 

➔ _,. 
ikNa

1 
e -- e 

si l'on précise k: 

-, ➔ 

ikNa
2 = e 

. k,l- ➔ 
l Na

3 = 1 

les cond itions (I-30 ) ü,1p·.:,sent automatiquement: 

K 1 Nl = ml ml e ntie r 

K2N2 = m2 m? - entier 

K' 3 ,'; 3 ..... Y1'" -~-. -.) 
..J 

m3 ;:: er:t:i .. sr 

(I-30) 

( I-:3 l) 

et les seul e s valeurs possibles de k stobti ennent i mméd i atement: 

k 
ml .... m2 

b2 
m3 

E = "ff"" bl + + 
1 N2 N3 3 

-1 
(mlbl 

➔ =" (I-32) = N ;- m2b 2 + m3b3) 

Les opérateurs de t r anslation T(An ) sont des opérateurs cycli

ques d'ordre No 
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En effet : 

r (NA) -P t r) - r~\ 

-- (!) fr ,- NA ) 
' ' 

- l. cp(r·) (I-33) 

d'où , . 
(TN - 1) ·- 0 (I-34) 

Pn~r des ~r0upes finis , on peut dêf i nir aisément les opé~a

teurs de proJection correspondant aux translations par la 

technique de LOWDIN[B ] : 

-1 
0 ~ N ,' . e k 

-l·➔ 

ikAn 
T( -Anj (I~35J 

n 

Il est aisé de mon~re r que le s opé rateurs de projection satis

font les relat i ons suivantes : 

() ~ -

Ok () i. 

Ok ri 

o+ 
k -

0 k 

... 

00 
)., 

f' V 
K 

0 

... 0 

( I-36) 

si k ~ 9v (I-37 J 

s i k -/: t (I-3 8) 

St es t un opérateur quelconque 

(I-39) 

Le forrnal ism8 très ,,,:iirnple des cpérateu1:s de pro jection permet 

de démontrer plu.siPurs théorèmes nécessaires dan;:, les appli

cations pratiques. 
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Une fonction d e BLOCH s' é cri t p lus simplement sous la 

forme: 

(I-40) 

L'opérateur de projection (Ok) " sélect ionne" dans la fonction 

<P(;) la composante qui obéit au théorème de BLOCH avec le vec

teur d'onde k. 

Dès lors, l es orbi tales cristallines appartenant à deux 

points d iffére nts de l 'espace k sont o r thogonales. En effet: 

( I-41) 

De plus, dans ces conditions, elles n ~interagissent pas: 

➔ + 1 ➔ = '- <P (r) j Ok h o k' <P ( r ) > 

( I-4 2) 

Ce thforème présente des conséquences impo1·tantes pour préciser 

les probabilités de transition entre d ifférents états ou pour 

élaborer un procédé d' i nteraction de configuration. 

Il est égale~ent intéressant de préc i ser l tévolution des 

énergies monoélect ron iques €( k) lorsque l 'on passe d'un point à 

un autre dans l'espace réc iproque. 

Les bandes d'énergie s (k) sont symétriques vis-à-vi s du point 

k = O. 



15 -

En effet: 

s t-k) :a, <<j>( - k,r)\ h \ cp( - k.,t) > = , <j,(r ) Juk h o;lcp(t) > 

(I- 44) 

pui sque 

s k) = é:( -k) (I -45 ) 

+ 
La courbe d' é nergie s k) est périodique dan s l 1 espace 

r é c i p roque. 

Si K r e présente une t ranslation du réseau réciproque, 

~ -+ ➔ 

cp (k,r ) -== o k cp (r) ( I -4 6 ) 

~ ➔· ·l- r> cp k +K , r ) - o. cp 
.!<+ 

( I -4 7) 

Ok+K 
- 1 \ ik.Ân ii<An T( - An ) = N :.., e e 

n 

-1 "kA \ l _ n 
T( - An ) Ok = N l e = (I -48) 

n 

on voit que 

~ ➔- + + ➔ 
cp(k , r ) :: cp(k+K ,r ) ( I-49) 

et 

s (k) = s (k+k) ( I-50 ) 
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Lléquation (I-5O) no u s apprend que les bandes d' énergie e (' ) 

sont p0r iodiques dans l 'espace réciproque e t , dès lors, tout 

volume 6gal à c e l u i de la mai lle réc i proque cont i ent tous les 

états monoélectroniques d'un électron évo l uant dans un champ 

de potenti e l périod i q ue. Comme il ressor t de l'équation (I-32), 

ce volume cont i ent N états correspondant à N extrémités pos

sibles du vecteur k o BR I LLOU I N a proposé de choi sir ce polyèdre 

d'une façon bi e n particulière. Dans le langage de bandes d'éner

gie, l'équation (I-5O) montre que deux poi nt s k et k' séparés 

par une translat ion du réseau réciproque s ont équivalents . 

➔ - ➔• • .l . 

kl = k + k (I-51) 

En imposant la cond i t i on supplémentai re jk ' 12 = lk l 2 , BRILLOUIN 

obtient l es équat i ons des plans qui bissect ent norma lement les 

lignes joignant l ' origine aux noeuds les p lus proches du réseau. 

Le polyèdre compris entre ces plans est connu comme la première 

zone de BRI LLOU I N e t sert à représenter tous les états mono

électroniques possib l es dans un système o Les équations de ces 

plans sont: 

lk' l 2 = i~l 2 = !k + 'Kl 2 (I-52) 
:t· 

ou encore 

➔ . .,, -l• -~ 

2 (k, K) - K,K) (I -53) 

Il est remarquable d e constater que l ' équation ( I -5 3) corres

pond au:: candi t i ons de diffraction de BRAGG. En effet, la 

représentation grapnique I-1) montre c l a i rement q ue si 

lk' 1 = \k \ et,, =, + ~ 

jK \ = 2 jkj s i n e (I-54) 
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Figure I-1. 

+ 
K 

0t, il est bien c onnu que tout vecteur du r é s eau r éciproque 

est relié à la d i s t an ce d entr e p l ans par a l lèles du réseau 

direct par la r e lat'on: 

!KI = 2 ~m (I -55) 

en se rappelant q u e k· est un vecteur d' onde r el ié à la l on

gueur d'onde: 

2 11 
À 

on obtient sans d ifficulté: 

\KI 

d'où 

2d sine= m>-. 

2 
2 n . sine 
À 

L'express ion (I-58 ) est la condition de BRAGG. 

(I-56) 

(I-57) 

(I -58) 
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En rPsumé, la symétrie de translation du réseau direct 

permet de cho i s ir les solutions de l'équation monoélectronique 

parmi les fonct ions propres des opérateurs de translation. 

Les énergies as sociées à ces orbitales se groupent par bandes 

d'énergie, périod iques dans lLespace réci proque . Si lton se 

choisit une .: ··-2.. .' .·1. :...=! < lC men taire,la premi ère zone de BRILLOUIN 

par exemple, et si l'on fixe les condit ions aux limites de 

BORN-VON KARi'1AN, il est facile d'énumérer tous les états mono

électroniques d 1 u n électron Pvoluant dans un champ de forces 
➔ 

périodiques. Le p r oblème est de détermine r la fonction E(k) 

dans la première zone de BR ILLO UIN. Dans les paragraphes sui

vants, nous résumerons les pr i ncipales mé t hodes d'approximation 

de l'équation monoélectronique de HARTREE- FOCK , 

I.2.2. La_méthode _de _l 1 électron_libre_ (Free_electron Model_:_FE) 

Le procédé le plus s i mple de résolution de l'équation 

monoélectronique ( -8 ) , consiste à étudi e r l 'ensemble des élec

trons comme un g az d'électrons sans i n t eraction [ 9 J. En effet, si 

nous cons i dérons, p ar exemple, un système i n fi ni constitué d'ato

mes de carbone dans un état d'hybri dat ion sp 2 comme dans les 

longs polyènes, l~ s deux électrons de la couche ( ls ) du carbone 

sont fortement loc a li sés autour des noyaux, t rois autres élec

trons sont util i sés dans les hybrides trigonales et, dès lors, 

localisés entr e les coeurs d'atomes. Le sixième électron ne 

possède pas de place définie dans la chaîne e t sera par consé

quent délocal i sé sur tout l'ensemble du système . Ceci revient 

à considérer un potentiel peu variable et à l a limite constant. 
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Dans c e s conditions, l'équation de HARTREE-FOCK devient: 

(I -59) 

avec 
V .,,_(lj 

0 'l'l 

,;f , 

V: { ,".L ) 

( I-60) 

Remarquons que, d t après l 'équation précédente, et, contrairement 

à ce qui est généralement admis, le modèle de l 1 électron libre 

ne néglige pas les effets de répulsion e t d 1 échange, mais les 

considère impl ici tement dans un potentie l constant. On peut 

ainsi admettre fo r mellement qu'une partie de l'interaction élec

tronique est introdui te dans l'express ion (I-59 ). 

Les so lutions de BLOCH s'obti ennent ai sément dans ce cas 

et s'écrivent: 

. (k .,. ) _,_ 
cp~E (~ , r ) 

l 
i +Kn r e 

·- · -
Fi 

(I -61) 

en posant: 

FE 
.=: . - C ~ 

l l. 0 

~FE( k' h 2 
jk+i<n i 2 :.. n I J ·-

8 ;, 2m 
(I -62) 

Dans l e cas général, la méthode d e l'électron libre 

présente un i n t é rêt cons i dérable car elle permet de définir 

aisément diver ses notions intéressantes . Si nous considérons 

un cristal de N mai l les et de Z électrons l ibres par maille, 

il est aisé d'obteni r le rayon de la sphèr e de FERMI , sphère 



- 20 ·-

à ltintérieur de laquelle tous les ~tats rnonoê l ectroniques sont 

doublement occupés, 

(I-67) 

et la valeur de F ERMI: 

i:: = 
F 

( I.-68) 

Enfin, ce modê le permet dtobtenir une estimation des effets 

d'échange: le terme d 1 f c hange peut, en effet, sl~crire : 

' 7 ( 1) 

av ec • ·,'>- ·• 
i 

l.K _rl 
q,.(1) ·- e _j 

J iv 
·+ ➔• 

q,.(2 ) 
1 

ik1 r 2 
-· e 

l 
✓v 

L'fquation (I-69) prend alors la forme su i vante: 

e 2 

V 
j 

(I-6 9) 

(I - 70) 

L'intégration est düe à DIRAC[lü] qui précise la constante Ak: 

Ak o. 306 
e 2 

[2 + 
1 - --r o. 

(I- 71) 
s 

avec 
k 

a - I~ 
i-

4 JT 2 3 V/N -y r ,._ 

s 
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Le terme de COU~OMB ~nrrespond à une r êpulsi o~ d'une dens i té 

électroninue uniforme et constante contreba l anc~e par l'ensemble 

positif des coeu~s. On voit donc que les solutions du modêle de 

l'électron liore, s.ont. fonctions propres de l ' opéra t.eur d léchange 

et sont donc des solutions de HARTREE - FOt:K possédant l' énergie: 

FE -H r , _ ;,; \ 
s , r1, K., -

8 " 2m 

+ __ ,_ , 2 2 ,.,. ..,_ _l.-_a2 lo l+ et 1} 
1 k-kn; - e jkF i '._2 , o. g l-a 

( I-72) 

De plus, il e st b ie0 connu q ue la fornte des orbitales d~pend peu 

du potentie l élec-~-rique du système" On peut donc admettre que 

les orbi tales de l'électron libre sont une bonne a pproximation 

des orbitales de HART~EE - FO:K du système réel et l 1 on peut ob

tenir une valeur d e l 1 fnergie d'€change totale éga l e, d'après 

l'équation (I-71), à la moitié de la valeur moyenne de Ak pour 

tous les élec t r ona. D'après WI GNER[ll], 

E, . 
e c h ang-8 

.., 
e -

- - 0 . 458 

~. · . . , il faut noter que le modèle de l 'élec-

ron libre d~veloppé par SOMMERF t LD et BfT~l pour l '~tude des 

cristaux mftalliques a ~té d'une i~portance p articu l ière dans 

la compréhension des propriétés des électrons de valence dans 

les systèmes infiniso De p lus , ce modèle f ournit des expressions 

ana lytiques s1.ITLple.s pour certaines grandewr s intéressantes 

comme le niveau de f- [:RM I, 

Par contre, ce modèle n'est pas ass e z rigoureux pour 

des études correctes mais, dans les théor ie s plus élaborées , 

il est utile pour esti mer les effets d'échange et de corrélation. 

SLATER[ 121 a même p ropos é d'utiliser systématiquement ce poten

tiel d'échange dans ies molécules. S i gnalons, e nfin , que dans la 

théorie des systèmes molécula ires conjugués, ce modèle a été 

développé beaucoup p lus tardivement par KUHN[ 3 J, BAYLISS[ l 4 ] 
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et qulun mo d èle ramifié(lSJ plus exac t fournit de bons ré sultats 

tant en ce qui concerne les Vdleurs éneLgétlques que les d en

sités électroniques. 

I.2.3 . La_méthode_des_électrons_2 resgue_libres . 

(Nearly_Free _Electron_Model_:_NFE) 

Dans la thé~rie des électrons libres, les spins-orbitales 

présentent un spectre énergétique continu; la th6orie des élec

trons presque ibres perm~:::?t de .cendre compte des rv. od.1.f icat ions 

de ce spectre lorsque le cristal possède un potentiel périod i que 

non c onstant . 

Ainsi , l ' équation de HARTREE-FOCK peut s'écrire : 

h eff. . , 1 . 
-1' i J -- "'- i q, (1 ) - { -

1. 
;,• ] + V ( 1 ) } cp • ( 1 ) 

l. 1 

( I-7 3) 

et, en t oute gAn~ralité, le potent iel pf~iudique se décompose e n 

série de FOJRJER. 

V(iJ 

1 ::: 1 

K 

= V 
0 

2 e 2 
1 __ E_ 
L r. 
p lp 

.-, 1 

-lK.c , 
1 

uK e 

+ 1 
ui<. L 

·;.:.u 

(I - 7 4) 

-11<:r. 
1 

e (I -75) 
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Si l'amplitude des composantes est suffisamment faible, l'équa· · 

tion (I-73) peut êtr e rPsolue par la méthoèe des perturbat i ons 

~ partir des fonctions non pert urbées, solutions de l'équation 

èes électrons libres: 

.... 
H q, \k,n) = {-o 

fE -~ q, (k,n 

FE ..,,. FE -c1-= c {k,n) $ k,nJ (I -76) 

Les énergies du système perturbé sont, au premier ordre , i denti

oues aux énergies de l'flectron libre. 

+ ·+ 

sNFE (n,k) = <iFE(k ,n ) IH + I uK e-iKr i<t>f'E (k ,n) > 
o K 

(I-77) 

F-E c+ , , FE( ..,. •- ,q, (k ,n ) 1H
0

icp k,n) > 

FE .,. I FE ,,. + <q, lk , n) H ' jcp k,n) ,, (I- 78 ) 

= t/ =- ,k ,n ) -i- ~<t>FE(k ,n ) IH ' j c/E(k , n) > (I-79) 

L ' élPmen .-::1. e m 2. t ..::· __ .:.;: ,· i'.fi c'. la t'•'-'r ..... t · .,..D, at.1. r~ ~1- on e s c nu~ ~ 

NFE .k+ , s t ,n, - ( I-80) 

Les orbitales de la rnfthode de l ' électron presque libre corres

pondantes sont: 

'i' , <jJfE(k' ,n1 ) iH ' l<t>FE( k ,n) :-
+L. 

(k, n) ' 
+ -+ 

_ (k,n)' - r.( k,n) 

\I -81) 
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Les é léments de l a ma t rice H' sont faci l es à é va l uer : 

F E(-k' - , , 1 I FE( ,.,.k · < ~ , nJ !H ~ , nJ ✓ 

- i 
e 

-+ -+ ➔ 

Kn L-Kn )r dr 

( I -8 2) 

Si l'on t i e nt compte d e la périod i c i té , l ' i nt égr a le sur t out 

l'espace p eut ê t re r emp lacée par une i n t é g rale p ortant sur 

toute l a ma i lle , e n f a i sant la subs ti tution suivant e: 

on obt i ent a ins i : 

i(J<:' - ~) N + _.,.. ➔· 

(a
1

,-a
2

-r a
3

) 
( I- 82) -

1. 
N N N 2 \ \ \ v <.., L L, e 

s -("\ s :::.O s =O 1- , 2 3 

J . e - 1 ( k ' -k p H , e - i ( '.n ' - K n) -;;· d P 

,Vl 

L'intégral e es t n ulie si k ' f k. 

(I- 8 3 ) 

-+ -+ 
Lorsque k ' = k, les él~ments de ma t rice pren nent la f o rme: 

FE FE 1 - i 
< ~ (~ , n• ) ; H' 1 ~ {k, n) ,, - V _[ H 1 e 

M M 

l- -+ + 
i<.n ' -Kn) p d p 

(I-84 ) 

Il apparait ains i que s eul s les é tats a ppartenant au J. ê~ne point 

de la première zone d e BRiL LOU N s e combine nt . nous l 1 avions 

déjà montré au p arag Laphe (I .2. 1 . ) . 
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De plus, il faut remarquer que lLéquation ( I - 81) q ui s Lécrit 

maintenant: 

<j> N F E ( it 
1 
n ) __ FE+ 

cp (k , n) + \ 
l 

n' ;;tn 

_<- pH: ( k, n L) _I H L I cp FE ( t , n ) > 
+ + 

c (k , nL) - s (k, n ) 

(I--85 ) 

n'est p l us valable aux points d e la premi êre zone de BR lL LO UIN 

où: 

( I -8 6) 

Sous sa f o r me explicite cette expression devient: 

_h:__ l ~+~n 1 
:

2 = h
2 

jk+Kn j 2 

8 n 2m 8 ~2m 
(I- 8 7) 

L'égalité (I-8 7) correspond a l'~quation de définition d es plans 

délimitant la première zone de BRILLOUIN : 

On constate que lLon est devant un cas doublement dégénéré oü 

l'on doit résoudre l'~auation du secon d ordre: 

FE + · · FE ➔ N~E + 
< cj> (k,n) j h jcj> (k ,n)~ - ë: ' (k , n) FE, ➔ 1 · FE + < cj> tk ,n') h l<P (k,n) ,, 

FE + j j . FE + . <;cj> (k,n) h cp (k,n'p 
FE + . , · FE _,_ . NFE + 

cep (k , nt) 1h l4> (k,n' P, - E (k,n ) 

( I -8 8) 

Grâce . au théorème 1.1-42), on peut voir sans d i fficulté que: 

( I -8 9) 

( I-9 0 ) 

= 0 
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(I-9 1) 

et les v aleurs de : ' énergie se déduis e nt aisément : 

+ V. FE (-+k .) FE k" nt) , 2 .,.. 
1 l . I n - ,;: I ! ' Hl 1 2 1 1 k n n l · , , 

( I-9 2) 

Cet te é quation e t la formulation g~nérale dont l'expression( I -80) 

est un c as particuli er pour & ,,n ) - E(f,nL) P~ Hk' e t l' o n · nn 
remarq ue qu ' aux l i m' t es de la première zon o de BR i LLOUIN , on a 

les re l a tions: 

NFE ( ➔k· • FE k·➔ ) , , s ,n , - ~· ,n + IH k , 1 - ,n, n 
( I-9 3) 

et il survient une d i scontinuité dans l e s bandes d'énergie: 

~ F E ,> . , N f E ~ 1 1 , l 
62 = s (k,n J - s (k,n ) ~ 2 1H k . 1 I ,n,n 

(I-9 4 ) 

Ce domaine d ' énergie où ne peuvent exi s t er d e nive aux mono

électron iques e s t appelé "bande d'énerg i e .interdite" ou 

"bande interdit e" o Cette s i t ·üation est i i:ùs t .rée dans la 

figure (I - 2) dans laquelle les c our bes en pointillé représen

tent les courbe s de l'~lectron libre . 

En conclusion, si nous considérons le comportement de s 

courbes ~N FE (k, n) , elles ressemblent aux co1, r : es d lé.r1ergie des 

électrons lib res, mais présente n t de s d isccntinuités a ux l imi

tes de la p remière zone de BR I LOUIN. Il apparait ainsi q ue 

pour cert a ine s v aleurs énergétique s, le spec t r e présente de s 

bandes d 1 éne r g i e i nterdit es responsable s des propriétés élec

troniqu~s des solides . 
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Afin que la méthode des électrons presque l i bres pui sse 

être appl i cable, i l faut que l es composantes de FOURIER du 

potentiel convergent rapidement. La présence des coeurs posi

t i fs d'atome s e x clut cette possibilité ; il y correspond, en 

effet, des osc i l ati ons rapides de courtes longueurs d'onde, 

qui sont reliées à des composantes de FO UR I ER d'ordre élevé . 

Pour cette raison , la théor i e originale des électrons presque 

libres n'a guère servi en pratique et ne présente qutun i nté rêt 

didactique. Nous reviendrons s ur ce su jet d ans la suite de 

notre travail o 

Signa l ons, ·enfin , que ce modèle a été appliqué en 

chimie quantique moléculaire à l'étude · du spectre électronique 
[16 ] des polyènes o 

I.2.4. Mé.thodes_ lo CoA,O. Tight_Binding_AEEroximation_:_TBA) 

(Hücke l_Crystal line_Orbitals_:_HCO) 

Comme nous l 'avons vu au paragraphe précédent, la 

méthode des élec~rons libres converge s i l entement qulelle ne 

présente que peu d'intérêt pratique. Au vo i s i nage des coeurs 

d'atomes, les orbi t ales devraient présenter un comportement 

analogue a celui d e s orbitales atomiques . Ceci suggère un 

princ i pe nouveau po · r construire les o rbitales cristallines 

en combinant les orbitales atomiques, chacune localisée sur 

un atome, en une orb i tale délocalisée sur t o ut le système, 

Cette méthode a é t é his toriquement, une des p r emières à être 

proposée. Flle porte généralement le nom que son auteur, 

BLOCH, lui a donné: méthode L,C,A . O, [l7 ] ou ·"Tight Binding 

Approximation" dont la traduction française peut être 

"Méthode a ux bases atomiques " ou "Méthode des électrons 

quasi-atomiques •• . 
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Dans le cas où il n'y a qu'une orbitale atomique x(r) 
par maille, il est aisé d'obtenir,d'après la technique des 

opérateurs de projection[lBJ, une orbitale cristalline satis

faisant le théor ème de BLOCH: 

</>LCAO (k) -- ,-
X r) v k ( I-9 5 ) 

1/2 
ikÂ . - I 1 

T( -Ai) 
·,) -

= N e X ( r) 
i 

( I-9 6) 

+t.. 
1/2 

ik . 
N I· 1 x (r-A. ) ·- e 

i 1 
( I-9 7) 

Les orbita l es a tomiques sont fonctions propres de l'opérateur 

monoélectronique a tomique: 

ho = - ( I-98) 

Ainsi, pour les orbitales de SLATER (S.r.o.~slater Type Orbitals), 

le potent i el u (~) p rend la forme hyd rogénoïd e d'un électron 

soumis à une charge positive: 

-+ 
u(r) = 

;li, 2 Z e 

lri 

* [ 2] SLATER a mont r é c omment obtenir la valeur d e Z 

Pour les orbita l e s hydrogP noïdes, on obtien t : 

+ -+ 
h 0 x(r) = 2 x (r) 

0 

' ,t_f ," 

(I -9 9) 

(I-100 ) 

Dans les systèmes périodiques, l'opérateur monoélectroni que 

s'écrit: 

h = V 2 + V(r) (I -101) 
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où V(r) dés i gne un potenti e l effectif, p ar exemple ,le potentiel 

de HAR TR EE -FOCK 

V (i) = 
z e 2 

,_,E_+ \ 
1., ~ r . 

p lp j 
\ <jl~ ( 2) 

., J 

j l -P12I 
<P • ( 2) dv 2 rl2 J 

L'opérateur h peut ainsi s e mettre sous la forme: 

_,,_ ➔ 

h = h a + V(r) - u (r) 

(I-102) 

(I -103) 

et llénergi e assoc iée aux orbita les cr i stall i nes s'obtiendra 

par la re lation: 

avec 

E: TBA (k) -- -, cpTB~ k) l h i<P TBA(k) ;, 

. <P T BA (k) I <P TBA (k ) > 

-r➔ 

ikR. 
·· .. , . ' e J B t:. ·r l . 

J 
-=- --------

:., e 
j 

,➔k➔ 
.l R . 

J s . 
J 

s . = -x (~ - A. , ) 1 x (f) > 
J J 

(I-104) 

H-105 } 

(I-106 ) 

Si l'on admet que les orbitales atomiques sont orthonormalisées, 

l'expr es ~ion(I -104) se simplifie et devient: 

E: TBA (k) - E ,. + B 
0 

+ \ 
l 

j~O 
e 

➔ ...... 
i kR . 

J B . 
J 

(I-107) 



Si nous considérons plusieurs orbitales atomiques par maille, 

l'orbitale cristalline sera une combinai son linéaire dtorbitales 

de B~OCH (I-97 ) étendues sur chaque type d'orbitales atomiques. 

q, (t,n) = \ c ~n(~) 
L 'knp -r 
p 

(I-108) 

Les coefficients et l es énergies associées peuvent être obtenues 

en résolvant le système séculaire tradit i onnel de la théorie des 

variations comme le f ait LADIK [l9 , 2oJ . 

( I-109 ) 

OÙ 

H (1< ) - "· c/> p ]() j h i cpq(:it ) ~ pq 
(I-110) 

s (~) = < cp (l< ) i <P (R) :--pq p . q 
( I-111) 

La méthode LC AO permet de visualiser un impor tant prin

cipe reliant les niveaux atomiques aux bandes cr is tallines. 

Si nous avons N atomes infiniment l oin l'un de l'autre, on ob 

serve des niveaux d' énergie atomiques N fois dégénéré s. 

Lorsque les atomes se rapprochent, la dégénérescence se lève 

et les niveaux se séparent en donnant naissance à une série de 

bandes électron i ques. C,' t. te situation est représenté e sur la 

fig_ure (I-3) et pe r met de donner une j ustification simple à 

l'origine de s •: .c.trll .. '. L;S 0lec ..:. rGniq u.e s Jans ..1.. t,S 2,,:, .1. .,_~~-e>s . 

Récemment, un procédé analogue a été propo s é par ANDRE, 
[21] 

GOUVERNEUR et LE RO Y . En voulant conserver le formalisme de 

la méthod~ LCAO-MO de la chimie quantique molécu l aire, ces au

teurs ont développé un procédé gPnéral (la méthode LCAO-HCO) 

permettant l'étude thforique des systèmes périodiques et le 

calçul de toutes les g randeurs définies en chimie quantique, 

dans le cadre des appr oximations de HUC KEL o 



Fig.1 .3: Origine des bandes d'énergie dans les solides 
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Si on cons i dère la maille comme un ensemble, il est 

normal d 1 y centrer des o rbitales délocalisées dans la maille: 

,i, - 1 C 
'l'n - np XP 

p 
(I -112) 

La combinaiso n de BLOCH s'obt i ent aisément g r âce aux opérateurs 

de project ion : 

.i- HCO ·k* . 
'I' , n J ·- N

~·l / 2,;- 1 = l ~ ckn e 
j p p 

i~A . 
J X (°t:-A .) 

p J 

( I-113) 

Les coefficients sont calculés en résolvant le système d'équa

tions séculaire : 

(I -114) 

où: 

dont la condition d e compatibilité s 1 écrit: 

i i Ah ().oh 
dét iI e µt t - € ot il ~ o 

h 
(I-115) 

L · t' 1 · oh t ' l ' d l d d . t . es in egra es ptt, son eva uees ans e ca re es approxima 1.ons 

de HUCKEL. Nous ve+rons plus loin que le p rocédé LCAO-HCO peut 

être justifié dans le cas des systèmes conjugués grâce à une 

analyse des éléments de matrice de la méthode LCAO-SCF-CO. 

On peut comparer les méthodes TBA et LCAO-HCO. Considé

rons le cas où il n'y a qu•un seul atome par maille, la forme de 

la bande d 1 énergie sera: · 

EHCO(k) = (I-116) 
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avec 

Les relations 1-10·/) et (I-116) sont fo r mellement équivalente s 

mais les parametr s qui. y interviennent nLont pas la même signi

fication . En effe t~ 

I -11 7) 

en fait: 

(I-118) 

D'autre part: 

·J· • + .,. -)· + 
- , )( ( r. ; ! h O i X ( r -Ah ) ,, + •, X ( r ) J '✓ ( r ) 

... x (r ) 1 x i::-Â , , -o h (I-1 19) 

(I-:-120) 

Il apparaît, dè s l ~s, que: 

TBA · ➔· E_HCO(=t-k) 
E ( k ) -- (I-121) 

La m~thodL LCAO-HCO est ainsi forme llement identique à 

la "T ight-Binding Appro i rnation" . Elle p ossede l'avantage de 

reprê c ~C~ - en physique fc l Létat solide la dëfinition de gran

deurs déf i ni~s en chimie quantique , tel les les charges et les 

indices de l iaison . De plus , :tes propriétés électroniques telù 



- 33 -

les potenti els d ' ionisation, les électroaf fin i tés et les éner

gies de transition, p e uvent, en général, être exprimées analy

tiquement en fonction des paramètres a et P , vu que ces pro

priétés correspondent à des orbitales appartenant aux points 

de haute symétrie de l a première zone de BRlLLOUIN, 

En to 1.'te rigueur, la méthode LCAO po se plusieurs pro

blèmes impo r tant s dans son application aux so lides: principa

lement, le calcul d es i ntégrales intervenant dans (I-114) et 

(I -115 ). Pour le simplifier , on procède souvent à de grossières 

approximations, Lelles la négligence des intégrales de recouvre

ment et des élément s de matr ice de l'opérateur monoélectronique 

entre atomes non vo i s i ns. Pour ces rai s ons, la méthode LC AO est 

généralement su j e tte à cautio n . 

Signalons, enfin, qu [il est vain d'espé r er améliorer 

les résultats e n étendant la base des c ··bi tales atomiques. Le 

problème a, en e ffet, été étudié par PARMEN TER[ 22 ] qui a mon

tré que les o rbitales de BLOCH formées à partir d'orbitales 

atomiques trop exc itées dev ena i enf''identiques et ne modi f i aient 

plus les résultat s . Ces orbitales s'étendent sur plusieurs dis 

tances internuc éaires et leur résultante est prat iquement nulle. 

Par contr e, à côté de ces limitations, la méthode LCAO 

fournit d'exce l ents ré sultats dans les systèmes où les propr i 

étés de certains électrons peuvent être représentées a partir 

d'une base d'orbitales atomiques pas trop étendue comme dans l es 

métaux a lcalins et le s systèmes conjugués . 
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I.2.5. La_méthode_des_ondes_Elanes_orthogonal i sées_et_le 

ESeudo-Eoten tiel. (Orthogonalized_Plane_Waves:_OPW) 

Comme no us l ' a v ons vu dans le paragraphe précédent, 

la m§thode TBA rencontre des difficultés pour reproduire des 

orbitales correspondant aux é tats dl é nergie élevée . Par contre , 

la méthode des él ctrons presq ue libres ne peut reproduire 

valablement la fo rme correcte des .~rbi ta ~.es auprès des coeurs 

dlatomes, sans :introduire un grand nombre d'ondes plane s de 

courtes longueurs d onde. 

I 1 es t normal d ' utiliser une bas e d'orb i ta l es hyi-;: r id,e; 

pour les états dl éner gie l es plus bas jusqulau p i ed de l a 

bande de valence } , on utili sera des orbitales de B OCH LCAO et 

pour les état s p lus élevés états qe valence et supérieurs) on 

choisira des o r b itale s de l ' électron p r esque l i bre c onv enable

ment orthogonalisées aux orbitales de BLOCH. 
23] 

Ce procédé a été p roposé par HERR N en 1940 

Dans l a f on c tion d e d épart , utilisant le p rocédé d lorthogonali

sat i on de SCHM I DT: 

q, OPW(k,n ) 
, k+ --;- ) --;-
1. ( --Kn r 

-- e - 1nn' 
.p TBA (k ,n l) (I-122 ) 

La sommat ion sur n' es t étendue jusqu ' à l a bande de valence. 

Remarq uon s que, pui sque les orbitales de BLOCH sont o rthogonales , 

, q,TB A(k, n ) l<PT BA(k ,n') > = 6nn' (I -12 3) 

la condition d' orthogonalisation: 

OPW ..... TBA -+ 
<q, (k,n ) l<t, k ,nl ) > = O (I -124) 
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revient à écrire: 

i O = , e 
p 

- 1 
1.. Tnn" q,TBA(~,n") Î<P 1BA(k ,n' ) > 
n" 

et permet de déduire l a valeur des coefficients T ,: nn 
_\. ,.,. ·+ 

T = ~e i(k+Kn)r ,~ TBA k n') > 
nn 1 ~ ' 

(I -125) 

(I-126) 

De plus, s i l 'on constate que les fonctions (I-122) 

forment une base complète, on peut développer les orbitales de 

la bande de valen c e en combinaisons linéai res: 

(I-127) 

les énergies associée s aux états de la bande de valence et les 

coefficients de l a comb i naison linéaire s'obtiennent en résol

vant le système séculaire: 

dét j H 1 - ~ A 1 j = 0 nn nn 
(I -128) 

la forme des élément s de matrice d'un opérateur n s'écrit en 

toute généralité: 

<q,OPW k,n) i1ij q,O PW(k,n') > 

•➔ -Y -~ 
-i (k +Kn)r = <e -

➔ ·+ ➔ 

L T ., q, TBA(k,n" ) 1 n I ei (k+Kn') r 
"nn n . 

- \" T ~TBA(k➔ "') > l " , ,11 ~ ,n 
n \•) . .t n n 

(I-129) 



(I-l 29 ) __ <e- i .(k+Kn) t= I s-i l ei (k+Kn') i\ 

• (+k -,. Il) + _ , 1. ,,. -i +Kn r I ;_, , " TBA ( ;? ,: ) • , " , e iG 1 'i' K, n , 
~" nn n 

_ 1 Î . - i(k+Kn'}r ,, 1,1,TBA( +k '" ) ;, 
L . , " [ , e 1 : G 1 'i' , n 

Ill n n n 

+ 1 'ï' T T < "T l3 A ( ~ n" ) ,1 ,., 1 " TB A ( ~ n ,, L ) .,. 
L , ' "' nn" 'i' , ~G 1 'Y , 
n" n_ "L n n 

(I-130) 

Il en découle normalement les e xpres sions d e H L et A L: nn nn 

~ ➔ + + + -
H = · e-i(k+Kn)r lhl ei (k+Kn ')r ~ - ) + 

nn , , 1 T , "T "E (k , n" ) 
·11 n n nn 

{, ' nn - L 
n" 

T 

n 

(I-131 ) 

nn" Tnn ' (I -1 32 ) 

La précision des résultats dép end du nombre de termes i ntroduits 

dans le développement (I -12 7) et l'on peut être certain, que 

l'énergie d' un état convergera v e rs la valeur exacte à mesure 

que l'on augmente le nombre de termes dans (I -127). Les limi

tations de la méthode des ondes planes augmentées proviennent 

du calcul des orbitales de coeur e t du dév e loppement {I -127) 

aux voisinages des limites de la première zone de BRILLO UIN. 

Il faut, en effet, remarquer que le déterminant (I-128) doit 

être résolu èri c haque point de la à ellule réciproque. 

L 1:~ i n, l ' examen des termes d'orthogonalisation d 'une 

onde plane augmentée suggère un potentie l répuls if , idée qui 

est à la base de 1~ ·méthode d u pseudo-potentiel. 
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En effet, si l'on regar de l'équation monoélectronique: 

h c/> OPW (k ) "" € (k) c/> OPW {k) (I-133) 

en tenant compte de (I -12 2 ), 

c/> OPW (k) = 
-+ -+ -+ 

\ i(k+Kn)r \ 1 T c/> TBA(k,n ! ) 
L akn e . - L l ,akn nn' 
n n n 

(I-134) 

Le premier terme r epr ésente les fonctions de l'électron presque 

libre définies au paragr aphe ( I.2. 3 .) et on obt i ent a i nsi: 

,l, OPW k) = 11\ NFE (k) - ~ \ T ... .T BA '}➔ 1 ' 
'f' .,, ~ L akn . nn ' 'f' . • . \ : ' n ) 

n n' 
(I-135) 

L'équation monoé l ectr onique devient: 

h { cj>N FE k) - \ \ ak T c/> TBA (k n, ) } 
L, L n nn' ' n n ' 

+ c/> NFE -► \ \ T c/>T BA -+ = e: (k) k) - k, n') L. L, ak nn' ' n n n 
( I-136) 

d'où 

(I-13 7 ) 

ou encore: 

NFE -+ 1 \ -+ -+ TBA + 
h c/> (k ) + l l akn T ,[ E( k)- s (k,n' ) ] qi (k,n') 

n n' nn 

= E: ( k) c/> NFE (k) (I--:138) 



/ 
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puisque les éner g ies e( k,n') correspondent •~ux Atats~- de c ue •r , 

la différence entre z( k) et e (k,n') est pos i t i ve et représente 

un potentiel répulsif qui permettra une convergence plus rapide 

du développement en ondes planes. 

Si on écrit: 

(I -139) 

on 2.ura une p se ... 1<·'._1.0 ·f. l~lEJ.tion mon·•-é l e ·:l:rcvni q ue: 

(I -140 ) 

L'équation I-140 ) justifie l 'utilisation du modê e des électrons 

presque libres . Le procédé. décrit est à la ti = .3e - c. ·- l fa , mél. 10 e u 

pseudo-potentie l pr posée par PH ILIPS e t KLEINMAN[ 24 J , Comme il 

est montré ci-des sus, c ette méthode n'est qu'un c as particulier 

de la méthode des ·· ondes planes v r · hcgc,n ~:d i -s ,ie .i. _ t'._, · '- ~ "t ·- · • ,t l icite 

clairement la filiation entre cette dernière et la méthode des 

électrons presque l i b r es. 

I.2.6. Les_méthodes_cellulaires_et_la_méthode_de s_ondes_Elan ~s 

augmentées. 

Il est possible de classer les méthodes de résolution 

de l'équation m noélectronique en 'deux groupes. En premier lie u, 

les méthodes satisfaisant rigoureusement , l e s , ,conditions- aux li 1 '.tes 

de l'équation de SCHRODING ER, mais util isant un potentiel cris

tallin approché . En s econd lieu, les procédés résolvant exacte

ment l'équation monoélectronique mais utilisant des conditions 

aux limites approchées. La méthode cellu~a ire de WIGNER et SEITZ[ 251 
-- . 

est un , :cemple de ce type de procédé, app licable essentiellement 

aux métaux. 

-.,,. 
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On a Vü que le théorème de BLOCH pouvait s 1 écrire : 

- .o;.. -+-
~ 

<P ( k .l 
.:i. k r _,. 

- e u , (r ) 
K 

( I-141 ) 

➔ 

oü uk (r) possède l a pér i od i c it~ du réseau et satis fa i t l a 

relation: 

1. - {V 2 +2ikV) 

(I- 14 2) 

Moyennant certaine s hypothèses, il est possible de résoudre 

l'équati on (I-14 2 ~ dan s ne cellule élémentaire. Il est licite 

d'admett r e que le p ot entiel ressenti p ar l'électron a une sy

métrie sphérique. En effet , en première approximation, l a den

sité électroniqu"'! a u vo isinage des atomes, p o ssède la symétrie 

sphérique . La c ont ribution des atomes contenus dans l e s cellules 

voisines est négligeable puisque , â ces d i s t ances , les atomes 

sont neutre s e t le c hamp extérieur nu l . La conséquenc e de la 

périodic ité imp lü. J 1R: que: 

(I- 14 3) 

' et, dès l o rs, comme l a fonction doit êt re continue et régulière : 

(~) -)- _,, 
ar r +An - - e 

ikAn (I -144) 

WIGNER e t : SEl TZ remp l a c ent à ce moment l a cellule p ar une sphère 

de même volume e n imposant qu'à la surface de cette sphère, la 

dérivation première s 'annule , Vu l a symétr ie du potentiel, 

l'équation (I - 142) e st soluble e xacteme nt . Dans l, L·2::.. · '": ·· · i. -· 
> 

ginal de WIGNER e t SE ifZ, le potentiel u t il i sé est un potentiel 
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semi-empirique dé -ter.miné par PROKOF EW[ 2G] dans une étude des 

orbitales de vale nce de l'atome de sodium o Ces auteurs obtenaient 

ainsi au point da ·~n~tr i e '=O~ les solutions de l 'équation: 

h MC . +) cp . tO,r ·-· t: MC ( 0) ~ ~• C ( o, r ) (I-145) 

avec la conditi o n : 

I -146 ) 

Dans leurs premiers travaux·, ils obtena.ient. uniquement 1 'énergie 

du point zéro de la b a nde 3s du sodium métal lique. Ils utilisaient 

pour les niveaux s~périeurs, l'énergie obtenue à partir du po int 

zéro en ajoutan t l ' énerg i e cinétique d'un électron libre: 

(I-147) 

A partir de ces résultats , ils ~taient en mesure d 1 estimer l'éner

gie totale du crist~l en fonction du paramétre réticulaire et 

de tirer des renseignements sur l ' ~nergie de c ohésion. 

La méthod e c ellu laire de WI NE ~ et SEITZ a été générali-
, 1934 ,~ LA-ER( 27 128 ] Pl t- t d ' ._ . . L. 1 see en · par ::i . , • u o que u ·• .. 1.. iser es .sph~:.:es 

de WIGNER et SE ITZ, : 1 s ' efforce de c nsidér e r la cellule élé

mentaire de l' espace direct. Il i mporte, dès lors, que l'orbitale 

soit cont inue en tout point de l'espace; en particulier, entre 

deux plans paral è e . de la cellule de WIGNER et SEITZ,la valeur 

de l'orbitale do i t êtr e multipliée p~r l'exponentielle de BLOCH 
' 

correspondant à une translation du réseau d irect: 

+·+ 
~ + + ikAn + + 

~(k,r+An ) - e ~(k,r) (I-148 ) 
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Pour éviter .les po:.n-.::..:J angulaires, n a égal 0ment: 

:r .. ... 
- . (k i [ dqi , r ,. _. _ 

a r 1 :r:~·An 
-lkAn a <P • 

- e [ -. ] ➔• dr r . (I-1 49) 

Afin de v~rifier ces re lations sur toutes les faces de la cellule 

élémenta i re, nous ôe7rons appliquer ce s cond.itions un nombre . 

infini de fo is . Dm1s ce b ut , i l est nêcessai e d e disposer d'un 

nombre inf i ni d e c on3tanles à préciser . Une solution générale 

peut s'écrire en toute r igueur : 

... I I C .tm R t ( C: ' r) y .tm ( e , ,;; j 
t m 

où R1 véri fi e l'équdcion radiale: 

•.o. - V -
dr 2 

m + 
p·. (cos8) R o ( E ,r ) 

.'!, X., 

(I -15O) 

( I-151) 

t (Ul) ) R -- O 
r 2 

(I-152) 

En principe, il fa ~d ait utilis e r un dé veloppement infini en 1 

pour préc iser le s constantes c1m g r âce a ux c onditions (I-148) et 

(I - 15O). En p .rat i q u r;; f on limite le déve loppement (l·-150) et on 

n 'appl ique l~ s conditions (I - 1 48) et (I-14 9) qu 1 aux centres des 

faces de la premièn:! c ellule de WîGNER et SEIT2. On obtient ainsi 

un . systême d'êq~at ions dont la résolution fournit les coefficients 
-~ 

Ct m et les énergies ,s;H fonètion du vecteur d ' o nde k . 

Tronquer le d éveloppement (I 7150) est certa.tnement une 

des limitat ions de l.a mé t.hode . Il faut cependant:. remarque r que 

la connaissance de s fonct i ons radi ales n'est nfcessai re que pour 
' des distances égales o u i nférieures à celles définissant les 

limites de la cellule de WIGNE R et SEITZ. Lorsque t est grand, 
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la fonct ion R p r ésent e une faibl e valeur à ces endroits et les 
t 

termes c orresponda nt~ nt peu d 1 e ffet s ur la v ale u r de l 1 orbitale . 

Dans une ce r t aine me ~.ir e, il e st ainsi rai sonnab l e de n€gliger 

les termes s·1pérte u~. ~, d 2 la s é rie ( I-150 ). 

Dans cette optique, o n peut obtenir une estimation de 

l'erreur intro d uitb par l a méthode cellul a i · e e n e n visageant le 

cas d'un potentie ~ co.starrt . SHO CK LEf [ 2 ~1 a mon t ~é que la solu

tion e n ondes plane ~ ~e pou v a i t ê~r e r e p : o d u tte p a r l a s uperpo 

si tian d'un f a ib:L n .r)mb re de sol ut · ons d · p r unlème à symétrie 

sphérique . Les s ~1tiQns s o n t dif férentes d e l a s o lut i on correcte 

et il faut a dmet '· ~ q·ù I une err eur assez i mp ort ante do i t exister 

dans les r é s u.tat· o b t dnus à part i r de la mé t ~ode c ellulaire. 

De p lfü,, , HAM f 3o J et SAFFR EN( 3 l J ont montr é que des com

binaisons l i nêa l r es d û s oluti ns d'un p rob l ème sphér i que ne p ou

v a i ent conv e r ger ver · .Les '30 l uti on exacte s d.' un problème pé rio 

dique que pour l e a p o i nts c mpr ' s à l ' i nté rieur de la sphère 

i nscrite d ans le po l y è dre de WIGN ER et SE IT Zo En t o ute rigueur , 

u n autre p rocé dé d07rait ê t re ufilisé en d ~h r s de c e s po i nts . 

Un t e l t ype d e méthode es t rep r és e n t é p ar la méthode 

d d 1 - - ~ l ,-~ , ,, ~--··. r..> t :12 J es on e s p ane s u gm .. :;n t ees p r opos ee eg ,-:me ::-;t p ar ., ,.__ ,.1 , '- " • 

Elle cons .1.ste a e m,·1. saqe r un potenti e l a symé t rie sphérique dans 

l'espace dé l imi t é p ar l e s sphères insc r i tes d a ns l es cel lules d e 

WIGNER et SEI TZ e ~ · ~n s tant à l'exté r i e u r ds c e l les -ci . Dans ces 

candi tians, o n obtient. faci lement u ne s o lut i m1 e x a c te de l I équa

tion monoélectron i q ·· e . 

L'idée e ~s e ~t i e l le est qu'à 1 int ê %ieur d e chaque sphère 

on peut utiliser i a solution de la méthode c e l lu l aire et à l ' ex

térieur une onde p ianG= La différence ave c la méthode de s ondes 

planes orthogona l:i t> ê c s rêside dans l e f ait q ue , au l i eu de super

poser l es solut i ns d e deu x type s, nous d 'vis ons l'espace en deux 

régions où l'on p eu1: p a sser d'un type d e d é v eloppement à un autre. 

La diff iculté p rincip a , e r este que l 1 o r b i t a l e d oit être continue 

et que l'onde p lan e e 1~; doit corr espondre à - a s o l ut i on en 



- 4.3 -

harmoniques sphériques à la s urface de la s phère dé f i n i e ci-dessus. 

Ainsi, la solution rigoureuse s'écrit: 

cp APW (k) 

où PW 
a: 

MC 
a 

i w / ➔ 
-;, C a: '.-' · (r ) 

0 

= 1 si r.,_ R 

-+➔ 

1kr e + 

s 
= 0 si r > R'"• .. 

s 

0 si r ~ R = s 
= 1 si r > R 

s 

\ \ 
L. G 
t m 

C 
i(,ffi 

r-\C ,-❖ •.• 
,__ ( r , , t \ ;:; , r) ·: t m ( e , <P ) 

( I -153 ) 

Afin de rendre compte de la continuité aux polnts r = Rs' on déve

loppe l'onde plane en fonctions de BE SSE L (jt) : 

➔-r 

ikr \ . 1 e = ~ (2 +1) 1 P x, (c ose)j 1 ( s , r) 
1 

(I - 15 4 ) 

et on obt i ent a i sément l'express ion des c efficients c2m du dé

veloppement (I-153): 

= (21+1) C 
0 

'( c) , ~ } s s I-155) 

Il faut remarquer que ,même si la fonc t ion d l.! la 1,1C-d·.oüe de s on

des planes augmentées est cont i nue-, sa dér ivée pré sente des 

discontinuités et el l e ne peut donc servir , comme te l le, pour 

résoudre l'équation monoélect r onique . On p e ·t , cependant, pro~ 

fiter du fait que la série (I-15 3) est c omplète e t déf i n i r 

l'onde plane 'augmentée comme un~ combinais on linéa i re qe ces 

solutions: 

cp APW(k) = l akn cp APW( k ,n) (I -156 ) 
n 
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Les inconnues du problème s0rtent de la rés l lut i on du système 

d 1 équations séculaire: 

[ (k-n) 2 - : .. ] a ,, + : 
r-.n n' 

r , a
1 

, = o 
nn <:n 

(T-].5'7 J 

Signalons le fait , ·eptionnel que les éléme nt s de matrice t'nn, 

font intervenir l 'énergie E:: par l' i ntennédia i.ce des fonctions 

radiales R ( E,r ) et les termes non diagon a ux d é pend ~t ainsi 
>, 

implicitemen t de l' i nconnue du probl ème . Le s y~ t ~~ e (I-157) ne 

peut donc être réso l u par la diago:: :::-tJ.isation ·? . En 

pratique, on calcule l a valeur du déterminant c omme une fonction 

de l'énergie et les solutions correspondent a ux valeurs énergé

tiques recherchées a u point ccnsidéré de la p Lemi ère zone de 

BRILLOUIN. 

Signalons que cette maniere de p rocéder minimise les 

discontinuités qui apparaissent dans le s d ér lvé s a u voisinage 

de la sphère inscr i te a la cellule . Remar quon s , e n o utre , que 

ltég:uation I-157) est formellement semblab .le du s ys t ème d 1 éqt1a- · 

tions de la mé t hode des é l ectr ons presq ue lib r es . On a remplacé 

l es composantes de FO URI ER V , du potentiel p ar une e x pression nn 
plus complexe r , qu i peut être compr ise comme la comp osante de 

nn 
FOURIER d'un poten t i e l effectif . Nous s ormnes d a.1s la situation 

déjà rencontrée dans la méthode des onde s p Lu :8s orthogonalisées. 

Nous avons vu que le principal r f sultat était d e p e r mettre une 

meilleure conver gence du dé •~loppement ( I -15 6) . L 1 a p p l1cation 

de la méthode reste cependant labor i euse. Cit ons plusieŒrs cas 

étudiés par ce procédé, le cuivre par HO~A RT HL3 3 l P le f er par 

WOOD[ 34 J, le li t hium et le sodium par SCH ~OS SER[ 3 5 J" 

En conclus i on, de tous les p r o c é d é s issus de l 'approxi

mation du modèle indépendant, la méthode d es é l ec t r ons presque 

libres est, en princ i pe, la plus r i gour euse" Elle p r é s e n te cepen

dant, en pratique, pou d 1 iptérêt par suite de son dé faut de 

convergence. Les méthcdes des ondes planes o rtho g onalisé es et 

augmentées peuvent êtr e considérées comme un- g én é r a lisati on 
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de la précédente . Dan s ces procédés, on r encontre des difficultés 

pour préciser le pot entiel effectif ou le pseudo-potentiel qui 

apparait dans le f o rmal i sme. De plus, i f a u t rema r quer que même 

dans les condi t ion s les meilleures, il res te une erreur i mpor 

tante due au type d e fonction dLonde uti i sée. Nous analysons 

dans le paragraphe sui vant cette erreur, dénommée généralement 

"l 1 erreur de corr élat i on des fonctions d 1 o nde du modèle indé

pendant". 

I.3. L'erreur de co r rélation et les extensions du langage en 

orbitales. 

Le dé faut caractéristique du langage en o r bitales est de 

ne pas introduire correctement la corrélation électronique entre 

électrons de sp i ns antiparallèles. Les p rocédés découlant de 

l'approximat i on du mo dèle indépendant, c omme l a théor i e de HARTREE

FOCK décrivent le mo uvement des électrons d ans l e champ moyen des 

autres électrons , mais ne tiennent pas c ompte de s i nteractions 

instantané es. Ains i , l es électrons se repoussent é lectriquement 

et il est normal de ne trouver aucun é l e ctron , q ue l que soit s on 

spin, au voisinage d 1 un a,utre électron. Il e x i .ste donc autour de 

chaque électron une zone interdite où ne peuve nt évo l uer d'autr es 

électrons. Cette r égi on est appelée le "trou de COULOM B" . Le lan

gage d 1 orbitales ne tient pas compte de cett e cor r é l at i on entre 

mouvements électroni q ues, Signalons pourtant qu e la corrélation 

entre électrons de spins parallèles est partie llement i ntrodui te 

dans le déterminant antisymétrisé . La probabi l ité de trouver 

deux électrons de même spin au même endro i t es t , en effet, nulle 

en conséquence des p opriétés d'antisymét r ie d u déterminant de 

SLATER. On rend compte de . l'existence du tro u de FER MI par ce 

procédé. L'erreur introduite .par .. le . . langage d.es orbitales molé

culaires peut être comprise en considérant l'exemple de la 

molécule d'hydrogène . 
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Le d éte rmina n t de SLATER s' é cr it pour l ' état f ondamental 

singulet: 

1 
4' (1 , 2) = 

/2 

= 

cp
1 

( l ) a ( l) cp
1 

1) B(l ) 

cp
1

( 2 ) a 2 ) cp
1

(2) B 2 

(I-158 ) 

S a o n utilise l 'approximation LCAO pour préc i ser l a forme de s 

orb i ta l es molPc u l a i res , on a: 

<P 1 (i) 
1 {x 1 ( i) + x 2 (i ) J (I-159 i = 

✓ 2 {1+5 ) 

Dè s lors, 

4' (1 , 2 ) 1 
{x l l) x 1 (2 j + x 2 (1 )x 2 (2) + x 1 (l) x 2 (2) -

/2 ( l+S) 

(I - 1 6O ) 

L'express i on I - 1 60 ) i mplique que s i l 1 on di ssocie la molécule 

d'hydroaa ne en ses deu x atomes , on a au t ant de chances d 'obteni r 
- ·;•, + 

l es ions H e t H q ue l es atomes neutre s H". Expérimentalement , 

on sait q ue l a d ifférence énergétique e ntre ces especes e s t d e 

8 eV . La t hP orie de s orb i tales molécu l a ire s n ' empêche . p è ~ : e s 

électro ns de s ' accumuler sur le même atome malg ré l 'exi s t ence 

du trou de COULOMB . 

En vue d' obtenir une mesure de l ' o r d r e de g ran deur de 

l'erre ur de corrél a tion dans le schéma d e rrl'.~: '; ,'. f.- c-FO CK , on 

i ntroduit l a défi n ition: 

Ecorr. = Eexact - EHARTREE-FO CK (I -161 ) 
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Eexact est l'énergie de la valeur propre exacte de l'hamiltonien 

et EHARTREE-FOCK l 'énergie de HARTR EE - FOCK cor respondante .Dans 

les états stationnai res fondamentaux, une étude de l'erreur de 

corrélation dans la série des ions isoélectroniques de 

l'hélium[ 36137 ] donne une valeur constante de 1 ,1-1,2 eV, pour 

la molécule dthy ~ogene 1,06 eV. Il fau t cependant remarquer que 

l'erreur par paire électronique n'est pas constante ; elle est 

d d 1 1 . . l , ; [37] éja e 1 eV pour es ions ~soP. ectroniq es au neon . 

Il semble que l'approximation de HAR TREE-FOCK donne 

lténergie totale électronique avec une précis i on de 99 à 99,5%. 

L'erreur de corrélation est importante lors de la mesure de 

différences énerg~tiques si l'on~ - rappelle que 1 eV correspond 

à 23 kcal. Dans les problèmes dlintérêt chimi que, il faut donc 

dépasser la mP.thode de HARTREE-FOCK en intr dulsant explicitement 

la corrélation entre l es mouvements électroniques. Différents 

procédés ont été p r orosés; le plus correct consiste a introd uire 

explicitement une fonc t i on de--corrélation dans la f onction 

d'onde. D'autre part, on peut profiter du fait que les détermi-

nants formés par les spins · ·:-tt .d:.e s ~ae -. :·• i::l::.E - FOCK forme 1t· une 

base complete et effectuer une interact i on d e configuration 

aussi étendue que poss i ble. Enfin, une étude des propriétés de 

symétrie permet de proposer diverses amé liorations du schéma 

monoélectronique . Dans le paragraphe suivant, nous décrivons 

brièvement les bases théoriques de ces p r océdés . 

I.3.1. Les méthodes_d'interaction_de_configuration. 

On peut montrer que - les déterminants formés par des 

produits de N spi . •:) -orbi tales constituent une base complète dans 

l'espace N-dimensionnel. Dès lors, une fonction quelconque de 

N-électrons peut être développée en terme s de cette base complète: 

CI 
'l' I (1,2, ••• • • N) = (I -162) 
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Les coeffici ents c
1

K slobtiennent par le procédé v ariationnel et 

il suffit de résoudre le système d'équat i ons: 

(I-163) 
K 

ce système d'équations ne possède de solution non-triviale que 
... ~ -' 

s i1 la valeur du déterminant ~ssocié est nulle: 

(I-164) 

Si on augmente p rogres sivement le nombre de termes du dévelop

pement (I-162 ) , l es valeurs énergétiques convergent v ers la 

valeur exacte . Dans cette optique, l'erreur de corrélation pro

vient de la limitati n du développement (I-162) à un seul terme. 

On appelle i nteraction de configuration "comp lète", le procédé 

où tous les déterminants provenant d'une base complète ont été 

utilisés pour p réciser la fonction d'onde. En principe, ce pro

cédé serait excellent sillon était en mesure de manipuler des 

systèmes d'équations infinis. D'autre part, on appelle inter

action de configuration "totale", l e procédé ou l' on utilise 

tous les déterminants provenant d'une b ase limitée. C.e-t. '.1-

méthode fournit évidemment les meilleures fonctions d'onde 

dans la base considérée, màis les solutions peuvent être en

core assez éloignées des valeurs exactes . De plus , même ce 

procédé est inapplicable pour des systèmes de taille moyenne. 

Par exemple, s i dans le naphtalène, on étud.ie le sys eme élec

tronique rr en f~ ... ,s.;.}.i,. Jk:i.t sur chaque atome une orbi tale 2p n , le 

nombre d 1 orbitales molfculaires obtenues est 10, soit 20 spin ~

orbitales, et le nombre total de _ déterminants que l'on peut 

former est égal à 184.756. On comprend que le probleme soit 

insoluble dans l'état actue,l d.es techniques de calcul. 

En tenant compte de la symétrie, le prob lème est simplifié et 

le déterminant séc ·Ji.,;, .~ r e est fëi · t.o l ·:,s ~.en h.Lo.::s correspondant 

chacun à une représentation irréductible e t une valeur dé.finie 

de . s 2 et de S . Même dans ce cas, les d i mensions du système 
z 
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séculaire sont trop élevées , ainsi pour deux états spécifiques 

du naphtalène, 1A1 g e·t 1 s2u' on a respec·t ' vement 4936 et 4874 

déterminants. Il apparait ainsi que ce p r océdé est actuellement 

inapplicable â l'étude des systèmes périodiques. Dans le cas de 

petites molé.cu~es, d 1 e xcellents résultats ont été obtenus , en 

t . l ' E . .. L- M- Nîl [38,39,40) t K, ESBET[41,42,4 3,44,45] par lCU 1er par o L cc e ,1 
,. 4 ,. 

au centre IBM de San José et par ROOTHAAN L O a Chicago . 

I.3 . 2 . La_méth_de_des_fonctions_d'onde_corrélées_et_les_méthodes 

semi-emEirigues . 

Le procédé le plus élégant pour étudier correctement la 

corrélation éle tronique consiste à int· oduire explicitement une 

fonction des distances i nterélectroniquea dan s la fonction d'onde. 

On peut, par exemple, écrire la fonction d'onde comme un déterrai-

nant de '::L. multiplié par une fonct i n de corré lation: 

rr 
i,j 

f (r .. ) 
lJ 

(I-165) 

HYLLERAAS[
47 J a appliqué cette méthode a l'hélium où il obtenait 

des résultats excellents. De façon analogue, JAMES é COOLIDGE[ 4 B] 

l'appliquaient à la molécule d'hydrogène. Depuis lors, le procédé 

a été perfectionné particulièrement en ce qui c oncerne la forme 

des fonctions d'onde corrélées. Citons les travaux de KINO HlTA[ 49 J 
et PEKERIS(SO] pour l ' hélium et ceux de KO LOS & KOOTHAAN[S l] pour 

la rnol~cule d'hydrogène. Ces applications sont particulièrement 

importantes car elles montrent la précision que l'on peut espérer 

dans l'étude de problèmes chimiques par la mécanique ondulatoire. 

Malheureusement, l a méthode est inappl icab le aux molécules de 

plus de quatre atomes o Le principal obst5r:le est d'origine mathé

matique; il est très difficile d'intégrer des :!.\ .... ctions , .0·1t.en ant 

plusieurs distances ihteréle6tronique : ;La rné~hode des f c ~ctions 

d'onde corrflêes est ainsi ··très limitée ·q uoique pouvant , en prin

cipe, fourn ir d'excellents résultats . 
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Il existe par contre une voie d e développement de la 

chimie quant ique qu i 'est révélée extrêmement importante au 

cours des dernières années et qui peut être comprise comme une 

t entative d c int r oduction de la fonct ion de co r rélation. dans la 

fonction dconde . I est , en effet, poss i b le de conserv er le 

formalisme habit e l d e la méthode du champ auco-cohérent en 

considérant un hi:µn ' ltonien effectif contenant l es effets de 

c orrélation . En e ffet , en t oute r i gueur , on a : 

(I-166 ) 

si l ' on se rappelle que l'hamilton i en s e décompo s e en termes 

cinétiques, d'attraction nucléa ire et de répulsion électron ique: 

H \ T. + I V Ni 
1 \ I V .. = , 'T' 2 L, 

i l. i , . •, i j lJ 
(I -168 ) 

avec 

T . 
h 2 

\I~ = l BïT 2m l 

z e 2 

V Ni = - I _e__ 
r . p 1p 

V . C 

e 2 
= --

lJ r . , 
lJ 

On aura à évaluer des i ntégrales ciné tiques, d ' attraction nuc lé 

aire et de répulsion électronique: 

T> = c, Mi t fcTfcl ,MI> . = <'l'MI I T j :, r.r . ! fMl ; ( I-169 ) 

<:V N> ::: <~ MI!fcVNfc
1
, M1 > = < 'I' M I I y ~or r • j 'I' M I , (I-170) 

<VE> = <Y MI!fcV fc !'l'MI > = < 'l' M 1 ! V~orr. i 'l' M I > I-171} 
E 
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On voit ainsi que 1cen peut conserver le formalisme de la métho-

- ~ s orbitales m3léculaires à condition de modifier la 

valeur des intégra~es mol~culaires . Malheureusement, ces inté 

grales sont modifiées de façon différente suivant la nature de 

l 1 opérateur. En part i culier, il esc généralenent admis que les 

fonctions de rlAR l REE-FOCK fournissent de bonnes densités élec

troniques. Il es t , dès lors, normal de s'attendre à ce que les 

i ntégrales d'attra ction nucléaire soient peu ~odifiêes par la 

corrélation.D '&~ tre part, dlaprês le théorème de VIR!EL, il 

existe une relation entre la modification de l 'énergie de 

corrêlation correspon dant aux énergies ciné~lques et aux éner

gies d'interaction électronique. Ces conclusions ont été v~ri

fiées par PARR[ 5z] dans une étude de l'atome d'hélium. 

Enfin, s'il est impossible de calc~ler a priori toutes 

les intégrales moléculaires corrélées, nous pouvons imaginer 

un procédé détourné pour les évaluer. Par exemple , il est pos

sible d'obten ir des relations entre grandeurs énergétiques et 

intégrales ou groupes d 1 i ntégrales. Certaines données expéri

mentales peuvent être utilisées pour préciser ces quantités et 

les propriétés correspondantes peuvent ctinsi être déterminées 

pour dlautres moiécules. La méthode de HU CKE représente dans 

cette opt ique une paramétrisation de la méthode de HAR TREE, la 

méthode de PARISER-PARR-POPLE ou de LEROY-uASPERS une paramé

trisation de la méthode de HARTREE- Foc · et La méthode de 

PARISER une paramétrisation de la méthode d'interaction de 

configuration. 

Le procédé semi-empi.rique est à la base de notre travail et 

nous y reviendrons par la suite. 
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I . 3 . 3 . Les_EroEriétés _de _symé.tr ie_dans_la_théorie_d e_HARTREE-FOCK 

et les extensions du schéma de HARTREE-FOCK. -------------------------------------------

Il a été prouvé que la résolut ion des équations de 

HARTREE - f=OCK fournit des fonctions r e flétant la symétrie du 

système ét"Ltdié . Les fonctions de HART REE-FOCK forment ainsi 

uns base pour les rep ésentat i ons irréductibles P t appartiennent 

à un mi n imum de l ' éne rg ie totale. La q uest ion importante est de 

savoir si ces so ut ions correspondent au min imum absolu . 

Le problème peut ê t re e xplicité de la façon suivante; 

si l ' on considère une constante normale du mouvement c ' est-à-dire 

un e c onstante du m uvement dont l'opéra teur commute avec l'hamil 

tonien, on a les relations suivantes: 

I- 72) 

si À est une constante normale du mouvement et A, l. 'opérateùr 

correspondant: 

HA = AH 

et 

f\.'jf = À1' tI· l. '14) 

Exprimant la fonction dtonde comme un déterminant de SLATER , on 

remplace ltéquation aux valeurs p ropres (I - 173) par la relat ion 

issue du principe des variations: 

SE= <8 D* IH!D > - 0 
<D·* 1 D> 

et il n'est pas p r ouvé qu'il s'ensuit norma lement: 

AD= ÀD 

(I -175) 

(I -176) 
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Cette relation apparait ainsi comme une contra i nte augmentant 

1 'énergie au dessus du minimum absolu. Plusieurs preuv .::;..:: è'.c la 

validité de ce ra i sonn ement existent dans l a ittérature . Par 

exemple, PAUNC L[ SJ J a montré que, dans le bE n zè.ne, certains 

déterminants de symétr i e o3h possèdent des énergies plus bàssés 

que ceux de symétrie o6h . On voit que les propriétés de symétrie 

doivent être envisagées avec beaucoup de prudence si l'on uti

lise des fonct i ons d'onde approchées. LOWD î N[ 54 J a étudié en 

détail ce problème et sur cette base a propos é d iverses amé

liorations au schéma original de HARTREE- :o cK . On a vu ci-dessus 

que si on lève la contrainte (I-176), la solution correspond à 

un minimum énergét .::..que plus bas. La fonctionnelle D correspon·· 

dante a par contre perdu ses propriétés de symttr i e vis-a-vis 

de la c ons tar.·~ e normale du mouvement A. Il s'agit de la méthode 

de ~AR TREE-FOCK non r e streinte. 

On peut m0 crer qu'en- toute généra l ité le déterminant 

est une somme un i q uement définie de composan t es de symétrie 

différentes et peu t être exprimé avec l'a'de des opérate 1r s de 

projection assoc i és aux constantes du mouv ement: 

Fn considérant les vale rs énerg~tiques associfes aux composan

tes Dk de D, o n a: 

E = ~ j D i: 
~ D> 

< D. ! H I D .. > = ,- . _,,_v 
~ ---,- _D I D> 

•' D I D ~ ' k 1 k ' 
<D j D> 

(I-178) 



En écrivant: 

et 

D • H·· i D < k I i k > 
[ ' 1 D '" J k , , _, 

1 .r( 

<DkjDk > 
wk = <.D ! D> 

on obt i ent finalement: 

E -· \ 

k 
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(I-179) 

(I-1 80) 

( I-181) 

En remarquant que ~k es t toujours positi f et que l wk = 1, il 

apparaît i mméd i a t ement qu 'une des valeurs E, e st inférieüre à E. 
K 

Une des fonct i ons Dk = OkD possède, dês lor s, une énergie plus 

bas se vis-à-vis de l'hamiltonien . Cec i e st l a base du schêma 

de HARTREE -FOCK . projeté. Si l'on se r appelle que l'énergie E a 

é té obtenue par minimisation de la fonctio~ne l l e D, 11 est encore 

poss i ble d'obtenir un abaissement u ltér i e ur de l'fnergie en mini

misdnt par r a pport à la fonctionnelle Dk. Il s'~git du schéma de 

HARTREE- FOCK étendu . 

Une appl:i.ca.tion i ntéressante cons i ste à e n\,;- i .,ager le 

problème de la corrélation dans cette opt.ique , I l s emble , en effet, 

que l a contr i bution la plus i mportante à l'erreu r de corrélation 

provient du f a it que l'on met deux électrons à sp i ns ant i parallêles 

sur la même o rbitale o Comme nous l 'avons vu, c ette si.t uation est 

défa vorable au point de vue énergétique en rai son de la répuls ion 

coulombienne . Il est, dès lors, nor mal d'associer différentes 

orbitales aux électrons de sp i ns d ifférents. Cette méthode est 

appe l ée la méthode des "d ifférentes orbitale_s pour différents 

spins " (DODS ) . Dans c es conditions , le déterminant de SLATER n 'est 

plus un état pur de spin, mais il peut êtr e résolu en composantes 

pures par la technique des opérateurs de p roj ect ion. 

(I-18 2 1 
s 
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la composante de spêcfficité désir~e est sélectionn~e au moyen 

de l'opérateur d e projection trad i t ionnel : 

2S+l. 
u -·· 

K,,, .. -~ 

li 

K 

S 2 - K(K+l) 
S (S+ l) - K (K+l) (I -183 ) 

Cet opêrateur êlimi~e toutes les composantes du déterminant 

excepté celle d'état de spin souhaité e t l ' on peut y appliquer 

l e pr inclpe des va1·iations , Il est évident q·.1e les , ,:,,l __ J_ -..:.ations 

s ont t r ês labor i euses et que la méthode ne peut être utilisée 

que dans cert a ines formes simplif Aes. La méthode des orbitales 

moléculaires a lternantes est part i~ tl iêrement simple si 

, -:::onsiste de Jeux sous-systèmes (I) et (Il) 1 comme dans 

les h ydrocarb res al~ernants où chaque atome peut être carac

têrisé par un sigle + ou - et ou un atome marqué + est toujours 

en touré d'atomes marqués- . Dans ces conditions , il est possib le 

de r~mplacer les 0rb'tal~s moléculaires ' CAO 

(ÎJ , ""-/( y 
J ~ :-J p ·-p 

p 
(I -184) 

par deux séries d ' orbitales moléculaires alternantes déf i n ies 

par les relaci~1s: 

I II 

<j> jI v'2 [cos9 \ c . s i n o ',' C . y ] - xP + !., :.. JP -p ··p 
p p 

(I-185) 

I II 

'fjII = ✓2 l S~Ln8 ) C . X + cos G \ C . X ] 
"' J P p L JP ' p 
p p 

( I-186) 

il apparaît i mmédiatement que si e = 45° , on retro uve la méthode 

traditionnelle des orbitales moléculai res. Le paramètre tl peut 

être détermin~ par la thêorie des variations . En toute généra

lité, le déterminant. de SLATER est construit en assignant l e 

spin a aux orb i tale s de type I et le sp in ~ aux orbitales de 

-..:.v·~ II. Dan~ le ben zê ne, 110H & YOS HIZUMi[SS] ont obtenu u ne 

valeur de 22 ° pour le param~tre B et une d iminution de l ' erreur 

de corrélation de 85% . 
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Signalons enfin une dernière approche due é galement à 

;__ owo : 1\J[ 56 J " 

Si nous écr ivo:1:s l 'opérateur harni ltonieri sous la forme~ 

o ù l'on con:naît les h.,nc tions propres d E:: H 0 

H u 

(I -18 7) 

' I-188) 

et oü V est une pertur bation , on p eut po~er pour fon ction p ropre 

de H la forme : 

·-11 -= Wo 
0 

( I-189J 

L'opéra te r d ' onde -J transforme la fonct.::..œ-1 non per-curbé e en 

fonction d' onde . La normalisa tion es t choisie de telle façon que 

la fonct i on d'ond e soit la somme d ' un tE:rme (i; 
0 

et d ' un terme 

orthogonal à ip o 
0 

On obt i ent a insi: 

E ·- E • :'ù l q,' ' I-190 ; 
o' 

- '~ : :-t I Il';, (I-19 1 J 
O' 

- '- <P I H +V l 'I';, (I -192 ) 
0 0 

= <c/> IH l </l;;, + ·~<P \V1i\' > (I -193 ) 
0 C 0 0 

- E + , di I vw \ ~ :> (I-194 ) 
0 ·o· o 



- 57 -

s i nous défin issons l 'op~rateur de r éacti on t par la relation: 

t = vw (I -19 4 ) 

il v i ent: 

·- ·- • ' 1 t 1 qi . 1 H · t•· t. = t: ·;- < .i, 1 1 > :;::: < t1\ i -r . 1 ;;:, > 
0 1 0 · 0 ~o O 0 

(I-19 5) 

il est util e de rappeler ici le schêma de HAR TREE-FOCK qui donne 

une valeu2 éne r gét i que EHF: 

(I- 1 96 ) 

qui 2st une l imite SQpérieure de la valeur exacte . L0WDIN a 

précise la forme des opérateurs d'onde Wei de réaction t par 

l a technique de partition. 

On vo1. ·t d'après la relation (I-196 ) que l'on peut conserver le 

fo rmalisme é!. u mode.le indép endant, en particul:Ler, l ' emplul d'un 

déterminant de SLATER a l a condition de remplacer l'opérateur 

potentiel V par l'opérateur de r éaction t. Dans cette optique, 

il est normal de tra vai ller semi-e:mpi r iqaernent. si ~L ' on es "c dans 

l'impossibilité de calculer explicitement les intégrales molé

culaires o ù in~ervient l'opé~ateur de réaction. 

En conclus i on, il appara!t clairement que .l 101 dispose, 

dès maintenant, de procédés rigoureux corrigeant le d éfaut d e 

corrélation inhérent à l I utilisation d'un dét:c. r minan t d e SLATER. 

Si ces procédés fournissent théor iquement d'excellents r~sultats 

pour des mol~cules de faibles dimensions, ils sont inapplicables 

aux grands systèmes. Afin de sortir de cette irnpaase, la v o ie 

la plus élégante co11siste à paramétriser certa ines intégrales 

ou groupes d' intégrales en les adaptant sur des données expér i 

mentales . Cette i dée est à la base des méthodes semi-empiriques 

liées intimement au développement de la chimie quar1tique mo lé-
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culaire depuis les travaux de HUC KEL 8t <le PARISER & PARR, 

Comme l' -:i très bien dit le Professeur P/\RR, .;_u fur et à mesure 

que se développ~:-:ronl: les méthodes a pr iori et ;:;e,Tti.--e mp iriques 

elles convergeront l 1 une vers l'aut r e et deviendront identiques. 

En partageant cette opinion, nous dirons de p lus que ces deux 

modes d'approche s ont actuellement compléme:nt:aires et que la 

collaboration entre ces deux orientations de la chimie théorique 

permet de lever la plupart des d ifficultés rencontréea dans la 

r~solution de l'équation de SChR DI N~ER . 
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CHAPI TRE ~1 LA METHODE DES ORB ITA ES CR i STA~LINES L. C. A.O. 

II. 1. Introduction et position du problème " 

On p e u t consldérer les systèmes périod lques comme de 

grandes mo lècules et, dès lors , en étudier théoriquement les 

propr i ét~s grâce aux méth odes classiques de la chimie quantique 

convenab lement modifiées , pbur tenir compte de la pêriodicitê 

caractér i stique de -~es é d ifices . 

La littérature f ournit de nombreux exemples de l 'utili 

sat i on ae la méthode LCAO dans l'étude des systèmes périodiques , 

ma i s il ne semb e pas que les approximation s usuelles de la 

ch i mie quantique aient ét~ appl iquées systématiquement en physi

q ue de l'état so ide o* C'est pourquoi, voulant conserver i n té 

gralemen t le fo r mal i.sme de l a méthode des orbi.tales mo léculaires, 

nous a vons développé un procédé généra l permet tant llêtude théo

rique des systêmes périodique s et le calcul de toutes les· g ran

deurs déf i nies en c h imie qua ntique. 

Dans ce trav a i l , nous cons i dé rerons uniquement J.e cas 

des systèmes périodiques oü l 'on peut admettre l 1 approxirnat ion n 

et r ~d uire ainsi l a complexi t~ des -cal c uls numériques. Si l 'on 

utilise les app r oximations de HUCKEL pour préciser la valeur 

relative des éléments de matr i ce de l ' opérateur monoélectroni

que, on dénommer a la mé thode : LCAO-·HCO (Llnear Combinat ion of 

Atorn ic Orbitals, Hückel Crystalline .Orbitals ) ; par contre , la 

méthode LCAO-SC F- CO (Linear Combination of Atorni Orbitals 

• Il est utile de se r appe l er à ce su jet les excellentes revues 

d'ensemble de P . O. L~~DIN[ S? ] (1961) et d~ J . C,SLATER[SB] (1965). 
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Self Consistent Field-Crystalline Orbitals) utilise la techni

que du champ auto-c ohérent; l'extension de ces méthodes au cas 

des systèmes périodiques quelconques dépend , en fait, de la 

possibil ité d'év a luer les intégrales de r e couvrement et l es 

é léments de matr ice de l'hami lton i en monoélectronique dans la 

base des orbi t ales atomiques cons idérée o Corru:ne la méthode 

LC AO-H CO dé~oule normalement de la métho de LCAO-SCF-CO , plus 

g~nérale, nous déduirons, dans les paragraphes suivants, les 

équ ations de la méthode du champ auto-c0hêrent. 

II . 2. Les équations de l a techninue du champ auto-cohéren t. 

II.2.1 . Le_Erinciee_de_la _méthode _de _ HAR TREE-FOCK. 

Dans e cadre de l'approximation de BORN et OPPEN HEIMER , 

l es fonc tions d'onde et les énergies des états staionnaires d'un 

cr i stal s'obtiennent en résolvant l ' équation dlon de électronique : 

2n h 2 Z . e 2 
1 ,. •· e2 eL { \ (- ' ) _J__) '--'. - ..,.. 
2 /. ,. --} '-p - E 'j, 

L 

8 r.- 2 m l r .. -, --; • r • . L i j 1] l l. 1.l 

(Il-1 } 

où 2n de signe le nombre total d'électrons du cristal, la som

mat ion sur j est étendue â tous les noyaux du cristal et r 

désigne les d istances électron-noyau r . . ) au électron-é lectron 
1.) 

(r 1 i 1 ) . L'équat'on (II-1) est insol ubl e , par suite de la présen-

ce des termes bié lectroniques r .. , • Si 1 1 ,:.m admet le forma lisme 
ll 

du modèle indépendant, les fonctions d 'onde solutions de lléqua-

tion d'onde électroni0ue sont approchées par un déterminant de 

~L ATER qui dépend des trois coordonnées d'espace (xi, y1 , z 1 ) 

et de la coordonnée de spin (a i) de chaque particule: 

if :: D - v ~n det i if 1 f 2 ••• 4' i 
2n · (II-2) 
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Puisque l ' opérateur électronique (II-1) es t indépendant des 

variables de spin,.Les sp_ins-orbitales { fi} sont 

fonctions spatiales et de fonctions de r,;p,,j.ns: 

-~-

• 1 

des , . t 
'.:YC OCèl.'.1 .S de 

De plus, vu .les propriétés de commutat::_ o·n. de l'opérateur hamil-

tonien et des opérateurs de spin s 2 et s
2

, on admet générale

ment que : 

S L D -- s(s+l; D (II-4 ) 

s D = 5 D ( II -5) 
z z 

La c ondit ion {I ~-~ , est facilement vérif'ée si la fonction mono

électronique de ~pin 0 . est fonction pro pre (a,SJ de l'opé~aceur 
1. 

de proj .ct18n de spin sur un axe de rêfé r ence avec les valeurs 
, . l h . 

propres · ··:- -::::- -;;- J o 
- L. L. 1T 

La condition {II -4 .J n ' est satisfaite que dar..s deux cas: en 

premier 1.ie v l' état de parfait alignement d..:~ spins, tous les 

spins 11 up" ou "down" , ou, en second lie u? l lé t:iit singulet de 

parfait appariement oü la fonction dtespace es t identique pour 

deux états de spins opposés . Dans les -_ 

la condition (Il-5) est remplie, en adme ·tant que chaque fonc ·

tion monoélec t ronique ou .::c0itale ("J i } est "peuplée " pa.r un t=:: 

paire d'èlec trons de spins opposés . 

1j; - :µ l (xl,ylp 2 1 ,. o l ) - 4> 1 (xl ,yl' zl, a (1) 
1 

~ -• = ijJ2 (x2 , f2 12 2 10 2) = q, l (x2 PYr; ;Zr,) C, ( 2 ) 
0 l. ... L, 

(II-6 ) 

iµn == 1j;2n-l(x2n- l'Y2n-l;z2n-1' 0 2n- l) 

- 4> n .x2n-1'Y2n-1' 2 2n-l) a (2n-·l} 
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Le déterminant 1,II-2 s 1 écrit, d ès lorsi de façon plus simple: 

1 
D - ~-2- det i ~-1 ~ • ••• , . ~ 1- • •• ~ - ~ i r 11 l __ .l- l ,.1 n (II-7) 

Il est évident qu~:: 1 ,2- déterminant {II- n ' est pas une solu· 

tion co rE:cte cte li é q uation de S CHROD INGER. Ur11~ sonu.11e de 

produits de term2s rnonoélectron iques n I e;::;t: r en effet, :i amais 

la solu~ion d 1 une équation d ifférentielle contenanc des opé 

rateurs b:ï.-électron.iques , Le formalism-= dt! modèle indÉ~penè.an c 

peut cependant être amélioré pa r la m~thode des variations si 

l'on se rappel:e que l'énergie moyenne définie par la relation: 

E (D ) (II-8) 

est une limite supérieure pour l'érergie exacte 

~-e;{act: 
C (II-9} 

Appliquée au déterminant (II-7), cet·- e méthode fourn.it une 

équation monoélectronique, l'équation de HARTREE - FOCK 

(II-10) 

oü l'opérateur monoélectronique h( l ) décrit l' i nteraction d'un 

électron avec les noyaux et avec le ::hamp d~ potent.1el "moyen", 

coulomb:'...en et d ' échangee des autres é}ee:trons du système. 

L 1 équation (I~-10) fournit les meilleures spins -orb lt a les,c'est

à-dire, les fonctions monoélectroniques (II-6) qui introduites 

dans le déterminant (I I-7) minimisent la fonctionnelle E(D). 

Dans le paragraphe suiv~nt, nous déduisons rigoureusement les 
H,... 

expressions, de l'énergie totale E' "- , pour un déterminant de 

SLATER, ainsi que l'équation de HARTREE-FOCK (II-10) . 
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I I.2.2, L ' énerg ie_tot ale_en_méthode_de_H ART REE-f~CK_et 

l ' éguati o n _de_HARTREE-FO CK . 

L ' énergie totale (II-8) d'un déterm.i.nant de SLATE R 

vis-à-vis de l ' hamilton ien: 

h2 z 
i 1 e2 \ 

l/ :Î e 2 I 'i' 'i' 
, , 

n - - -- + 1 

' l ! .., 
8 '°IT 21n 

r , ! , 

i i i p . - ' , i p _L J. 11. 

(I I-11 ) 

o u !-! \ ,N + l \ 'i' h . - l !1~ '":i' l 1 

"' "' i ' li 
J.. .l 

(I I-12) 

av e c h~ 
h2 z . 

·2 e 2 \ l - - --,, ~ 
/_ l 

l:-3:r 2m 
l r . 

p lp 
( II-14) 

s'obtient facileme nt par applicat ion des règ les de SLATER ; 

a vec 

E: ( D) 

= 2 'i' l 
j 

N 
C , + 

J 

N - lhN 1-,.. -· <,. (f • . q; • :> 
- j J 1 • J 

\ \ 
l l 
i j 

2 .. - K , . j 
lJ lJ 

, , ~ e 2 * 
,.,

1 
. . J. = .1 1 .JJ

1
. (l)<ll

1
. (1) <ll . (2)4l ,(2)dv., dv

2 r 12 J ] .L 

K .. = f J qi':'(l)<ll . ( 1) e
2 

<ll~( 2)<ll . (2) dv
1 

dv,, 
lJ J l r 12 l J · ~ 

( II-15) 

(II-1 6 ) 

(II-1 7) 

( II-18) 

( II·-19 ) 
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Par appl ication du théor~me des variations, on minimise l a fonc

tionnelle E(D). Supposons que nous connaissions la série com

p lète e t orthonormalê <P 1 , <li 2 ... <liN. Une petite variation de 

<li. , è q, . , peut se décomposer en termes de fonctions de l a série 
J J 

complète 

CO n C"· 

ô et = ï ' <j) • = 'i' À <li + 
,. 

À . (j:, (I I-20 ) 
j 1., /\ ij l ij j 

; 

ij j i~l J i=l i=n+l 

Il s' ensuit une modifica tion du déterminant de SLATER égale à 

è D. = 
J 

00 

'i' . . ' - - -
L. •;\,.{j<li l <lil ••• <P.<li . ••• ,P <li • ., 1 lJ 1 J n n l.:e:!n·,· 

(II -2 1) 

pour l'ensemble des variations o<li 1 , 8<li 2 • • • ~<PN , on a globalement 

n n 00 . 

5D = 'i' êD , 'i' } Ili j H qi 1 'î 1 0 • 0 (() i 'î j • •• <p <li 1 

L ::::, 

' ni J 
1.., n j j= l i=n+l 

+ l <j) l'îl .. :;;; . <I> •• •• q, ~ ,· 1-
· 1 J n n · 

(II-22) 

Il y correspond un changement d'énerg ie 

(II-23) 

= 2 I I ,~ .· 
7
• < 1 <li 1 • , • <P n I H 1 { i <i> 1 • " • <li i 'o'" c •• 'v n 'î.0 1 

j i .L_ . J •. 1 

+ j<lil·L . .• <f.4> • • • • <li 'î lh 
, l 1 J n n 

(II-24) 

Le calcul des éléments de matrice de l'hamiltonien donne 

n oo 

<S E= 2 \ 'i' 
L. l 

j =l i=n+l 
2 À .. F .. 

l] 1.J 
(I I-25 ) 
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, 

avec = "- <P,lhl<P,> 
J l 

\ * ' * + . {2<4'.4' , 1tktk> -
k J J 

* . ~ 
. <ll ,'1> k iq), q:, ,., J· 

J . J<: J. 

(II - 2 6 ; 

Si on dé finit l 'opéra t eur he r mit ique h : 

(II-2ï) 

o u 'J k e t Kk sont les opérateurs de COULOMB at d'échange, 

::,: { e 2 (11- 28 ) 

J
<P:( 2 )t . (2) 

Kk ( 1 ) ;pi (1) == {e 2 r 
1 

d v2 } ~\: {l) (II-29J 
12 

la condition que 6E soit mini mi sé impose, dès lors, que tous les 

éléments de matrice Fij s o 1e n t nuls ou, en d ' autres n~ts, qu'il 

n'y a it pas d'éléments d e ma trice de l'opérateur h entre deux 

orbita l e s t . e t t .• Ceci est vérifié dès que les orbi t a : 3s <P. 
l J l 

s on t f onction s propres de l ' opérateur rnonoél C::c tronique h. Ces 

conditions ' é t a bl is 0ent l 'équat i on de HARTRE E -FOCK , 

{hN {i) + I : 2Jk(i ) - Kk {i)] } 1' . li) = e: . 'P , ( .ij (II- 30 ) 
k J . . l J 

ou, en n o t a tion s impli fi é e; 

h CAC q, _ _ e: . q, • 
J J J 

(Il-31) 

Les orbi ta l e s o. so lutions de l'équ at ion (II-3C) sont dppe lées 
J 

orbitales auto - c ohérentes; l'énergie du d é t erminan t construit 

sur ces orbital es e st l'énergie de HAR TREE-FO CK tEHF )et car res-
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pond au m:lnirnum d2 j_a f o:;:1ctionnelle E ( D) o Les valeurs 

s'expriment en fonction des opérateurs h, J 
J 

t:. - <~ . 1, h! ~ . > 
J J . ' J 

N 
1\1 

+ I' 
(2J .! k - Kj k ) - s " i 

J 
~ 

k _I . 

e t K . ..., 
J 

propres _ j 

(II -32 ) 

:r r-33 ) 

_HF . _ _ _ 
Remarquons i ci que l'énergie totale E n' est pas egale a ia 

somme des énergies d'orbitales - , qui compte.rait deux foi s 
J 

l'énergie d'interaction électronique . La relation exact e se 

déduit aiséfilent: 

-. HF 
2 > N } \ (2Jjk - Kjk) t: - s . + l ,... 

] '-' 

j j k 
(II-34) 

- 2 \ s , - \ \ (2Jjk - Kjk) !.., f l 
j J ' k 

\ ( s . 
N = l + f. • ) 

j J J 
(I I-35) 

Dans la t héorie des bandes, l es orbital es sont caractérisées par 

deux indices net k relatifs respectivement au numéro de la bande 

d'énergie et à la posi~ion du niveau dans une 0, ~de d'énergie, et 

on obtient ainsi: 

\ 
1., 

k,n 
s(k,n) - \ \ (2J -K ) 

l k , 1.., , kn - kn ' kn - k ' n 1 

k,rt ,n 

(I I -36) 
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II . 2 . 3 . Llaee roximation_LCAO_et_les_éguations_de_la_méthode 

LCA0-·'.3 Cr-LO. 

Le procêdé le plus rationnel pour obtenir les solution s 

de HAR TREE-F OCK. e s t d I intégrer numé r .iquement 1 'équation mono-· 

électronique . _E~ physique de l'état s olide, cette technique est 
' a la base des méthodes cel lu l aires . 

En to ute r~gueur , elle es t cepend ant inapplicable et une simpli

fi c ation usue l le consiste à développe r les orbit.ales cristal -

llnes <!Ji en c..imbi..na~_3ons linéaires d I orb i 'i::ales at.onüques 

trées sur les différents n0yaux d u système: 

v cen/\ p 

La relation (II -37) 

est complète . 

(II-37) 

est rigoureuse si la base des orbitales v /\ p 

De plus , si cette base est o r thonormalisêe, on a le s relat ions: 

: X i -, > - · l 
P , ·p 

1 

<x ; X ;... · ~ 
p q 

r 
0 

(II - 3 8) 

pq •'II -39 ) 

Si on limite le développement (II-3 7) à un nombre finj de termes, 

on peut ~ons t ruire les orbitales cristal~ines en précisaLt l es 

coeffic ients c. par la m~thode des variations. 
JP ·" 

Dans le cas des systèmes périodi ques, le déve loppement 

LCAO est obtenu grâce à la techn i que des péra_teurs de proj ec-

tioni o n sélectionne r · ").:· ce prc•cédé , ,- -
le théorème de BLOCH . Ains i : 

(II-40) 
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Après norn•al isation correcte de l ' orb i ta l e c:r i stall.ine, i 1 

vient : 

·)• 

<l> k {r } , n 

- 1/2 
- N 

· > 7 ' C ,, ï .... _._j , 

kn p _;,. p - ' . t ' ( I I-41) 

Dans l Lexpress i on (II-41) , n représente le n uméro d'une ·tian.de 

d'ênerg i e, k, l a posit i on d'un niveau éne rgêti1ue dan s l a ban de 

considé r ée, .N es t le nombre de ~ 2 i lles d u cris tal e t les som

mat i ons sur p e t s ur t sont étendues re s p e.c ·Livemen t aux orbi

tales atomique s d e l a ma i lle élémentaire ~h aux mail les du 

cri s tal. ,. 

En v u e de fai r e apparai t re le s é léroents d e mat rice 

cara ctéris t i q ues d e la méthode des o r b itales cri stal l ines, nous 

déduison s l e sys tème séculai re fournissan t les coe ffi cients c k . 
np 

L'é~~rgie assoc i ée à une orbi tale cristall ' ne s' é cri . s elon la 

rela t ion c l assiqu~ : 

➔ 

i:: (k, n ) -
<(()?-· l h J<l> :> 

Kn kn 
-~ 1 

<<l>k 14>1. > .n 1'.n 

(I I-42 ) 

so i t, enco re , en r e mp l açant l es orbi ta les t k n pa r l eur dév e l op

pement explic i te en fonction des orbit a i e s a tomiques; 

·- .ikAt w . • J..ki\ 
- \ e \ C...,.. ,. J '1 h 1 \ e ·. \ C X '·· ;, 
' L :.. knp " p · _!, ~ - ·knq q 
t u i::{ k,n) -= 

- i k.At * .• .i kA 
< 1e ' c XJ ;ï e u ,c x~> 

l l knp p 'L L knq q t p . u q 

i, t I- 43) 

En posant: 

Bt14 
pq 

·- t - I u ._; \t h V ;, 

" p ' "q 
(II-4 4 ) 

e t 

s tu t, u = 'X I X " p q p q 
(II-4 5) 
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et rer1 prenant la maille u comme r f férence , on pose u = 0 et ~ 

ot - s pq 

s tu __ 
P<z 

,.ot 
.:, 
pq 

(II-46) 

(II-4 7) 

Appliquant le pr i ncipe des variatio~s, on ~alc u l e les coef-· 

ficients c en anr,ulan-c les dérivées de , , ,r:. ) ~:i ,r : · ---:_,..:._ •_-:r: 
knp 

aux différents ve teurs propres, on a: 

,j(, ot 
c 1r ~;. s 1, n r Knq pq 

1 1 -t ot 
, l ck ck B ~ nr nq rq 

r, c,. r q .r..:np 

(II-48J 

posant 
o c:: Ot,n) __ 

() 
-~ * , ck np 

p - l ,o., m (II-49 ) 

On trouve les rt11.ationa auxquelles doiv,ant satisfaire les 

coefficients: 

➔ 

2 (k,n) 
°'i'" 

1, Ck np 

,;-A· 
iKAt _. ,... 

{ '1 \ \ _ e l l 
t r q 

-;f 
5
ot 

C C knr k : q r; 

\ 
iÎ{Î~t 

0 \ \ * ot 
C C , 8 =- e --- l l L. ., '/, knr Knq rq t 0 ~ r q '--'knp 

(II-50) 
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Les sommations peuvent enc-ore sLécrire: 

et 

~
,·_ ikÂ,c , ~- ot 
; ê l /.\ C C S - knr knq pq t r q 

+ 
~ 

5
ot 1 ck c, , nr xnq rq 

ikAt 
" e ' " !.. l L 
t r q 

* hot C C knr knq pq 

-'--~ 

ikAt , t ~· ot 
\ r * 0 \ ~-

-l e tCk ck h + l c k c. h t np np pp qfp np knq pq 

+ \ \ 
r;l.p q~p 

¼ , ot 
C 8 fl l knr knCT rq J 

de la relation {II-50;, o n déduit : 

(II - 51J 

(II--5 2} 

• . ;;~";-t-

\' "" J_.l{t-\t/, , 00 -'-_c~ 'TT-5 ')) ·- i. ~- L C k ;., , \ -- -- .j 

t q .nq pq 

et, enf i.nj 

(II-54 ) 

p ~·· 1, 2,coaffi 
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La conditi:m de compatibi l ité de ce système s'éc :-.-it~ 

'1' e !... 

t 

_, .... 
ikA . ·c = 0 (II-55) 

La résoluti.on de ce d~terminant séculdire f o ûrn i t les énergies 

associées aux orbitales cristalline s en fonction des intégrales B. 

Les énergies se groupent par bandes c orrespondant chacune â ilne 

val2ur d nnée de n. Dans un système périodique in f Lni , le.s v a-

leu.rs : , :; é:.. kn forment une suite cont.::.nue de n iveaL1.x à l ' i n-

térieur de chaque bande o nuant aux coeff icients c .k , o n en 
nq 

obtient l a valeur m.Enérique en réso lvant le système séculaire, 

compte te:r1u de la condit .: on de normal isat ion des orbi tales cr :.s

t a llines; 

. * 
'~ <t· d ·[ -· 1 ,. kn kn (II-S6} 

. -t -+: } ,, 

N-·l 
-· i1<( A . - h), '' 

~ xj h 1';.' \ e J \ \ C C xq d T - l(II-57) ) l i , l L knp knq 
j h p q .P 

Si la bas e d' o:cbi t ales atomique.s :o I est pas o ·cthogo:oa le, on a 

en toute g é néralité: 

-ilA. 
~ e J (II-58) 
j p q 

qui se réduit à (TI - 5 9) si la base utilis~e 

- fkÂ 
4 \ J \ ; \ 

ô \ p{t: 

l e C C. - C C~ --~ ~ i, knp Knq pq 1., knp Knp 
j p q p 

(II -59 ) 

Dans le parqgraphe (II, 4) , · nous verrons corrunent p r éc i se r. diver

ses propriétés électroniques à partir de la connaissance des 

valeur s propres c k et des vecteurs propr e s ck . Le tab leau(II-1) 
. n ~p 

compa re les expressions les plus importantes de la méth8de des 
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orbicalea c ristallines à celles de la mé~hode des orbitales 

molPcula i res traditionnelle . 

L 1 e xpression de 'lLénerg i e totale peut se r eformuler 

dans le cadre de l'app roximation LCAO. 

En effet, nous a vons déduit l 1 expres sion : 

dvec 

de même: 
N 

Ê 

= \ 
L, 

kn 

-

= 

kfn) -

\ t' 
l L 
kn k'n 

, ..... \ 

~ L '-' k:n - ., " .. , . 
t ~ .n .. ' 

' . f • 

E {k,n) N -> + € (k ,n ) (II-60) 

\ 
(, .... 
\.. 

\ 

p 

\ 
L 
p 

\' 
L, 

p 

* 

-ik ( l,.. - ,( i 
\ \ L. U \ \' -~ tu 
.., L, e 
t u 

1 * 
i.., c. ck e 
CT 

Knp _nq 

l , C. C, 8 , .., Knp 1mq pq 
p q 

.. --rt, 
-1.1< t tu 

spq 

' --►-:-:,' 

-ikAt ~:t 

(I I-61) 

(II-6 2J 

ot \ \ \ (~ C . C 1 a, + L L 
e . C C .1<:np Knp p !.., .l<.np knc1 pq t p q 

(II-6 3} 

-ikA 
-.1• j\J \ \ \ ·c .,y. . SN) ot 

C C (), + L, ; L e C C \ 
k np knp p .., 'knp knq · pq 

t p q 

L'expression ,e l'énergie totale devi ent , en défini3sant les 

charg·es q et les indices de liaison i 
p pq 

1 " 2 
-~ 

q = N cknpcknp p fm 
(II-65} 

l ot 1 -ikA 
\ 2 * t - N I C C e pa kn knp knq 

(II -66) 



Tableau II.l: Le formalisme des méthodes LCAO-MO et LCAO-CO. 

développement LCAO 

équation monoélectronique 

système séculaire 

équation séculaire 

énergies associées aux 

orbitales 

METHODE LCAO-MO 

ls - e:o 1 = o pq pq 

e: = e: = I c 2 a n np p p 

= a + M n 

avec M = i qlp 
n 

+ I I 
p q~p 

s 

C C np nq 

C C S np nq pq 

METHODE LCAO-CO 

1 \ \ . ikA. . 
= ok ~n = 7N l l ck e j p np 

I cknp(t 
ikAh 

Sh - e: ô ) e 
p pq kn pq 

II 
ikAh 

eh - e: 0 1 0 p = pq pq h 

e: = e:kn 

= a + f (k) 13 n 

avec f (k) n 

J XJ 
p 

= 0 
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On t.rouve à.:lnsi q ue l I éne rgie totale, est p:::-oportionnelle au 

nombre de mai lle s d u système p~ riodique , en n'oubliant pas l e 

terme de répulsion nucléaire: 

q N 
" ot. 

,F- i._ CAO 
.'(, 

( 8ot , gN)ot. ) \J r \ ..:E( a. +a ) + 1 ï 1 __p_g 
c . ~· i 'L :... L \ . . DG 2 p p ~ l, pq p t p q ~ -:\ 

z ê 
+ ;' _E__~i ,. r {II-67) 

P op 

L I énergie totale E ne dépend plus du vect eur k et elle ::: 1 
, • ~- . , ;.i 2 

e n i: ~a -:.:tLm des Lntég:cales ~ et SN p, .. écédemrnent définies et de 

gr. an deur d aisérner1t Câlculables, les cha r g es et les ind:Lces <le 

lia i son , 

Dans le cas i '. .3 systèmes périod iques de dimensions in

finies, la sommation s ur k doit êtr e r ~,rr:placée par u.ne ir,.t. ég·r a

tion dan t3 la premi.ère zone de BR IL LOU I N et. ~,C) ' . ..ï.s obtenons comme 

expressions des c harges e t des i ndice s de liaison, dans les 

systèmes à couches compléte s: 

2 * dk q - -~\v\R ' C C 
p J knp knp 

(Il -68) 

t ot 2 
-iRÂ 

' + t dk = vM; : c k c . e 
PCT · :·np Jrnq l II-69) 

VMR est le v0.lu.'tle de lq maille réciproque du système périodique . 

Signalons ici que la méthode des orbitales c ri stallines est: . . , 
me llement équivaleDte à la méthode qui découle de l'approxima

t i on des ~lectrons quasi-atomirues, ma is el~ r est beaucoup p lus 

proche q ue cette dernière des p rocédês classinues de l a chi mie 

quant i que molécu l air e . 

En résurrlé , la c onnaissance des états rnon0ë l t?.ct .L~o11iq s 

d'un cristal nécessite l'évaluation des éléments de matr ice B 

et SN de l'opérateur rnonoêlectron ique du système . 
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Nous avons vu que les éléments d~~ ma.tri ce de l topéra

teur mono~ .iectr0n ·que dépendent de la bas8 d'c1~bit2les atomi

qiles ut iliaêe . Le calcul des ê ~srg i es et des functions d 1 onde, 

d' m1 sys tème d 'él.ectrons dans l ! approxima ic)n üt. :î..11.sée , se 

ramene à. l' é\ra .:.1..,:ati:::m d I intégrales molëcu lair8 s entre orbita

le5 atomiques . Afin d 1 é v aluer ces intégrales, il est néces

saire de p ré c ise~ 1~ forme analytique des ~ihitales utilisées. 

Il v ien t nature. lemen t à l[espr i t d'emp l oyer es orbitales 

ac,.Jm iques de HART;;?.EE-FOCK. Il s 'ae;it de ., orb1tale,s obtenues 

en rf'- s 01va.r:i.·c l 1 équa t:ioL du champ auto-·cohéren·- pour les 

atomes l i bres . On dispose actuellement ... .,; .î:1 li, '._ e ~:?c r· 1 .• ,_a-

les de HARTR EE-·FùCK pour de nomb :;::eux atvi."e ::;. Leur défaut l e 

plu.s imp .::>rtan t e:: t qt.. 1 e:ï.le:s ne possèdent p a s de forme analy

tique et le c a l .cul des i ntétjial~s molé culaires est ainsi 

cons i dfrablement alourdi . 

" 
Pour c es raisons f on uti l i s e souvent les orbitales de 

SLA.T ER (S .T, O , f Si.at er Type Orbi ta. s) qu.l sont de bonnes -3.p
proximat ions d-s orbitales de HART REE ~FCC< et qui possèdent 

la forme analyt i que hydrogénoîde . 

·* z 2 , 2_) n +l/2 * -1/2 
X r. r:. = ( · ..;:. 0 

) [ 2 n ! j exp ( -

-31(· ' D ·- .L 
Z-o r ) r Y •.m ( e , c; ) 

·ft • 
n n 

Ytm( 8 , 4l) est. une harmonique sphérique normalisée,2' est la charge 

nucléaire , les quantités a (constante d 1 é c ran) et n* (nombr e 

effectif principal j se .r. ! dét ~rminées pa r les rè.gle5 de S ~.ATER: 
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-;, 
n est relié a u nombre quantique principal par le tab l eau (II.2) 

Tab .·1eau II. 2 ~ i.~:s v-:1leu[.a des nombres qu3.ntiques effectifs. 

n ' ., 3 4 5 6 

,t 
1 2 3 3 0 Î ·Lü 4. 2 n 

·----

Dans .L e qui irrè:éresse iorbitë.les du carbone) ~ 
2 Cô.S ::-i.OUS ,1 n ·-

Les cons ·cantes d I écran sont obtenues en divisant les électrons 

en groupes; 

\l3J , ( '2s 9 2p;, (3s , 3p), (3d) f ~4s,4p} 8 (4d), (4f ) 

etc présente ainsi les contributions ~uivante3: 

i) 0 pour les orbitales apparten~nt aux groupes 

e x têrieurs ~ l'orbitale envisagée 

ii) 0.35 pouL 12s orbitales du même groupe , sfil n'est 

pas le groupe ( ls) 

Os 30 pour les orbitales du g roupe (is . 

. 

iii) 0.85 pour les orb i tales se- p des groupes de nombre 

quantique (n-1) par rapport à 1 ~rbita le envisagée 

1 . 00 pou= les orbitales d et f 

iii i) 1 .00 pour les êlectrons des couc hes les plus inté

r i eures. 

Pour l'orb i tale 2p de ltatome de c arbone, on a ainsi la forme 

explicite: 

(3.13) 3/ 2 
= 

( 4 t ) 112 
r e 

3 . 18 
-2- r 

., <0 ;,.) 
1 ~ 1. ' - , -!-' 

Cette forme ana:i.ytique pe rme t de calculer le:::. pr inc ipales inté

grales molêculaires intervenant en chimie quantique. Il faut 

cependant signaler que ies orbitales de SLATER ne sont, en 

général, pas orthogonales entre ellea et que les intêgraies 
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po l ycentriques n sont p- s calculables ar1a.ly t.L-ru ~rnen t. dans cette 

cette base . Pou r corriger ces défauts, il e3t né cessaire 

d' orth~gonal iser lts orbitales de base et d ' utiliser ~oit 

des approx · matior,s P ,:,oi t une i ntégrat.ion m1méri JI.le labor.i-

euse pour calcuJ.2.r lE:s intégrales polycent.1:·i.q·...:e:::; C 

Signa ans enfin que, dans les calcu ls a priori, on 

emploi.e les o rbital1=.. s ga·ùssiennes ( G, O. = Ga, .. iss ia.n Orb i tals) 

de f0rme analytique: 

ou 6 e st un paramètze . Elles permettent le c~lcul explicite 

des L1tég:::::-a.Jes po:ï.yc(~n triques ? I> a1. c :-.mtrE., on ri l obtient u n e 

bonne converg·ence !.. CAO q 1.1' a la condition d 'uti.liser p l usieurs 

orbitales gaussü.mn,2a par atome . Ainsi , i1 e st nécessaire de 

déc.r · re urie orbi t a ~~ e: ,.- du carbone par _ ëd.re au cinq orbi tales 

gaussiennes. 

F-our les raisons in'voquées ci-êl.ès,;us, no·ùs a v ~ns 

choisi comme na.se d'orbitales la pl us pra t::Lq'..::e f l es orbi tales 

atomique s de S LA TER . De !'aç:on purement théo.r :'..que f on peut 

calculer toutes les intégrales moléculaires , excepté les 

int~grales polyc entriques pour lesquell sa on r e cour t à l'ap

proximation d e MULLIK EN que nous justifierons par la suite . 



.. 7 7 .,. 
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kn 

hN ,td~ -+ 
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e 
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de même: 

( 0 t 
; X Kk X d ~ p n q 

* 2 t = ! rx 0 (l) cp (1)~ cpkn (2) xq(2)dv1dv2 11 p kn r 12 

(II -74) 

(II -75) 

Dès lors, on obtient en toute généralité: 

, , -~k"i'; ("Jî. " ) ·- A 
( .c., •,. V ~- * 'i'"~'\ 

C C 

8
ot ( BN)ot + 'i' I 'i' I knr kns = l l l N pq pq 

k' .t:, u V r s 
, 

(II -76 ) 

Il apparaît clairement ici que les élément s de matrice B dépen

dent des inconnues du problème, à savo i r les c oefficents cknp · 

L'équation monoélectronique est donc une équations pseudo

linéaire. Le procédé le plus courant de solution de ce type 

d'é .u ations consiste à partir de coeff icients cknp approchés 

et à calculer les é léments B. La résolution du système sécu

laire fournit de nouveaux coefficients qui permettent d'obte

nir les éléments de matrice du premier tour. Le processus est 

répété jusqu'~ la stabilisation des vecteurs propres cknp· A 

l' auto-cohérep ce, l'équation monoé lectronique, -,... s.t une équ ation 

aux valeurs propres . 

Les termes nucléaires peuvent se développer en une somme de 
. 

termes cinétiques et de t ~rmes d'attraction nucléaire . 

( x 0 lnNl xt d T 
J p q ,. 

(II-77) 

1 l l t ,, . 1Z · t = x 0 
T X d T + l l ;tp0 ~ lx q d T 

P q u r ur 
( II-7 • ) 
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Comme en chimie quanti~ue moli§culaire, l'évaluation de 

ces intégrales peut se faire de façon non empirique . Drlns ~e cae 

les formules (II-7 6) et (II-77) sont ahsolument générales. 

Malheureusement, on sai . que les calcu i s non empiria ·i s ~~nt 

impossibles à exécuter pour des ·systèmes ie ~uelqu~s ato~es Pt 

fournissent, de phrn, des résultats p s:>u s::ü.i..qfaisa;-; t.s à r:; a us,3 

du type de fon ction d 'onde utilisée . 

plus simple c onsiste à utilis2r J ~s crbi c2l~~ d8 ~iRjson 0 :- ~r 
r 5 ,, ·, 

groupes . Cet :.: .-~ ~i1~ t 1:lot e, an.::ily ~ée en dé ::7 _, 1 pa r ~'·.1 - , t:_' ::. (j '.)5:1) 

l 6c l ' f l ·1 
t 1/LOP"''~l (· ,r:,,.•., ) , t, d 'f'·' . ;·, , .. --TL, . . . ("0'-5 ) e r, 11 , \1 .. ,L ,nj , a e e IT:ü .l l G~ p.:ci .. r:- i.. .. ·, '-( 1::.1 .. 1 . .1u .• 

l;ëL REl 62 ] '.: 1 958)a pr:oposé une méthodE., ,)asfe su:t:" 1 1 i:::1t 1-1.t.tior 

ch i mique et où t(:)us l es param?;tres so~t ê~é':cnü :1iss d .s n1 ,niè \.e 

au to-~onérente. L~. c.=t.ractéristique princip v.; .·1.2 •)r~t le reC\.' ,rvT•"'! · · 

ment nGl d'orbitales localis t es qui lntn c~qj ~sent grâce au x 

effets inductifs. Cette méthode a été mod i ~~-1e pnr aERTHOD et 

PULLMANN[ 6 J] (1965) et utilisée par DEN IS ~t PULLMA~N[
641 

(196 :' 

dans les systèmes conj ugués . 

Les méthodes n.abituelles de la chimi~ quantique ont 

aussi été app liquées aux syst~mes o. Aj ~si, 1es approximRtion~ 

de HU CKEL ont été êt endues par SANDOR FY et D\UDELL 6S] (1 954) c~ 

SAN DOR FY[ 6 6 J (1958) aux hydrocarbur es saturé~. ~n~lior~e, el'.c 

a aussi §té appliquée par YO SH IZUMI [
67 ] ('. ~5 ~1 ; , f-UKIJI, KA-:-O et 

INEZP,WAL 6 B] (.J. 96 ,";·~ 19 61), KL OP 1'1AN[ 69 l (19fi ~-196 ::, _, , HOr" FMANL ?CJ ] 

(1963), POPLE et S 1.:,.NTRY[
7 l] (1963) . 

K LOPi 1AN (1 •J64) a étab l i un procédé ~•,~:iü- 3rc:;; iri.ciue 3.U ~0 -

co hé ren t. De s tra 7 i'i' ·: similëüres ·.~nt été déc ,:~. ts r ctr î- OP LE , 

S IH,J- RY .;.. s~G' :. -' 2 , ' ,) r -) KAUFMAN[ 73 l (' 19(",- •. i/r ~ A,'' RI t ,'-\1 ' i , e ._ t: I , L , . .!. ::, ,(, .J 1 ) :) J f r-.. r \ ~ t-·. , l , ( ~ 

SArWOR :=y [ 74 J (:i.9 66 , . 
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Quoiqu'il c soit, il n'existe pas encore de procédé 

semi -empirique généra l pour aborder avec succ ès l'étude des 

système s saturés notâmment à cause du peu de données e xpéri

mentaies dont on d ispose pour évaluer les multiples para

mètr es ma l c a lculés théor±quement . 

Il est dès lors né cessaire de concentrer notre attention sur 

un nombre plus r es t ,reint . d'électrons. Dans l es systèmes con j u

gu6s , on ut ilise l 'appr oximation n décrite d ans le paragraphe 

suivant . Pour ce s raisons, notre méthode n'est provi so irement. 

appl i cable qu'aux systèmes périodi ques contenant des · électrons 

délocal isés . 

II o3 . L'étude t héor i q u e des systèmes périodiques conjugués en 

méthode LCAO-SCF-CO . 

II . 3 . 1 . L'a2Eroximation_ n_et_les_a2Eroximations_de_GOEPPERT-

MA YE R et SK LAR . --------------

Les s ystèmes conjugués sont des hydrocarbures i nsaturés 

et ils se distinguent des autres . composés p a.r une série de pro

priétés chimiques e t phi~iques . particulières ~ 

Il es t bien connu .que ces molécu les ne peuvent être re

présentées par une formule unique à liaisons s i mples et doubles 

alternantes. El l es p résentent par leur r éactivité un comportemc~ t 

spécifique : en particul i er, . dans les réactions de substitut ion 

des cycles arema t iq~: a. De plus, les règles d'add i tivité dans le 

calcul des chal eurs de formation tombent en défaut et l 'on cons · 

tate que l'influence des substituants se p rolonge à g rande d i s

tance . 
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Les ~o l é cules conjuguées sont généralement· planes ou 

présent 0 nt de légêres. déviations par rapport à la plané!té . 

Les longueurs de !iaison y sont intermédiaires entre les lon-
~ 0 

gueurs de liai ·1 ' . -~ s (1.54A) et doubles (1 . 34A). 

Leur spectre U .V, manifeste des effets ba.thoch.romei e t ::yper

chrome par rapport à leurs homologues saturé s . c:est la rai

son pour laquelle ces corps , ·sont souven t: col,oi:::és , De plus, 

les transitions élect roniques sont r,:c 1arisées dans le plan 

de l a moiécule. Enfin; des mesures de susceptibilités magné

tiques et de g rands déplacements d e signaœ? de réso".lance 

magnétique nucléaire montrent. q ue certains électrons "mobiles" 

créent des courants éledtriques dans les cycles formés par 

les atomes d e carbone. 

Théoriqu ement, ce comportement es t expl j_qué en sépa

rant les ê · ectrons en deux ·groupes: d'une part, les électrons 

for t ement localisés dans la couche interne des a tomes (élec

trons de coeur) et entre les ·couches K de ces atomes (é J.ectrons 

de liaison ou électron ~ a) et, d'autre part, l es flectrons dé

local i sés sur l 1 ensemble de la molécule o En :mécan i que ondula

toire, on associe aux électrons a des orbi tales atomiques 

symétriques par rapport au plan de la molécul e E:t a.ux électrons 

n des orbitales a n t i symétriques . Les orbitales a et n appartien

nent à des représentations irréductibles différentes G□ groupe 

de symétrie de la molécule, et le sy s tème sé .. uia.ire se s e:inde 

en deux sous-systèmes; l'un fournissant les c oefficients des 

orbitales a et l'autre ceux des orb i tales n dans le dévelop

pement LCAO o L I approxj_mation ï', consiste à considérer la ré

partition élect ronique a comme f ixe et on étudie le mouvement 

des électrons 11 dans le champ des coeurs d I atomes contti tués 

par les noyauxf les électrons des couche s internes et les 

électro~;s de liaison 
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En ~ou t e rigueur, la fonction d ' onde t o tale es t un 

produit antisymétrisé d'une f:mction 0 et d I ne f;:-, ':', ction TI. 

Y' - p lji ljl 
0 7T 0 TI 

(TI-79 ; 

oü t/J e t t/J désignent respectivement les fonctions d ' onde o 
0 r. 

et 7T. L' hamiltonien t:otal du ·système peut ët.re décomposé daJ1 :; 

cette optique et; s..i. le sys tème comprend 2~1. électrons répartis 

en 2n électrons o et 2n électrons rr, l'hamilton ien s'écrit: 
0 rr 

H = 

a vec 

H = 
a 

H ·-
ff 

H 
CJ"IT 

H TT Ho rr 7T 
+ + H' 

2n 
G h2 ï ! 'J 2 ï 

l \, 

i l 
8 ·n ?- m i=•l p 

2n h2 \ v? ,. 
8 TI 2m 

:1_ 
i==2n -t- 1 

IJ 

2n 2n 
,_1 

\ 1 
l 

i -=l i I o::.2n +l 
(; 

e2 
. .,, 
~ii ' 

z e2 2n 
l 

r- e 2 _E_ + ·, 

2 ---r r . Î r .. , 
lp i l l.. 

z 2 e 'I 

ï _E_ __ J_ \' e '· .,.. 
i l C, r. r p lp i' li 1 

L 'énergie to t ale, en méthode de HARTRE~-FOCK, devient : 

= ·. (/1 1 H r + 
1[. 

= ' t/J I i=j 
11 

j t/J > + < t/J I Ha i t/J ' 
~ TI 0 0 

-- E + E 
TI' 0 

avec 2n 2n () e 2 
H H f· \ ï - I. L. r : TI /, 

'Î. '-= 1 i ' =2 n + l l.L 

(II-80/ 

(II - 811 

(l.i-82 1 

( II-8 . ) 

(II- 84, 

(II-851 

(II -86 ) 

(IT-87 ) 

(JT - 88} 
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L 1 app o ximat i on r e v ien t à calculer l' êner y ie rr ~~ s ~ppos an ~ 

connue J.-3. form e d e s 0 1·b i ta .e s o t le te -.--me i::: ,., pe1.1 ;: êt. r e com, i è.'';~é 

comme sat i sfaisant cles , , __ Les d 'a.ddi t.i v i.-c(~. Da n :; 1 ré,1ua t ion mo no

électr onique de HAR îREE - f OCK, c e pro c f dé ~ignif ie ½ue l'0n c0~

s i dère conune f i .xes les orb.i tales 0 1 ai-ns i c:ue l e u rs ' ,1 .s rab.-nJ: : :: 

d e :·· · r·. :-" B et d'échange. L ' h amilton i en m,Jnoélectro ;--i_i.q ue p e ut. 

s'écrire: 

h ( i) 
2n 

1 
(.., 

j=l 

2n 
,r 

2 u . ( ij - 1( . ( i l] 
J J . 

1 , ;.J. ( i ) ·-K . (i ) ] + 
j ~ l . J ] 

On dé .fi ni t un "opé rat ·ur de coeur 11
~ 

2n 
0 

) [2J ,(i ) - K . ( i )) 
j ~ l J J 

,_r J -B9 i 

( I I -90 ) 

décriv an t l 'inter ac.:ion du systèrc.e él.ect.ro n 1q ü e ,,. a~ye c l'E.nS!~mb ' 8 

des n oyaux s n ~ouré G de leurs . é lect r on s o . 

Dans ç :; s co n , i. t:tons r la fo rme des é l ·'.ê, ri;.m i.: s d -= matric e ,.1--:: 

l 'opérateu.r monoélectron:Lque dev:i. en t : 

"( 

p 

~ ï I' 1 i' 
l , .. 

-., ·- i h ·:- s 

-+ ,. 
-i.k(A .-1' . ) 

l !l ·:< 
e C C . 

knr k r..:5 

( II - 9 : 



et 
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< x po lhc + l (2J1,-n - Kk __ ) ! ,{~ > 

k n ""'· '·1 
-:i 

(I I-93 ) 

\ 
l 
kn 

-ik {A. -Âh) . 
1 1 , \ l f 
L, . ,, " e c,, . _:ec kns 
i h r s 

Par l a s uite, a fin d ,e n e pas alourdir l e form:1.!.. isme I nous con

den ser ons l e s i n dices (i.,h) et (r,s ) ·é tendus respectivement aux 

atomes de la mai l l e et aux mailles en ind ice s pet g re latifs à 

tous les atomes . Ainsi, si i, h et r , s varient rap i dement del 

à Net de 1 am , p et q varient de 1 à mN . 

En posant : 

et 

.~--t 
-lKA . 

l -;~ 
-- C knp 

- ikA,_ 
ckns e ' t == c knq 

on obtient un f o rma l isme p l us léger: 

+ ' \ \ 
..;. 11 r s 

(hc ) + 1 1 1 c ..;, c 
pq · l l l kn r kn s kn r s 

, ·· l ps ) J 

[ 2 (pq jrs) (p r I q s) ] (II-96) 

, ' . ".! 
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Le calcul des termes (hc) est poss i ble dans le cadre des ap-
ro-i ~· ~ d ~qot-PPERT MA ER ~ S11<1,_AKn[JS] .nropose-e P- ·- -'~--W<'·. :i_C>ns ae .co'2:ur . e 1.:r - . e1.. t' 

par ces aut.eürsf dès l.938, âans leur étude de la molécule de 

benzène; il s précisent l e potentiel de coeur par la relation: 

p 
u+ +' U 

p H H 

T représen-te le -terme d' énergi.e ·cin·st.ique 

(.II-9 7) 

u+ le p~ten~iel d'attracti on d5 au coeur positif p p 

e t UH le potentiel d'interaction des atomes neutres du 

système, 

De plus , l e potentiel d'un atome positif es t exprimé . 

en fonction a~ potentiel de l' atome n~utre dépouillé de son 

orbital e :r : 

+ , e 2 
uk (l) - uk(l? - Jx k (2) r

12 
dv 2 + termes d'echange 

(II-9 8 ) 

Enf i n, on a4me t qua l'orbit~le . atomique np est fonction propre 

de l'opérateur (T + u+) avec la valeur propre W: 
p p 

W X p p 
(II-99) 

L'ensemble de ces appr ...,ximations simpU.fj_e fortement l' ampleu.:· 

des calculs e ' dans ce s conditions, on obt i ent: 

C 
a = W 

p p 

en posant: 

lq+:pp) - I (H :pp ) 
H 

(II-100) 

( II-101) 
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Compte tenu de l a rela tion (II-98 ), il vient encore : 

à 

On 

C w1; I (pp lqq ) + 
1 \ {pqipq ) a = 2 L p p 

qfp q t p 

condition de pos-er ~ 

w* -- w ( q: pp) - I ( H : pp ) 
h p p 

obt i ent de faç n analogue, la forme développée 

w ,!-.;. w -;6 

1 + "'i-Be - E :e s ( (p : pq ) + (q : pq ) ) 
pq 2 F. CJ 2 

C. 

, n a ~ 'kk '1 pq ' ' T f [ (q:pp) + (p:qq) ] - - + 
k ~p 

f q 

( I I-102) 

(II-10 3) 

de Be 
pq 

( I I-104) 

I (kplkq } 
k;tp 

:/q 
( II-10 5} 

Ainsi, l'étude d 1 un système péri odique conjug ué se r amène à 

l ' évaluation d es intégrales suivantes dan s une base d'orbital es 

atomiques: 

w*, (pp l qq ) u (pp j pp ), (p+:pq ) " (p:qq), (H~pp ) . et . (pq \ rs) 

deus montrons ci-après les différents p rocédés théo r iques et. 

semi-empiriques utilisés en chimie quant i q ue molécülair e . 
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I I o3.2 . Le_calcul_des_in tégrales_moléculaires_en_méthode 

i...CAü-S CF-CG. 
----- _ .._...c,,_..,,._, _ 

II .,3 . 2 o a o Le calc ul t héorique des i ntégr~les m9l.éculai~~s-" 

Dans une base d'orb itale s atomiques de SLATE'Rç il est 

aisé d e calculer to·.Ites les intégrales molécnla:ires à deux 

centres. Des formules on t é té établies principalement par 

MU LLI KEN( ? 6 ] e t ROOTHAAN[ ? ?J, et, ~e plus , il existe de nom~ 

breuses 

grale s : 

tables donnant ·- exp lic i t ement la valeur de ces inté-
...........___ ··, ['"' 8 ~ 1 79] 

" · 0 l l t bl . d KOT"N I I J . d' ROOTHAAN 1.. • par e x~mp .e , e s a e s e , re, . et:. e . , • 
\ 

) 

') 
Nous d onnons dans : le •tab leau . (II.3) le s eKpression s 

théoriques d e s intégrales cou r an tes e n chimie quantique pour 

un système n, définieb en f on~t ion des · paramètres ç et p de 

ROOTHAAN. 

Tableau II . 3 : Les expressions d es intégrales bicentriques entre 

orbitales d e SLATER . 
-------~---------'------------------------~ 
Int égra l e s de recouvre cient : <x a ix b > 

sab = e - p(l · + P + l P2 + Îs p3 ) 

I t , 1 . 't ' 1 
1 

1 n egra es cine · i q ues: <x a - 2 6 xb > 

1 0 -p 2 4 - l 
T a b = - 2 ç "- e (- 1 - P - 15 P .:1 + 15 

Intégr ale s d'attraction nucléai re: <xa I; I xb ·. 
a 

1 -p 1 2 = - Zc, e ( - 1 - p + -
3
· p } 

2 · 

(Il ol06 ) 

(II-107) 

( II-108) 
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Tableau II . 3 . (sui te, 

Intégral es de ré puls i on coulombienne: 
: 1 1 1 

"X Y -- 1 -✓ X > a ·"a I x.·12 · '' b ' b 

(aa j bb ) = L 3S a l 3S b ] - :; 3 [ 3S a j 3D:t b] + { [ 3D :a ! JD~b]+ ~
7

[ 3Dll al 3 Dll b 1 

(II-109) 

avec 

[ 3s 1 3S ]-- .f{ l- (l+ 419 , 163 2 119 s · 5 :1 1 c; 1 6 
a b p 256 p-r- 128P + 192 P 1- 24 P + 20 p ~+ Ï20 P 

' 1 p7 ) e-2p} 
"'j" 1 260 (II-110) 

[ 3s13D - ] ç 1(1 2 2 2 4p 3+ 2 4..,_19 lps+31 6+1 9 ~ 
: 9- ' 2' b = 7 - p + p + 3 4 p , · 7 2 0 3 6 0 p 84 0 ; 

17 a 1 9 -2p 
❖ 37 80 P .. + 18 90 P ) e } (II-111 ) 

[3D Eal 3D r bJ = .§_~ {1-( 1+2p+2p 2 + i 2 ,.;. + 511. p5+ 253 p 6 p 3+ -
p - 3 P 1920 2880 

' + 
2237 p7 + 71 p 8+ l p9+ 13 p 1 0 
90 720 11340 6 30 3 4020 

(I I -112) 

1 

ç 2 4 3 2 ~+ 253 - 11 9 5 
[3D 6a 3D ti b ] = ~{l - (1+ 2p+2p + 3 P + 3 P . 9 60 p :i+ 1940 P 

11 , 1 l . 
+ 560 P 

7 
+ 315 Po+ -:rm~· P 

..··e· -2ol 
) . (II-11 3) 

Le calcul des i ntégrales polycentr i ques est simplifié par 

l'approximat ion de MU LL IKE N[ 80] que nous d iscutons dans l e 

paragraphe su ivant o 
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II ., 3 D 2 e b , ~' appro .?{j_rngtion . de MULLIKEN 0 

Le ca.l,.._u l des intég·ra l e s tri. - 2t -cét.ra.ce:ntr i 1, ~1. es est 

en ore pra.-tiquemen'c .:Lmpo :s sib l e . Seule u 1 ° i.ntégra'ci.on nw'llérique 

peut ë c ;; env· Sô.gée ave c succès dans les molécules de petite 

t aille . Ce procédé devient , cependant , ~- ... ~ ~ (" 
I - pour 

l es sys"i::èmes ci:-::1~:, -, ;_ : . . ;: -:: plus d I une diza.tns éi ' a turnes e 

Dès 1949, MULL I KEN proposait l'approximati on qui porte s on n om: 

1 ·') (1' l S f 2 1) L v2/ 1\ 1 X ,.L, X, -·-J ,:-; -2 b LX -,- "··.b· .,-, r a o _ a a (,II-114 ) 

Par un fait: remeJ:q ·.:o.ble, il apparaît qu"" :i. 1 approxi.ma.ti·::>n de 

MU L. :_I KEN est excellente pour les orbitales de symétrie 11 v mais 

est très mauvalse dans les autres cas . 

Diverses explications ont été donnée s à ce s.1_ ··et; RUEDENBERGlal] 

en 1951 développait l es orb itales xa et X:::, e n une base .:::omplète 

centrée sur a et b; il ob t enait ainsi une généralisdtion de l'ex

pr e ssion de MUL: I KEN: 

Il est évL:ent que si on limi t e la sommation aux seuls termes 

b' = b et a ' ~ a , on retrouve identiquement l'approximat1on de 
-

MULL IK EN v qu.i serait a j_nsi un développement arrêté au :n :ern:Ler. 

ter:r.te " 

Nous pensons qu'une irtterprétation plus rigoureuse peut être 

.. donnée; si l'on part de 1' expression de RUcO ENB ERG et que nous 

utilisons la base des O. A. de S~ATER orthogonal i sée ccnvenable

ment , nous obtenons les orbitales 2pn et 2p0 en arrêtant J.e 

développement au nombre quantique (n = 2): 
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nc: (l) nb (l ' 
l 

l ) lsb(l.) s n ( l ·i 1 s . ( 1 ) ·-· 2 { s "b + 
i1 , ,. s a · ,.-

a .\) a 

+ .3 
2sb 

:rb ( 1) 2sb (1 ) + s 2s " (1) 2 s (1) 
1' nb a a 

a a 

+s !î b (1) Ob (1 + C 1 ' .J 
·n ub TT b (! '" a a 

+s nb (1 ) :;;:b ( 1) + s a (1) a (1) 
1 i: b " b a a 

+S lî b {l) -:ï b ( 1 ) + s " fl ):r (l"l } 
Tf P.' b ~ 7) a a · · 

a b a 
( II-116) 

e t 

oa ( l) a b (l) = 1 1s ,j b (1 ) lsb (1 ) + s oa \ 1) lsb (1 ) 2 · a 
b 

,, . .s 
a b a 

+s 
2sb 

ob (1)2sb (l) + s 2s 
0 (1} 2s, (1.) 

oa Ob a D 
a 

+s Ob l) a
0

(1) + s a ( l ) a (1) 
(5 Ob Ob C a a 

a a 

❖S a b(l) ~ib(l) + s 'J (1); (1 ) 
cr ll b () b :, a a 

a a 

+S ob (l )Ti b ( l ) + s o a (l) rr a ( l) } 
C nb 'b il 

a a 
II-117! 

En remarquant que d ans les développements (I I -116) et (II-117} 

beaucoup d'in t égr a les de recouvrement sont n u lles par symétrie, 

on o bt i en t r i goureusement: 

n a( l ) ;1b t l ) (I I-118) 

et 

1 
oa(l ) 0b{ l) = 2. S [ o 2 (1) + 0t(l )J 

oa ob a o 

1 + -2 [sls . l · ( l ) •:; {l ) + S .. lsb(l) o b (l)l 
a ob a a J. :1_, 0 a . 

(I I-119) 
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Il est clair que l 1 express ion II-118) corrospond à l'approxi

mation de MUL LIKE N ainsi que le premier terme de l ' expression 

(Il - 119) . Ceci JUStifi e le fai t que l'approximation de MULLIKEN 

fournit de bon s rés~ltats pour les orb i ta_es rr et, de plu s, 

expl icite les termss correctifs a ajouter p o ur l'améliorer dans 

le calcu l d'intég rales f a isan t intervenir des orbitales d e s y 

métr i e . Afin d e tester not re approximat ~on, nous l ~vans appl i 

q uée, dans les deux cas, à une i n t égrale "ioniq11e" dï_l type 

( aa i ab) • 

On a ainsi: 

et 

( c: a j a . a - ) a a .t) b 

( i" 'rt l 1r b ~r • ) ~-. a a o 

(II -120 ) 

l 
-- -

2 
S { ( a a 1· a a ) + ( a a 11 iJl 0 .b) 

0a ab a a a a a a .J 

l 
+ - s . 

2 ;s 
_J 

( c o ils a. ) 
o a a' b b a .. 

(II - 12.lJ 

Dans le calcul de l 1 intëgra le 0a 0a !obob) , nou~ avens nég ligé 

le terme ( o a a al l sbob) qui n'existe pas dans les tablea de 

chimie quantique . iies tableaux II. 4 et II. 5 ,1 rnontre~1t les 
_-i· 

r é sulta ts obtenua p our un L égal a 3,18 . 

Tableau II . 4: Les v aleurs des intègrales ioniques entre 

orbitales n 
C 

R (A) 

( n TI \ TT 1T b ) a a a 
MUL LI KEN 

( n n \n nb) a a a 

1.00 L33 1 , 66 2.00 

E. 65122 3 . 71944 1.93736 0 .95 894 

6 . 60840 3 . 7 i831 2.03035 1.04848 

0 . 0 4282 -0.04887 - 0.09297 0.08953 
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Tableau II . 5: Les valeurs des .. inté grales i onicues entre 

orbitales cr . 

R ( ;,) LOO LJ3 1.66 2 .00 

( 0 o j v ,:Jb ) 
a a a 

3 09 6599 6 008 28 6 L 92104 :S . 42055 

(. , . ,MU LLIKEN 
;; c_, 1 cr a b , a a a 2. 43 2 19 4 . 58 712 4 . 28910 3 015713 

( 
_ 

1

. ,. ce t ravail 
na c a 0 a 0 b 3019952 ., 3351 4 , ï 0434 3 037297 

·--·--·--·---· 

On voit que l ' introduction d'un seul terme correctif 

dans (II - 121) lève la moitié . de 1 ' erreu:i:: 1n t.roduite par l 'ap

p r ox i mat ion d e MULLIKEN dans l 'évaluation de .( u a j a ab). a a -1. 

Dans c e s conditions, s i l'on é value les i ntégral es 

po lycentr iques par l'approxhnat.ion . de MULLIKEN, l es éléments 

de ma.trice deviennent explicitement en désignant les i ntégra le s 

mono- et b i centriques par ypp e t ypq : 

C 
a = a. 

p p 

+ 

r 2 ,-, r 2 + ' : 2c . y ,. cip Y PP l .L P p ·~ 
L qip i 

]: ' 'i' 2c ~ S 2 (y +y +2 Y ! 
4 q~p i 1q pq pp qq pq 

\ 
!, 

sf-r 
~p 

l: s s ' y +" + y +y > I 4 pr ps pp 'ps rs p r · 

(I I-122 ) 
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Bpq = B C - 1 C . C . y + _1.,. C . C . S 2 l y +y +2 y · pq t lp lq pq i lp lq pg pp qq pq 

~- \ 
l 
i 

) \ C , C . [S S \Y +v +y +y ) 
l ir 1s pq rs ·p r 'ps qr qs 

rfp sfq 

s s 
·:::,:r ns 

- --:=;-~ (y + y , y ~ +y ) .1 
~ pq ps qL rs 

(II -123) 
.. 

On voit ainsi q u e l'utilisat ion d'une base d'orbitales atomiques 

orthogonalisées simplifie les expression s 'I I ·-- 122) et. (II-·123j 

si on évalue les ~1tégrales polycentr ique s grâce a l'appr oxima

tion de MULLIKEN et on obtient expl i citemen~: 

a 
p 

= ;c r [ qp(pp jqq) - ~ (PP lPP~ 
p q;!p 

B = Sc - 'c c y - Sc 
· pq pq i i p iq pq pq 

1 ,o., (pp i ~q) 
;2 pq 

( .II-124 ) 

(II -·125) 

II . 3 . 2.c. Le calcul semi-empirique des intégr~les_moléculai;es. 

Comme il a été signaié par de nombreux. au teurs , les 

calculs purement théoriques fourn issent de tres mauvais résul

tats . La raison en est imputée a l'erreur de corré · tion inhé

rente a u langage du modèle i ndépendan t " Comme noua l I e.vo:ns 

montré au pa ragraphe {I . 3 . 2.), on peut corr ' ge r cette erreur 

en modifiant la valeur des intégrales rno lécv.laires qui appa

raissent dans le s chéma de calcul de . a méth-:iJe LCI\O S Cf · V ) . 

Devant l'impossibilité de prévoir théo r ' q uement comment tan.

former ces intégrales , on r ecourt aux procédé s semi-empir iques 
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consistant à égaler des express ions théoriques de propriétés 

électroniques aux valeurs expérimentales correspondantes e t à 

en tire r les valeurs numér ique s d!intégrale.s ou de groupes 

d 'intégra l es mo lécul.a ires . 

On peut schématiser les procédés semi -empiriques comme suit: 

i) Les ~ntég r ales monoé l ect roniques de l' opérateur de 

coeur sont adaptées semi~.empiriquement , soit.. globa lement ( B~q ) , 

soit par décomposi tlon w;, ·(q: pp ) e t :p·+- : pq) ; en particulier, 

si l' on veut obt enir des grandeurs r e latives aux énergies des 

orb i tales , i l est né cessaire d'adapter sur l~s potentiels 

d' ionisation , 

ii) Les intégrales d'échange (F ~ 1~ n) sont néa~ i gées . 
p q ' r s -

Cec i e st aisément justif ié si l'on utilise explicitement une 

base d 'orbitales atomiques o r thonormalisées . 

iii} Les intégrales coulombi ennes s ont adaptées soit sur 

d es p r op iétés atomiques , so i t su~ dés valeurs spectrales. 

Nous n'entrerons pas dans la j11stifi.cation des procédés 

semi-empiriques qui ont été étfid iés d e façon approfondie par de 

nombre ux auteurs . Nous adopton s ici le procédé semi-empirique 

de LE ROY et JASPE RS[B 2 ] (19 67) oü les intégrales moléculaires 

sont é v a luées à partir de données empiriques d'or.igine molécu

laire . En particulier, il s 'agit des spectres électroniques et 

du premier po t entiel d'ionisation _de l'éthylène et du benzène. 

Nous résumons dans le table a u (II . 6) les prü1cipal.e s intégrales 

ainsi évaluées o 

Tab l eau II.6: Les paramètres semi-empiriques du carbone. 

w = <x Ir +u+ 1x , = - 9 . 21 eV 
C ·p p ' p 

(C:CC) = <x q!ub ixq> = 0 . 50 eV s i a et b sont voisins 

= 0 . 00 eV dans le cas contraire 

(H:CC) = - <x lu ix > = o . 40 eV si H e st p roche voisin q · H · q 
= 0 . 00 eV dans l e cas contraire 

C 

(p + :pq) +1 - 1,2555 r r A ) = - ,x lu x > = 25,7042 e pq' eV 
p p q 

' 

d e a 
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Pour le calcul ies i ntégrales coul ombienn2 s à deux centres, il 

ex.iste de nombreuY procédés de calcul o En p:cemier 1ieup l' ap

proxi mation des (;:"l.a.:::-ges ponct.ue lJ. ·-=>.s proF,OGé,s pa :c POP U: ( 19 53) , 

ou son amêl1oraticn, l'approximation des ap~êres uniformément 
' .,. . :--i ~R,.,i:S J] , -, 9-·~ ·1 J,, P/\R SER ' 0 ri r-, [ SiJ ] 1 ) 1-~2) cnargee .s de i- 1--.1 ,"(. ,1. j.:: . e •_ ,-,. ., . 21: , ;,,,,,,_ ,, ., .'.7..J •. 

Dans ·une amél · oration d e 1' approxj_ma.t::on des :::ha. r ges 

ponctuell es, MATAGA e t NISHIMOTO évalu~nt l 1 intégr ale coulom

bienne par l'~xpreasion~ 

-1 
pp \ qq) ~ e 2 (a+ r) (II - 126) 

Plus récemment, o·-INO(SS] (1962) modifia.'t la relation et. posait: 

( I.I-·12 7) 

Un autre procédé consiste à déterminer une valeur semi - empirique 

de l'exposant ç dans l'intégrale coulombienne et de calculer 

e x actement les intég-rale:; à deux centre s pa:r les expressions d e 

ROOTHAAN (· 19 51 '; t ' . . ·- v pour u~ exposan sem1-emp~r1qua L • 

Enfin ; i.:;ne èva1uat.ion semi-emp:Lriq,.::.e d e l I i ntégra .Le peut 

être menée grâ une formule analy t iq~e d u seconJ ordre; nous 

ut il iserons ce procédé ad~té par i.EROY e~ JASPERS pour les dis-
·.:i 

tances i nférieures à 2.80 A. Au-delà 1 l uiDtégrale c oul0mbienne 

est précisée par les formules d e PAR J ~; ER t7-~ - Pl-.RR . 

Ainsi: 

1) 

(pp lqq ) =a+ or+ cr 2 s:. R (A) , 2 " 80 
pq 

b - - 2 "~)399 

(:, 

-= for.mule de PAR lS F~--P;\RR f; i Rpq ( A) 0 /. .80 
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Signalons. ici que les grandeurs expérimentale s utilj.sêes par 

LEROY et .JASPERS dans l ' adaptat ion empi .riq11e sont le premier 

triplet et les deux premiers singulets du benzène situês res

pectivement à 3.8, 4 . 9 et 7 eV, la premiêre transition singulet

singulet de l'éthylène (7 . 6 eV), les potentiels d'ionisation 

de l'éthylène et du benzène détenntnés respe ctivement à 10 . 5 

et 9. 24 eV par phot;oj_onisation. :. Si l Ion utilise le potentiel 

d' :l.o:nisat i on mesur é par impact . é "l.ectroniq,.:;,e no. 82 et 9 . 18 eV} 

on observe une modification du WC de l'ordre de 0.60 eV[BS]_ 

II. 3. 2. d. Utilisa·t -ï on d'une base d I orb~ tal~~ _ a tom_Lli\ues avec 

recouvre_men c. 

En possession des paramètres semi -empiriques, le cal

cul des éléments dë matrice de . l 1 opérateur monoélectronique 

est poss ible et l 1 on peu± obtenir avec ~ne bonne précision les 

énergies de transition et · les potentiels d'ionisation a ~ sys

tèmes conjugués. Dans l'étude des systèmes pé:rjodiques infinisr 

il faut cependant tenir compte de la d iverg-ence. qui apparaît si 

l'on sépare les termes de coeur et d'interact ion électronique. 

On voit aisément que les valeurs .·numériques de'.:3 expressions 

(II-102) et (II-104) dépendent du nombre de "tt.:~rmcs intro du:i. t s 

dans les sommations: 

\ 
l 

pfq 

et 

} 
L, 

kfp 
fq 

(pp! qq) 

s 
(kklpq) - -r L 

k;ip 
;iq 
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A titre d ' •S:Xemp2.e ~ r-,o,.1s ëlVons étudié 1E:s pl) .lyènes réquliers de 

distance s i n teratomiques égales à 1 . 40 A et d'angle de valence 

de 120 .:. 

Le tableau (I.Lï) 
C C 

montre la divergence des éléments ap et Spq 

l orsque le nombre d 1 a·i:.omes du système at1:irn(m{:e,. 

n 

Tableau II , 7: L 1ss '✓ a " e:1rs des te::::-mes 11;q {eV} en f ,:inction de la 

d istance p-q et . du _ :o.omb:;::-e d ! ;J tomes du sys t eme 

pêrL .. dique ~n ). " • 
.,,.-------------------------
r .• 

pq 

0 

l,40 

2,42 

3,70 

4,8 5 

6,10 

7,27 

n 

' 
-
·-

10 

51 , 115 

15,:::63 

2,44l 

Ov217 

0.,048 

0,011 

0 

18 

- 64,98 7 

- 19 , 125 

2,978 

0 , 250 

0 , 051 

0,011 

0 : 002 

26 34 

- ·7 3, E 9 8 - B0,060 

- 2 _. r 361 - 22,994 

3 3.l(i 3,5 .52 

o,,~70 G,285 

0,052 0, 0.53 
0 {', ., 

t .JJ... .. l 0,011 

0,002 0,002 

C'est la ra.ison pour laquelle nous avons ren cn·.::é à utilJ.ser 

une base d'or~itales atomiques avec recouv~~ment . 

Notons cependant que les termes d'interaction §lec~ 

tronique divergent également . Des lors, 1::;omme ces ,.errnes sont 

pos itifs, l es é léments a et B tendent vers une limite finie p p q 
lorsque le nmnb._e d I atomes du s ysteme tend lui. ·-même vers l' in-

fini. 
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I I " 3 ., '2. e , ~1-cilisat}.on d 'une base_,, di :)rb :Lt.a_les __ or-i:hono n r.alisées_. 

Il est aisé ~e constru i r e uns baae d 1 orbital es semi-

localisées x satisfaisant l a r e lation d'o=thogcna ité: 

{ ( x . ! ( x ) } - ~ I I - · l 2 8 i 

On peut passer de la base des orbitales atomiques avec recou

vrement à la base des orbital es s emi-loca lisées en util isant 

1 - d- ' l' ' .. . . d ' r1r,J S7 J ' e pro ce e d ' ortn.ogona. isa t1.on syme tr 1.que .e Ll,,.w ,.) \1 •• , qui 

s e schêma.ti se c .,mme ,.:;1 . .:-t.i t ~ 

( x ) - ( x} :Z" 1 II-l29) 

si: < (x ) 1 ( x .... - s (I I-130) 

'J.' ... s "/2 u d ' :~. /2 
ïJ -- .:: (II - 131) 

... 
T' ST -· .1 tII-132) 

-1 '2 
d I est la matrice diagonale dont les éléments son t égaux 

aux valeurs p ropres de S affectées de l'expos ant -1/2. 

U est l a matrice des vecteurs p r o:rres de ,--; " 

Notons qu.e J. 1 on ·11tilise souvent.f au li.eu de l ' expres

sion (II-131 ), le Jéveloppement en série de l a matr ice T , 

limité au second ordre en S. Ce procédé approché ne peut ê tre 

ut .i.lisé sa.ns réserve c omme le mon tre l e tableau. (II, 8 ) q u i 

réunit que l ques éléments de la ma trice T d'un poly ène de 10 

a tomes calculés par le p rocédé r i goureux ,co lonne 2) et par 

le procédé approché 'colonne 3 ). 
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Tab leau I I . 8: E . ément.s de la matr i ce r · d I un p ci. yène de 10 

atomes. 

T 
pq 

rr 
~5-5 

r.L' . 5- 7 

'.1.',- 10 
'.)-· 

Pr o c ~dé rigoureux Procéd ,§ appr0ché 

---------~-- ------·----- - --------
l,05 3 3 

- (. , } .202 

0 , 0010 

- 0,0003 0 , 000 8 

0 ,0000 O , 'JOOO 

Dans la nouvelle base , si l'on admet l'appr oximation de MU LLIKEN, 

les intégrales poly~entriques sont pra~iquement nulles et les 

éléments de ma t r ice s 'écrivent plus s i mp lement s ous la forme dé

duite au paragraphe (I I.3.2 . b . ): 

-c 'i' (pp ! .rr) 1 ~pp :pp ) a ,: a l q :c 2 q p p p 
r /p 

(I I. - 1 3 .J) 

- -c l (pp I qq) Bpq 13 2 JI.. . pq pq 
(II-1 3 4 ) 

-ç -- - - -Il est a i. sé de montr er crue les ter me s a + Z q (pp ! rr) , a , 1 p r r ' p 
~ ~c sont indépen dants de la taille d u système l o r sque pq; pq 
celui - c i comporte un cer t ain nomb r e d'atomes .. 

En effet: 

a c ·i· 
p 

} 'i' 
L, L 
r s 

T T Sc 
pr ps :e s 

T T 
p x: 

T ·, ' ·..-c• !i-" ' ., \ .... ~., · k J- ' ''-"" l -l / 
J'i. U L. 

( I I-135) 
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s ' ,, 
( II - 13 5 ~ = _r 

1
\ T T [ ~ s ( v,('~ + \r,(· ) 

· , pr ps L. • :::: s 
r s 

r 
.) 

l -.ï- + 
-~ ( r: · ~ n_;} + ( s : r s ) ] 
L, 

.r s .- 1 i ( , ] 'i' :' + ---2 ·1. .r~E:s, + , s ::rr1 - L ,._, 11•"- ! SS ·1 \ .1\ . .1\. i ' 

+ (kkl=rl - qk[I I 
u t 

;., T 
r:.U kt 

+ ~ s .s: t.t:. + l ~, S : U ' l '1 1 ·; 11 î ) 
\ V , '. . , ' .J ' ..! 

r s 

s . 
~f(-- - 1-.'-+ ' + 2 . _,._ :.t i ·- .... ) f ·-,. 1 

l 1 U ' ,L . . 1 •. , ' 

i Sk S. 
-.• ..c. 'i' 'i' T T [ ' __ _:~ ·2 l , , pr ps . 1.,, 4 

r s Kr-s 
:p-:c 

,. ' k' ' . . ) f 1 . 1 • ( ' k ' ' t l• ~!KX . T . cK,ss; + _K· : rr , + (rrlss) } J (I:!:-1 36 ) 

Les élémen'c . .s T et. '1 ne . sont 1.mpo-::-tants que lors que r et s pr ps 
correspondent à des atomes voisins de l uatome p. 

De plus, les intégrales de recouvr ement diminu~n~ de façon 

pratiquement exponentielle .en fonction de la distance .. 

Des lors, le premier et le dernier . terme de l ' expr~ssion pré-

cédente t enden.t vers une valeur -:ons-ta.nte l o r s que le :~.ombre 

d'atomes augmente. 

La. dern.iè;::-e pa.r-c.j_e du second terme dE-\ l a r e}at i n 

(II-136) n'est i mportante que pou. :c k. = u = t e t., pu1.sque 

T~k = 1, on peut écrirer en première approximation : 

C: 

,~ -, T T [_..,11t 
i.. L ku kt 2 
u t 

(r r ! tt) + / -.,.r ! "U'J + <,ss I tt ) + '. .L · - ! v . ~ .... ',;;s ! uu)] 

T2 -. 

kk~kk[2(rrikk) + 2(ssikk)] -
L 

(:-::ri kk) -!- ( ss j kk) 

Ai.nsi le second terme s'écrit: 

\ \ 
l l 
r s 

C 
...j 

T ·r rs r 
---:;---'L pr ps L 

(II-137 )' 
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Il · l. : a donc égal à zéro si les populations êlectrcnlques des 

orbit a.les 3.tomiques sont. unitaires .comroe da:.1s le graphi.te par 

exemple , et il ~ndra vers une constante, 

Par 1-1:ne démo:nst::.,:,.tion analog·ue, on montre 

et pp lqq} so:1t .t:::1déper,dants de la taille 

dans le cas ~ontraire. 
··c que les éléments G 
pq 

du S"". · ' ,, pou:c un 

nombre d • atomes suffisamment .. é1evé. Le ra.:L ... 0.0..nement ci-dessus 

relatif a des svstèmes carbon{ s ~;:~.- ~ t. ê t1:-2 cré n é:r:a lisé a"ù cas d ' un ..t ~ . ,J 

cristal conjugué quelconque . Ces ~onclusions sont illus t rées 

numériquement da::-:s 1.es tableaux tII ~9), (II . 10) et: (II.11) o~ 

sont réunis des ~êsultats obtenus dan s l 1 étude des l ongs poly· 

ène s 1 inéaLcës . 

TaLleau II . 9 : L'évolut i on de et en fonction du nombre d'atomes. 

n 

0 

Hl 

2G 

34 

- 3 . 3192 

- 3,.3,.70 

- 3.3S14 

- 3 o355J 

--------------------------~· 
Tab leau II.j_O:L'évolution de ~c en fonc t ion du nombre d'atomes . 
-~ 

'- n o . 
r (A} '-.. 
pq '· ... , 

J. . 40 

2. 4,.~ 

3.70 

4 . 85 

6 . 10 

~ 

-

-
-

JO 18 

2.7293 - 2 ., 728( 

0 , 146::i - 0 . 1405 

0.0314 - 0 . 0318 

0.0332 - 0.0328 

n.0008 - 0.0008 

2 6 34 

·-------•-···--
- 2 . 7 28;) - 2 .,2 90 

0. l : '- :· 0 0137 9 

- 0 a C 

• ,r·-- ; \., - 0.0316 

- 0.0325 - 0.0326 

-· 0 . 0 0 08 ·- 0.0008 ______ ,. ___ 
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Tab l eau I L i l~ Evolut:ton de {pp [ qq) 12.n fo:::1ction d u nombre 

d 1 atomes o 

'•· lû 18 26 34 '1 ,._ J). 

rpq ,}U ' , 
'-

o.oo ll..OoSS 11.0596 ll , 0'.J9 '; 1L0.S97 

1.40 i o 2 l5 S 7. 2176 7. 717 2 7 .2 ~72 

2.42 5.4410 5.4387 5 ,, 4 3 H8 5 " LLJ87 

3.70 ,7285 3 . 7273 .3 .. 7.:~ 7 3 .J.7273 

4.85 2, 898::i 2 . 8985 2,e98'.'-i 2 . 89 8 5 

6 . 10 2 .. 3146 2 .32 01 2.3201. 2.:3201 

7 . 2 7 1.9'.:,69 L.9569 L 9:>6~ 

8 . 40 l.6755 1.6755 1.67 .:.i~ 

9. 69 1.4 7 45 l.4'?45 l.4 7 tl5 

10. 61 1. 3092 1.3092 L3092 

12.11 L 182. l L18:2l 

13 . 38 1,0737 1.0737 

14 .5 3 o. 9854 0 .. 909 8 

15 , 80 0. 908 7 0. 9087 

L'utilisation d'u~~ base d'orbitales orthogoral i cée permet donc 

de ré s oudre sans dif~iculté le p robl~me de l a divergence des 

termes de coeur o 

Signalons 2ncore un procédé approc hê pour cal~uler plus 

s implement les intérrales (p~ jqq). 
On peut é crire: 

(II - 138) 

·- L\', Y l'i' ;: T T ""!- Ï ,:;_- ~ 1

1
t u) - - pr ,, .. c, ,, l· r •U r s tu c- ~ ~ ~ 

(II-139) 
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Comill2 ,Oü.s 1 1 avc n s .inè..i.qué précédenunE::nt., 1 -=-s t .e 1 mei3 r ne 
pq 

sont im?ortants que si l ~ s orbi t ales p . e t q sont centrées sur 

des a t.omer' \T0Ü'Ül-3. 

Dès lo:.cs., ].• ~;;:xpr<é'2 .si:~~ .. -,:.1 (11· ·13 9 ) p eut :.:;'<3c,:i · e eri. première 

appr ox:1..meti -:-n1 ~ 

I'"' 

L 1 
l 

t,u 
v~isins voisins 

de q 

T T î . 1 ( rs ! tu) 
p r ps qt qu · 

'II-1 ,' 0) 

Le tablea u (II " i; ps:cmet. de -~ omp a:::-er les val,~urs obtenues p ar 

le ;::,rocéd'é cor:i:-E>ct. (II.-).39) et p a r le p rûcédé approché (II-140) 

dans le cas d'Œn p0 lyè n e de 18 a tomes de ~arbone . 

Tableau II .12: Le s valeurs numé riques des ~.ntégrales (pp: qq) . 

0,00 

2,. 42 

3.'70 

4.85 

6.10 

7.2'7 

1L06:i6 

7.'..!186 

. 5 . 441.l 

'.1 0726:2 

:L 8996 

2.3~09 

L 9576 

L 6761 

l. 4 750 

( P--n- ' ::; ;:: ' - r, • - • l t.i.1 ( ' ', ( T ï t : ·~-' J <.:.- J Eca.;:-t 

1L05'.:i6 0.0060 
1 .2 .:'72 0,0014 

5.438 7 0 . 0024 
... Î ' ~ -, ... , 
• .1 ,. , ~ l . .J 0 .. 001 3 

2,896:) 0.0011 
•·; .., ·) , ...... -: 
..:.. ') ...;. ~ •-'~ 0.0008 

l.S569 ,- 00007 

1 .. 67 !-.. 5 000006 

L4745 0 , 0005 

- - - ------,----- ~----------·-·-··---------·----
Nous e stimons q ue seules l es d e ux premières décima.les sont 

sign i f i catives et, dès lors, nou s adoptons l 1 expressi0n (II - 140) 

pour calculer l ~s intégrales (~~ !~~). Ceci nous per met de ré

d uire d I un f ac t e :..::.:.i:.· important le temps dA ca1 <;1.ll sur ord:tnateurs 

électroniqt,e s " 
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II.3 .3. La méthode des orbitales cristallines LCAO-HCO. -- -- ----___ ___ .., ___ ------------ -- -------- - - .... _ _._ - -

Dès 1930 , HUC KEL proposait la série d'approximations 

q ui porte son ~om . Dans une . étude des h ydrocarbures conjugués , 

il êva luajt les êlénœnts de matrice de l 1 8pérAteur monoêJe~

tronique en posant: 

·'J, ~ C( 

p 

-s pq 
== e si pet q sont chirniqueffient lJé s 

-~ 0 6ans le cas c ont ~aire 

Introduites da·1.s la méth ode .des o:rb.i ta.les c r.lstaLLlnes, c., ~3s 

approxima ti-::ms on!: donné naissance à la méthode t.C AO -H CO ., 

proposée en 1966 par AI\IDREf GOUVERNEUR et LE.R OY • .1Ja .méthode 

LCAO-HCO peut être comprise comme une apprmd.mat i..on de 12. 

méthode L.CAO- S CF-·CO . En e:r.:fetv s :L n ous écrivons J.·:i. forn1e ci ,,~~-; 

éléments de ·matrice de l'opérateur du champ auto-c ohérent 

dans une base d'orbitales ort h onormalisées, on a: 

--- -- -- --
{nc)oo ,. r o c

1
oo ) \ \ -00 -; 7 

a, = + + C ( 1 · ' ., ) 
p PP L qq'pp·qq / . '-- ··q pp cyr 

q;;ip j q 

q -- --
·C· (00 100, 

L. pp lpp' 

BO j (hc ) <-.Yi l 9, o j (001 j j) -
2. p0. pq pq pp qq 

(II·- 1.4J .1 

et si l 1 on s e rappel 19 q e h c et z oeuvent être assimil~s .. pq pq C 

à des f onctions expon2ntielles décroissantes de la dlstancer a n 

trouve la jus tiflca · i on des approximations ~e HLJCKEL J ans Je 

cas des hydroca~bur es conjugués oü les distances entre atomes 

voisins r~~ t oujours du même ordre de grandeur . 



·- 105 -· 

Nou;:; avons rl-2c:r.:î.-t br.i èven:te:at la méthode L CAO -HCO au 

paragraphe (I, 2 . 4 .). Plu~isurs applicati0~3 de ce procédé so~t 

publ i ées; l 1 ét~d2 d es struct0rea de t~1de des systèmes c onju

g ués inf!nia ! Cf ~m1~ ·128 longs poiyên~s , p o lyacènes et parapo

l yphényl .;;; r l e g·z:·a:ph~te et :Le ni t.rure: de bar s! p.:L ,rnie'irs poly-
, c•,r •J· 1'r·u•~ '-", [ 22 l 8 f3 J meres ....., .. ,. , . :J "" ~ 

par . cet:t{.~ . .. ; 1 . - , . .me r. .J 00."'". 

tr ..,n.iq:ues d:; bro::n1.n::-.s d •.·argent., -: p::-::.r,~ntlel d 1 -L 0 .n-U,at 1:.:.m e·i: 

éle.:,; ·~.r;:,o_ff:'cJ;.1.té, pd.ï: exentple ~ on· p~ 2 Lr-2 rc.L>~ s :'ëi.ü:~ propri 

é tés des o.t:.::.irnE:-: s c ons·'.-.·U.:.u.t.ifs dans lia cristal .. SJ.9:,,1o.lons ce

pe ndcint i:rc:1e cette ;:n,§thode empiriq•t.1:f: présen.te le défaut ca.rac· 

tér 1.s t. iqne de ·toutes les mé thodes ut'.l:Lsa.n t le f ormél lj_sme d u 

modèle ind.éper:.dant r. a savoir, ·une mauva..is e introduction des 

interaçtions éle~t~oniq u es . De .plus , 1~s ré21ltats én°r~§ti

ques sont ,:ib t8n'JS e-:,. f onct ion de de,Jx ;;.1ars.:;:::iètn-)~. a et i3 f 

relatifs l'un aux liaisons, l 'autre aux atomes, et difficiles 

à es -r.ilTte.t.· théo :r·j_q:iement, Dans le cas dë:s sys"i::.è:mes pér:Lodiqu es ,

il s'est dvé;:é q::<e l es approx:Lma.t i ons d(:: H'JCKEl. devaient être 

ut i lisées avec pr1dence et il est souhaitable de les vérifier 

par la méthode proposée dans c e ~ravQi.l. 

Il " 3 o 4 . Le :::;cl".1.éma de calcul d 0 la. ;:M',.thuds I_CAO-S CF-CO. - -· - - ·--- ·---- -- ·- .... ,_, .. -- - - - _., -- ,_ -~ ,_ -·--· - -- -· , .. ,. - -- -- - -· ..... 

Quel que soit le systèm2. pê.r i udique conjugué[ on est 

toujours amené en méthode LCAO - SCF-CO, à réf;oudre le sys t ème 

pseudo-linéaire d'équations du type: 

·➔ -;r 
ikA . 

; c {I e J 
'i kni 4 

J 

'l CAC, OJ
0 

' 1 J . '.. ti /k+, 1 
,· • j ,'; ' .•. 0 . ' ~ t t. ( .c~.• 144) 

sous la forme matricielle: Hk Ckn - {I I-145 } 

où ,. est une matrice diagonale ;;.kn 



et le déterminant: 

, r 

; ~ e 
.J 

+ -+ 
i kA. 

J (h CAC , o j 
• J t Ç, 
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t.·o" 
1

""' 0 . tt I , (II -146) 

le s ~lé~ents d~ la rnatr !ce sont ~~: cu!ables par le procédé 

dé:: rit, :;:t 1'01~ c onnait l a st r u-:ture géométx: ique du composé 

étudl.ê, 

Envj_s -:1.geons I to;.J_ t d 'abord , le i::!a. :-3 à I un sys t ème pério

dique où ~. es lrn.1.9·0.~urs de liai son sont connues expé rimentalement.. 

, Par tant d e d imens ions de la maille et d e s coordonnées des atomes 

qu'elle re~fermej on évalue. la matr ice d e recouvrement à pa r t i r 

de laquelle on peut c a l.culer la :matrice d 1 orthogonalisation, 

On évalue l as t e r mes de coeur et les in .égrales de répulsion 

électron i que dans la bas e des o rbitales de SLATER et on les 

exprime dan s une b a se d'orbital6s orth g on u les grâce au procédé 

d ' orthogcnalls&tion symé t r i que de LO\tJO IN [ 8 7 j 

En admetta.r!t ur1 jeu ir1.t ·t ia l de co ~ f fi c .ier1 ts f ourni0 pa.r 

l':l. méthode LCA0- 1-ICO r o n ob ti.ent les élémP.r1ts de matrice (II-1 4 2) 

e t (II -1 43 ), 

Si la r§solution analyt ique du dèterminant est possible, 

on 8btien~ la courbe des énerg1es monoéle~tron iques dans la 

première zon e da BR IL LOUIN : 

cn(k)::.:: }, c 2 a 
knp p 

p 

~ 
+ ' ' C C l !. knp knc: 

p q 

e t l es i ndic e s d e l i aison: 

' * e i oj - · ' pq l 
n 

c k ck ' .n p nq 

➔➔-

i. k .~. 
J 

(.II-14 7) 

(II-148 1 

où n - · 2 pour les bande s doub lement occupées et O dans le cas n 
contraire c 
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Dans c e ca s , le processus d' i tératio::-1 e st très s i.mpl.e 

e t ports sur las indices de - lia ison et ies charges plutôt que 

sur l -· ~oefF 1 ~i 0 r~s C On n- da i~ rérnu" -e q·~•une s eul 0 . ,_ .. ;:; ,:-. c . . ~--· "' -- ""··1,_. 'kn.t, •. 1:::: , . _ ., _, . u.... t _ 

f:Jts le dé. t~rrr.i: ,an-t. (I I-14 6 ) fo;,1rnissan-t. 1 ' expression I I-148), 

la seule q ui é·,.,-o::i..ue d'un tour d 1 itération à l'autre ,. 

Si J.a réso l•.ition analyt .ique du déterm.in an ·t est impo s

s i.ble; or.:. 1_;,t.LU . .se :'--:::S CŒ(tdi.tions de BORN:-·VON ~..:AR.MA.N(?] et 

l' on :ré sc~1d le systè:me d'équations II--144 : et le déter;:nin.ant( II-146) 

pour un nomb~e .d idcret de .points da~ s la première zon t 

BR IL~OU I N. Ce problème peQt être résolu en séparant le sys-

tème séc·c11a.tre herm:i..tique en ses parties :cê •s.,_l es ou im.agi ·-

na ires : 

D 

i'H k" - c- ' ' ~kn 1 

R c, ,<.n 

R I I C - H C = 0 kn k kn 
(II-149) 

(II -150) 

c:n et C~n s m1 t con s t i tués par les éléments réels et imaginaires 

des vecteurs prcpres . Les équations (Il-149) ec (II-150) peuvent 

être c ons i dérées comme la forme f actor:· .sée dr1 problème aux va-

leurs propr es rêe l ~•~rdre égal à d e ux fois : •ordre du probleme 

herm: t.ique: 

( T" R 

H~ ) (~n (" \ it k 
fkn 0 ., kr,, l (II~ lSl) 

\-
:::= 

; 

H~ / \ 
..., r \ c :i Hk e, kn 0 

kn 1 \ lm 

En résolvant l'équati on (II-iSl) , ~haque va l e· r propre appa rait 

deux fo i s et les vecteurs propres correspondant dif fè rent seule

ment par u n facteur p .h.1s ou rno i.ns i. En c haq1.1e point dé f ini pa.r 

les condi t:lons d e B0RN--V0i\l KA RMAN dans la p rern.ière zonv de 

BR I LLO U LN, on peut: obtenir les valeurs è.es -Jectenrs propres et 

atte indre ainsi la valeur numérique des bandes d I é !1ergie (II- 14 7 ) 

et les indices de liaison (II-148 ) . 
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Le :schéma j_ té::.:-atif se rés1.:,;.me cor,1r;12 suit: : partant des 

indj_ce.s de l.1.ë.iso;.:. '.)l:),~_e.r:,1.ls en ut ilis&..nt 12 .. :uéthode i.CAO-·HC:), 
"" ,. 0 ' · t· ', - - "T "'' · · - cJ ·, c- ,~1-·•c., +· ·- d- - --- ~--\ ,,.~ .. ,__l,/-\ 1.,)\.J ,.... OTl e~ .. L.ne .la •. c.i.eUi. .•::: •. , '=' emc .:1. --'=- e ITti:l.,..c. ... C:::: \c.l ,_ ~ . ,_e s 

\.., X, 

intég rale3 fournl6ssn~ de no~veaux indicez de liaison qui 

servent à. 1.-2°.1:,:· :: D.~: à l' ·:)bte:r.t io:~1 de ,_10,1.·,;·e ~u.x é .éments de 

matrice. Ce p ~ocEs sus 2s t rêpétê j usquiâ sta~i lisation des 

:.ndices de lia:'son ~•1:.n \:our d' ité.r::,.ti:--.Jn à. .l'a.u(..re, 

Lorsc:r'.le .les lor..,;ueurs de lia.:tson ,":O!~.t i.r,conn.-J.es, cm 

peut les introduirs f~: ~ le. schéma itératif en exploitant la 

atom iquo. En f:n d ' itérat ion, on peut cal~u18r différentes pro

prié tés d;J_ c .ri.s·calv . te~.s,. les p:J·t·en+.:.:l.e ls d 1 J.01lisatio!:. r l 1 affi

r1i té e l ec'...-:~é.'OnJ:,~:i.:.:-s, l .s .s popu.l a. tions ·::l' o rb:l-t.;:; l~.!S, l es s pec tr8s 

§lectron.i.q·, .. 'tes r grâce a··.1x formules clctssiqu1=;,s de: l a. mé'i::hode 

LCAJ-SCF---i·~~J con-:ien3.b:..ernen t modifiées pou::" ten ir compte dt: la 

pé:ciodic :l t§: cr-ista11.-Lner comme :no11s le rno:..1.+.:. rons dans le para.-

g L,3.phe [!LU. ,,., ar.:.t" 

II ., 4. Les pr.:,pd étés calculables en mét:rode 1.CAO - L.0. 

Essentiellement , les résultats d'un cal~ul th&orique, 

soit en méthode LC~O-HCO, so i t en mfthvde L.CAO-S CF -Cü sont l8s 

vecteurs propre~; l::t les énergie s assoc .tées aux rxcbi tale.s, La 

connaissance de .:..&. str,1cture de bandes permet. .l?. <léte.rmin:1~:ion 

d e nombreuses grande'.11'.'s intéressé•.ntes , En part.i.c ï_-:.1.i.e:r, le po

t entiel d' .ionisatior,. et 1' électroaffin!.té peuvent être assimi

l é s a l'énergie de la dernie r e orbitale ccc~p~e et de la pre

mière ino ccupée, les différences d ' énergie sont un mes·re des 

énergies de transition . De plus , les popula-ions électroniques 

e t les la.rge~n·s de bandes interd ites sm:.-c fcndamt~ntal•3s dans 

l'interprétation des propriétés magné t.i q:uen et co.nJ.~J.-;trices àe s 

s o lides. Dans les parag-rap he s s uivants , no:1s pré,~:L:::,,y,s c omment 

a ccéder à ces grandeurs , 
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I I . 4.1. La_distribution_de_la_densité_électronique . 

En tc"J.+:e gé.!'lê .-::- a U .. t.é 1, :La à i s t.t·ibu·i: _·_:m €: le ~trcnj_que d 1 une 

respectiveillen~ aux atou8~ e t aux l~a~sons. 

-a densité électro~ique cotale sur un atome p es+ la 

somme des der,;::-:ités électrœüques apr,o .r t é es par- -~ha.q1.:e orbitale 

à cet a.tome ~ 

q -
p 

1 
i, 

k,n 
t-

n, c,, •ck Kn !Glp ·np 
{II 152) 

où ···, e2t. é,gal à un, deüX g zéro su.:L•,,-ant. o·ue l 'orb:ttaï.e est oc- . , . k:n -

C"Gpée s .i.mpl-~me:nt, doubiement ou in ... ,ccu.pée c JJêl. différence e:i1tre 

la ,.,-h::,--- ,..,. "" ,-· ··sf"n""" par ·1 1 e.,, q ·u a 'c 4 or1 ~1. u. '::i ·- 'ip . - .,. J.,.- - - J . II - 1 ~; 2 ) et ·1 e 11 ombre d ' é le c-

tron., :;.pporté,:; pa:::- :· ' a t ome p au système rr représente la. charge 

effect i.ve _. 

De façon analogue , l'indice de liaison i a~ la pq 
, a 
.1.la..i.-

son entre lea atome s pe t q est défini par la relation: 

,i 
D,-.... .... , 

" \ 

l., 
;<:. , n 

1<· 

"'k,i. cknpcknq (I I - 153) 

Si n o us envisageons les forces agissant sur les d if

férent.E, noyaux, on 0b s ervera une longFeur d e J.:i.a :. son plus 

courte si .la densité 0l ~ ·tronique et, dès lors , l'ind ice de 

lia.:'\.son sont :\.mportan ts . Dans cette opt::..que , m1 admet ,:,ne 

corrélation t-~ntre la .lon,iueu.r à l 1 équ.J. J..i.bre v l 1 .:l.nè.ice de 

liaison z e t l a f orce de 
pq 

q . On uti l:l .se gêné:~a,l8 me:,:-_;_t 

la liaiso~ ~ntre le s atom~s pet 

une rel a t .i.•.)n .· . .:. Jlôa:L.rc"' e :0. tr e ... V ' 
.L l .n -

dice et la l ongueur de lia i son: 

r = .C.,+B i 
pq pq 

\ II .. -· 154) 
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Dans les travaux de LEROY et J ASP ERS , on f lxe les constantes A 
0 

et Baux valeurs respectiv es de 1 . 49 et - 0.15 A. 

II . 4.2 . Les_ênergies_électr_nigu es. 

D ' apr~s le théorème de KOOPMANS[SJ , des énergies d 1 or

bitales (les orbitales frontières ) son~ assimilé , J à des poten

tiels 6' i.on i.s ,'è. t ion. et. à des affini tés éle~,tron iques " Si dans le 

cas des mo lécules , il s'a.git d'une approximotionr ce théorème 

est vér if iè pour l ~s solides et les grands aystêmes périodiques 

où l a fo rme des o r b i tales n'est pa s mod ifié8 si on enlève ou si 

on ajoute un élèctron. En particulier, l'énergie de la dernière 

orbitale occupée est égale au potent iel d'ionisation du système 

dans l'état consider~. 

De plus, il es t possible d e p réciser les différences 

énergé.:iques entre les diffé rents états excités et l'état fonda

mental. Dans les théorie s molécul a ires, ROOT~AAN a montré que 

s i l 'on utilise les orb i tales vir t uel le s de la technique du 

champ au.ta- cohérent , les énerg ies de tra.nsitjon s ingule t e-t 

triplet proven ant de l 1 excitation d'~n êlectron de l'orbi tale 

occupée t. à l 'orb i ta le <i>. s ont donnéez pa~ la relation: 
l J 

- ? 
l. " ..., • -

' llt: = l , 3 ,.. , <i> · ➔ (t .. 
r: , i "j; - E -- t::. 

() J 
- (J .. -K .. ) 

lJ J.J 
+ K . . l., 

J 

(II -15 5) 

Dans l'expression (II-155), le s igne+ est valable pour l e 

s i ngulet et - pou r le triplet~ Si l'on utilise la3 approxima

tions de HUC!<EL. 9 l ' é quation (II-· l.55) devient p.lus s imp l ~ment: 

l,3 AE :,-:: 
ü f: - é: ' 

J l 

et la méthode de HU CKE L ne distingue plus 

tTa~ ~Jt~~ l du singulet et du triplet. 

.J.t?:G 

(II -156) 

énerai..es ., de 
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Dans le cas de .grands . systèmes infinis, il est évident 

que le retol:'.rnement d'un sp:ln ou d I un nombre fini de sp.ins ne 

peut influencer l ' énergie et, dès _lo~s, les énFrgies ·de transi

tion d u singulet et du triplet sont égales. 

On mo~tre aisément que dans l 1 expressio~ (II-155), les 

termes cî. 1 iEt.eraction électronique ' et K. . entre les orbi.tales •~ ij lJ 
t. et~ . sont nuls . En effet: 

] , J 

J 
( ( .. ~$ U) qi (1) 

e 2 
élit('''- 'Î' (2 ) dv

1
av

2 
l 

·- 'J~ -- ,, 
.i.j j ) - ~~ rL2 

. i ,:. ) N 1 
,.) 

.,_ 1 • 
(II·-15 7) 

(( à,<¾-· ( . ' (1) 
e 2 ~E-

{2) r2 ~dv dv 1 K. - <î' ' qi ' ,t "•J ·-.lJ , I .• . _l' i rl2 ' 1 1 2 N , . J l . 1 
(II-158 ) 

l.es expression s des éne~gies de transition en n~thode tCAO-HCO 

et en méthode L.i:':AC·-SCF: -co sont identiques et l es énergie3 de 

t ' . d ' ' 1 t ,l ) ~ . · . ·1 ' ( 3 'E ) .ran:si tion u premier sJ.ng·u e l . t-.. E et o_u premJ.er t.:rip~et u _ 

sont assimilées à la longueur de bande interdite {tW) : 

' W l , E - 3 ·E o - · ,~ - t.:. = s, - E , 
J J. 

(II-159 ) 

Dans la théorie des sol i des, lorsque les §lectrons sont 

dans des états mono~lectroniques de b a ndes larges, l es transj • 

tiens électroniques d'états ddubl9ment occupés à des états in-
1 

occupés produisent de larges bandes d'absorpt i on. Pour des 
1 

transitions optiq~ea, o~ peut négliger le vecteur d'onde du 

phc ~on vis-à-vis de celcii de l'électron, et les seules . cansi

ti8ns permises sont (" "" trans i tions II verticales" in t.erbandes 

dans la première zen~ de BR I LLOU!N, 

On montre que le coeff ici.ent d I absorption, c' est-à·-dire 

la fraction d'énergie abso.rbée lors dn pas sage de la. lumière à 

travers un matériau d'épaisseur unit§ est égal à: 

4 '112 e2 
- · . h C I;.) N ( (;.) ) 1 M ( w ; l 

2 (II -160) 
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oü N i ~) dé signe la densité . des _n iveaux aéparés · par l' énergie 

h v , et !M(u; ) 1
2 e.st. l e moment de trans it.io n entre ·les orb i ta

les <!!. et ô;i , séparées par cette ···même énergie ,. Remarquons i c.-L 
J J 

que s'i l n 'y a pas d e trans~tion jM (~) ! 2 représente l e moment 

dipolaire e 

e t 

En méthode LC.L\C), o n a les expres~, 1.0:ns ~ 

: M Ïti·; : 2 - /2 "L. c·kt ck 
1 

·r+ 
, . , 1 p np n, p p 

! M(w) !2 , X 

j M( w)j 2 
y 

.'r2- " * = ; c c k y ~ knp 'n'p p 
p 

II. 4 . 3 o Les _2ro2r.iétés_ conductric..-es. 

· (I:!:-161) 

{I I-J.62) 

(II-163) 

En appliquant le principe d' e mpilem8nt d e s êlectrons 

sur les niveaux én~rgétiques .l es plus b,3-S de la st2.·uct.u:ce de 

bande, on peu~ distingue r plusieurs types de systèmes pè~iodi

ques . 

Dans l e cas des conduc teurs ·éJ.:.sc:triques r le rerr.p.lissa.ge 

peut se terminer au milieu d 1 une bande d'énergie , ou encore, si 

l a. dern i è re bande est complètérnent rempl ie , il p~ut -exister des 

niveaux morio:3lectroniqueSï iriocc11p~s au zéro absoin et séparé s 

des niveaux doublement oc cupés par des ~nergies extrêmemen t 

fa ib les. Le · système est un , i solant lorsque la bande de valen ~e 

est sépar é e de la bande 'de conduct~on -par un intervalle énergé

tique , appelé bande i nterdite, · oa n'exi bte aucun n iveau élect ro- . 

nique . Dans ce cas, les électrons du sownet de la bande de va-. · 

lence ne sont excités que si _l : on_.fourn i t au syatème, optique 

ment par exemple, une énergie suffisa r~t.e pour franch ir la bande 

;1..nterdi te o Enfin , dans les systèmes serni - confüïcteur.s , · la bande 
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i nterdite est suffis~ ~€n t é t roi te po· ~ que,par élévation d e 

t empérature; des é:'..ectrons, représentés au zéro abso l u par d e s 

état s de la oand e de valen ce, so~en t déc~its par de s é tat s 

si t ués dans l a bande de conduction . 

Au to tal , la no ·1... i..on · thé0riqi..: .. e ds struct.ure de bandes 1 

i ssu e de 1~ nêglig~nce des ·effets de ~or~é - ~t ion électronique, 

possède une justi fication . dans .·ses rapports avec les p h 6nomènes 

expêr i.me:r..-c.a •.J.x dë '..!0~1d1jctiv i.té .éle ctriq1_;e, 

P l us précisément, on ·peut décri~e la sonduct i vité élec

tronique intrinsèque d'un semi- c onducteur par la relation~ 

(II -16 4) 

~ü ne r nh reprêa~ntent r2spectivem~nt le nom~ · e des ~lectrons 

dans J.a bi3nfü~ d.E: c.::.m.d üction et le nombre ~ïe ': c0us vacants dans 

la ban.de de va.lenc:e et v et r1 ,1-, désignent la -rc:,, ~ :. ; ·- -- ..les élec-
e . ! 

t rons et des trocs . 

Physiquement , le nombre d ' é l ectrons doit· être égal au 

nombre de trous et on peut l'éva l uer par la statis tiqu e de 

FERM I ··· Di RAC " 

Expl.ici tement: 

n = 2 
2 - ~ 3/2 

( 
'TfinK 1, 

----· ) 

]:i 2 

- t; W/2kT 
e 

oü ~W désigne la largeur de la bande i n terdit s . 

( II-165) 

La relation {II-165) p:cend air c i la forme compacte véri. : 

fiée par l'expf ~i~n ~2 . 

e-E.A./kT (I I-166,1 
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a \/ ~C ~ 
3/2 

(J = 2 e ( 2 1rmk T ) L, e + ;.Jh) 
ù h 2 . l 

(I I-167) 

e t~ 
r.: = AW/ 2 ,_ t\ (II--168 ) 

En pr i ncipe, les t ~lculs théoriques de bande s d'énergi e 

permet-<·ent d' êva.lcer 1 'énerg:l.e d'activation du pbénomène de la 

conductivité électr ique. 

S1gna:8ns de plus, que grâce à l 1 apfroxima tion des po-

tentiels de déforma ion, on peut 

~h et, dès lor s, le terme 0
0

• 

..;alcule:~r les mobilités u et 
e 

II .. 5 " D.isc·ùssj_on de la méthode LC.1\tJ -SC f-·CO . 

La Titéthode ;_c AO - SCF-·Cü est, en fait, la généra.l .. iaation 

à l 'étude des grands systèmes pé riodiques, de la méthode de 

R00THi\AN, développée o riginalement en Chimit=- Quan t ique molécu

laire . Les méthodes habitue lle s de la phys.ique de l'état solide 

reposent sur l'approximation monoéle c troniq~e et, pa r suite de 

cette l i mitation, elles :se contentent souvent d'expliquer la 

nature des p hénomènes sans s'atta cher a calc uler avec une pré 

cision suffisante les propriétés qui intéressent le chimiste. 

C'est précisément le but de notre méthode LCAO-SCF -CO q~e de 

pouvoi r c alcu ler av ec un maximum de sûreté diverses grandee rs 

e t ainsi suppléer au manque de p récision ou à l'absence des dJn

nées expérimentales comme le cas se .. présente souve<1.t p our les 

potentiels d'ion i sati on des ·. cr±staux et même a 1 atteindre des 

grandeurs difficilement. access ibles à l'expérience directe com

me l'é lectroaffinité . 
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Malgré 11.utilisati on du langage. de la méthode LCAO ou "Tight 

Binding Approximation" , notre procédé corr~ge l'erreur de cor

rélat ion par · son c aractère semd.. --:empir i que" Pour les raisons 

invoquées au cours de ce chapitr e, . la méthode LCAO-SCF-CO 

n'est provisoirement applicable qu'aux systè mes electroniques n . 

L'app lication pratique. de l a mé thode r este laborieuse . 

Le programme généralisé, conçu au l aboratoire , c omprend deux 

parties: d'une part, le programme de . calcul des éléments de 

matrice de l'opé r ateur mortoélectronique à partir de la géomé

trie du système et , d 'autre part, l e programine d'itération sur 

les éléments de matrice avec , en fin d'i tération, l'obtention 

des prop riété s électroniques · dti système périodique. A titre 

d'exemple, l e c a lcul des propriétés électroniques d' un e chaîne 

polyéni que avec deux ité ra t ions sur le s distances p rend envir on 

quatre heures et demi sur un ordinateur IBM 360 . 

Quo i qu ' il en soit , la mé t hode LCAO-SCF-CO est un procédé semi

empirique qui constitue un outil inté ressant pour étudier l es 

p ropriétés électroni q ues des sys tèmes périod iques con jugués, 

comme le·s cristaux moléculaires , les polymère s conjugués et les 

molécu les d'intérêt bi och i mique . 
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CHAPITRE III: ETUDE DE LA STRUCTURE ELECTRONIQUE D'UNE CHAINE 

PO L YEN I QUE. 

!II . l . La théorie classique de la structure électronique des 

polyènes. 

La méthode développée dans le chapitre précédent permet 

d' atteindre sans difficulté les propriétés électroniques d'une 

chaine po lyénique infinie. Les résultats acquis sont particu

l ièrement intéressants dans la mesure où ils constituent l'ex

trapolation des propriétés d e la sér ie polyénique . 

Les spectres électroniques de la série polyénique ont 

été tres étudiés dans la littérature[~ 9 , 9o, 9 lJ. Dans les dé

rivés trans-, on observe des règle s de sélection rigoureuses; 

en particulier, seules sont permises les transitions entre 

orbita les symétriques et antisymétriques vis-à-vis du plan se 

trouvant au milieu de la . chaîne et pour tous les polyènes syn

thét i sés à ce jour , la longueur d'onde du maximum d'absorption

augmente avec la longueur de ._la chaîne et semble tendre vers 

une limite fin ie qui correspondrait pour le système infini. 

à une énergie de transition d ' environ 2,5 eV; 

Les méthodes de HUC KB L e t de l'électron libre ont été 

appliquées pour étudier cette évolution . En méthode de HUCKEL, 

on obt i ent explicitement pour l'énergie de la premiere trans i

tion singulet-singulet: 

6EHMO = 4 S sin TT 
2 ( 2N+ 1 ) 

(III-1) 



117 

8 représente l'int égrale de résonance entre atomes voisins et 

N le nombre de doubles liaisons . 

En méthode de l'é lectron libre, on obt i ent d irectement: 

4 (N+l) 

(N+ 1) 2 
= 

- h 2 1 

2mt2 N+l 

t désigne la longueur de deux liaisons doubles . 

(III-2) 

Les deux théories surestiment l a d i mi nut i on de l'éner-· 

gie de transit i on a v ec l'augmentation de l a longueur de chaîne 

et, en aucun cas , e lles ne peuvent rendre c ompte de la limite 

non nulle pour le s ystème infini. Au contr aire, e l les prévoient 

un cara ctere conduct eur qui semble en désacc ord avec l'expé
r i ence [l3J_ 

De nombreux auteurs ont étudié. l a s tructure élBctro

n i que des polyène s en utilisant so i t la _mé t h o de de l'électron 

libre, soit la méthode des orbitales molécula i res dans le cadre 

des approximations de HUCKEL. Tous ces t r ava u x ne peuvent ren

dre compte des données expér i mentales q u 'en admettant a .priori 

une alternance des longueurs. de liaison . Le s auteurs qui étu

dient le polyene infini utilisent les mêmes p r o c édés et se 

trouvent devant la même incertitude quant à l a structure géomé

trique du système périodique. 

En méthode de .l'électron libre, on observe, en effet, 

un spectre énergétique contiriu: 

-+ h 2 I 2 n E( k,n) = -- k + n - 12 
Bn 2 m a 

(III- ·-; ) 

où a est égal à la longueur de la maille d i recte . En calculant 

par les formules traditionnelles de la phys i que de l'état solide 

la valeur du niveau de FERMI: 

E ( F) = 
h 2 

8ma 2 
( III-4) 
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on voit que, dans l'état fondamental, seule la premiere bande 

électronique est doublement occupée par les électrons rr. 

En méthode CAO-HCO, on obtient de façon analogue les expres

sions des deux bandes d'énergie n : 

E (k,1 ) + 2 ka 
f3 = a cos 2 (III-5 ) 

e: .k,2 2 ka 
f3 = Cl. - cos 2 (III-6) 

Les expressions (III -5) et (III-6) donnent comme résultat une 

largeur de bande i nterdite et, dès lors, une énergie de tran

siti on ·nulles . On admet également que, dans le système infini, 

la raison du désaccord théorie-expérience p rovient de l'alter

nance périodique des longueurs de liaison d' un bout à l'autre 

de la chaîne conjuguée. En méthode de l'électron libre , il 

faut, dès lors , ten i r compte d'un potent i e l périodique, non 

constant, et util i ser la méthode des électrons presque libres . 

tandis qu'en méthode LCAO-H c'o, il faut modi f i er la valeur re

lative des intégr a le s f3 entre atomes vo i s i n s. 

En méthode de l'électron. presque l i bre, le potentiel 

périodique peut être représenté par une fonct i on cosinusoïdale 

du type: 

i J ...üs; -i 2 ... 

V(x) = ~o (e a + e a (III-7) 

et fournit une l argeur de bande i nterdite égale à V , estimée 
0 

à 2 eV par KUHN[l 3 J _ En méthode LCAO-HCO , si l'on désigne les 

intégrales de résonance entre atomes vo i s i ns par f3 et y , on 

obtient, pour la largeur de bande interdite, l'expression: 

~ELCAO-HCO = 2 ( y _ S) (III-8) 
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On v o it que l e pr i ncipal fait expé r i mental qui suggère 

l'exi stence de longue urs de liaison. ca r b one- carb one inégal e s 

dans les l ongs po lyè nes est la d i mi nution lente d e la f réque n ce 

d'absorpt i on l o r squ 'on augmente la. taille d u sys teme . Les d on

nées expér i mentale s s emblent établir que , dans le systeme i n

fini, l' énergi e d ' absorption est f a usse s i elle est c alculée 

sur l a base d' i n t égr a l es de résonance égales pour t o u t es l es 

liaisons . Au contra i re, i l doit exister une ban de d 'énerg i e 

int erdite non n u l le entre la bande ·de valence e t la b a nde de 

conducti on e t l e schéma des niveaux énergétiq ues devrait res

semhler à ce l u i d'un isolant ou d'un s emi - conducteur plutôt -

qu'a ce l u i d' un conducteur. 

I l est a i sé de se rendre compte du caractère a r bitra.ire 

d'une t e l l e étude théor i que oü l'on force l'accord avec ·les ré

sultats expérimentaux . Le . but du paragraphe suivant es t d e c al

culer les propr i étés du polyène i nfin i sans faire d'hypothèses 

sur sa géométrie . Dans le paragraphe .(I II. 3 ) , nous disc.utons .. 

l'év o l ut i on des propriétés électron i q ue s d ans la série polyéni

que a la lum i ère des résultats · acqu i s d a n s l ' étude du sys t ème 

inf i n i par la méthode LCAO-SC F~ co . 
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I I I.2 . La struct ure é l ectronique du polyène infini en méthode 

LCAO-SC - CO. 

III o2 , l . Le s_bandes_d 'éner gie o 

Pour un po lyène linéaire infin i dont la. maille, de lon

gueur a, contient deux atomes de carbone, on peut écrire les 

orbitales cr i sta llines sous la . fo r me: 

<!> k,n 

avec n = 1, 2 

1 Ï i kja - j -j 
= TN:. e {cknl Xi+ ckn2 x2} 

j 
(III-9) 

Les coefficients cknl et ckn 2 s 'obtiennent. en résol

vant le système sécu l aire: 

où: 

La 

ckn l [H ll (k . - E (k) ] + ckn2 Hl2 (k ) n 

* [ H22 (k ) € (k) ] cknl Hl2 (k) + ckn2 -
n 

H 11 (k ) <·ol hCAC l 1 ik j a x j > = \ - X~ , 1., e l e 
.J... - · 

1 
j .J 

H 12 (k ) <x ~lhcAcl~ ikja X j ·, \ - · e 2 ' = L, e 
J j 

H22 (k) = " o l hCAC II ikja x j :, = \ 
X2 , . e l e 2 

J j 

symétrie du système i mpose les relations 

O- J' 
= 822 

·- 0 

(III-10) 

-- 0 

ikja s oj 
1 1 

ikj a oj 
B 12 (III-11) 

ikja Bo j 
22 

suivantes: 

(III-12) 
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Di'..s lors : 

Hll (k ) = CL + 2 \ cos (kja) S~i l 
j >o 

CL + 2 ) cos(kja) S~~ = H(k) 
~ 

<.., 22 j >o 
(III-13) 

OÙ 
00 

a = S_u_ 

En séparant les parties réelles et i magi na i res dans H12 (k ) , on 

peut expr i mer ce terme en fonct ion de sommes tr 1 gonométr i ques: 

H1 2 (k) = R12 {k) + i I 12 (k) 

= ~ cos(kja) B~~ + i I s i n( kja)S~~ 
J j 

(III-14) 

La résolution du déterminant séculaire: 

i 1 Hll (k) - E (k) Hl2 (k ) 1 I 
1 • 

1 1 
i 1 = 0 

ï -+ 
Hll(k) t:: (k) 

. 1 
Hl2(k) -

1 

fourn i t les énergi es associées aux deux bandes d 'énerg ie ~: 

(I II-15) 

E - (k) = Hll (k) + 1 H12 (k) 1 

avec: 

IH (k)I { R2 ( ' ) + 1 2 ( , ) , .l/~ 
12 = 1 2 ~ 12 ~ - , 
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III , 2 o 2 o Les_grande ;_1 rs_énergétigues o 

Dans le cas d'un réseau un i d imensionnel , il est b i en 

connu que les points de haute symétrie se situen au centre et 

aux extrémités de la première zone de BR ILLO UIN du système. En 

par t iculier, l e s d iscont i nuités apparaissent aux limites de 

c e tte premi ère zone. 

On peut , dè s lors, obtenir sans difficulté les expressions 

théoriques correctes du potentiel d' i onisation et de l'élec tro

aff i n ité, dans le cadre de l'approximation de KOO PMANS, d e même 

que l es largeurs des . bandes d'énerg i e. 

Le potentiel d' i oni sation s'identifie ~ l'énergie de l a dernlOre 

orbitale " occupée" dans l'état fondamental: 

(III-17) 

Quant à l' électroaffin i té , elle est égale à l'énergie de la 

première orbitale "inoccupée": 

A = t: (H) = Hll (H) + ! H12 (H) j 

- I cos(j n)B~i + Î cos (j n)S~ ~ 
j j 

(III-18) 

j 

DOj , 
pl2 ' 

La largeur d e la bande d'énergie interdite est égale à la dif

férence entre E (H) et E+(H) : 

- · 2 Y (-l)jB~~(III-19 ) 
j 
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La largeur de l a b ande de valence s' obtient en faisant la dif

férence entre l'énerg i e de la dernière orbitale "occupée" et 

celle de la p r emière orbitale " occupée": 

t, W V =- f_ + ( H ) - c + ( f ) = H l l ( H - j H 12 ( H ) j 

- Hll (I' ) + JH12 (r) 1 

(III-20 ) 

Enf in, la largeur de la bande de conduction s'obtient grâce à 

la r e l ation: 

- - IH (I')i t,,W - ;:: (î) - E: ( H) = H
11 

(r) + - Hll(H) C 12 · 

- IH12(H ) I 

\ [Boj 8oj] 1 (-1) j o-j oj] (III-21) = l L r $11 - 312 
j 

11 12 
j 

= 1 [l - ( -1 ) j ] [ S oj s oj] 
l 11 12 
j 

La largeur de la bande d e conduction e::;t don c différen te de la 

largeur de la bande de valence. 
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III.2.3. Les_EOEulations_électronigues_et_les_indices_de 

liaison. -------

La résolution du système (III-10) fournit les valeurs 

relatives des coefficient s cknl et ckn2 . 

La cond i tion de normalisation permet d 1 ailleurs d'écrire: 

.l 
cknl = 72 

i Hl2 {k) 1 

(III-22) 
l 

ckn2 = 72 
Hl2 (k) 

Les populations électron i ques et les indices de liaison s'ob

tiennent grâce aux relations: 

x, 00 l 2 \ 1 1 N 1 (III-23) ql = = TI l 72 72 = TI = .11 k 

Q, 00 1 2 \ 1 IH12(k )I 1 j Hl2 (k ) 1 N 
1 q2 = = l l2 H 12 (k) "72 ·- = 22 N k H·J'.2 (k ) 

N 

(III-24) 

oj x. oj 1 2 \ ikja 1 l l \ ikja 2
11 = = l e ✓2 72' = e 22 N N l, 

k k 

l ii eij Gde 0 = NTï 1 0 
= 

x. o j 1 2 \ 
eikjaH12 (k) 

-::: 
N -lï=i 12 0<r1-· -12 L 

k 

l \ 
cos(kjaJRH 12 (k)+sin(kjaJ IH 12 (k) 

(III-25) = 1.. 
l Hf2 (k) -jl/2--N 

k [ RHf 2 (k) + 
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III . 2 . 4 . La_géométrie_du_2olyène_infini. 

Dans les systèmes conjugués, l es longueurs de liaison 

peuvent être dé t erminées par la relati on: 

r = a + b ,Q, 
pq pq 

Nous adoptons pour a et b les valeurs c i - dessous [ 82 1 : 

Il) 

a = 1,49 A 

0 

b = - o, 15 A 

(III-26) 

Dans le polyène inf i ni, les indices de deux liaisons consécu-

tives sont inégaux: 

1 ikha
8
oh 

l e 12 
t oo I R 

h = i H12 (k) 1 12 k 
(III-27) 

et 

I - i (h-l ) ka oh 
e Bl2 

o-1 L R 
h 1 

,Q, 12 = 
i Hl2 (k) 1 k 

(III-28) 

Dès lors, d'après la relation (III-26 ) , on v o i t que la méthcide 

LCAO-SCF-CO, contrairement à la méthode LCAO-HC0 [ 2 lJ, prévpit 

une alternance des longueurs de liaison dan s l e polyène inf i ni . 

Rappelons en effet que, dans le cadre des approximations de 

HUCKE L: 

BOO o-1 1 (en unités B) (III-29) = 812 = 12 

et ika e ika + 
R, 00 I R 1 + e o-1 I R 

1 (III-30) = 
iH12(k)i 

= ,Q, 12 = i H12(k)i 12 k k 
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C ' est en f a it la négl i gence des i ntégr ales S entre atomes non 

voisins qui conduit au résultat erroné t r adu '.· t par l'expression 

(III- 30 ). 

La méthode LCAO - SCF- CO perme t ains i de dé~er miner a priori la 

structure géométrique d'un système périodi que conjugué. 

II I.2 . 5 . Les_ i nt~gra l es_entr e_orbitales_de_S LATER_dans_une 

chaîne _Eolyénique_infin i e . 

La résolu t ion du sy s tème sé cu l air e (III - 10) nécessite 

l ' évaluation des é l éments de matr ice de l ' opérateur monoélec

t r on i que du champ a uto-cohérent dans une base d'orbitales or~ho

nor ma]isées . En util isant les résul tats obtenus pour les charges 

et les i ndices de l iaison, on a explic i tement : 

-oo 
S 11 -· 

, , { oo I ., J , + l ( oo I oo) 
L L 11 pp 2 11 11 

j fo p 

{III-31) 

-oj 
= 

-o j (Sc) oj = (B c ) oj 811 S22 ·- 11 22 (III-32) 

-- ---oj ( se) oj 1 -oj 06 1 jj (III-33) 812 - - 2 R,12 (11 1 2 2) 12 

Dans les tableaux suivants, nous décrivons l es résul t ats obte-

1,· s dans différentes étapes du calcul . 

Tableau III , i: Les itérations sur les distances. 

Itération 0 1 2 3 
------------------··- --------------- ----
distance courte 

distance longue 

1. 4000 

L4000 

1. 3683 

1.4231 

1.3636 

1.4292 

l . 3629 

1.4302 
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Tableau III .2 : Les i ntégrales de coeur entre atomes homologues. 

~tian 
0 1 2 

- 8 0 , 0000 0 .0001 0 . 0002 
- 7 0 . 0000 - 0.0002 0.0000 
- 6 0. 0000 0 . 0000 0.0001 
- 5 0o0000 0 o0000 0 . 000 1 
- 4 0 . 0000 - 0.0001 - 0 . 0001 
- 3 - 0 o00l0 - 0 . 0011 - 0 o00ll 
- 2 - 0.0:326 - 0. 0312 - 0.0307 
- 1 0 . 13 7 9 0. 1 68 5,_ 0 .1720 ... 

8 . 88 s1·~ ~ 8. 8518-~ 0 - 8 . 8 518 -

~ Cette intégrale correspond à la constante pour un réseau 

donné~ 

Tableau III. 3: .Les intégrales .. de . coeur entre atomes non 

homologues. 

·,~itérati on 0 1 2 

j 
:::-.. ·---------------•--,..------ -----

- 8 
- 7 
- 6 
- 5 
- 4 
- 3 
- 2 
- l 

0 
+ 1 
+ 2 
+ 3 
+ 4 
+ 5 
+ 6 
+ 7 
+ 8 

0.0000 
0 .0000 
0.0000 
0.0000 
0 . 0000 

- 0 . 0011 
- 0.0316 
- 2 .1 289 
- 2.7289 
- 0 . 0316 
- 0.0011 

0.0000 
0.0000 
0.0000 
0 . 0000 
0.0000 
0 . 0000 

- 0.0000 
0.0001 
0.0000 

- 0 . 0001 
0.0000 

- 0 . 0011 
- 0 . 0386 
- 2 . 68 21 
- 2.8386 
- 0.0398 
- 0 . 0008 

0.0000 
- 0.0003 

0 . 0000 
0 . 0001 
0 . 0000 
0.0000 

0.0000 
- 0 . 0001 

'.:. ,0000 
- 0 . 0001 

0 . 0000 
- 0 . 0010 
- 0 .0399 
- 2 06686 
- 2.8550 
- 0 00413 
- 0.000 5 

0.0000 
0 . 0000 
0.0000 
0 . 0000 
0 . 0000 
0.0000 
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Tableau III . 4: Les intégrales coulomb iennes entre atomes 

homologues. 
~érati~n------0----------~---~ 

J 
- ---'------------
- 8 
- 7 
- 6 
- 5 
- 4 
- 3 
- 2 
- 1 

0 

0 . 7407 
0 . 8460 
0.9863 
1 . 1820 
1.4745 
1. 9569 
2 . 89 84 
5. 43 8 7 

11.0596 

0 . 7374 
0 . 8432 
0.9830 
1 . 1 7 8 2 
1 . 4696 
1.9504 
2.8889 
5 . 4258 

11.0637 

0 . 736 3 
0 0 8418 
0.9 8 14 
1 . 1762 
1. 467 1 
1. 94 72 
2 . 8843 
5.4196 

11.0636 ________________ ,.. ________________________ ---

'Tableau III , 5: Les intégrales coulomb i ennes entre atomes non 

homo logues . 

~-i-o_n ______ o ___ -----~--------~- -2---

- 8 0 . 7891 0 . 7 8S5 0. 7 8 40 
- 7 0 . 9098 0.9053 0 . 903 6 
- 6 1.0737 1.06 82 1.06 60 
- 5 1. 3091 1 . 3020 1.2993 
- 4 1.6755 1.665 4 1. 6618 
- 3 2 o32 Cl 2 . 3041 2.2986 

2 3 . 7273 3 . 6956 3 . 6860 
- 1 7 . 2171 7 . 1825 7 . 1729 

0 7 . 2171 7 . 2696 7.2770 
+ 1 3 .727 3 3 . 741 6 3.7408 
+ 2 2 . 3201 2 . 3225 2.3207 
+ 3 1. 67 55 1 . 6 7 52 1.6734 
+ 4 1. 3091 1. 3080 1.3065 
+ 5 1.0737 1.0722 1.0709 
+ 6 0. 909 8 0 .9083 O. 9077 
+ '7 0 . 7891 0 .7 876 0.7865 
+ 8 0.6961 0.6947 0.6937 

---·-•-- ·----· 
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-Tableau II I.C : Les i ntégrales S entre atomes homolo gues. 

~ation 

- 8 
- 7 
- 6 
- 5 
- 4 
- 3 
- 2 
- 1 

0 

Tableau III .7 : 

- 8 
- 7 
- 6 
- 5 
- 4 
- 3 
- 2 
- 1 

0 
+ l 
+ 2 .. 
+ 3 
+ 4 
+ 5 
+ 6 
+ 7 
+ 8 

-

-
-

-

-
-

0 

o. 
o. 
0 .' 
o. 
o. 

- 0.0010 
- 0 . 0 326 

0 . 1379 
- 3 . 3 553 

1 

0.0001 
- 0 . 0002 

0 . 0000 
- 0 .0001 

0 . 0002 
- 0 . 0011 
- 0 . 0312 

0 .1685 
- 3.3200 

Les i ndices -de liaison . entr e 

h omologues . 

Mé t h ode L CAO-·S CF-C O 

0 1 2 

0 .00 12 - 0.0006 - 0.0005 
0 .0023 ,o . 0012 0.0011 
0 . 0 04 3 - 0.002 4 - 0.0022 
0 .0077 . . 0 . 004 8 · · 0.004 4 
0.01 47 - .0.0100 - 0. 0093 
0 . 0312 0 . 02 31 0.0219 
0.0823 - 0 . 0668 - 0 .064 3 
0.4 457 o . 4053 0 . 39 8 4 
0 . 8108 0.8421 0.847 2 
0 .2 990 - 0.2939 - 0 , 2925 
0 .165 7 0 . 1512 0.1484 
0 . 10 25 - 0 . 0866 .- 0 .08 37 
0 . 0 668 0.0521 -- 0.0496 

- 0 . 0 448 0.0323 - 0 . 0302 
0 . 0 307 0 . 0203 0 . 0188 

- 0 . 0213 - 0 . 0130 · - 0 . 0118 
0 . 0149 0.0084 0. 0 075 

2 

0.0002 
0 . 0000 
0 .0001 

- 0 .0001 
0 . 0000 

- 0 .0011 
- 0 .0307 

0 . 1720 
- 3.3199 

atomes non 

Méthode LCAO-HCO 

- 0.042 4 
0 . 0489 

- 0 . 0578 
0.0707 

- 0,,0909 
0 . 127 3 

- 0 . 2 122 
0.6366 
0.6 366 

- 0.21 22 
0 . 12 73 

- 0.0909 
0.0707 

- 0.0578 
0 . 0489 

- 0.0424 
0 00374 
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Tableau III o8: Les intégrales B entre atomes non homologues. 
~~ ______ ,.,._.,_,._.,.. _,.,.,,__,. _______ ~-·-----·--------:!__~:n ___ M_é_:_hode LCAO~SCF-CO · 

2 
Méthode LC AO -HCO 

- 8 
- 7 
- 6 
- 5 
- 4 
- 3 
- 2 
- 1 

0 
+ 1 
+ 2 
+ 3 
+ 4 
+ 5 
, · 6 
+ 7 
+ 8 

-
·-

-

-
-

-

-

-

-----·---. ..--·-·····- ~-- ·-- --
0 00004 000002 OaOOO2 o . 
000010 - 0 00004 - 0 00 0 06 o. 
0,0022 000013 0 00012 o. 
0 . 0050 - 0 00033 - OoOO.3O Ûo 
0 . 0123 0 00083 000077 o. 
0. 0 373 - 008278 000262 o. 
O . 1219 000849 0 . 0787 o . 
4.3374 - 4 013 7 9 - 4 .. 0 77 0 B 
5.6 5 49 - 5 089 95 - 5 09375 B 
0. 525 6 0 0 5101 0.5058 o. 
Oo.l933 - 0 01 764 - 0.1 7~ ' o . 
0 , 0859 0 . 0 725 0 007 0 1 o. 
0 00437 - 0.0344 - 0 00 324 o. 
0.0240 0.0173 0.0162 o. 
0,0139 0 . 0090 0 . 0083 o . 
0.0097 0 00051 0 00046 Oo 
0 .005 8 -- ~ . 0 02 9 - 0 00025 o. 

·-- -----------

Tableau III.9 : Les niveaux éne rgétiques ctu polyène infin i. 

k 

o ( r ) 
n/1O 

2 n/1O 
3rr/lO 
4 11/10 
5 n/1O 
6n/1O 
7 1, /10 
8 n/1O 
9TJ/10 

li ( H) 

--- --------------· -·--------- ·------------
1 H ( ·,,.) 1 

·1'·· ,. ' . .! -

+ , . 
<- (~) 

----·-------- -----
- 3.039 2 
- 3 .0446 
- 3.0608 
- 3.0969 
- 3 01632 
- 3.2588 
- 3. 3 770 
- 3.5041 
- 3,6189 
- 3,6951 
- J.7201 

- So 5965 
- 905030 
- 9.2312 
- 8 01 8 21 
- 8 01 71 6 
- 7 , 4042 
- 6 049 15 
- 5 04431 
- 4.2814 
- 3 0138 3 
- 2 , 534 7 

- 12 .6358 
- 12.5476 
- 12 . 2920 
- 11.8790 
- 11.3348 
- 10.6630 

9.8686 
8.94 73 
7 . 9000 
6.83 3 4 
6.2549 

F. - (!;) 

6 . 557 3 
6.4583 
6.1704 
5.5852 
5.0083 
4 , 1454 
3 . 114 5 
1.9389 
0.0025 

- :.: . -·567 
- 1. 1854 

La figure (IIIol) illustre les r ésultats r éunis dans le 

tableaù (III.9) 
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Tab leau I I I . 10 : Les caractéristiques éner gé tiques du polyène 

infin i . 

Potentiel d'ionisation ( I) 6.25 eV 

Electroaffi nité (A) - 1.18 eV 

Largeur de bande interdite · ( LW ) 5 .06 eV 

Largeur de bande de valence ( t, w ) 6 .3 8 eV 
V 

Largeur de bande de conduction ( D, w ) 7 .74 eV 
C 

III o3 o Etude quantique des propr iétés électroniques des polyènes. 

Les résul t ats obtenus dans le parag raphe p r écédent 

montrent qu' il es t essentiel d' introdu i re dans ~s a 

intégrales S entre a t omes non vo i s i ns . L'alternance des liai

sons es t une conséquence directe e t, seul, un procédé i ntro

duisan t les interacti ons entre atomes non lié s peut en rendre 

compte sans hypothèses préliminaires . 

En méthode LCAO-SC F-CO, on trouve ainsi que l e s lon

gueurs de deux liai s ons consécutives son t fortement inégales 

comme l e mon t ren t .:>~ Jà le s ·ré sul tats .:..~/ 1,i i s par .la r::éthcè.e c~e 

LERO Y et JASPERS dans le cas de polyènes de taille limitée . 

Le tableau (I II . 11) réunit l es lc,j 1e urs de l iaison 

calculées dans des polyènes de taille croissante ; on · ~ne 

le nombre d'atomes du système et les d i stances sont exprimées 

en Angstroms. On observe une évolut i on r égul i ère vers les va

leurs obtenues p ::: ~-~ ~~-e è.ér i vé ir1 := ::t.r1 i ~ 

Le tableau (III ; l2) permet de compâ ~er les r ésultats 

de ce travail à ceux de la littérature . Il faut signaler que, 

dans les différents calculs cités, l'alternance des liaisons 

est admise comme hypothèse et les auteurs recherchent le mini

mum énergé tique qui y est associé . Rappelons que, dans notre 

procédé, nous itérons sur les .d istances i nteratomiques à partir 

d'un polyène infini à liaisons égales . 
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Tableau I I I . 11: Les l ongueurs de l .iaison dan s d es polyènes de 

taille croissante. 

Méthode LCAO-SCF-MO LCAO-SCF-CO 

n 2 6 10 14 00 

r de départ ' 4000 L 4000 1. 4000 1.4000 • -• î() L 
pq 

1.4000 l. 4000 L4000 1 . 4000 

r de f i n de pq l. 3 400 l. 3605 1. 36 51 1.36 6 7 1 . 3683 

première itér. 1.4332 l. 42 7 1 l. 42 50 1. 423 1 

r de fin de pq 1 . 3 400 1.3575 1. 36 13 1 . 3626 1.3 6 3 6 

seconde itér . 1.437 7 1.4 382 1. 4304 l. 42 92 

Tableau III ol2: Les indices et les longueurs d e lia i son du 

polyène infini. 

Auteurs Référence . 00 o-Ï 0 0 o-1 
.. x. 12 0 rl2 r l2 ~1 2 

0 <, 

_ _(!21__ (A) 

LENNARD-J ONE S [92] l. 38 0 1. 38 0 

OOSH I K.A. [93] 0 . 938 0 . 24 9 l. 3 46 1. 463 

LONGUE T-H I GG I NS et SALEM [94] 0 . 75 8 o . 515 18 7 1. 422 

TSUJI, HU ? INAGA et iASIN0[95] 1 . 360 1 . 400 

DEWAR (P . P . P . ) [96] 1 . 352 l. 4 54 

DEWAR (S . P . O,) [96] l. 34 7 1,463 

ANDRE, GOUVERNEUR, LEROY [ 21] 0. 636 0.636 

Ce travail 0.847 0 . 398 1. 363 1 . 430 

On observe les mêmes régularités dans l'évolution des propriétés 

électroniques en fonction de la taille du sy s tème . Pour les po

tentiels d'ionisation et les électroaff i n i tés, l es b ilans ther

modynamiques des réactions: 

+ Polyène + (Polyène) + e 

Polyène + e + (Polyène) 

- Q. 
l 

- 0 ·a. 
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sont repri s dans l e tableau (III . 1 3) .. La figure . (IIL. 2) . montre 

la parfaite c onv ergence vers les proprié tés du polyène infini. 

S i gnalons, enf i n, un résultat i ntéressant concernant 

le spectre d'absorption du polyène · inf i n i. On admet généralement 

que la p r emière éne rgi e d'excitati on s ingule t-singule t d u poly- · 

ène l i néa i re est d e 2 . 5 eV o 

Nous obtenons une valeur deux fo i s plus élevée. En effet, pour · 

le système i nf i n i on peut écr i re l es exp r es sions théoriques de 

la première tran s i tion sin gulet-s i ngulet (1 tE)et singulet-trip let 

(
3

6 E) : 

l t, E = t. t - t: k + 2Kk t - J k t (III-34 ) 

3 
ti E ·- C - ,: k - J k t (III-35) ··_t 

La d i fférence ( ë. x- s k) est égale à la lar geur de bande interdite 

6W . Les termes d'interaction électr on i que en t re l a premi è re 

orbitale i noccupée e t la dernière o r b itale occupée s'obtiennent 

facilement à partir des coefficients des orbitales a t omi q ues 

au sommet d e l a b and e de valence et a u bas de la ban de de c on

duc tion . On a, d'aprè s les notat i ons a dmises dans ce travail: 

h 
CH+ l 

ihn h ih11 l h 
CH+ l :.:, e = CH+2 = CH+ 2 e - 7-(-l) 2N 

( III-36) 

h 
CH- 1 

i hn h = -C - i h 1r 1 ,,, 
CH-1 = e =-c - e == 7m<-1, H 2 H 2 

(III-3ï) 

Dès lors: 

J k t - J H+H- = \ \ \ )j Cj+ j2!ch - 12 ( j j I hh) 
l l l '-• H p · H q pp qq 
j h p q 

= 1 ' (oo l hh) 1 '{ (o ol hh) + 
2N t 11 11 + 4N t 22 11 

(III-· 8) 
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D'où : 

(oo I hh) } 
11 · 22 

(III-39) 

(III-40) 

D'autr e part, 1 °expérience nous permet d'obte nir une valeur 

" e mpir i que" de 1 ° intégrale K, égale à la moitié de la sépara

tion triplet-singulet. D'après la théorie exposée ci-dessus , 

cette séparation doir tendre vers zéro a vec l'augmentation dù 

nombre d'atomes de la chaîne polyénique . Le tableau (III-14) 

montre l ' exactitude de ces c onc lus i ons o Nous y avons mis en 

parallele la différence énergétique entre l es premières tran

sitions singulet-singulet et singulet-triplet et la longueur 

de la chaîne po l yénique . Dans la figure (III.3), nous repro

duisons l'évolution théorique des in : : ]~· ~35 0 et Ken fonc

tion du nombre d'atomes . Les Vil ~ · Es empir · ques de 1' intégrale 

K sont en excellent accord avec l a courbe théor i que. 

Le désaccord étonnant entre notre résultat de la pre

mière t=ansition singulet-singulet du po l yène infini et celui 

admis dans la littérature nous amène à _formuler une nouvelle 

théorie du spectre d'absorption de la sé r ie polyénique. 

En effet, nous remarquons que le ter~ e (2Kk
1
-Jk

1
) 

déc:t:•)it !. ' l ·· . J ,1t que la différence c ;
1

- ck. Dès lors, la 

fonct i on ~- ~ E (n ) passe par un minimum auquel correspond la va

leur de 2 . 5 eV obtenue par une extrapolation des énergies de 

transition expé riment ales . La figure (III.4) reproduit les 

courbes théoriques \ . 1- s k et (2Kk 1-Jk t ). Les points corres

pondants à 2 <n 14 et. à n=00 sont calculés par nos procédés . 
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Les ·1aleurs c omp:.".tses dans l 'intervalle 14; ,,, sont i nterp•'.) l ées ., 

On peut égal ement c omparer l a courbe 1
i~ E à ceLLe qu i relie l<:,s 

poincs ~xpérimentaux . L'accc-~d e ntre les deux cour bes e~ t très 

sat.L3faJ. ant , 

Tab-.eau II 1 , 13: L~s ·J:lleurs des i · d ' ionisa.tian dar:s 

(l 

~ 

4 

6 

10 

14 

l es polyenes de tailJ.e croissan~e et 

élec~roaffinités. 

Pote:n L:l.e · 
d I i~.m:tr-;D.t.. J Oll 
\:héo .::: iq1.1e /, e V) 

0.30 

; . 18 

8" J 

'J. 98 

ï . So 
J . 07 

6 2 5 

Pot ent i el 
d ' 1.oniation 
expêrimentaux (eVJ 

) ) ( 2 J 

10.52(b) 10 . B0 l a l 

9 o0--; (CI 9 .18 (a J 

8 . 26 (( ) 

7 o80(d ) 

Elect .ccèi if in :L tés 

\ "-· i ) 

2 o51 

.1 011 

o . 30 

0 . 08 

... 0 " .3 8 

- '; . '70 

- L 19 

il.) mesuré pa~ pho Jion1.sation 

12) mesuré par l mpa 1t électronique 

Tableau III. , 4:Sépa ration t r iplet- singulet dans les polyêne u 

1.,. J ., E· . (l '· E 3 , E {P.J n ~c - ~ J. u - ù ) th. e xp . 

4 

0 

8 

10 

2 . 7 

2 3 
l 8 .L 

L 7 

3 . 0 

2 . 8 

2.0-2,6 

1 . 9 

1.8 

ia, J,C01 .. L: N et F P.LOSSING, Je.Amer.Ch em . Soc°' 7 9,5848,(195 7) 
,b 't ·w,C.. wALi<.ER e t G .L. WE iSSLF.: R, J.chem.Phy'So,23,1S47, (1955 ) 
(cJ ~.WA'lANABE, J , chern .Phys . ,26,542 , (1957 ) -
ld) W C . PR lC E e t. A D , WALSH , Proc. Roy . S -.c . ,Al85,182,(1945) 
ej D.,F- t:V ANS ç J ,Che.m,Soccrl735, (1 960) ·--·-
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II I e 4 , Conclusions , 

L 'origina lité d e n o tre tra v a i l s ur l es polyêne s 

r és i de dans l a dé t ermi n at i on a p riori de l a s t ru c ture géomé

t~ig ue des l ongs po l y ènes . De pui s l es orig ines de l a t héorie 

dea orb itale s molécu l a ires , c e prob lème a été é t ud i é par de 

n0mbreux auteurs o 

De s 193 7 , LENNARD- ON ES [ 92 J a dmettai t que s i l P. nombre 

d'at omes d ' un e cha ine po lyén i q ue augmen te , les lia i s on s tenden t 

à ~ ·:aliser, au fu r e t à mesu re que l' on s'élo i gne des extré

mités du système . Par s a déf i n i t i on de l ' i nd i c e de lia i son, 

~ÜlJL 30Nl 97 J, en 1939 , c onf i r mait l 'hypot hès e d e LE NNARD - JONES , 

En modi f i a it l'op i n i on géné r ale ment adm ' ~e 

en m ntran t que l e s pectre électron i que · d e s p o lyènes ne pouva i t 

etre rep rodui t e n mé t hode de l' électron libre qu e par un modè le 

à lia i sons a lte r n a t i v ement .s i mp l e s e t d c,ub les. DEWAR [ 9 8 ] , e n 

952 , éte ndait cs2 s co nclus i ons a l a métho d e des orbitales mo l é

culaires . En 1 965 , nou s montr i ons la base théor i q u e d e l' équi 

valence e ntre c es deux méthodes [ 99 ] . Lé) p1. '1f- -:.o: t des a utres 

travaux s 'e f forc ent de dé montr e r que la d istortion a p o u r prin

cipa1/ffe t d' augmenter l a stabil i té d u s ystè me (OOSH I KA [ 93 J, 
_A~R![ l OO] , LON GUET - Hl GGI NS e t SA LEM[ 9 4 l, TSUJI , HUZ IN AGA e t 

AS I N0[ 9Sl , TOBI N[lOl] , O~I [l0 2 l , KUTZE LNIGG[lo 3 J , DI N R 

et MA LRI EU[l0 4 J , . 

Citon s égalemen t de s t r a vaux r epo sant sur des p rocédés 

f nda menta l eme n t d i fférents: les o s c il l at i o ns de p l a sma ut il: 

sées par ARAKl [ lOS ] et la t héori e e xciton i q ue dé veloppé e dans 

le cas de s po lyènes p ar S I MPSON [ l 0 6 ] ,., ,· ' OP LE e t WALMS LEY [ l0 7 l 
0 
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Une idée intéressante ··a êt~ développée par PLATT[lOB] . 

Il suggère qu'une interaction Qe -configuration entre l'état 

é l ectron i que fondamental et un·, état excité peut être responsa

ble de l' alternance des liaisons. L'analogie avec la levée de 

dégenérescence que nous avons décrite dans l'étude de la méthode 

des électrons presque libres est évidente. Ce phénomène est 

absolument général et a été démontré par PE I ER LS[lo9 ] dans le 

cas de sol i des unidimensionnels. Dans cette optique, l'alter

nance des liaisons peut être comprise comme un pseudo-effet 

J AHN- TELL ER . On observe une distortion du système de telle 

façon qu 'il y a i t levée .de dégénérescence de l'état fondamenta l 

e t un abaissement important .de l'énergie totale . Il apparaît 

que nous introduisons cet effet dan~ notre procédé en tenant 

compte des interactions entre atomes non liés . L'effet de cette 

d i storti on est d'abaisser l'énergie des niveaux doublement oc

cupés et d'augmenter celle des niveaux vides . Le résultat global 

en est un accroissement de ·la stabilité du système, p ~np0rtionnel 

à la densité des niveaux monoélectroniques au voisinage du niveau 

de FERMI. 

On peut donc s'attendre,· à ce que les solides possédant 

une densité électronique importante · près du niveau de FERMI 

présentent un caractère isolant, parallèle à une st ~u cture 

géométrique irrégulière . D'autre part, des solides à faible 

densité électronique au haut· de la bande de valence, comme le 

graphite, doivent posséder une structure géométrique régulière 

ainsi qu'un caractère métallique. Dans le chapitre suivant,nous 

étudions la structure électronique du graphite en méthode 

LCAO-SCF-CO . 
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CHAP I TRE V: ETUDE THEORIQUE DE LA STRUCTURE ELECTRONIQUE 

DU GRAPHITE. 

Le car bone peut. donner naissance à deux types de 

cr i staux . Dans le d "amant, chaque atome es t lié à ses proches 

voisins par des liaisons covalentes, similaires aux liaisons 

tétraédriques du méthane . Dans le graphite, qui présente une 

structure lamellaire, les atomes sont disposés aux sommets 

d'hexagones ré~ul i ers . Les liaisons sont semblables a celles 

du benzene . A ce point de vue, le cristal de ? ' . .., ::-,hi te a sou

vent été considéré comme une grosse molécule aromatique et 

étudié, dès lors, par des procédés d'extrapolation. Sapé

riodicité permet également d'y appliquer les différentes 

méthodes de l'état solide. Le graphite est un métal mais il se 

comporte presque comme un semi-conducteur . Il possède des pro

priétés spéciales dues à la position particulière du carbone 

entre les éléments métalliques et métallo ïdes dans le tableau 

de MENDE LE EV . 

La structure électronique du graphite a été largement 

discutée dans l a littérature depuis les trav aux de COULSON[ llO ] 

et WALLACE[lll] . Les travaux théoriques ultérieurs ut ilisent 

soit la méthode LCAO dans son approximation empir i que, soit i 

théorie des groupes, soit des procédés d'extrapolation . C'est 

ains i que le plan de graP,hite a été étudié en méthode LC AO par 

COULSON et RUSHBROOKE[ll 2 J, BARRIOL et METZGER[ll 3 ,ll 4 ] , COULS ON 

et TAYLOR[ llSl, CUKdATO ~ll6 J, PEACOCK et MC WEEN Y[ ll ? J, 

PEACOCK[llS,ll 9 J, ANNO et COULSON [ ~2oJ. La théorie des groupes 

a précisé les dégénérescences des points de haute symétrie de 

la zone de BRILLOU I N; citons les travaux de BRE NNAN[ l 2 l], 

CARTER et KR UMHANS L[ 122 J, LOMER[ 123 J, J OHNS TON[l 24 1 , 
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YAMAZAK I [l2SJ 5 LO NCKEWSKI e t WEISS[l 26 . Les résultats d'ex 

trapolation d e l a série polyacéni que ont é t é d é crits par 

c o u ~soN e t RUS BROOK E[ 1271 , MA TS EN [ 128 1 , Cü ULS ON, SCHAA~ e t 

BURNE LLE[ 1 29 1e t PU l MAN[ lJOJ_ L'art i c l e d e WALLACE a, a~ plus, 

don né lieu à d e nomb r euses confrontations expérime n tale s dues 

à DUNCANSON e t OU ON[ lJll, JO HN STON [lJ 2 J , MC CL URE [ l 33 , i 34 l , 

MROZOWSK I( lJSl , HAER I NG et WALLACE[l J 6 ] , HOARAU [ l 37 l, ERG UN 

e t MC CAR TNE 'f (lJBJ . 

IV . l . La structure du g r aphite. 

Le cristal de graphite est fo r mé d' atomes de carbone 

s itué s a ux ang l es d ' n réseau d'hexagone s régul iers . . Entre 

d ~u x p l ans s uccess ' fs , i l y a une rotation de 180 , . Ces plans 
ô 

sont d i s t ants de 3 . 35 A et sont liés p ar d es f orces de VAN DER 

WAALS • Cette c o nfigurat i on . affecte l e s p ropriétés phys i ques 

d u gr aph i t e. Il s ' a g it d'un bon lubrif i an . Les couches "glis 

sent" aisémen t l'une sur l'autre; les . fo r ces de liaison entre 

atomes d'un même p lan .sont, en effet, i mpor tantes mais les for 

ces e n tre p l an s s ont fa i bles. Le grou pe s pati al est c:vlP6 3mc ) , 

tres proche d u groupe. hexagonal compac t Dih ( P6 3/ mmc) . Il y a 

q u atre atomes pa r mai lle primit i ve, ·comme n o us le montrons sur 

l a fi gure (IV.1 ). Dans la figure {IV. 2 ) , nous reproduisons la 

p r emi è r e z one d e BR ILL OUI N, en gardant les notations class i ques 

de l a théorie de s g r oupes . 

Vu l a grande d i stance entre l es p lans, i l est l i cite 

d'étud i er, dans cer tains cas, . la structu r e élec t r onique d'un 

p l an de gr aph i te . La symétrie du oas b i d i mens i on n el est dif 

férente de cel l e d u cas réel. Les deux t ypes d 'atome s d u ré 

seau sont équiva l e nts dans un plan de g r aphite ma is différents 

dans le cr i stal oü la moitié seulement d e s atomes d' un p lan 

ont pour proche s v o i s i ns des atomes de car bone qui leur sont 
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➔ 0 
ft a 1 Il -= 2.4 6 A 

Fig nr.2 . Zone de Brillouin du graphite tridimensionnel 
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s u perp o .·és dan · ! s plans suivants. La zon ·. de BRF. LOIJJ N 

b i d i mensionnel .e est un h e xagone simi l aire au pan e base 

de l a zone de "ILL 0Ul N t ridimens ionnel · e représentée à la 

f i g -r e IVn2 '" omme dans ce cas, nous dés ' gnons l'origine 

p ar 1 , l e cent~e d es faces de l 1 hexa gone par Met le coin 

pa r K" Dans les p aragr aphes sui vants, n ou s calculons id struc

t o r e éle ~ :roniq~c d 1 un plan de graphite et du graph ite tridi

mens ' onnel p o.r l a méthode LC.AO-SC F:-CO o 

IV , 2 , La structu·.ce élect ron i que d'un p lan de graphite en 

mê hode ~~A -SCf -CO o 

IV . 2 .• La_struc~ure_de_bandes . 

La cellule élémentaire d' un p an de graphite c~ntien 

deux atomes , En u ilisant l a pér i od icité caractêristiq1e du 

réseau, on peu t déf inir l a forme des o rbitales cristdl 'nes: 

ik • ·le 

1 a 1 rha ; ) ·'h 
jh) ,_j) . \ .. . . J 

Ck (IV-1) 
k , n ·- / N ' e L l,.kn x1 + X2 

j h l n2 

où 
' h ... 

h_,;2' ] X J -· X1 L_.'.'.' - ( j a . + 1 J.. 

' h -;, + 

h~2) ] ;( J .::: " [ ,. - \ ·1 + ( JV-2) 
2 "2 - .J ·- L 

a l e t a ., dé fi n issent les axes de la ma ille élémenta:ire, 
- ' h Jh les orb ita les V J et sont les orbitales atomiques 2p-, de .. , 1 X2 

SLA i ER c entrées sur l es atomes de type 1 a t 2 du rêseau de 

graphite déf i n i ci-de ssus . 
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Les coeffi cients ck. et ck 2 sont _l e s inc8nnues du pcoblême 
n1- n 

e t p euven t ê t re obtP.nus e n r é s o l v a nt le sys t ème séculaire : 

où 

Hl2 (k) .. 

j 

22(k) 

e t 

·+ 

S 11 ( k ) --

-l 

S12 {k ) -

\ \ 
L, 

j h 

. 
j h 

Fn (k)S l l(k ) + c kn2 ·- ll2(k) 

- gn (f)s 12 _f)] = 0 

+ -)· 
- c'. n (k) s

22 
(k ) ) ·- 0 

• ..,. .-,,.. -P 

ik ( j a l + h a 2 ) 
e 

ik(j ~
1 

ha
2

) 
e 

-➔ • ► ... 

oo J
0

h .,, lhlx .. , 
"' l ' , .L 

oo · 1 J' h 
X I h 1 ·, • 

2 · · 1·2 

I ~ e 
ik j a

1
1-ha

2
) 

j h 

oo .: h 
X j VJ ' ,_ 

1 1 "2 

IV-3) 

(IV-4) 

(IV-4) 

( TV-S) 

La ré s olu tion d u sys t~me s écula i re e st possible si l'on dispose 

du moyen de ca l c uler les é l é me n ts d e matrice de l'opérateur 

mon oélec tronique. On sait que cette é v a luation est facilitée SL 

l'on utilise exp licit~me nt une base d ' orbitales orthonormal'sées. 
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Dans c e tte nouvelle base, on simplifie également la 

forme de (IV - 3 j q i s'écrit : 

En déf i n issant: 

800 j jh 
l 1 

.. :-:oo • j - j h _ 
· A1 l h Xi . 

Foo , jh -oo · 1 -jh 
·- ' " 1 h IX -·1 ' 2 "- 1 ' 2 , 

3 
oo , j h -oo • --jh 
2 I 2 - .. " 1 h IX > 

'' 2 1 2 

e t en r emarquan t que: 

0 00 j j h ·- c: oo !' jh 
., 1 1 -- ,.., 2 2 

· ...... ,: -:: btient le dé terminant séculaire: 

Hll (k) 

l 
l + ! H 2 ( k ) 

- ,: (k) 
n 

H (k ) - ê: 'kj ' 
11 . n : 

(IV-6) 

(IV- 7) 

(I V-8 ) 

( IV-

don t la résol 1 tion four n it l'expression analytique des deux 

bandes d'énergies 1, du graphite: 

i -;. ' 1 ➔ 1 
E (k} "" H

11 
(k) i I H12 (k) (IV-10) 

Il est possible de simpl ifier les notations en tenant compte de 

la symétrie du réseau. Un atome central est, en effet, entouré 

d'atomes se groupan t en entourages suivant leur distance. Les 

atomes et les entourages sont caractérisés dans la suite de ce 

trava i l par un chiffre romain décrivant une posit i on relativ e . 
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On obtient ainsi: 

0 ( IV-11) 611 = a 

. I . 00 I .. : c, 00 110 800 101 s oo
1
1 1 800 , 10 f oo l o l 

~11 - ~ 1 1 1 --· = = - - sl 1 "l l · 1 ' l · 1 · l 1 1 

AII = 800 1 2 .. :s ?O lîl ;;:: 800 , 12 =- 80 0 1 21 800 111 800 1Ï2 
Pll - 1 1 

- ·-1 ! 1 1 1 1 1 ' l 

8111:.::: soo
1
02 - µ00 i 22 = 800 120 ;::: 6

00 102 -- s oo
1
22 = $00 120 

11 l 1 ... 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

I 800 , 00 s?o1~0 800 , oI (IV-12 ) 81 2 ·- == = · l 2 l ' L 1 2 

6
11 . oo ! Ï l (' 00 , 11 800 111 = ~l 2 -- ,J 2 = 12 l 2 

81II= soo , lo ~oo ,ol 800 121 800 120 ,_') (' ~) 2 800 , 11 
1 1 2 - ·. 12 = = - r l = 12 1 2 l · 2 ~ 1 2 

8
rv 800 , 22 r; oo

1
21 800 112 800 : 22 BOO 121 8

00
1

12 - = = = ·-12 ' 2 ~ 1 2 1 2 1 ' 2 1 2 1 2 

Aux points de haute symétr i e de la premi è re zone de BRILLOU I N, 

on a les relations: 

= 'i' 'i' . oo j jh _ 
1.., l l:S l 1 • -
j h 

= 'i' î ~OO lj h, 3 01 
l ~ ~l 2 - µ12 
j h 

6 f1 if
1 + ooo (IV-1 3) 

3 CII + . II+ 6 DIV + µ12 i.)(\ 12 µ12 . . • 

(IV-14) 

H11 (K) = a+ 6 (-1/2) 81
11 

+ 6(1 )B 11 + 6(-l/ 2) E~~l + 
11 .'. l. 

H12 (K) = 0 

(IV-15 ) 

(IV-16) 
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On obtient , dês lors , a isémen t les express i ns théoriques du 

potentiel d'ionisation, de l'électroaff inité et des largeur s 

de bandes d 1 éne r g l e; 

1 = t' (K ) - :. 

A ( K) ::::: -- ;: ·:, 

6. W :e:e ,_ (K ) 
V 

- 3 B
1 

+ 6 13 II 3 8III 
+ Go ,., (.) (IV-17) 

11 11 11 

3 -I 6 SII 3 6
111 

l (IV-18) - - i-' 11 - 4-
ô r.. C -11 11 

,_ + (;' ) = rl l l (K ) - 1 Hl2 (K) ! - Hll U) + J Hl2 (r) 1 

.:... 3 13rr +- 6 ,.. III 
' 12 :' 12 6 8 ~ '2✓ + ..• 

l. 

(IV-19) 

!::. W = 
C 

{K) - ;: (I' ) = Hll(K) - I H12 (K ) I - ~ ll( f) - I H12U)I 

9 13 1 III 313 11 I 6 PIII 6 SIV = - - 9,1 - - 3 13 12 - - + 11 --- 11 12 -~ 12 12 •• 0 

(I V- 20) 

+ -
Hll (K) 1 ' ::-~ _

2
(K)i .'.l W I == t~ ( K) - ._ ( K) ·- - , Hl2 ( K)I - Hll {K) -

l. ' 

(IV-21) 

I V.2.2. Les_exEressions_des_charges_e t_des_ indices_de_liaison. 

En r~solvant le système d'équati ons (IV-6 ) et en tenant 

compte de la condition de normalisation, on aura: 

-+ 
Hl2(k) 

IH 12 (k )i 

1 
= ✓ 2 ( I V-2 2) 
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l es popul ations électroniques et les indices de liaison s' obtien

n2·:t grâce aux rel~tions: 

.R,00 100 
l 1 1 

iOO;OO 
2 1 2 

,oo j jh 
>:..l 1 

too I jh 
1 2 

·- -

::::: 

--

l 
N 
\ 

N i. 
k 

l 
N 
\ 

N 
J.ç_ 

-1 
\ ··'-

N {. 

k 

l \" 
N /, 

k 

1 1 
~12' ✓2 - 1 (IV-23) 

1 IH.12(k) ! 1 1 Hl2 (k) 1 

1 ✓2 T2 
-: 

Hl2(k) 
.,1, ·>-

Hl2 (k) 
(IV-24) 

--; + ➔ 

ik(ja
1

+ha
2

) 1 1 
0 e 72 72 - ( IV-2 5) 

~ _,_ + 
"'" ·-)-

i k (j a 1+ha2 ) f-i i2 k) 
e ·- ---· - (IV-26) 

i 1 
~"-

on obtient ainsi explicitement la forme des éléments de matri e 

dan une base d 'orbitales orthonormalisées: 

(00 I [[) - - ---c \ \ -t 
1 ( 00 100) al = a -; • 

1 2 i 11 jj 11 11 
L j 

(IV-27) 

el - (Be) -~ 
11 · 11 ( IV-2 8) 

-- ---L 
((Ï c )~2 

l L (oo j LL ) 
S 12 -- - 2 X,1 2 11. 22 

(IV-29) 
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IV . 2 .3 .. Sc'··tC lô. de C .:.cul . - -· - _,, __ .. ... _,,._ , ,, .,. ,. _____ _ 

1. Ca lcL. es d"i stances interat omiques, des i ntégrales de 

r e couvr ernen t 1 de coeur et coulornb i en.n•=. 

5o L = 
• 1 L 

pq - ,,(p i }.. q 

8
cL ( ' C L - ,,. 1 h 1 " .,, 
pq ''p' - '' q 

.C0 ;LL ) __ 
'- FJ:., , qq 

··- a.r 2 + br + c 

~ formu le de 

sir 2.80" 

si t" - 2.80° 

2 . Calcu des é lérn· 1n 'es de la ma tri ce d' orthOIJOnalisation. 

3 . 

4 . 

- L \ !M M 
X -- l. ,(q p q 

pq 

TLM = l 5- l/2)LM 
pq pq 

Calcul des grandeurs orthogonal i sées. 

(SC)L \ \ TM TM ~cM -
pq pr qs rs r s 

(pp ! qq ) I" I" \ 1 T T T T trs :tuJ C: 
L [ , pr ps qt q·1 

r" s t u 

Construction de .J.a matr i ce de HU CKEL de p:ceinière 

600
1
00 = 600

1
0 1 = 

1 2 1 2 s00 i10 = 1 en unités S 1 2 

itération 
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5 c Calcul des s ommes trigonométriques H12 (k ) et jH12 (k ) 1 

6 . Ca lcu l des indice s de l i aiso n 1°L 12 

-7 . Calcul des intégr ales e12 

8 . Reprises des po i nts 5 à 7 jusqu'à auto-cohérence des 11 2 

9 . Calcul de la structure de bandes 

,.-. ( k ) = H l l ( k) + 1 H 12 ( k) 1 

Dans le paragraphe s uivant nous décrivons l es résultats énergé

tique s obtenus . 

Tablea u IV.l: Les i ntégral es dan s l a base des orbitales atomiques 

av ec recouvrement . 

1-2 I 1. 42 0 . 2485 

1-1 I 2.4 6 0 . 0352 

1-2 II 2 .. 84 0 . 0157 

1-2 III 3.7 6 0 .0019 

1-1 II 4 . 26 0 . 0006 

1-1 III L92 0 . 0001 

1-2 IV 5 . 12 0.0000 

----·-----
-~·n t égrales 
de eoeur 

- 6 . 489 3 

- 3.08 26 

- 0 . 42 39 

- 0 , 1708 

- 0.0564 

- 0.0431 

Intégral es 
coulomb iennes 

7 .2404 

503941 

4 . 8028 

3 .7086 

3.2930 

2.86 9 4 

2 .7608 



- 148 -

Tableau I Vo2: Les i ntégrales . dans la base des orbitales atomi~ues 

orthogonalisées . 

Type Entourage Distance Elément de,_ ,:cn t égrales Intégrales 
T de coeur coulombiennes 

1-1 0 0 1.0768 11 01680 

1 - 2 I 1. 42 - 0 .137 3 - 2. 76 45 7.2372 

1-1 I 2 . 46 0.0084 0 . 3212 5. 4057 

1-2 II 2 . 84 - 0.0060 - 0 "3 947 4 n8 109 

1-2 III 3 . 7 6 0.0003 - 0 . 0551 3.6917 

1-1 4 . 26 0.0006 0 . 0050 3.2835 

1-1 III 4.92 - 0.0001 - 0 . 0153 2 . 8630 

1-2 IV 5. 12 0.0000 - 0 . 0109 2 . 74 77 

-Tableau IV .3 : Les i ntég r ales S entre atomes hemologues. 
0 

Distance (A ) Enb .· ·. ~: ~ s 

0 0 - 2 . 6 714 

2.46 I 0. 3212 

4 . 26 II 0.0050 . 

4.92 III - 0.0183 

Tableau IV . 4: Les intégrales et indices entre atomes .non 

homologues. 

Distance Entourage Indice t:-IU<::KEL ,· Indice SCF s 

1. 42 I 0.5247 o . 5246 - 4 . 6633 

2.84 II - 0.1857 - 0 .179 6 0.0376 

3. 7 5 III - 0.0510 - 0 . 05 70 0 . 0501 

5.12 IV 0.0641 0 . 06 97 - 0 .1141 
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Tableau IV . 5 : Résultats énergétiques . 

1 .i = 3 05501 e V 

A = 3 05501 eV 
E:-r (r) = - 1 5 . 08 364 7 eV 

E: r) - 13 . 4 35590 eV 

s M) = - 8.3 7257 eV 
-

(. (M = 1. 4 70009 eV 

s + ( K) = - 3 . 5501 eV 
-

F (K) = 3 05501 eV 

~W valence = 11.533 4 eV 

~W conduction = 1 6 . 9855 eV 

~WI = 0 

Dans la f i gure IV . ~ . , nous reproduisons les bandes d'énergie 

le long du circuit r -K-M- ~. La figure (IV. 3 . représente les 

bandes d'énergie dan s l'approxi mation de HU CKEL . Nous revien

drons sur l'étude critique de ces résultats dans la discuss i on 

générale couvrant les résultats obtenus dans l 'étude du cristal 

réel . 
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Fig. IV. 3. Bandes d' ~nergie TT d'un plan de graphite 
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Fig.1 V.4. Bandes d'énergie d'un plan de graphite 
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I V. 3 . La structure électronique du cristal de graphite en 

méthode LêAO-S CF- CO . 

IV.3. 1 . L'évaluation_des_éléments_de ma t rice_entre_orbitales 

aEEarteF1 an t _à_des_12lans_diffé r ent.s o 

Le schéma q ue nous av ons proposé n e couvre que .. e cal

cul des éléments de .matrice entre orbitales -,, de SLATER ayan t 

l eur s axes para l lèles et centrées sur l e même plan. Les o rbi

tales ~ appartenant à deux plans différents peuvent être dé

composées en orbita l es TI e t o ori entées diffé r e mment ma i s cen

trées a ux mêmes point s. On désign~ .les orbitales n appartenant 

a deux p lan s diff é ren ts. et centrées aux po i nts pet q par ~ • 
p 

et TI ' • Ces fon c tions peuvent se _décomposer en orbi tales TI et q - p 
d'une part u· et c d .'autre part, r espectiv ement perpendicu-

q p q 
l aires e t paral l è l es à l a ligne j o i gnant . les deux centres pet 

q. Si a dés igne l 'angle formé par cette l i gne avec sa projection 

sur un plan de gr aph i te, on a expl i c i tement : 

TI 1 = -;r cos a + a sina p p p (IV-30 ) 

'!T 1 = TI C O S •). - IJ · sina q q q . (IV-31) 

Les intégrales de recouvrement et de répuls ion électronique 

s'obtiennent d i rectement: 

s = , ".r ' I" ' > pq p q ( IV-32) 

= · n cos a + a sinal n cos a - o sina > 
p _p q q 

, (IV-33 ) 

(IV- 34) 
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et 

2 
- < '11 

1 
TI 

1 
1 ~ 1 

p p rl2 
TI , ·rr , > 

q q 
(IV-35) 

e 2 
- , (1: cos o. + o sin a ) 2 1-- l (,, C OS '-1 - a sin a ) 2 > 

P P · r12 q q 

(IV- 36) 

""' cos 4 a ( TI rr I TI -:1 1 + s in ,, ,:,:, t ;} l 0 0 ) 
pp q q · pp ~ q 

lV-j -, J 

-· 2 c os 2 a. sin 2 a ( -;r TI la·;) - 4s i n 2 a(., c l1r a) 
p p q q pp ' q q 

Dans le calc ul des termes de coeur, n ous n'apportons pas 

de modif i ca t i ons aux i ntégrales W, ni aux intégrales de pénétra

tion (p:qq) vu la g r ande d i stance entre deux p l ans successifs " 

Seule l 'int égrale ionique (p+ :pq) do i t être modifiée pour tenir 

compte de l'orientation des orbitales: 

+ (p : pq ) = (IV-38) 

- - , (cos a ,r + s in 'l 0 )1 u -t-! (co s a -rr q - sina 0) 
p p p q 

( IV-39) 

2 + 2 + cos a( p : TI TT ) - sin ~( p : a a) 
p q . p q 

(IV-40) 

(p t·. : ,J ) 
Y") fi } 

. L 

(p ' ! '/T Tf ) 
p q 

(IV- 41) 

(IV- 42) 
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Nous admettons pour _fonction angulai re, la fonction 

théorique obtenue en remplaçant · les intégra l e s (p + : n 7f ) et 
p q 

(p+.: 0 a ) par leur forme analytique. En fonc t i on du paramètre 
p q 

de ROOTHAAN égal à la moitié de la charge eff ective de l'orbi-

tale multipliée par l a distance entre les deu x centres expri

mées en unités atomiques, on a: 

(-1 - p+ -½ p 3 ) 
- -------} ( IV-4 3) 
( l + p+ i p 2 ) 

Enfin, il n'a pas été nécessaire de modif i er l'approxi

mation de MU LL KENo A ces distances, le procédé plus rigoureux 

décrit au paragraphe (II.3.2;b) ne fourn it plcis d'améliorations . 

Les formules déduites . ci-dessus .permetten t de calculer tous les 

termes intervenant dans les élément s de matr i ce de l'opérate ! 

monoélectronique du cristal de graphi te . 

IV.3.2. La_structure_de_bandes_du_graEhi t e_ t r i d i mens i onne l ~ 

En adoptant la numérotation des atome s repris dans l a 

figure (IV.3), on définit la forme des orb i tales cr i stall i nes: 

➔ 

ct>(k .;n ) 

(IV-44 ) 

où 

·' 
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Si la base d'orbitales atomiques est orthonormalisée, on obtient 

le système séculaire: 

avec H (k) 
pq 

(IV-45) 

le déterminant séculaire est, en toute général i té, insoluble 

analytiquement et, il est, dès lors; imposs i ble d~obtenir l'ex

pression des bandes d'énergie dans la première zone de BRIL LOU I N. 

Afin de ne pas alourdir le formal i sme, nous caractéri~ 

serons, dans la suite de ce paragraphe, l es élément s de matrice 

par deux indices sign i fiant les types d'atomes i nterv enant dans 

l'intégrale (1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 2-2, 2- 3 , 2-4, 3-4 ) et un chif

fre romain décrivant leur position relative o 



obtient ainsi: 

= 0000
1
000 

0 1 "'1 1 

I 
8~00 lilo 811 = 

= 8000 ,110 
1 1 

II 8000 ,210 811 = 1 1 

= 8000 ,210 
1 1 

· I 000,000 812 = 81 2 

II 000,110 
812 = 81 2 

III 
812 = . 

000,100 81 2 

80001200 = 1 2 

000,000 
0 2 = 82 2 

t 
813 = 0001000 

81 3 

II 000
1
010 

813 = 81 3 

= 
000

1
010 

81 3 

= 
000

1
011 

81 3 

= 8
ooo

1
olÏ 

1 3 

= 

= 

= 

= 

- . 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

... 154 -

(IV-46) 

8000 ,100 000
1
010 = 81 1 · 1 1 

000,100 81 1 = 000
1
010 

81 1 

000
1
110 

81 1 = 000,120 
81 1 · 

000
1
110 

81 1 = 000,120 
81 1 (IV-47) 

0001 loo -8 . -1 -2 
000

1
010 

81 2 

ooo
1
ïïo 

81 2 = 000,110 
81 2 

000
1
010 

81 2 = 000,210 
81 2 

000,020 
81 2 = 000,120 

81 2 · (IV-48) 

(IV-49) 

ooo,ooï 
81 3 

000
1
110 

81 3 = 
000

1
100 

81 3 

000,110 
81 3 = 000,100 

81 3 

000,111 
81 3 = 000,101 

81 3 

8000,111 = 1 3 
8000,101 

1 3 (IV-50) 
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I eooo 1ooo 8000,100 8000
1
110 814 = = = 1 1 4 1 4 1 4 

= 80001001 
1 4 = 8000,101 

1 4 = 80001ï1ï 
1 4 

8
rr 
14 = 80001010 = 1 4 

80001010 
1 4 = 80001210 

1 4 

= 80001011 
1 4- = 80001011 

1 4 = 80001211 
1 4 (IV-51) 

I 80001000 80001100 8oooloïo 823 = = = 2 3 2 3 2 3 

= 80001001 = 8000,101 = 80001011 
2 3 2 3 2 3 

8rr = 8ooo1Ïlo = 80001110 = 8oool1Ïo 
23 2 3 2 3 2 3 

= 80001ï1ï = 80001111 =· 80001111 (IV-52) 
2 3 2 3 2 3 

I 80001000 80001010 80001110 824 = = = 2 4 2 4 2 4 

= 80001001 
2 4 

=. 80001 oll 
2 . 4 

= · 80001111 
- 2 4 

8
rr 
24 = eooo

1
100 

2 4 = 80001120 
2 · 4 = 80001100 

2 4 

= 80001101 = 80001ï2ï = 80001101 (IV-53) 
2 4 2 4 2 4 

I 80001000 834 = = 3 4 
$0001110 

3 1 4 = 80001100 
2 4 

8rr = 8000
1
010 = 80001010 = 8000,210 

34 3 4 3 4 3 4 

8
111_ 
34 - 8000,ÏÏo 

3 I 4 = 60001120 = 3 4 
130001220 

3 4 

= 80001100 = 8000
1
110 = $000, 200 (IV-54) 

3 4 3 4 3 4 
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Il est intéressant de déduire la forme analytique dans 

certaines i ntégrales aux 'points .de haute symétrie de la première 

zone de BR ILLOU I No Ainsi le long de l'arête HKH, on peut obtenir 

les e xpressions des bandes d'énergie n ; on a, en effet, su i vant 

cette di r ecti on: 

Hll 
I 6 SII = ,)',l - 3 611 + + ... 11 

H22 
I 6 SII = a 2 - 3 622 + + ... 22 

Hl4 = H23 - H24 = Hl2 = H34 = 0 

Hl3 (1 e iç;) I 3 SII . .. ) = + ( B13 - + 
" 13 (IV-55 ) 

é; est un paramètre variant de - TI à + n aux points H et possédant 

la valeur O au po i n t K. 

Les express i ons des quatre bandes d'énergie ,, sont, dès lors: 

(IV-56) 

" ( C) - H ( C) + IH (C) 1 = " 1 - 30111 + 6 SI1Il ~3 s - 11 s 13 s ~ µ 

+ ( ✓ 2 +2cos O ( Bî 3 - 3 Bi~ + • •• ) 

E: (C) - H (C) - IH (C) 1 = "1 - 3 0111 + 6 QI1Il 4 s - 11 s 13 s ~ µ µ 

- ( ✓ 2 + 2 CO s ç) ( B Î 3 - 3 B Î ~ + • • • ) 

On voit que les bandes de valence et de conduction se recouvrent le 

long de cette arête. On ne peut plus atte indre le niveau de FERMI, 

sans faire appel à la statistique quantique, et, en conséquence, il 

est possible d'obtenir les express i ons théoriques du potentiel 
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d'ionisation, de l'électroaffinité et des largeurs de bandes 

d'énergie. Nous reviendrons sur -ce point dans la d i scussion 

générale des propr i étés électroniques du g r aphi te. 

IV . 3 . 3 . Le_schéma_de_calcul_et_les_résultat s_énergétigues . 

Comme le déterminant séculaire de l a méthode LC A0 - SC F-C0 

ne possède pas de solutions analytiques simp l es, i l est nécessaire 

de recourir aux condi tions de BORN~voN KARMAN . Après avoir cal

culé les intégrales de recouvrement, les i n t égrales de coeur et 

les intégrales coulombiennes, nous . avons évalué les éléments de 

matrice de l'opérateur monoélectronique à par tir- d'indi ces de 
1 

liaison LCA0-H C0 . La diagonalisation de la matrice hermitique 

d'ordre 4 x 4 (ou de la matrice réelle symétr i que d'ordre 8 asso-
" 

ciée) en 500 points de la première zone de BR IL LOU I N fournit de 

nouveaux indices de liaison qui permettent de recalculer les élé

ments de matrice . Ce processus est poursuivi j usqu'à l a stabili

sation des indi ces de liaison . Dans le paragraphe suivant, nous 

décrivons les résultats obtenus dans différentes étapes du calcul. 
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Tableau IV . 6: Les i ntégrales ~dans . la base des orbi tales atomi ques 

av ec recouvrement. _ 

Type Entourage D · stance Intégrales de Intégr ales 
" A recouvrement coulornb i ennes (eV ) 

1- 0 0 1. 0000 10. 810 2 
2-2 0 0 1 .0000 10 0 8102 
1- 2 I 1. 42 0. 2 485 7 .2 404 
1-1 I 2 . 46 0.0352 5 . 39 41 
1-2 I I 2 .84 0 . 015 7 4. 802 8 
1- I 3.35 - 0 . 0 33 6 4 . 9063 
1-4 I 3 . 64 - 0 . 0161 4 . 3396 
2-4 I 3. 64 - 0 . 0161 4 .33 95 
1-2 II I 3 . 76 0 . 00 19 3.7086 
1- II 4 . 16 - 0 .004 2 3. 6 361 
1- 1 II 4.26 0 . 0006 3 . 29 30 
1-4 II 4 . 39 - 0 . 002 3 3 . 39 84 
2-4 II 4 . 39 - 0 . 0023 3 . 39 84 

Tableau IV .7 : Les i n t égrales dans la base d e s o r b i ta l e s atomiques 

orthogon a l isées .-

Type Entourage Di. s tance Elément Intégral e s Int é g r ales 
0 

A de T de coeur c o u lombiennes 

1-1 0 0 1.0777 11 . 20 15 
2-2 0 0 1.07 7 4 11. 187 8 
1-2 I 1. 42 - 0.13 72 - 2 .69 75 7 .25 48 
1-1 I 2 . 46 0 . 008 7 0 . 3793 .5 . 39 47 
1-2 II 2 . 84 - 0.0058 - 0 . 3 66 5 4 .7 965 
1-3 I 3.3 5 0.0124 1. 25 6 1 4.9 7 15 
1-4 I 3. 64 0 . 003 4 0 . 629 8 4.3 754 
2-4 I 3. 64 0 . 0045 0 . 69 47 4 . 3742 
1-2 III 3.7 6 0.0003 - 0.0551 3 . 6917 
1-3 II 4 . 16 - 0.0001 0 . 2036 3 .6 392 
1-1 II 4 . 26 0 . 0006 0 . 00 50 3.2 8 3 5 
1-4 II 4 . 39 - 0.0004 0 . 1060 3 . 3957 
2-4 II 4 . 39 - 0.0010 0 . 0 703 3 . 3 86 9 
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Tableau IV . 8: Les i n t égrales s et indices de lia i s ons . 
0 

·rype Entourage Distance(A) I ndices B {e V) 
de lia.ison 

1- 1 0 0 0.997 3 - 2 . 2 521 
2,-2 0 0 1 00 02 7 2.3 40 0 
1-2 I 1. 42 0 .5210 - 4 . 5860 
1-1 I 2.46 0 00 029 0.371 4 
2-2 I 2.46 - 0 0003 7 0 . 3 8 9 4 
1-2 II 2.84 -- 0.19 0 0. 0 9 64 
1- 3 I 3 .35 - 0 . 08 0 1. 46 2 4 
1-4 I 3. 64 · 0. 6 314 - 0 . 0010 
2-4 I 3 . 64 00014 1 0 .7 2 57 
1-2 I I I 3.76 - 0.0570 0.0501 
1-3 II 4 . 16 0 . 02 6 6 0 . 15 50 
1-1 II 4.16 0 . 0 0 00 o.ooso 
2-2 II 4.16 0. 0000 0 . 0050 
1-4 I I 4.39 0 .1000 0 . 0 023 
2-4 I I 4 . 3 9 0 . 0 501 - 0.0150 

Tableau IV.9: Les résultats énergétiques . (e V) 

;:: l (r ) = - 22. 72 69 ;:: 1 (A} = - 13.9141 

€2 ( r) = - 4 .7575 s 2 A) :::. - 13.546 1 

<- 3 (r) - 13 . 3 9 68 c::3 A ) = + 13.3991 

E: 4 ( r ) ·- 13.8268 2 4 (A) - + 1 3 . 8 59 4 

E: l (M) = - 9 .3 7 2 6 E: l(L) = - 8 .5307 

E: 2 (M ) = - 7 .05 7 9 c
2 

( L) = - 8 .3 2 92 

E: 3 (M) = L 95 7 2 :=; 3 (L) ·- 2 .520 1 

E: 4(M ) = 2.2 7 50 E: 4 ( L) - 2 . 6312 

o: l(K ) = - 1. 3415 c
1

(H) = - 3 . 33 6 3 

E: 
2 

( K) = - 3.4 7 82 E: 
2 

(H) = - 3.4 7 82 

E: 
3 

( K) = - 3.4 7 82 z 3 (H} = - 3 . 4782 

E: 
4 

(K) = - 5.3311 € 4 ( H) = - 3 . 33 6 3 

Les banà.es d'énergie 'IT du cristal de graphi te son t représentées 

suivant des directions privilégiées de la p r emi ère zone de BRI LLOU I N 

dans les figures (IV . 5, IV. 6, IV. 7 , IV.8, I V " 9) • 
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IV . 4 . Di scussions de la structure de bandes du graphite. 

Dans un plan de graphi te, la symétrie du réseau hexagonal 

i mplique la dégéné rescence des deux bandes d'én e r gie , au po int K 

de la première zone de BR ILLOU LN. Un plan de graphite isolé doit 

donc posséder des p r opriétés métailiques dues à l 'absence de ban

de i nter d ite . Au zé ro absolu, le niveau de FERM I est situé aux 

po i nts K; la bande de valence est doublement occupée et la bande 

de conduction complètement vide . Par . élév a t'on de température, 

des électrons de l a bande de valence migreront vers la bande de 

conducti on o L 'effet de l;élévation de températur e est ainsi d'aug

menter le nombre d'électrons dans la bande de conduction et de 

facil iter l e proc essus de conduction électronique. En toute ri

gueu~, le plan de g r aphite est un semi-conducteur à bande d'éner

gie int~rdite nulle et on devrait observer, contrairement à 

l'expérience, un coeff i c i ent thermi que positi f . On remarque , par 

contre, que la structure de bandes du cr i s t al de graphite présen

te des recouvrement s de la bande de conduction et de la bande de 

valence au vo i s inage des poin t s de symétrie Ho Dès lors , même au 

zéro absolu, certains électrons occupent des états de l a bande 

de conduction, l aissant des trous dans l a bande de valence . Cette 

situation est caractéristique d'un métal et d onne lieu à un coef

ficient thermique négatif observé expér i menta l ement . De plus, on 

peut évaluer aiséme n t le nombre de porteurs l i bres à température 

normale grâce aux procédés traditionnels de l a physique de l'état 

solide. En utilisant un développement limités aux plus proches 

voisins et en introduisant nos paramètres, nous calculons un nom

bre de 0.9 10-S électrons libres par atome. Dans un plan de g r a

phite à températ u r e ordinaire et de 0 .93 10- 5 p our le cristal de 

graphite . Des mesures de susceptibil i té magnétique fournissent 

une valeur de 4.1 10-S électrons libres par atome . 
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Nos résultats de largeur de bande de valence (11.5 eV 

pour un plan de g r aphite et 19 . 2 pour le cr i stal réel) peuvent 

être comparé aux 15 ~ 3 eV obtenus par CHAK L_ N[1. 39 J utilisant 

la seule techn i q e d' i nvestigati on des bandes électroniques: 

le spectre d'absorption des .rayons X mous o Il nous est impos

sible de ca l cule r le spectre .complet .sans p réciser les probabi

lités de transi t i on et la densité des états de valence . 

Enfin, le potentiel d~ionisat i on permet de déterminer 

la positi on du dernier niveau occupé. Nous prévoyons un poten

tiel de photoioni sati.on inaccessible à l' e xpérience de 3 . 55 eV 

pour un plan de graphi te et de 3 . 4 7 eV pour le cristal parfait . 

Afin d'atteindre le potentiel d' i mpact électr on ique, il est in

dispensable de modi.f i er le paramètre W de O . 60 eV[ 8 6 ]. Il est 

a i sé de montrer que cette variation n'affect e pas les intégrales 

de résonance 8 mais modifie l'intégrale monocentrique ; d'une 

valeur égale a oW. 
En effet: 

- \ I s = T T o S pq L, pr qs rs r s 
(IV-5 7) 

(,s w*+a w*) 
I ) T T s r s = /.., pr qs rs r s 2 

( IV·-58 ) 

= éi W I I T T s 
pr qs rs 

r s 
(IV-59) 

= oW 0 
pq 

( IV-60 ) 

d'où: 

6 S = 0 

oa = ôW 
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Nous é valuons a ins i le potentie l d'impac t é l ectronique à 4 . 15 eV 

pour un plan de graphi te et à 4 . 0 7 eV pour le cristal trid i men~ 

s i onne l. Les ~v a leu rs e x périmen tales sont de 4 . 0 à 4 . 3 eV . Il 

fau t remarquer, c ependant, que l'effet des surfaces peut modi

f i e r la structure locale des bandes d'énerg i e au vo i s inage du 

niveau de FERM I. 

La chaleur de sub limation ·du carbone graphite peut ê tre 

es ti.mée_par notre p rocédé . Cette g r andeur est déf l nie comme la 

différence e n tre l' é nerg i e cr i stall i ne e t la somme des énergies 

atomiques. En séparant les contributions des électrons -;r- et 0 , 

o n obtient l'ex pr e ss ion: 

·rr 

I 
k, n 

?î 

t=: kn 

0 0 0 0 

- { R " N + l r, ~n - I I ( 2 J ~~ _ k , n , 
k, n k,n k' , n 1 

00 
Kkn-k'n' ) 

(IV-61) 

La seconde partie de l 'expression (IV-61 ) p eut être considérée 

comme un terme satisfaisant les règ l es d'additivité . Si l ' on 

adopte une relat i on l i néaire avec l a longueur des l i aisons, on 

peut dé t e r mi ner l 'expr ess i on des contributions - c- c- à partir 

des chaleurs d'atomi sation de l'éthylène, du benzène et du 

naphtalène . La valeur du premi er terme de l 'expression (IV-61) 

est directement calculable en méthode LCAO-SCF-CO . La chaleur 

d'atomisation calculée es t de 16 7 kcal/ atome gramme . 

Ce rés~l t at ne peut, cependant, être p ris po ur une confirmat i on 

de l'attributi on de 170 kcal/atome gramme - généralement admise 

dans la littérature . Cette valeur intervien t , en effet, i mpl i 

citement dans les valeurs empiriques de chaleurs d'atomisation 

utilisées pour préc i ser les termes relatifs au système a. 
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Par contre, ce résultat conf i rme les poss i bilités de notre mé

thode, tant en ce qu i concerne l e calcul de différences éner

gétiques comme l es énergies de transiti .on, l.es potentiels d' ioni

sation ou es argeurs de bandes électroniques que les valeurs 

absolues comme l 'énergie totàle du système é lectronique. 

Enfin, il faut s i gnaler l'importance des modif ications 

apportées par les interactions entre plans successifs, particu

lièrement en c e qui concerne la largeur des bandes "• Ajoutons 

à ce sujet, que l a méthode LCAO-SCF-CO a montré l'instabilité de 

deux plans de graph · t e infin i. Cec i prouv e que la symétrie de 

translati on dans la direction perpendi culai r e aux plans de gra

phite est en grande partie responsable de la stabilité du système . 
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CONC LUS I ONS . 

La méthode des orbitales cristall ines décri te dans ce 

travail est équiva l ente pour décrire la str u cture é l ectronique 

des solides à l a méthode des orbit.ales moléculair es LCAO qui a 

dominé le déve l oppement de la chi mi e quantique mo lécul a i re de

puis les travaux de HUCK EL, 

Ut ilisant le fo rmalisme de l'approximation du modèle in

dépendant, notr e p rocé dé exi ge l'évaluati on des élément s de ma

trice de l'opérateur monoélectron i que du système c onsidéré . Dans 

les systèmes conj ugués, le calcul est s i mpl ifié par l'u't: ilisation 

des approximati ons de GOEPPERT-MAYER e t SKLAR . L 'erreur de corré

lation des fonctions d'onde, inhérente au l anga ge en orbitales 

est corr i gée par le recours au semi -empiri sme . Il s 'agit là du 

seul moyen actuel d' obtenir aisément une estimati on correcte des 

propriétés électron i ques et des caractéristiques énergétiques 

des grands systèmes . 

La méthode LCAO-SC F-CO permet d'obten ir la forme analy ti

que des différentes grandeurs électroni q ues telles les éne rgies 

associées aux orbitales cristall i nes, en p articulier, le poten

tiel d'ionisat i on et l 'électroaffini té du cristal . De plus, l a 

connaissance de la str ucture .des .bandes électroniques est fonda

mentale dans l'interprétation des propr i étés magnétiques et c on

ductrices des solides . 

Dans son état actuel, la méthode LCAO-SCF-CO a été p r o

grammé pour un ordi nateur IBM 360. Elle peut donc être appl iquée 

à tous les systèmes périodiques conjugués, c omme les cristaux 

moléculaires, l es polymères conjugués ou les macromolécules d' i n

térêt biologique . 
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1-·
I 

-----. 

Les ré sul t.ù . .:.:- a,::quis c1ans ::. 'étué!e d 'u.::c c:·~ ::...:=, r _ïo · .. :•,,;:liqne 

du cristal de graphite montrent les pcss~bi:lt~a ~e cet~e 
\ e.t 

méthode. La comparaison des -résu l ta.-!:s t hl""5criçues et c:;..:-r.,?.:: i::-· . .::::-. ' . 

taux permet, en pl~s, de tirer d'uti le~ =enseiq~ 2~e::tP cc~~e la 

structure géomét=1.quc du polyèn~ in::--'..:ü en 1 ' ;.. vûl·..l t .::.cn <lu spcct . .ce 

électronique dans la série polyé~isue. 

Le domaine d'application de la mé~ho~e ~es or~::~lcs cris-

tallines se présente com..,...,e \~n procécJé génsr::-.l C:' ,; ... _'..; ( .~ : .!.a !:.: ;.::.:uc-

ture de bandes des systèmes p~riodis ucs co~j csués L'~~~~r5t 6~ 

tels trava~x est évident; en ef~et, il est yossib~~, ~ : âce ~ c2 

procédé, d e supplter au ~anque dF ~r~c1.sic~ ~ut :•~~~ =~oe :c j an

nées expérincntales co!"!;me 1.e cas .~. -2 :;·_-.~:: s e ·:.·.:.:: c.:;c.. , ·,.;.;;~ r ou:::.- l es -:~

tentiels d'ionisation e:: :--!ême ë.'.Jd:e:.~':è ·L·e ,:e.: gr. :--,:',.-::.. : .· C.1.::..:icilC'

me:it accesstble~ à l' ~xpn-:.-ien.::e c.~1-ectf'? cor..:',:: : 'r: :ec~:-·0rt ···,;:1.::1 :.t~. 
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