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Chapitre 2.  Elasticité — Visco-élasticité

 Description des différents types de comportements
* Elasticité linéaire

 Loi de Hooke généralisée

* Energie de déformation élastique

* Relations de symétrie

 Thermo élasticité linéaire

* Viscoélasticité linéaire

* Modele de Kelvin-Voigt

e Modele de Maxwell
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Comportements / Modeles
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Modeles rhéologiques analogiques:

Dans la matiere, les liaisons interatomiques peuvent étre assimilées a des ressorts

Parfaits. Ce qui permet d’expliquer la force de rappel en élasticité.

Le ressort se déplace sous 'effet d’'une force tel que: D'WWMW‘

F =k Ax

Dans le modele du ressort et en se mettant dans le monde }WV‘

de la contrainte et de la déformation en élasticité linéaire, “Bx

AL I o AR F
on a. =E(T soit o=¢E "'—III h——>
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L'équation ainsi établie par analogie est |la loi de Hooke. Dans le régime Hookéen, |la

réponse est immeédiate et la déformation est instantanée.

Dés qu’on parle d’'un retard de réponse dans le temps, on parle de retard de

déformation. On dit qu’on a un retard temporel de déformation:

de_
dt

" — g —
[ WY [o—

c

Dans ce cas, on utilise un amortisseur.

! / i
I » .- - —— - -
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Si le comportement est linéaire - I"'amortisseur de Newton (idéal)

n
o =ne o - ¥
—— s
() C
Si le comportement est non linéaire > 'amortisseur de Norton

a ’. %
o= nE)/N I‘—l——-—l v —
0 i

|
iF

Pr A. DERARDJA



Ruptures, Seuils

Un mouvement par rupture de liaisons internes dues au glissement.
Contrainte seuil: Patin ou Elément de Saint Venant

—0, < 0 < O
Compression Traction

Si la contrainte n’atteint pas la contrainte seuil, le patin ne peut pas glisser
—> Pas de déformation.

Déformation seuil: Butee —ale L——»

—&, < € < &
Si la déformation n’atteint pas la déformation seuil.=> Pas de réaction



5 Modeles rhéologiques possibles

Le ressort 'amortisseur de Newton Le patin La butée

L'amortisseur de Norton

Sans tenir compte des aspects physiques, ces modeles sont utilisés pour décrire

le comportement.
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Montage des modeles:

En série:

En parallele:

La force est la méme =

Conservation de la contrainte
0 =04 = Op

Sommation des déformations
E=E&4 1 &g

Une sommation des forces =
Une sommation des contraintes
O = 04 + Op
Conservation de la déformation
E=¢&4 = €pg



Différents types de comportement

. Elastigue
Fragile Ductile S
non linéaire
(o2 g o
E E E
Meétaux fortement durcis Meétaux Elastomeres
Thermodurcissables Thermoplastiques
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Elasticité linéaire
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Le modele de I'élasticité linéaire est utilisé pour décrire un matériau qui répond
comme suit lorsqu’il est soumis a un essai de traction uniaxial, en maintenant les
niveaux de contrainte suffisamment bas :

> Les déformations dans le matériau sont petites = linéarité,

» Les contraintes sont proportionnelles aux déformations = linéarité,

» Le matériau retourne a son état initial quand la charge appliquée est annulée
—> Elasticité,

» 1l n’y a pas de dépendance de la vitesse de chargement ou de la déformation

— Elasticité.



Stress (Force/Area)

T

ELASTIC <1 PLASTIC

Engineering
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Avec plateau d’écoulement
e (M Pa)

a, R limite d'clasticite oun d'¢coulement

£, : déformation ¢lastique

£,

-
VY
.. < a
.E - wlffre— €T, —
.............. a 0 .i._'l e

Modéle de Prager: plasticité linéaire

ECROUISSAGE

- £(%)

' élastique

il

I’

<,

1]
I r

¥

Modeéle de Saint-Venant:

ﬂ r = b L ™ o L | ] bl £ -
v clasticite lincaire + plasticité parfane
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Sans plateau d’écoulement

a {MPa) a, I, : limite d*clasticité ou d'écoulement
| £, : déformation élastique

Elastoplasticité parfaite
‘ ECROUISSAGE

Deformation irréversible
. Plasticite
 SANS palier d'écoulement

Déf.
Efaanua

‘-
P%ﬁ%\—(’w‘

"l‘i"

<

= £(%)

e (W Pa)

[

Déf.

o, R,:limite d'¢lasticité¢ ou d'écoulement
£, déformation ¢lastique

ECROUISSAGE

5, —"n."n."-h".*.‘v—*—_l—

' @lastique

'
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Loi de Hooke généralisée
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La relation contraintes-déformations pour décrire les matériaux anisotropes est de

la forme:
0ij = Gijr1 (€1 — iAT)

Ou Cjjk est le tenseur d’ordre 4, appele tenseur elastique de rigidite et ay; = ay

est le tenseur des coefficients de dilatation thermique.

La relation contraintes-déformations est inversible:

€j = Sijki Ol + AT

Ou S;jji est le tenseur élastique de compliance (ou de souplesse)
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Relations de symétrie

Le tenseur élastique de rigidité est constitué de 81 termes d’apres sa définition,
donc 81 proprietés du matériau a déterminer! Heureusement, Cj;i; doit satisfaire

les relations de symétrie suivantes: Cijx1 = Criij = Gijixk = Gjika
Ce qui réduit le nombre de constantes a 21.

Le tenseur élastique de compliance (souplesse) doit satisfaire les mémes relations:

Sijkl = Sklij = Sijlk = Sjik



Les relations de symétrie reposent sur ce qui suit:
» Le tenseur de contraintes est symétrique, ce qui ne peut étre possible que si:
Cijx1 = Gjik
» Si la densité d’énergie de déformation existe pour le matériau, le tenseur
elastique de rigidite doit satisfaire : Cjjx = Cyjij

= Ciji = Gijik et Cijrg = Ckij

P d0jj ou
Or, par definition on a:  Cjji = . et oy = o
92U 92U 92U
— Cii] = et donc: = ce qui correspond a: Ciiiy = Cyss
llkl 6sijask1 a&‘,i]‘askl a&‘,k]aei]‘ G P llkl kh]



Ces symétries permettent d’écrire les relations contraintes-deformations dans une

forme matricielle compacte:

og=Cle — aAT)

o1 | [€1) €13 c13 €14 c15 €16 ] | e11 | o
o2 | / C C24 C25 C2G E22 22
o |38 C— €34 €35 €36 o | £33 o — | @3
023 C44 C45 C46 2ea3 a3
T13 C45 C55 C56 2e13 2a13
| 012 C46 C56 COb _ | 2e19 | 2019

C1111 C1122 — C2211
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La forme inverse donne:

e =50 +aAl
I 512 @13 514
5

12 522

81111, nnn

524

S1133 — S3311
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515
5256
535
545
555

55




Energie élastique de déformation:

C’est une grandeur qui représente le travail fourni par unite de volume pour
déformer un matériau d’un état de reference sans contrainte a un état chargé.

Elle est indépendante de I'historique du chargement.

1 1
W = ECijkl(gij — ;AT ) (& — i AT) = §5ijk10ij0kl
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Matériau isotrope
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Pour la plupart des matériaux, mais pas tous, le matériau n'a pas d'orientation
caractéristique. Ainsi, si on découpe une éprouvette de traction dans un bloc de
matériau, la courbe contrainte-déformation sera indépendante de |'orientation
de I'éprouvette par rapport au bloc de matériau.

Ces matériaux sont dits isotropes.

Si on chauffe un matériau isotrope et homogene en augmentant sa température

uniformément, sa taille va augmenter sans qu’il ne change de forme.

Pr A. DERARDJA



Contraintes-déeformations
v’ La déformation est déterminée en utilisant le tenseur de déformation
infinitésimal &;; = (Bu;/dx; + du;/ox;) /2

v’ La contrainte de Cauchy oij est utilisée comme mesure de contrainte.

Les relations contraintes-déformations sont données par:

 e1p ] 1 —v —u 0 0 0 - 1

fon | v 1 @) 0 0 0 oo 1
less | 4| v v 1 0 0 0 733 1
| = L (AT |
| 2¢05 | (B)| © 0| 2(1+ v) 0 0 o 0
| 244 | 0 0 0 0 2(1+v) 0 13 0
B 0 0 0 0 0 214+ 1) | | o 0
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Sous leur forme compacte, les relations précédentes peuvent étre écrites en

utilisant la notation indicielle

1+V V
Eij — Tﬁi]‘ — EGkkSij ~+ O(ATSij

Ces relations peuvent s’exprimer en fonction du tenseur de compliance :

Eij — Sijkl Oyl T O(ATSU

14V v
= Sijkl= S (8:16ix + 6 81) — —~0ij Okl
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Les relations inverses peuvent étre exprimées par:

11
| 022
o3
o3
| 013

(1)1 2v)

1 0

1 0

1 — 0
(1-2v)

U 2

0 0

0 0
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Sous la forme compacte:

_E v EqAT
Oij = m{gij T 8kk6ii} ~12v 00

Les relations contraintes-déformations en fonction du tenseur élastique de rigidité
Cijk1 S'eécrivent:

0ij = Cijk1(€x — aAToy)

E
2(1+V)

EV 6“6k1

= Cijia =
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Etat de déformation plane: Il découle d’'un mouvement plan, défini par un champ

de déplacement de la forme suivante :

oUy _ 90Uz _ 1L —
axg_axg_o avec:U; =0
033

€33 = €33 = &3 =0



Il en résulte un tenseur de déformations de la forme suivante :

£11 11— — 0 11 1
11
| £99 .'—[;_7..”}.' - 11— 0 gag | F(14+2)aAT | 1]
229 D 0 2 12 U]

Par application de la loi de Hooke, on en déduit la forme du tenseur de

contraintes:

_'I:Tj.l 1 - T-" T.-" u E‘ll | _1_
H FoAT .
| — 1 1 — 0
| U2 (140 (1—2v) - €22 | 2w | 1]
| 012 0 0 ~ u 2e19 0
E EqAT
Avec: 633 = V(£11+822) x 613 == 023 = O

(1-2V)(1+V)  1-2V’



La contrainte 034 est différente de zéro ; elle correspond aux forces s‘opposant au

mouvement dans la direction 3.

En notation indicielle, les expressions sont:

1+V
Saﬁ — T O-aﬁ — VO_VVSaﬁ] + (1+V)C(AT5a’3

0,0 =—|e Y ¢ ] £
af — 14v|T@F T 1-2v “YYOap|  1-2v

aATcYaﬁ



Cet état de déformation se rencontre dans le cas de structures allongées dans
une direction donnée, et identiques a elles-mémes dans cette direction (tant au

niveau de la geéométrie que du chargement).
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Etat de contrainte plane: IR

S O O B
PYOY Y Ob oYy

JRIEIR

Cet état est défini par le tenseur de contraintes suivant :

11 1 0 £11 1
| craa | = [l—E;rij 1 0 | Ea9 ﬁliﬂj-.l 1
| F12 0 0 [1— H};"E_ 2e10

Avec: 0-33 — 0-23 — 0-13 — O



Par application de la loi de Hooke, on en déduit que le tenseur de déformations

correspondant est:

£11 1 —u [ 11 1

gon | = %, | —2 1 [ o | AT |1

2e12 | 0 0 2(1+4w)| | o2 [
Avec: €33 = —%(011 + 0,,) + aAT

Similairement, €55 correspond au changement de I'épaisseur du matériau

Perpendiculairement a la direction de la charge.



En notation indicielle, les expressions s’écrivent:

1+V v
fap = g |9aB T T4y OvvSap

] + aATdyp

E
Oup = Try |Eat + oy Ervoes| ~ 1oy AT 8ap

Des contraintes planes apparaissent par exemple dans le cas d’une structure
mince chargée uniguement dans son plan. Une telle structure est appelée une
cogue, et ne doit pas étre confondue avec une plaque, de géométrie comparable

mais chargée perpendiculairement a son plan.



VvV VvV V ¥

Plaques Cogues
Contraintes quelcongues Contraintes planes




Interprétation physique des constantes élastiques :

Le module d’Young E est défini par la pente de la courbe contraintes-déformations

en traction uniaxiale. Il représente la rigidité du matériau .

Le coefficient de Poisson v représente le rapport de la déformation latérale a la
déformation longitudinale en traction uniaxiale. Il varie entre 0.2 et 0.49, et sa
valeur est d’environ 0.3 pour la majorité des matériaux métalliques.

Pour un matériau stable - 1< v <0.5.

Siv =0.5, le matériau est incompressible, son volume reste constant quelque soit sa

déformation.

Siv =0, la dilatation de I'échantillon ne-cause.pas une contraction latérale.



Le coefficient de dilatation thermique a mesure le changement dans le volume
d’'un matériau s’il est chauffé en absence de contraintes. Il est généralement petit;

pour les aciers par exemple a = 6-10x10° K1,

Le module d’élasticité isostatique (bulk modulus) mesure la résistance matériau au

changement de son volume. Il prend une valeur plus importante que celle de E.

Le module de cisaillement G, noté également i, mesure la résistance au volume
préservant les déformations en scission. Sa valeur est souvent légerement plus

petite que E.



Constantes élastiques isotropes et densités pour guelgues matériaux

Material Mass density Youngs Modulus Poisson Expansion

p/ Mgm3 E /| GNm™? R::}ia coeft K1

Tungsten Carbide 14 -17 450-650 0.22 5 % 10~
Silicon Carbide 25-32 450 0.22 4 % 10°°
Tungsten 134 410 0.30 4 % 10°°
Alumina 3.9 390 0.25 7 x 10~°
Titanium Carbide 49 380 0.19 13 x 10°°
Silicon Nitride 3.2 320-270 0.22 3 x m“ﬂ
Nickel 8.9 215 0.31 14 % 109
CFRP 1.5-1.6 70 —200 0.20 92 % 10-°
Iron 7.9 156 0.30 13 % 10°°
Low alloy steels 7.8 200 - 210 0.30 15 x 10°°
Stainless steel 7.5-7.7 190 - 200 0.30 11 % 109
Mild steel 7.8 196 0.30 15 x 109
Copper 8.9 124 0.34 16 x 109
Titanium 4.5 116 0.30 9 x10°°
Silicon 2.5-32 107 0.22 5 x 1079
Silica glass 2.6 o4 0.16 0.5 x 10°°
Aluminum & 2.6-2.9 69-79 0.35 29 % 109

alloys




D’autres constantes élastiques peuvent étre utilisées:

V4 [} [} V 4 ° ° E
module d’élasticité isostatique (bulk modulus): K =
3(1-2V)
. , VE
module de cisaillement: u =—— et module de Lamé: A=
2(1+V) (1+V)(1-2V)
LAME SHEAR YOUNG'S POISSON'S BULK
MODULUS MODULUS MODULUS EATIO MODULUS
A - [f:z;a} 1; J.Fz
3A+ JA20
A, - A 2( A1) 3 j
MNE Irrational TIrrational Trrational
\ Al1-2v) A1) {1-22) All4v)
1 3[;3'3:«} ﬂK[_FI:'—l} ) =
A K 2 3K\ :iH—A .
w2 —E) T ik
H, B FEEETY 25 3(3p—E)
2py 2143
By ¥ 0 2u(l + v) EEI_M
3R 241 14T 32
u, K — Kin 23K 1)
E v I I '3y
’ KRB "SER KT —
3 — 4 dh-E
E, K Yy 9K -F GA
3Kv TR{1—2v)
v, K (L10) 2(115] JK(1 — 2v)
Tableau reliant toutes les combinaisons possibles




Energie de déformation :

Uexpression de I'énergie de deformation est formée de deux parties:
_ o€ T
Eij = &ij T &

Ou: 8] = alATo;; représente la deformation due a la dilatation thermique

(déformation thermique).

1+V V

et ej—?aij—gakkdij représente |la déformation due au chargement

mécanique (déformation élastique).



Sous chargement, la densité d’énergie de déformation est donnée par:

— 1 €
W = 5 O-ijsij

Elle peut étre écrite, également, sous la forme:

1+ v %
W = R O'ijO'ij — ﬁo-kko-jj

Ou encore:

2(1+v) VU © 201+Vv)(1-2V)

e _.e
€ij€kk



