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Bevezetés

A matematikai statisztikdban egyre nagyobb jelent0ségre tesz szert a
rendezett mintak elmélete. A rendezett mintdk elméletének jelentdségét az adja
meg, hogy eredményei barmely (folytonos) eloszlasi statisztikai sokasagra
alkalmazhatok; modszerei tehat 1. n. ,nem-paraméteres“ modszerek, amelyek-
nek alkalmazasi kore sokkal tdgabb, mint a ,paraméteres“ mddszereké, amelyek
csak bizonyos megadott tipusti eloszldsok esetében alkalmazhaték. A mod-
szer masik f0 elénye a gyakorlati alkalmazasok szempontjabol, — kiilonosen
a minoségellen6rzés matematikai statisztikai modszereit illetbleg — abban
rejlik, hogy sokkal kevesebb szdmoldst igényel, mint mas ismert statisztikai
modszerek.

A szazad eleje ota tobben, igy K. Pearson [1], L. v. Bortkiewicz {2},
E. L. Dodd [3}, L. H.C. Tippet [4] és M. Fréchet [5] foglalkoztak olyan részlet-
kérdésekkel, amelyek a rendezett mintdk elmélete korébe sorolhaték, azonban
szovjet matematikusok, A. N. Kolmogorov [6], V. I. Glivenko [7], N. V. Szmirnov
[8], B. V. Gnyegyenko [9] és tanitvanyaik voltak azok, akik, felismerve a
problémakdr nagy elméleti és gyakorlati jelentoségét, azt osszefiiggd elméletté
fejlesztették. -

Kiilobnosen az elmult hdrom évben szdmos cikk foglalkozott ezzel a
problémakorrel ; ezek koziil kiemeljik B. V. Gnyegyenko és V. S. Koroljuk
[10], B. V. Gnyegyenko és E. L. Rvacseva [11], B. V. Gnyegyenko és V. S.
Mihalevics [12], V. S. Mihalevics [13], J. D. Kvit [14], G. M. Mania [15] és
1. 1. Gihman [16] munkdit. Eredményeik tovdbbfejlesztésébe szamos mas mate-
matikus is bekapcsolodott: kiemeljitk ezek koziit W. Feller [17], J. L. Doob
[18], F. J. Massey [19], M. D. Donsker [20], T. W. Anderson és D. A. Dar-
ling [21] munkait. A problémakdr 1947-ig terjedbleg viszonylag teljes biblio-
grafidja megtalalhaté S. S. Wilks [30] tanulmédnydban, amely 90 dolgozat fel-
sorolasat tartalmazza.

Jelen dolgozat célja egy 0j mddszer bemutatasa, amelynek segitségével
a rendezett mintdk elméletének ma mdar klasszikus eredményei meglepd egy-
szeriiseéggel nyerhetdk és amely lehetové teszi szdmos Gj tétel bebizonyitasat
is. A modszer lényege abban 4all, hogy a rendezett mintdkra vonatkozo
problémékat fiiggetlen valosziniiségi valtozok Osszegeinek vizsgdlatira. vezeti
vissza. Az 1.§ tartalmazza a moédszer ismertetését, a 2. § néhany ismert tétel
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egyszerii bizonyitasat az 4j modszer segitségével; a 3.§ a modszerrel elér-

hetd 1j eredmények megfogalmazdsat tartalmazza az empirikus és elméleti
eloszlasfiiggvény osszehasonlitisara vonatkozolag, amelyek A. N. Kolmogorov
és N. V. Szmirnov alapvetd eredményeihez csatlakoznak. Jelentse F,(x) egy F(x)
folytonos eloszlasu statisztikai sokasagbdl vett n elemii minta (empirikus) elosz-
lasfliggvényét (vagyis F,.(x) az x-nél kisebb elemek relativ gyakorisagat jelenti a
mintaban); Kolmogorov meghatarozta ?Fn(x)—F (x)| fels6 hataranak, Szmirnov
pedig az(F,(x)— F(x)) felsd hatardnak hatareloszlasat; a 4.§-ban az -Fl(x—)—_—f——i),

F(x)

il | El(xl)'"(_x)F(x) % viszonylagos eltérések felsd hatdrdnak hatarelosziasat ha-
tarozzuk meg. Ehhez mddszeriinkon - kiviil a 4. §-ban kozolt segédtételekre
van sziikség, amelyek Erdds Pdl és M. Kac [22] eredményeit dltalanositjak. Ezek
a segédtételek onmagukban is érdekességgel birnak. Az 5.§ a 3. §-ban megfo-
galmazott eredmények bizonyitdsat, a 6.§ pedig a tételeinkben szereplé hatér-
eloszlasfliggvények numerikus kiszdmitdsdra vonatkozd megijegyzéseket és ezek
kiszamitasat szolgalo tablazatokat tartalmaz. Az 1. §-ban ismertetett médszerre
S. Malmquist [23] egy tételének elemzése utjan jutottam; az 1. § tartalmazza
tobbek kozott Malmquist tételének egy uj és egyszerli bizonyitasat is. Egy
masik egyszerii bizonyitdst ugyanerre a tételre Hajos Gydrggyel egyiitt talal-
tunk és egy kozos dolgozatunkban [24] kozoljiik. Mindezek a vizsgalatok az
Alkalmazott Matematikai Intézet Valdsziniiségszamitasi és Matematikai Statisz-
tikai Osztalyainak kozos szemindriumdban folytatott megbeszélésekbd! indul-
tak ki. A dolgozatban foglalt eredmények egy részét eldadtam 1952 szeptem-
berében Krakowban és Wroclawban, tovabba 1953 januarjaban a berlini
Humboldt-egyetem kongresszusan*, valamint 1953 szeptemberében Varsoban
a VIH. Lengyel Matematikai Kongresszuson. Ez utébbi alkalommal A. N. Kol-
mogorov akadémikus néhdny igen értékes megjegyzést tett, melyekért ezuton
mondok neki koszonetet. Az Intézet munkatarsai koziil koszonettel tartozom
Liptdk Tamdsnak, aki néhany részletszamitds kidolgozdsdval, tovabba Paldsti
llondnak ¢és Vdrnai Péternének, akik a numerikus szdmitasok elvégzésével
vettek részt a dolgozat elkészitésében.

1.§. Egy 1ij mddszer a rendezett mintdk elméletében

Kiindulunk a koévetkez6 specialis esetbél: legyen adva egy exponencidlis
eloszlasi ¢ valosziniiségi valtozd értékére vonatkoz6 n-elemii minta, vagyis n
fliggetlen megfigyelés eredménye, amelyeket jeloljenek C;, Gy, . . ., &,; masszoval
&, &, ..., G fiiggetlen és ugyanazon exponencidlis eloszlasfiiggvénnyel biré
valosziniiségi valtozdk (n-==1,2,3,...). Sziikségiink lesz az exponencidlis

* Ez az el6ad4s a kongresszus kozleményeiben ,Eine neue Methode in der Theorie
der geordneten Stichproben® cimen jelenik meg.
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eloszlas kovetkezb j(’)lis'mert tulajdonsagara: ha & exponencialis eloszlasu, ugy
PE<x+yll=y)= P(E<X) (.
(ha x>0 és y=0)~
Ez a tulajdonsdg egyébkent egyértelmiien jellemzi az exponencialis elosz-
last. Legyen ugyanis { eloszlasfiiggvénye F(x), tigy
- - F(x4-)—F(y)
. = — 4
PE<x+yiE=y="—""F5 -
tehat (1. 1) ekvivalens a kovetkezd relacioval:

- P(x+y) = P(x)P(y), (1.2)

ahol @(x)-:-1—F(x); marpedig ismeretes, hogy a 0 = @(x) = i¢ feltételnek
eleget tevé fiiggvények koziil a d(x)=-0 és D(x)==1 trividlis esetektdl
eltekintve a @(x)=-e* (4 > 0) fiiggvényekre és csak ezekre all fenn az (1.2)
fiiggvényegyenlet. '

Kiilonosen szemléletessé valik (1. 1) jelentése, ha a & valosziniiségi val-
tozét mint egy véletlentdl fiiggd idotartami esemény id6tartamat interpretéljuk.
Ezen interpretacio mellett az (1.1) allitds gy fogalmazhaté6 meg, hogy egy
exponencidlis eloszlasti idOtartami esemény esetében, amely egy y idopontban
még folyamatban van, az, hogy még meddig fog folyni, fiiggetlen y-tél, vagyis
attél, hogy miota folyik.

Ha a &,, &, ..., G, szdmokat nagysag szerint elrendezziik és bevezetjiik a

Gi=Ri(5,8,...,8) (I1=k=n) (1.3)

jelolést, ahol az Ri(x,, x,, .. ., Xu) n-valtozos fiiggvény az x,, x,, . .., X, szamok

koziil a nagysag szerint k-adikat jelenti (k-=1,2, ..., n), tehat példaul =~ min & -

1=k=n
*

és &, == max G, 0gy a Lt=03=... =0, rendezett minta elemeinek elosz-
lasa és egyiittes eloszldsa igen egyszeriien meghatarozhatd. Ebbdl a céibol
interpretaljuk a §, valtozokat mint egymastol fiiggetlen események idotartamait ;
akkor i annak az eseménynek az idotartamdt jelenti, amelyik k-adikként ér
véget.

Szamitsuk ki mindenekel6tt a Ci.,—0Cr kiilonbségek eloszlasait. Ha
Lr=1y, ugy |

PEin—8>x|Gi=y) = PG >x+y|S%=) (1.4)

és az (1. 4) jobboldalan annak valosziniisége 4all, hogy az y id6pontban még
folyamatban 1évdé n—k esemény koziil egyik sem ér véget x--y idbpontig;
ennek értéke viszont (1. 1) szerint

[P(Q > x)]n-k — (n-k)huw
€s igy Gr1—C; feltételes eloszlasfiiggvénye Ci=- y feltétel mellett
P(Gin—Ct < x|Ci = p) == 1—e" Wi (1.5)

* P(A) az A esemény valoszinlségét, P(A\! B) az A eseménynek a B feltételre vonat-
kozo feltételes valosziniiségét jeloli.
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Mivel az (1.5) alatti eloszlas nem fiigg y-tol, (1.5) egyben megadja ;.1 —UCx
feltétel nélkiili eloszlasfiiggvényét is; ugyanis a teljes valdsziniiség tétele szerint

PEa—5<x)= | P@u—E <x|5=1)dGi(y) - 1—e 01, (1.6)

. 0 .
ahol Gi(p)-nal jeloltiik i eloszlasfiiggvényét. Tehdt a Gi,;—&; kiilonbségek

maguk is exponencialis e!oszlésﬁak('ni—k); varhatd értékkel és igy a

Ors = (n—k) Gk —Gr (k==0,1,2,...,n—1) (1.7)
valtozok mind 71.— varhato érteékii exponencialis eloszlassal rendelkeznek. ((1. 7)-

ben definicioszeriien {3=0). :
Az elmondottakbdl az is kovetkézik, hogy a 0,,0,, ..., d, viltozok Osz-

 szességiikben fiiggetlenek. Ugyanis egyszeriien belathat6, hogy a

PG —Ge<x|Ci==y1, G—L==ypo, .. , G—Liy-=p);(k ~1,2,...,n—1) (1.8)

valosziniiség nem fiigg az y,, y,, ...,y valtozoktol; ez nyilvanvalo, hiszen a feltéte-
lek azt jelentik, hogy {1 =y, G =wm—+¥2, ..., &k = Y1 + Yo+ --- + Ji, vagyis meg-
adjak, hogy a f= 0 id6pontban egyidejiileg kezd6d6 n esemény koziil elsének
befejez0d0 k esemény mely idépontokban fejezodott be; a feltételek azt jelentik,
hogy a t =y, + ¥+ .-+ id6pontban még n—k esemény van folyamatban,
és annak a valosziniisége, hogy ezek koziil legalabb egy véget ér ¢+ x ido-
pont elbtt, 1—e®r=  jgy tehat az (1.8) baloldalan &ll6 valésziniiség
1 —e-®-Miz_gzel egyenld, vagyis nem fiigg az y,, ¥, ..., y» valtozoktdl és ez
equivalens azzal, hogy a i, —C; valtozok és igy a d; valtozék is (k=1, 2,..., n)
Osszességiikben fiiggetlenek. Ilyen moddon tehat a i valtozok eldallithatok
(51 : (;2 dl;

ok '-'"’";z‘“'+n__]‘"*"""?“;:'k—_}:—l"a k "']:2)“-"” (I'g)’

alakban fiiggetlen és egyforma eloszldsi valtozékbdl képezett linearis kifeje-
zések formdjaban. (1.9) gy is kifejezhetd, hogy a & vdltozok Markov-ldncot
(mégpedig 1. n. additiv lincot) alkotnak. (1.9) segitségével i eloszlasa, ill.
a Gi valtozok koziil tetszbleges szami valtozd egyiittes eloszlasa explicit
alakban meghatéarozhato. _

Nézziik most meg, hogy az elmondottak hogyan alkalmazhatok altalaban
rendezett mintdk vizsgalatdra. Legyen & egy tetszoleges, folytonos és mono-
ton névekvé* F(x) eloszlastiiggvénnyel rendelkezd valdsziniiségi valtozo, legyen
(&,8:,. .,8x) a S valtoz6 értékére vonatkozo fiiggetlen megfigyelésekbol allo n-elemi
minta, vagyis legyenek &,&, ..., &, Osszességiikben fiiggetlen és ugyanazon

* Azon, hogy F(x) monoton novekvd, azt értjiikk, hogy szigorian ndévekvo abban
a legkisebb (a, b) intervallumban, melyre F(a)==0 és F(b)==1, ahol a==—o0 és b=-+}oc
is lehet, )
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(folytonos) F(x) eloszlasfiiggvénnyel rendelkezd valosziniiségi valtozok. Rendez-
ziik el a &, mintaelemeket nagysag szerint, vagyis kepezzuka &= Ru(&, 5, ..., &)
aj valtozokat (k=1,2,..., n).

- A rendstatisztika feladata a & valtozok v1zsgalataban all; ez.azonban
vias:.avezetheto arra a specialis esetre, amikor a . véltozok exponenclahs
eloszlasuak (és igy — az (1.9) képlet szerint — - fiiggetlen valosziniiségi
valtozok oOsszegeinek vizsgdlatara), mégpedig a kovetkezOképpen : legyen

. FE) és G=- log-f!; k—1,2,...,n),  (1.10)

jelentse 7 =- F(E) Az 73, 4z - -5 Y valtozok koziil a nagysag szerinti k-adikat,
vagyis legyen m = Ri(1, 1o - - 5 Tjn), tovdbba legyen :

Yin+t-k

- log—*—]—. (k=1,2, ..., n). (.11

Mivel log 7]( monoton csokkend fliggvény, tehat

4;;:'-;‘Rk(‘;1,gQ;---ygn)y (k - 1:2"-'),1) (112)

vagyis & a &, &, ..., & valtozok koziil a nagysag szerinti k-adik. Mivel a
E. valtozokrol feltettiik, hogy fiiggetlenek, kovetkezik, hogy a & valtozok is
fiiggetlenek.

Vizsgaljuk most meg a G, valtozok eloszlisat. Ha 0=x= 1 gy
y = F ' (x)-szel jelolve az x == F(y) fiiggvény inverz fiiggvényét (amely —
F(x) szigorian monoton novekvé lévén — a 0= x =1 intervallumban egy—
értelmiien definidlva van); nyerjiik :

P(. < x)—P (log ) PESF (e )= 1—F(F () —=1—e *,
FE) ~ N
ha 0=x=1, tehat a {,, &,, ..., &, valtozok fliggetlenek és exponencialis el-

oszlassal blrnak, mégpedig 1 varhatd értékkel. llyen médon maguk a & valo-
szinfiségi valtozok elballithatok

(01 3 6n+1 k) :

g Fl(etnmi)—=F Yo ot ) k-1,2,..,0)  (1.13)
alakban, ahol ¢,,0,,...,0d, fiiggetlen és ugyanazon 1—e™* exponencialis
eloszlasfiiggvénnyel bird valdsziniiségi valtozok. Eredmenyunkbél az is kovet-
keznk hogy az

r}t i On+l-k

e 1. 14
nln'l - ( )
hanyadosok fiiggetlenek egymastol (itt definicioszeriien #y. = 1), tekintve,
hogy a Oy valtozok, mint lattuk, fiiggetlenek. Egy masik k0vetkezmenye
(1. 13)-nak, hogy a &,&._,, ..., & vdlfozék Markov-ldncot alkotnak; ugyanis

(1. 13) szerint

1 O+
log - F(.

&nv}‘ = F l Sn— L+l) n-k y (]. 15)
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tovabba &, .¢.: €s 0, fliggetlenek egymastol, tekintve, hogy

s, B
E:-k:ﬂ'—"F"lI(? (T‘+"m_“"" n- 1.- )]

Arra a tényre, hogy a & valtozok (k== 1,2,...,n), vagyis egy rendezett minta
elemei, Markov-lancot alkotnak, elészor A. N. Kolmogorov mutatott rd 1933-ban
[6b] dolgozataban. A jelen dolgozatban foglalt #ij modszer ebbdl az alapvet6
megallapitasbol indul ki; ebben a tényben rejlé lehetdségek teljes kiak-

ndzasa azonban csak azaltal valt lehetségessé, hogy a (i = transz-

= |0 ‘

gF(EM D
formacio segitségével a {&} Markov-lancot additiv lanccd alakitottuk at.
Ezzel kapcsolatban érdekes megvizsgalni altaliban a kovetkezd kérdést: mely
{&} Markov-folyamatok esetében adhaté meg egy G.(x) fliggvénysereg tigy,
hogy az 2= Gi(&) valtezok additiv Markov-folyamatot alkossanak. Ehhez
sziikséges, hogy a P(& < xI§ =) =— F(x, s, ,t) eloszlasfiiggvény eleget tegyen a

dF 9F (6F 9*F _ oF &°F )__ &*F (aﬂF(oF)__aj_F qF”

Ax 9y \ gy ax*ay  ax oxay*l” oxaylax*\ay) ay*\ox
differencialegyenletnek. A kérdésre mas alkalommal vissza kivanunk térni.

Az i véltozok nyilvanvaloan egyenletes eloszlastiak a (0, 1) interval-
lumban, hiszen ha 0 <x <1, ugy

POp<x) - P& < F (X)) F(F () = x (1. 16)

és igy az np=-Ru(1,, 1y, - .., na) valtozok nem masok, mint egy, a (0, 1) inter-
vallumban egyenietes eloszlasii sokasagbol vett n-elemii minta nagysag sze-
rint elrendezett elemei.

(1. 14)-bol kovetkezik, hogy

i * VK
pLE x, tehat az( ’,fk )vd[—
Nk+1,
tozok fiiggetlenek és egyforma, mégpedig egyenletes eloszldstuak a (0, 1) inter-
vallumban. Ez S. Malmquist tétele, melyet a bevezetésben emlitettiink; ennek
a tételnek egy elemi bizonyitdsa a {24] dolgozatban talalhato; a fent adott

bizonyitds még egy fokkal egyszeriibb.

és mivel P(e owi- i < x) — p(o‘,,,,1 #< log%{):: e

2.§. A rendezett mintdk elméletének felépitése az uj modszerrel

Az elmondottak alapjan a rendezett mintdk elemeinek hatareloszlasara
vonatkozo eredményekhez igen egyszeriien lehet eljutni. Hogy errdl képet
adjunk, bebizonyitjuk a kovetkezd tételeket:*

* Ebben a §-ban is az 1. § ban bevezetett jeloiéseket hasznaljuk.
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1. 1.tétel: Ha k=1 rogzitett pozitiv egész szdm, ugy

ﬂ te-! ‘
lnmP(n§A<x) (k Ty dt, (x>0),

vagyis nCy hatarértékben k-adrendii l‘—eloszlassal rendelkezik.
Bizonyitds: Mint lattuk,

Pt 3 : ()k

G G s s

ahol d,,0,, ..., 0, filggetlen, exponencialis eloszlasti valdszinfiségi valtozok,

1—{wazmammw@g@wmmmﬁ§%:;ﬁﬂﬂﬁ%%we

(n+41—j)e-o+l-pe (x>0)
és igy egyszerii szamolassal kovetkezik, hogy &k siirliségfiiggvénye
| n k-1 —1) .
a) (e S5 e,
g

tehat nl; siirliségfiiggvénye

. _ _ ':? o - - __J_
el fitetcir M

Mivel

¢
lim n(l —e ") -,

L-» 0

tehat nCy siiriiségfliggvénye, ha n —»oc, konvergal a

-1 ot
(Gl
fliggvényhez, vagyis egy k-adrendii I'-eloszlas stiriiségfiiggvényéhez.
Az eredményt el6re lathattuk volna & kovetkezd meggondolassal:

nghe - o0, .. +m+%7q73—; (2.2)

J-..o

azonban 0,-}0,4-.-+0 surusegfuggvenye e i—’ U— - valtozo
g k—D)1° ran—

viszont sztochasztikusan 0-hoz konvergil, ha n —o.

A kovetkezb segédtételre van sziikség, hogy ezt a meggondolast szabatos
bizonyitassa épitsiik ki:
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- 1. lemma: Legyen y,=a,-}8,, ahol ¢, és B, valosziniiségi vdltozok,
«, eloszldsfiiggvénye G.(x) tovdbbd*
lim M(8,)=0 és lim D(g,)--0.

n—» o n-» Qo

Tegyiik fel, hogy a Gn(x) eloszlasfuggvenyeknek létezik a hatdrértéke, vagym

fenndll, hogy
lim G.(x) = G(x)

n=>w

a G(x) eloszldsfiiggvény minden folyfonossdgi helyén. _/elol]e F, (x) a y.eloszlds-

fiiggvenyét; akkor
hm F,,(x) = G(x).

Bizonyitds: Feltehetjiikk az a]talanossag megszoritdsa nélkiil, hogy

M(p.) —=0. Ekkor a Csebisev- -egyenldtlenség szerint P(|f] > &) < —5— D(ﬁ")

tehdt tetszbleges ¢ >0 és d >0 szamokhoz megadhatd olyan n(s, d) pozmv
egész szam, hogy ha n>n,, ugy P(|8.|>¢&) <d. De akkor _
Fu(x) = P(y. < X) = P, < x+&)+P(B. <—8); (2.3)

ugyanis, ha «,f, < x, ugy vagy «. < x-}s, vagy «, = x-¢, de ugyanakkor
g.<—e és igy teljes valosziniiség tételének alkalmazéasaval adodik (2. 3)
Hasonloképpen ~

Fa(x) = P(yn <Xx)= P(e, < X—8)— P(p’n >¢); (2.4)
ugyanis, ha e, < x—z¢, akkor vagy «,-+8. < x, vagy an—l—é’nix de ugyan-
akkor 8, >« Tehat

Gu(x—8&)—0 = F,(x) = Gu(x + &)+ 0.

Elvégezve az n — oo hatdratmenetet és figyelembevéve, hogy « és o tetszileges
kicsinynek valaszthatok, kovetkezik, hogy

G(x—0)= lxm F,L(x)< IlmF x)= G(x+0)

vagyis, hogy G(x) minden x folytonossag1 helyén
lim F,.(x) == G(x).

Ezzel az 1. lemmdt bebizonyitottuk.
Az 1.1. tétel ebbdl a lemméb()l azonnal kovetkezik, mivel

(J—D9 J NS o S ( (J——l)d N =1y
’"(Z =) == S P& ATy
és igy a lemma feltételei teljestilnek.

Az 1.1. tétel segltsegevel egyszeriien meghatarozhatjuk #5 hatareloszlasat
iS; ugyanis nmy x == e és igy

P(n(l ——)‘u«ﬁ—l /;) < X) = P(g = ]()g ._1~}_) R

"+ It és a tovabbiakban M (#)-val a 3 valdsziniiségi valtozo varhato ertékeét, D(g)-val
pedig a szorasat jeldljiik.
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1
log —— i
: 1___..,
Mivel lim - - ——- .- 1 és a I-eloszlas folytonos, kovetkezik, hogy n(1—ns1-x)
L o E '
-t
hatarértékben szintén k-adrendii /-eloszlasu, ( k 01 ¢ (t = 0) stirfiségfiiggvény-

nyel. Marmost az 7 valoszinliségi vaitozok egyenletes eloszlastak a (0, 1)
intervallumban és fliggetlenck; az egyenletes eloszlas sznmmetrnaja kovetkez-
tében ugyanez all fenn az (1—u;) véltozokra is (k==1,2,...,n) és igy

S Rk(rll’ Tay < o ey 7[71) és 1 _72k+l— 5 :—Rk(l — 1, 1—'.1‘.2, ey 1—7],,)
egyforma eloszlasuak. Ezért tehat fenndil a kovetkezd

1.2. tétel: Az n ne € n(l——v;,m ) vdltozok eloszldsa, ha k=1 rig-
k-1 et

zitve van és n—oo, konvergdl a t
y ’ g (k 1)|

(t=0) surasegﬂzggvenya k-adrendii

1-eloszldshoz.*

Az 1.2. tétel segitségével meghatarozhatjuk & és &,y . hatareloszldsait
is; ezek azonban — ellentétben az #; és L vdltozOk hatareloszlasaitol —
fiiggni fognak az F(x) eloszlasfiiggvényt6l. (Lasd [8]-at.)

Most bebizonyitjuk a kovetkez6

1.3. tételt:** v és yna-x hatdrértékben fiiggetlenek, ha n — o< ugyan-
akkor pedig k és j rogzitve vannak, vagyis

x oy

. e u 1,5-1
lim P( r <—— 1—1‘1n+1..;i<%)::1 ‘ (k ~ etIdudr.
0o

yoroo —OG—1)!

Bizonyitds: Mindenekel6tt bebizonyitunk egy segédtételt:

2. lemma: Legyen y,== «,-+ 8, ahol «,és 3, valosziniiségi valtozok,

lim M(2,) ==0 és lim D(3,) =~ 0, fovdbbd legyen 0, fiiggetlen «,.-t6l. Ha F,(x)

jelenti «, éloszla’sfiiggvényét és Gu(y) a 0. eloszldsfiiggveényet, tovibbd a
lim F,(x) = F (x) és lim G.(y) - - G(y) hatdreloszldsok léteznek, akkor

> o n=» Q@

lim P(}’n<xv dn<)’) F(x) G(y)’

n—>w

vagyis y. és 0, hatdrértékben fiiggetlenekké vdlnak egymdstol.

* Az 7;; valtozdk eloszldsa véges n-re pontosan is kiszamithaté és hataratmenettel
némi szamolassal igy is bebizonyithaté az 1.2. tétel (I.H. Cramér [25] 370—371). Ezt a
tételt itt azért bizonyitottuk be m¢ dszeriinkkel, hogy annak felhasznalasat el6szor egy egy-
szerll eseten keresztiil mutassuk meg.

** 1 4sd H. Cramér [25] 371. Ezt az ismert tételt azért targyaljuk itt, mert modszeriink
jobban megvildgitja a tételben kifejezésre juté tény melyebb hatterét, mint a tétel ismert
bizonyitésa.
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_ Bizonyitdas: Valasszuk (mint az 1. lemma bizonyitasanal) n értékét olyan
nagyra, hogy ha n > n,, tgy P(|8.] >¢) <d.” — Az 1.lemma bizonyitasanal
alkalmazott meggondolashoz hasonléan belathatd, hogy ha »n > n,, ahol n, az
£ €s J pozitiv szamok megvalasztasatol fiigg, ugy

P, < x—80,<Y)—0=P( <X,0, <)< P, < x+¢0,<y)--0 (2.5)
és mivel feltevésiink szerint «, és J, fiiggetlenek, tehat
P, < x+¢& 0, <y)=F(x38)G.(y)

¢s ugyanugy, mint az 1. lemma bizonyitadsandl, nyerjiik, hogy olyan x értékekre,
amelyek F(x)-nek folytonossagi helyei

lim P(; < x, 0, < )= F(x) G(p).

n-»

Ezzel a 2. lemmat bebizonyitottuk.

Marmost
. . ()1_ , ' ()'n _): . -
Cap—logn= 7 o =2 —log n+ I,
e Oy 7()'2 N 0; .
ahol 55 -—-*;'1, n—1" f";l—l:——-l___—].—' és 1gy
lim M(E;) - lim D(7)=0.

. . . ’ ():i-ﬂ . diwl -k 5 §
Mivel tovabba a -—— 4 ...+ - T — log n 6sszeg fiiggetlen & -tol és
fim nlog -- - L tovabba mar tudjuk, hogy
n . ] “_;—{

o "
lim P(ni<y) ‘ LS -e'dt
nomy B B S DY ’

tehat

J Lp-t
lim P 1},<—-— I — a,,,;_,\*' llHlP‘5,+1 k= = log - )‘(f L])!‘H (2.6)

De az 1. lemma szerint

hmP Coit im—ray = lug——)::hm P( Cnet 4 = Iog——’ 2.7)
eés az 1. 2. tétel szerint
: th-le !
hmP(Ln 1k = log— ) limP ni < — ) =0 -dt. (2 8)

(
A (2 6), (2. 7) és (2. 8) osszefiiggésekbdl az 1. 3. tétel allitasa kovetkezik.
Az 1. 3. tétel segitségével kiszamithatjuk az 7, — 7 kiildnbség hatarelosz-
lasat is. Ennek azért van jelent6sége, mert nn—»n7 nem mas, mint az
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(71, W, - - - 7jn) minta terjedelme és egy minta terjedelmét fel lehet hasznalni
az eloszlas szorasanak becslésére. Mivel nagy n-re 1-hez kozeli valosziniiséggel
i kozel van 1-hez és 7 kozel van 0-hoz, nyilvan az n[l — (i, —m3)] véltozot
kell vizsgdlnunk, mivel n#l és n(l—uny;) az 1.3. tétel szerint hatarértékben
fiiggetlenek, Osszegiik hatareloszlasa egyenlp hatdreloszlasaik kompozicidjaval.
Mivel mind n17, mind pedig n(1 —) hatdreloszlasanak siiriiségfiiggvényee—=, ha

x =0, n[1—(nn—mn7)] hatareloszlasanak stiriiségfiiggvénye 'e"‘x’-")e'-'/dy - xe™,
0
ha x=0, tehat n[l —(1,— ny)] hatarértékben 2-rendfi I"™-eloszlasi valoszinii-
ségi. valtozo. ' '

Az r;; valésziniiségi valtozok hatreloszlasai segitségével a & valdsziniiségi
valtozok -hatareloszldsai meghatarozhatok; ehhez azonban, mivel & = F H(nh),
sziikséges az F'(x) inverz fiiggvény ismerete. Mivel ez az inverz fiiggvény
az esetek tobbségében nem irhat6 fel explicit alakban, ez hxzonyos szamitas-
technikai nehézségekkel jar.

Eddig a rendezett minta & elemeinek (ill. 7 és &i transzformaltjainak)
hatareloszlasat azon feltevés mellett vizsgaltuk, hogy a & sorszam (ill. j=--n+1—k)
rogzitve van €s ugyanakkor n—oo; ezt a problémakért a minta ,szélsd elemei®
vizsgalatanak nevezik. Most atterunk a & (. x, ill. &¥) elemek hatdrelosz-
lasanak vizsgalatara azon feltevés mellett hogy n-el egyiitt k is végtelenhez
tart, mégpedig ugy, hogy |k—nq| korlatos, ahol ¢ allando (0 <g < 1). A &n
valtozora, ahol k-—=[nq], ez feljesiil; ezt a valtozot a minta g-quantilisének
nevezik; specidlisan, ha n=:2m-1, ugy &,,1 a minta medianja; nyilvanvalo,
hogy a minta g-quantilise nem mas, mint a minta empirikus eloszlasfiiggvé-
nyének g-quantilise és igy a minta medidnja nem mds, mint a minta empiri-
kus eloszlasfiiggvényének mediénja ennek megfelelden, ha n paros, n==2m,

Em + gmi—l

gy a minta medidnjanak a - szamot nevezziik.

Be fogjuk bizonyitani a k0vetkezé tételt,* amely tartalmazza azt az alli-
tast, hogy a minta g-quantilisei hatarértékben normadlis eloszidstiak, feltéve,
hogy az F(x) eloszlasfliggvény eleget tesz bizonyos egyszerii feltételeknek.

1.4. tétel: A §,8,...,& figgetlen valdsziniiségi vdltozok kozis
F(x) eloszldsfiiggvényének létezzék az f(x) == F’'(x) siiriiségfiiggvénye és tegyiik
fel, hogy az (a, b) intervallumban, (a < b), f(x) folytonos és pozitiv; akkor, ha
0< F(a)<g< F(b)< 1,tovdbbd, ha | k.—nq| korldtos (tehat a fortiori lim L q)

> 0

igy &, hatdrértékben normdlis eloszldst Q=- F'(q) koriil, vagyis az F(x)

* Az irodalomban ez a tétel a

a fk,,—-nq}'gA

feltétel ennél kevesebbet kivan meg.
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eloszldsfiiggvény q- quanttltse mint kbzépérték koriil, megpedzg

i p[— =0 j .
n>o _Ll/qxl——q) V2.7T v
Qv n

Bizonyitds: El6szor vizsgaljuk meg {hy-x hatareloszlasat:
n+1-k 3
“Kn o
- > i
Sn=l A ﬁ n“l’“]_"J b)

ahol a d; valtozok fiiggetlenek €s exponencidlis eloszlastak, 1—e * (x=0)
eloszlasfuggvennyel tehat M(dj)=D*(d))=1 és

(2.9)

M(|o,—1}%) :I|x— 1Hedx < |.e'-fdx + “'x"e Tdx=T.
0 0 ’ 0

De akkor
Il+{:k,, 1
M= MG = = 7
9 . 7:+[—~kn 1
SZ.. D Gvitony) = L — 2.10
(- +1A) % (n_l_l_j)g ( )
€s
N 1l+l:1kn o __1 1:3 n+1—k,, 1
Ky = M( J =17
= A i—j| & @ET=y
és igy
) ' K., 1

tehat, ha n — oo, tigy ul

r®

tira alkalmazhat6 a kozponti hatareloszlastétel Ljapunov-féle alakja és igy

, hogy a (2.9) osszegek soroza-

(et —M ) 1o
lim P2t =Ma ) [e T dt. 2.12
n-» @ (' Sn ) sz’l‘t ( )

Marmost ismeretes, hogy

2%-..— In m—-C4-do,

k=1

,ah(')l C az Euler-féle dlland6, tovabba megadhaté olyan A>0 allando, hogy
]dml<-;-;4-1—. Egyszerii szamolassal belathatd tovabbd, hogy ha H=h=2, agy

I

1 1 1 1 1

_— =<

SF= 2 k(k—l) T B HT RSy
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és
$r v o 1 1
k—h kuJ;:;—.hk(k-'l*]) A h H—l—l i h H H(H—!—l)
tehat .
1 l ‘
. $< 1. .
v _ P +h(/z—l) ahol 0< &< 1 "(2 13)
Ennélfogva '
: M, - log +s,, (2. 14)
és '
szl _ —]~—{—s" (2. 15) .
n - kw n Py .
. 2A , . B . . P . .
ahol |&| < =— és l&/| < -, AésBaz n-tol nem fiiggd allandok; ennélfogva
” ‘ n . . n
* ontl-ky 7T T
n+l-kn = Mn . kn rrr .
S : l/”— —+&, | (2.16)
' nk,

ahol |&)’| = wl/ﬁ és W0 n-tol fiiggetlen allando. De ha i1 — o, dgy

ky .
——q és igy &

n — (0 és ezért

\
G-k, — lOg kn* ‘ 1 .E
lim P x| e e e 2dt. 2.17
"erx "(“]l—k,, 1/251 J . . ( )
" Tnk, e,

A rovidség kedvéért vezessiik be a q,Lz% jelolést, akkor tehat (2. 17) szerint

* 1 '
Cn+1—kn“_‘10g_“ 1 x t2
lim P| - I <& [e T4t 2. 18)

e = I
' ng, ”

3 (2. 18)-bél kovetkezxk hogy

Mivel Z5.1y, = 108 == F(§
k

lim P(EZ,>F "(q,,e"xvl’:;: -

Pl ]
n—» o ‘/

Viszont a differencialszamitas kozépértéktétele ertglmeben

'dF"(x)')
dx

e‘ 2 a’t (2.19)

F‘l(y)-F"(x)z.(y—x)( , ahol x<z<y

R R
. Ll A

o
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és igy

F ' (gne qui) _ F“(q,.)—l—qn(e'xl/%—l)(‘qf;(@)mm’

X

= N (1-—0.)0
ahole " <$,<1; azonban g.(e V"% —l)='——xV(—l——-’({")&'(l+gn),
ahol lim ¢, =0, tehat (2. 19)-bdl kovetkezik, hogy

| .« _p | re
lim P = S —F E;];) ( 51 ——<x|= v_;_fe 2dt.  (2.20)
e (el gy D) =
Sa=qnYn

Most szuksegunk lesz a kovetkezt') egyszer(i lemmara:
3. lemma: Ha n,==a,e¢,+ b, ahol lima,=a>0 és lim b,=0b,

tovabbd F,(x) jeloli ac,-}-b eloszldsfz‘iggvényé;-:?'; Gn.(x) az elZ;zo;dsfiigg-
vényét és létezik lim G.(x)= G(x), akkor

T lim F.(x) - G(x)

G(x) minden folytonossdgi helyén.
Bizonyitds :

Fo(x) = P(ac,+b<x)- G, (% x+—”i‘3-’;—b"—"
és mivel n— oo esetén lim (a"l—lamg-[-)—g’f ):x, tehat
lim F,.(x)= lim G,(x)= G(x),

ami nem mas, mint lemmank allitasa.
Alkalmazva ezt a lemmat, legyen e, =} n(&,—

1 _ .
ap = o és b, — VE(Q—F @) an,
l q“(l _qﬂ) (1 + gn) ( dl:jx(x—)‘):,w__q"an |
akkor, mivel (d—lf—i(fQJ = ], = ! , tehat lim a,= _f(_q_)_
dx Je=q  f(F'(@)  f(Q) n> o Va(1—q)

és mivel [¢g.—q}= %, ahol D n-t6l fiiggetlen allando, tehat
ba=Vn(Q—F (gn))a—0,

ennélfogva lemmank értelmében

1 1/q(1—9)
Q)

amit bizonyitani akartunk.

n->» @
v

e ' Tow
lim P =Q x| ! Je'?dt, (2.21)
V27

— e
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Tételtink allitasa ugy jellemezhetd, hogy az n-elemii minta g-quantilise
nagy n esetében kozelitdleg normadlis eloszlasu Q, vagyis a sokasig g-quan-

q(1—q)
tilise koriil, f(Q) V

Ilyen modon a mmta medidnja segitségével megadhatok azok a hatarok,
amelyek kozé 1-hez tetszélegesen kozeli valoszinfiséggel az eloszlds medidnja
esik. Specidlisan szimmetrikus eloszldas — pl. a normalis eloszlds — eseté-
ben az eloszlds medidnja megegyezik a varhatd értékkel és igy ezen az tton
a varhato értékre is kovetkeztethetiink.

A rendezett mintdk elmélete igen jol felhasznalhatd a tomeggyartas gyar-
taskozbeni statisztikai mindségellenérzésénél,* ami a valoOsziniiségszamitas
egyik fontos alkalmazasi teriilete. Tegyiik fel, hogy egy automatagépen gyar-
tott gépalkatrész valamely méretének (amely példanyrél példanyra bizonyos
apro véletlen ingadozdsokat mutat, tehat valoszinfiségi valtozonak tekinthetd)
eloszlasfiiggvénye, normalis gyartasi koriilmények kozott, a (folytonos) F(x)
fiiggvény; a gydrtasi folyamat ellendrzése céljabol bizonyos id6kozonként egy
n-elemii — pl. 5-elemii — mintat vesziink.

A minta elemeinek vizsgalt méretét lemérjiik és a kapott eredménye-
ket az 0. n. kontrollkdrtydra a mintavétel idopontjanak megfeleld abszcisszan
at huzott fiiggdleges egyenesre felmérjiik és egy ponttal jeldljiik; a felmérés
kovetkeztében a minta elemei maguktdl nagysag szerint rendez6dnek el. Annak
megallapitdsa céljabol, hogy a gyartisi folyamatban nem Iépett-e fel valami-
lyen rendellenesség (az automatagép beadllitdisanak eltoldddsa, a megmunka-
last végz0 gép valamely részének kopdsa, stb.) a kontrollkartyara 5, parhuza-
mos egyenesek altal alkotott savot rajzolunk fel, amelyek rendre megadjak
azokat a hatarokat, amelyek kozé az 5-elemii minta nagysag szerint legkisebb,
masodik, harmadik, negyedik, ill. legnagyobb elemének egy megadott valo-
sziniiséggel — pl. 95°/-valosziniiséggel — esniiik kell, normdlis gyartasi ko-
riilmények kozott. Ezen hatarok meghatirozasa az elmondottak alapjan igen
egyszeriien torténhetik, ugyanis ha & ]elentl a minta nagysag szerinti k-ik
elemét (k—1,2,3,4,5), ugy a

=

szorassal.

]0 ._.__]_
ETFEL)

valtozok eloszlasat, ill. egyitittes eloszlasat, mint lattuk, pontosan ki tudjuk
szamitani.

Ennek a modszernek a gyakorlati alkalmazdsaval a mindségellen6rzésnél
a Magyar Tudomanyos Akadémia Alkalmazott Matematikai Intézetének Mate-

* Lasd erre vonatkozélag L. I. Braginszki [26] munkajat; Braginszki szamitisai sza-
batossa tehet0k a rendezett mintak elméletének felhasznaldsaval; a gyakorlati alkalmaza-
soknal célszerfi a kontrollkartydkat a szabatos szamitdsok alapjan elkésziteni. '

32 Matematikai és Fizikai Osztdly Koézleményei. IlI. o.
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matikai Statisztikai Osztalya foglalkozik, a modszer felhasznalasahoz sziiksé-
ges tablazatok elkészitése is folyamatban van.

Nem folytatjuk itt a modszerrel nyerhetd tételek bemutatasat, csak
Osszefoglalasul kiemeljiik, hogy moddszeriink Iényege abban all, hogy segitsé-
gével mindezeket a tételeket az (1.9) képlet segitségével a valosziniiségsza-
mitas legfejlettebb fejezetének, a fliggetlen valészinliségi valtozok dsszegei hatar-
eloszlaselméletének ismert tételeibd! vezethetjiik le.

3.§. Az elméleti és empirikus eloszldsfiiggvény dsszehasonlitdsdra vonatkozo
uj tételek megfogalmazdsa

Az eddigi elmondottakkal csak azt mutattuk meg, hogyan lehet mod-
szeriinkkel a rendstatisztika bizonyos jolismert klasszikus eredményeit egysé-
ges 1j eljarassal egyszeriien bebizonyitani. Most ratériink arra, hogy milyen
ij eredmények nyerheték ugyanezzel a mddszerrel.

A. N. Kolmogorov [6b] egy alapvetd tételt bizonyitott be, amely krité-
riumot szolgaltat arra vonatkozolag, hogy egy minta szdrmazhat-e egy meg-
adott eloszlasu statisztikai sokasagbol, vagyis megmutatja, hogy hogyan lehet a
minta elemeinek eloszlasdb6l a teljes sokasdg ismeretlen eloszldsara kovet-
keztetni. Legyen

F.(x) =0, ha x =8, 2

F,,(x)x—ﬁ—, ha <x=&, (*=01,2,...,n—1) (3.1)
és

Fu(x)=--1, ha x> &,
vagyis jelolje F.(x) a minta empirikus eloszlasfiiggvényét, mdsszdval a minta
x-nél kisebb elemeinek relativ gyakorisagat. Kolmogorov tétele a kovetkezo-
képpen szol: _

— ' (— 1 Ye-23: b

lim P(Vn sup ]F,,(x)-F(x)l<y):3k=Z.¢( Lyre %, ha y>0
- +

e r 0 ha y=0. (32)

Kolmogorov tétele tehat az empirikus és elméleti eloszlasfiiggvények abszolit
eltérése felsd hatardnak hatdreloszlasat adja meg, amely hatareloszlds nem
fiigg az F(x) eloszlasfiiggvényt6l, amelyr6l a tétel érvényességéhez csak azt kell
feltenni, hogy folytonos. Kolmogorov tétele az |F,(x) — F(x)| eltérést ugyanolyan
sullyal veszi figyelembe, akarmekkora is F(x) értéke; ezaltal pl. az
|Fu(x) — F(x)| = 0,01 eltérés ugyanolyan sullyal esik latba olyan x helyen,
ahol F(x)=0,5, vagyis ahol ez az eltérés 2°,, mint egy olyan x pontban,
ahol F(x)==0,01, vagyis ahol az eltérés 100 °/-ot tesz ki. Ezen ugy segit-
| Fa(X) — F()|

F(x)

hetiink, hogy |F,(x)—F(x)| helyett az hanyadost, vagyis F.(x)

-
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viszonylagos hibdjdt tekintjiik. llyen médon természetesen meriil fel a gondolat,
hogy megvizsgaljuk az empirikus és elméleti eloszlasfiiggvények kozti viszony-

lagos eltérés abszolit értéke felsd hataranak, vagyis ’F”(xl):'(_xf )] fels6 hata-

ranak hatareloszldsat. ‘

Kolmogorov tételéhez hasonlo tételt bizonyitott be N. V. Szmirnov az
empirikus és elméleti eloszlasfiiggvények egyoldali eltérésére vonatkozdlag.
Szmirnov tétele a kovetkezOképpen szol :

lim P(Jn  sup (Fu(x)—F(x))<yp) - 1 —e2" (y=0) (3.3
R—>® ol + o
Ennél a tételnél is felmeriilt a viszonylagos eltérés vizsgalatdnak sziikségessége.

Ezeket a problémékat sikeriilt a fent vadzolt modszer segitségével meg-
oldani. A probléma megolddsa sordn egy természetes korlatozast kell beve-
zetniink : mivel F(x) tetszbleges kis értékeket is felvesz, nem célszerii
Fo(x)— F(x)

F(x)
‘Xo = X <-4 oo intervallumra vonatkozé fels® hatarat vizsgdlni, ahol x, az
F(x.) - a > Ofeltétellel definialt abszcissza; a értéke azonban tetszbleges kicsiny
pozitiv szdm lehet. Az 5. §-ban a kovetkez6 eredményeket fogjuk bebizonyitani:

nek az egész — oo < x < 4 oo intervallumra, hanem csak valamely

3. 1. tétel : B
yVIT"a
)
. N — e >dt, ha y>0
tim P{}Jn sup F"(x}(xf(x) )‘,< y) ~:s S (3.4)
o> b d=F@)=1|\ y
’ 0 ha y=0.
3.2. tétel :
ere _ @k+1)2m(1-0)
; @ 8y2a
| | | iz (—ipé
. — Fo(x)—F(x) | IT ) 2k+1
hmP(l/rz sup 7 |<y)* ha y >0
PR e=F@E) =1 (x) (3.5)
0, hay=0.
Megvizsgalhatjuk a F”(xl)u;_(—'x)F *x) valtozonak, ill. abszolut értékének azon
b

X, =X = X, intervallumbeli fels6¢ hatardnak hatareloszlasat is, ahol F(x.)= a,
F(x;)=—b és 0 <a <b < 1; az erre vonatkoz6 tételek a kovetkezdk :

3. 3. tétel : B "
IS

F"("}(})F(x))<y)y” e-[ | e"?d;

lm Pl n sup (

1> o . A= (=0

, (—oo<y<doo) (3.6)
€s

32%
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3. 4. tétel :
(@k+12ax1-a)
; F.(x)— F(x) ) Ty e 8y%a
] — — —_— "'—————ﬁ_._ : A ®
1LE¢P(VTI(1§§'%}))§b F(X) <y 7T k:[)( l) 2k+ 1 Ek’ (3 7)
_ L
ha y >0, ahol B Jad 2 J e 2duto
27T o

és

i @)

21y (-
o¢ f e > sinu du. (3.8)
V27 yl/ Siog
l—a

Ezek a tételek kritériumokat szolgéltatnak annak a hipotézisnek az ellen-
Orzéséhez, hogy egy &,, &, ...,5 minta egy F(x) eloszlasfiiggvényii sokasag-
bdl szarmazik. Ezeknek a kritériumoknak a jellegzetessége abban A&ll, hogy
egy olyan savot adnak meg F(x) koriil, amelyben a hipotézis helyessége
esetén az F,(x) empirikus eloszlasfiiggvényeknek bizonyos megadott valdszi-
niiséggel haladnia kell, amely sdvnak a szélessége minden x pontban F(x)-szel
aranyos (lasd az 1. abrat). Ez a sdv azonban nem szimmetrikus. Ezen gy
segithetiink, hogy a kritériumot kétszer alkalmazzuk, elészor a (§,,5,, ..., &)
mintara és az F(x) eloszlasfiiggvényre, azutan a (—§&,, —§&, ...,—&,) mintira
és az 1 —F(—x)=G(x) eloszlasfiiggvényre. ‘

Or ==

b e o )
,-// i

1. abra
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Mutassunk ra a 3.3. tétel egy igen meglep6 kovetkezményére: Szmirnov
(3. 3) tételébdl kovetkezik, hogy

~lim P( sup (Fa(9— F(x) < 0) =0, (3. 9)
vagyis annak a valosziniisége, hogy az empirikus eloszlasfiiggvény végig az
elméleti eloszlasfiiggvény alatt haladjon, O-hoz tart, ha n—oo. A 3.1. tételbdl
kovetkezik, hogy ,

lim P( Sup. (Fn(x)——F(x))<0) —0, (3.10)
" vagyis ugyanez &ll fenn akkor is, ha csak a (x.,-+ oo) intervallumot vizsgal-
juk; ezzel szemben a 3.3. tétel értelmében

ul/&‘ﬂ-—b)

@ e b-a " . -

lim P( sup. (Fn(x) —F(x)) < 0) o _fe‘ “[ f e 2dt|du>0, (3.11a)
0 o '

‘vagyis hatarértékben is pozitiv a valésziniisége annak, hogy azon a szaka-
szon, ahol F(x) értéke valamely a >0 és b <1 szdm kozé esik, az empi-
rikus eloszlasfiiggvény végig az elméleti eloszlasfiiggvény alatt haladjon, akar-
milyen Kkicsiny pozitiv szdm isa és akarmilyen kozel is van b az 1-hez. Ezen
eredménynek nyilvanvaléan jelentdsége van a statisztikai gyakorlat szem-
pontjabol is.
Azt, hogy a (3.11a) baloldalan a&li6 hatarérték pozitiv, Gihman [16] is

bebizonyitotta és azt az eredményt kapta, hogy

lim P( sup (F.(x)— F(x))<0)— arcsin|/ 20=0) (3.11b)’

n-> ==, b(l "a)
Gihman kozli tovabbd, hogy -- személyes kozlése szerint — a (3.11b)
eredményt mar Gnyegyenko ismerte. A (3.11a) és (3.11b) jobboldaldn A&llo
kifejezések természetesen azonosak; ez a kovetkezd meggondoldssal lathato
be: (3.11a) jobboldala nem mas, mint armak kétszeres - valészmusege, hogy

- (tz +y?)

1
az (x, y) sikon normalis eloszlasi és 578 2 siirtiségfiiggvényii pont a

O0<x<oo, 0 y< x V 92_1_:(_111) szOgtérbe essék; ez a valdsziniiség nem

mas, mint
a(1—"b) |
parete ]/ _b—a 1 arc sin l/ a(1—b) (3.12)
27 L b(1—a)’ )
1 21 412 i :
Ugyanis az —1-—3—5(3r " stirfiségfiiggvényii normléllis eloszlds korszimmetridja

27

folytan a ¢ nyilasi szogtérnek megfelel6 valosziniiség L

27
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A 3.1.—3. 4. tételeket az 5.§-ban fogjuk bebizonyitani. El6bb azonban
a 4.§-ban néhdny segédtételt bizonyitunk be, amelyek 6nmagukban is érde-
kességgel birnak.

4.8§. Néhdny uj hatdreloszldstétel

Legyen adva egy valdsziniiségi valtozok szériaibol allo sorozat :

_ g)l,lygﬂ,Z:-'-)gﬂ,]\'n (n:1,2,...).
Tegyiik fel, hogy az osszes &, , valOszinliségi valtozok varhatd értéke zérus.
és szérasa véges, tovabba, hogy az ugyanazon széridhoz tartozé valdszinfiségi
valtozok 0sszességiikben fliggetlenek és kielégitik a Lindeberg-féle feltételt; mas-

szoval bevezetve az F, »(x) == P(5.x < x) jelolést és felteve, hogy M(&, z) =
+ o

= f xdF, (x)=0, tovabba bevezetve az S, = Z Evv €s

- e
‘\"

B:=—D¥S,,,) = ,.._Z; D*(E.%) (n=12..)

jeloléseket, teljesiil a. kovetkezd relacio:
Nn

lim = > | #dFa—0, na e>o0 @ 1)
By a1 2o |
A fenti feltételeknek eleget tevd széria- sorozatokra vonatkozédlag a kovetkezd

harom tételt fogjuk bebizonyitani: -

4. 1. tétel:
,5 x hﬁ .
“ 2
lim P( max S.i<xB)={{ = j e fdt, ha x>0,
n-—> o 1=k=N, §]
0, ha x=0.
4. 2. tétel:
(2k+1)%n2
84 21 (_l)ke . 8z2
]lm P( max lSn i l < XB,,) _?_;T.—k-:() 2k+ 1 ’ ha x > 0 (4' 3)
n—> O I=k=N,
0, ha x=0.
4. 3. tétel:
Iim P(*}pr— min Sn 5 = max Sn "<xB")—
Ti—> G0 1=LE=N, 1=k=N,
; REt1)2n2
w @ 20ty 2k+ 1)
4 e “sin( x-{—y , _
_?;;) ST , ha x>0 és y>0; (4. 4)
.0, ha x -0 vagy y<O.

Megjegyzés: Ha y—x, ugy a 4.3. tétel a 4. 2. tételre redukalédik. A
4. 2. tétel tehat specidlis esete a 4. 3. tételnek.
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N

4.4. tétel: Ha A= D*(S. ), ahol 1= M, <N, és lim A— 2 (0=2<1),

ugy
lim P( max |S, | <yB,) =
n—»:o My < k=Npn
(@k+1Rn2 | 2 i
Z(-—I)h 8!(2 —: zdll—!—ﬂ;], ha y>0 (4. 5)
TC k=0 71:
¥
Z
0, hay=o0
ahol .
2k+1)'2-
ol e
2e 27 f B
0= —=— | e ¥sinudu.
b 27y 0

Megjegyzés: Ha M,=1 (és igy 41=0), ugy a 4.2. tétel a 4.4. tételbol
specialis esetként adddik.

Megjegyezziik, hogy arra a specialis esetre, amelyben az 0sszes szoban-
forgd &, » valoszimiiségi valtozok azonos eloszlasiiak, a 4. 1. és 4. 2. tételek allitasat
Erdés Pdl és M. Kac [22] bizonyitottdk be.* A fenti dltalanosabb tételek
bebizonyitasa céljabol az ¢ bizonyitdsukat annyiban modositjuk, hogy az ott
alkalmazott tobbdimenzids hatdreloszldstétel helyett kozonséges (egydimenzids)
hatareloszlastételt alkalmazunk. Ez lehet6vé teszi, hogy eredményeiket messze-
menden altalanmositjuk. A 4. 1.—4.4. tételeket -az 5§-ban segédtételként
hasznaljuk a ¢

sup

e=F(x)=b

FE ) Zaziodml F®

valtozok hatareloszlasinak meghatarozasara, ahol F,(x) a folytonos F(x) ei-
oszlasfiiggvényii & valdsziniiségi valtozéra vonatkozé n fiiggetlen megfigyelés
eredményeinek empirikus eloszlasfiiggvénye és O<a<b<1. Térjlink ra a
4. 1. tétel bizonyitasara. Legyen '

P'n(x)=P( max Sn.l.' < xB'”')‘

ISE=N,

(Fn(x)——F(x) . | Fu(0)—F(x) |

Legyenek az 1y, 7, ..., i, ... valosziniiségi valtozok fiiggetien, O varhato
értékii €s 1 szOrdsu normalis eloszlasu valtozok és vezessiik be a
k

Gr= 21 k—=1,2,..

v—-1

*  (Gondolatmenetiiket M. D. Donsker fogalmazta meg 4altaianossagban (I. [20b]).
Lasd tovabbd A. Wald dolgozatat, [27], amelyben egyforma eloszlasi véltozok esetében,
tovabba A. Wald [28] és K. L. Chung [29] munkait, amelyekben korlatos harmadik momen-
tumi valtozok esetében vizsgaljak az elsd nrészietdosszegek maximumanak hatareloszlasat;
utébbi erre a specialis esetre maradéktag-becslést is ad.
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valdsziniiségi valtozokat. Eldszor is azt bizonyitjuk be, hogy tetszOleges # >0
és pozitiv egész k esetén

h_mpn(x)ép(max (Z-:l’ ;2) ey CA')<(X_8)1 k_s_-zi( (4’: 6)
és ‘ H>w '
lim P,(x) = P(max (G, &, - - -, &x) < xV k). (4.7)

\ > o

Legyen ugyanis m;(j=1,2,...,k) azon legkisebb pozitiv egész szam, melyre

-~ ' P my

Z Dz(gn 1) = _ B;z
Nyilvanvalo, hogy l=m=m,=...=m, wN,.. Definialjuk most a kovet-
kezd valOsziniiségi valtozokat: :
dn 1= Sn myy n,] —_— Sn, n; Sﬂ L (j = 2, 3’ ey k). (4 8)
Konnyen belathatjuk, hogy minden rogzitett j esetén (j—=1,2,...,k) a
gn, mj_lx gﬂ, mj_l+‘.’ ety gn, Mj (n = 1) 27 .- ") (4. g)
széria-sorozatra szintén fennall a Lindeberg-féle feltétel. Bevezetve ugyanis a
B, ;= D*(dy;)

jelolést és felhaszndlva a (4. 1)-bol trividlisan kovetkezo
lim sup D*E.x)=0
P> ; ISk=N,
Osszefiiggést, nyerjiik, hogy tetszoleges d >0 esetén
%Bﬁg B,= I—Zd B,',, ha n > n,(9). (4. 10)
Igy tetszéleges & >0 mellett
1 v} ' ’ k 1 Ny +
) ] XdF, () =1 g J XdF, (%),
W, § r=m; l-!-ll !_.;eB n r=1 {z| >¢ B,
ha n > n,(d), ahol & -—sV—— A (4.9) alatti sorozatra tehat valdban teljesiil

a Lindeberg-feltétel. A kozponti hatdreloszlastétel szerint tehat

@x 2

lim P(d,, ;< XB"’j)zV%“ f e 2dt (G=1,2,...,k) (4. 11)
n—o M A

-
De a 4,1, 4,,, ..., 4. valosziniiségi valtozok fiiggetlenek és

tim Bni L
n-» K Bn - 7{

UG=12,...,k),
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tehat
A - x
hmP n"<—":; :1,23 )k) e
N> ® (Bu Vk J |
1 () (4. 12)
Zz__i)k ff Je A= dt,...dt.,
vagyis TR - |
hmP( Ay 1+ A, ;9+ A ; <x,j=1,2’.__’k):_____

.

| - ’

b T
)y JJ) .

(Tz)

ahol az integraciot az alabbi egyenlétlenségekkel definidlt 7., tartomanyra kell
kiterjeszteni :

(4.13)

Tei{—oo<t,+ by +t<xVk Jj=12,...,k}.
igy a kOVetkezot olvashatjuk le
lim P( max S, mj < xB.) - P( max, x dj < x k). (4. 14)

> ® 1=5=k
Legyen most
-n’k(x) "—“P ( maX S]c ,n. < XB,,)

I=j=k
és jelentse 11, ,(x) annak a valosziniiségét, hogy S.. az elsé "az §,
(j=1,2,...,r) tsszegek koziil, amely = xB,, vagyis legyen
11, .(x)=P(S,,, = xB,; max S,, i < XBn). .
1=<j=r-1

\Ol

Nyllvanvaloan 2 I, ()=1—P,(x) = 1.
Legyen m;.<r = m;, bevezetve a

() =P(S,,, = xB,; max S,.; < xB.; |Su m;—Su, .| Z¢B.) (4. 15)

1=)=,-1

és a

MTP,(x) = P(S..» = xBy; max S, ; <XxBu; |8, m;—Sn.r| <&B) (4.16)

1=j=r-1

jeloléseket, nyilvanvaloan
1T, ,(x) = 11 (X) 41T (%).
Alkalmazzuk a Csebisev-féle egyenlGtlenséget:

109 = 11, QO P(Se m—Sur| = ¢B) = 1o ) 22

€s vegyuk figyelembe a (4. 10) alatti relaciot; igy kapjuk, hogy

=11, 42,
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tehat
1— P, (x) = 211,,, (x)_ k +Z I (x).
Viszont
r>n TP, (x) = 1— P, x(x—¢), tekintve, hogy ha
S,l,r=;B,, €S |Sum;—Su,»| <&Ba, UY S, m;> (x—&)B;
igy '

1—Py(x) = 159 ““" 1 Py (X 8).

Ha fne'g figyelembevessziik a trividlis P, (x) < P, x(x) (k==1,2,..))
egyenlbtlenségeket is, nyerjiik, hogy

P i(x—&)— ‘;};{" < Po(x) = P s(%) (4. 17)

A fenti (4.17) alatti relaciot (4. 14)-vel osszevetve éppen a kivant (4.6) és
(4. 7) alatti egyenl6tlenségeket kapjuk.

Tekintsiik most azon specidlis esetet, amikor &, ; csak a -}1és —1
értékeket veszi fel és

P(_En_.kz—l"])_P(gn,k::—"1)=% (k ;,2,...,’1;11:‘1,2,...)
Ekkor

1 . \ (1 n ‘
Pn(x) = ? Z{ a s (‘7_1%2') - (2:2—1,4’[131";}-%-1 ) { , (4 18)

—n<y <[z} n]
»=nmod 2

ha x| n nem egész szam, és igy a Moivre—Laplace tételbdl kovetkezik, hogy

lim P,,(x)—V ‘ ' : (4.19) ~
Ezért, mivel (4. 6) szerint
11m P(max(%,, 5y ..., ) <xV k)= lim P.(x-}-¢) (4. 20)
és (4. 7)-bol
lim P(max($,, &, - .., G)<xVk=lim P,(x) (4.21)
m >
kovetkezik, hogy
- A
lim P(max(%, G, ..., ) <x/k)= —2—J e 2dt, (4. 22)
k—>> [2
0

és igy a (4.6) és (4.7) relaciokat még egyszer alkalmazva, (4. 2) kovetkezik.
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A most kozolt bizonyitds alapgondolata a kovetkezbkben foglalhato-
ossze: kimutattuk, hogy a &, . valtozdk specidlis vdlasztisa mellett fennall -
(4.2); ebbdl (4.6) és (4.7) segitségével kovetkeztettiink arra, hogy (4. 2)
akkor is fenndll, ha &, .= és az 7, valtozOk normalis eloszldstiak ; ebbol
jbol (4.6) és (4.7) segitségével kovetkezett, hogy (4.2) fennall tetszoleges,
a tétel feltételeinek eleget tevd &, ;. valtozok esetében is.

A 4.2. és 4. 3. tétel bizonyitdsa ugyanezen a gondolaton alapszik és
a megfelel6 modositasokkal 1épésrdl-lépésre megegyezik a 4. 1. tétel bizonyi-
tasaval.

Elegend6 a 4. 3. tétel bizonyitdsdval foglalkozni, mivel az, mint arra
ramutattunk, a 4. 2. tételt specidlis esetként tartalmazza. A bizonyitas elsé
részét felesleges részletezni, csak a masodik részével foglalkozunk.

Legyen tijbol P(&..»=1)=P(§, z-=-——l)=—;- (k=1,2,..., N;;n=1,2,...,)

és tegyiik fel, hogy a &.,x (k=1,2,..., N,) valtozok fuggetienek ugy a sik-
beli bolyongds elméletébdl ]ohsmert meggondolassa] kovetkezik, hogy ha i

B-—[yVn]41 é A=[x}n]41, tgy

P(—yln<Sui<xVn; k=1,2,...,n) = (4. 23)
— 41:;/1 [vk+.21 zviasmyn— "2”(/‘+B)~‘3R-k)‘I‘(7f~2v(A+B)+k—?/'--zr(A+1s)+2A~k)}] »
ahol
(1 (n
o Eﬁ‘ﬂ), ha k=n mod 2,
Ph == - 2 o (4. 24)
0 egyébként.
Mivel a Moivre—Laplace-tétel szerint
1 L@
— 2du, 4. 25)
; V«T 1n( )2" %J ( )
—_z-—bT<k<—
ebbbl egyszerii szamolassal kovetkezik, hogy
Aim P(—yVn<S, i<xVn; k=1, 2 , 1) —
N> 0 _(2}(,+1))n P (4 26)
w € e sin (2 i
YI k=0 2k+1

Ugyantigy, mint a 3. 1.tétel esetében, kovetkezik, hogy ugyanez a hatarér-
téke a (4.4) baloldalan allé valoszinfiségnek az altalanos esetben is.

A 3.4.tétel a 3.3, tételb6l a kovetkezOképpen vezethetd le: a teljes
valosziniiség tétele szerin® tekintetbe véve, hogy S, i, €s S..x—S», w, fligget-
lenek, ha k>M,, tovibba hogy

P( Max |Sux|<yB.)=P(—yB,<(Su i, -+ (Sn.x—Sn 1)) <¥Bn),

Mp<<k=Np
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kovetkezik, hogy
P( Max |S.i|<yB.)=

‘Iﬂ < '— ’I

=—f P(—" (x+y) B, <8ux—8u i, < (y—x) Bn) dF”(x)’ (4. 27)

-ahol F,(x) az SE""‘ valtozo eloszlasfiiggvényét jelenti. Mivel feltételeink értelmé-

My
ben az S,I,anZ &.r Osszegekre érvényes a Lindeberg-féle feltétel és
k=1

D(S" M”) i—ﬂ»l tehat (minden véges intervallumon x-ben egyenletesen)

Ba Bn
. 1ol 1 [ -¥
lim F,(x)= e Pduy=——1e 2du 4. 28
lim FO= 152 ) . 28)

Mivel tovabba a 4. 3.tétel szerint — figyelembevéve, hogy

D(Sn, Ny — n M,,) = VBA Ai ’
kovetkezik, hogy

lim p(—(x+y)Bn<Sn,k— e <(Yy—X)B.; k=1,2,..., fl) _
4 Ge

8y? . jr(y_.x) .
we orgpr Sk =55, ha —y=x=y (4.29)

O ha |x|>y,
tehat
, ]irr:n P(HMfi [S.. k|<an)*—
> s 4 "; (.Jc+1);,;{1~x) +y ;2,,:2
;Z 2% fl/-—— sin (2k+l)fr dx, ha y>0 (4. 30)
)O ha y=0.

Ebbdl egyszerii szamolassal kovetkezik a 3. 4. tétel, ugyanis

(21:;1 )ik )2

V2=

P @iz
Y S A 82
’ Vam o @k+1)x 2 > X dx — (—1)e Al

-y

G

&
}
[1
Nl ;__5 +
PETE

. (4. 31)
Marmost, mivel ¢ % integrdlja egy zart gdrbén eltfinik, tehdt ha a >0 és b
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valds, ugy
+a  (t-ib)3 a-ib ta £
e 2 e e
Jl/ I . V2x V27
+a _t‘3 ~412 b
e 2 2 2 ( 2
— dt—i—f J——::a’t e? sin avdv.
“a:[V 27 V2n +V2na
Ennélfogva
+y a2
i
y—Xx
— sm 2k+ 1)z dx=:
V @k+ 1)t
o @D
B (2k+1)2a222 [ e 2;_:2’ Aze2
=(—1)e & ‘l—-——f zdt-l— f e Sinvd*v].
Ezzel a 4. 4. tételt bebizonyltottuk. o )

5. §. Kolmogorov és Szmirnov kritériumaival analég ij kritériumok
bizonyitdsa

Legyen & folytonos F(x) eloszlasfiiggvényii valésziniiségi valtozo, jelentsék
&,&,...,8 a &re vonatkozé n szamu fiiggetlen megfigyelés eredményeit,
azaz legyenek &, &, ..., & Osszességiikben fiiggetlen valGsziniiségi valtozok,
ugyanazon F(x) folytonos eloszlasfiiggvénnyel. Jeloljiik F,(x)-szel ezen val-

tozOk empirikus eloszlasfiiggvényét.
' Bebizonyitjuk a 3. §.-ban megfogalmazott teteleket az 1. §-ban kifej-

tett mddszerrel és a 4. §. tételeinek felhaszndldsaval.
L]

Legyen 7]7‘7 =F(§k) éS Ck — log % ’ tOVébbé 7]’: =F(§;) éS CZ:RL(CD §2) -"7‘;71)&

ugy az = valtozok a (0, 1) intervallumban egyenletes eloszlasuak és empirikus
eloszlasfiiggvényiik
Gu(x) = Fa(F'(x))

ahol y=F'(x) az x=F(y) fiiggvény inverz fiiggvénye. De konnyen lathato,

hogy
o (PO [S0=X), 6

tehat az (5. 1) baloldalan allé valtozé helyett vizsgédlhatjuk a vele azonos

( Gn(x)—x)

x

sup

e=z=1
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valtozot. Az i valtozok — mint lattuk — Markov-lancot alkotnak. Lattuk
tovabba, hogy a Ok =(n—k) (5 —C&i) valtozok Osszességilikben fiiggetlenek
-6s 1 varhatd értékii exponencidlis eloszlastuak, azaz

P(0i<x)—1—e>  (x=O0).

Lattuk, hogy a o, valtozok segitségével a Li= In ,‘1 valtozokat fiiggetlen

Hnt1-k
valosziniiségi valtozok Osszegeként allithatjuk el a kovetkezOképpen:
k 9
G- 3%
le n-+ ]'"_j

Térjiink ra most a 3. 1.tétel bizonyitdsdra. Mindenekel6tt konnyen belathato,
hogy a (3. 4) relacié helyett elegendd bebizonyitani, hogy

,V—

lw

Gn(x)—x —’—, '
lim P Vn sup = *dt (y>0). (5.2)

"> a=Gn(x) Ve
Ugyanis ha |G.(x)—x| = ¢, Gigy abbdl, hogy Gn(x)ga—}—()', kovetkezik, hogy
xX=Gh(x)—e=a és igy ezen feltevés mellett

Ga(x)—x Ga(x)—x

N T = —_——s -
§u§2 X » - (-’n(sxl)lguﬂs X ’
vagyis abbdl, hogy sup—g—’t(’;);x < Vl_, kovetkezik, hogy ~sup %’_‘ =
a=r G () =ate

=

. De ha A és B tetszOleges események és ABCA’B, ugy

‘

: I

1.
-P(A)- P(AB)+P(AB)=P(B)-- P(A’'B)= P(B) -+ P(4A)
Alkalmazva ezt az egyenl6tlenséget arra az esetre, amikor B a |G.(X)—x|=¢

eseményt, A a sup -GL(X—):_—x—) < L eseményt és A’ a sup G —=x_ y
ez X n Gn(r) > ate X Vn
esemenyt jelenti, kovetkezik, hogy
P( nsupw%%r—<y)<P(|Gn(x) x|>s)+P(Vn sup( G"(%——§<y).
a=zx at+e=Gp(x) J

Hasonloképpen lathato be, hogy
P(Vﬁ sup Gl ) X ) P(|G,L(x) x|>s)»rP(]/nsup (X )”x y).

a-£=Gp (x) as=x

Mivel lim P(IG,,(x) x| > &) =0, hacsak &> 0, kovetkezik, hogy ha (5 2) tel-

n—>ae

jesiil, ugy

| o
im P nsup ZeI=X <yJ§l/% [ ear

N> % «=x

4]
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€s

, Vit
li_mPVTzsup—G"(J;ﬁ<yJ’zV% ] e 2dt.

0

Mivel & tetszbleges kicsinynek valaszthato és az integral a fels6 hataranak
folytonos fiiggvénye, kovetkezik, hogy

- .

YV 1ima
\ . .
lim P(Vﬁsup—G"—(?_——f<y): V% [ e 2dt.

Tehat (3.4) valoban kovetkezik (5.2)-bél és igy a 3. 1. tétel bizonyi-
tasahoz elegendd kimutatni (5. 2) érvényességét. ’
Sziikségiink lesz még a kovetkezd oOsszefiiggésre:

, \. L
]/,;assgp(z) ( G)l(x.x)—x J —_ Vﬁnargi);n(%_l ). ~ (5. 3)

Ez abbol kovetkezik, hogy G.(x) allandé = és npyy kozott és igy egy

G"(’Q_x :G’f‘)——l felsé hatara

NE < X L npyy szakaszon

k
—
Nk N
A bizonyitashoz sziikségiink van még a 4. 1. tételre.
Alkalmazzuk ezt a tételt a
0;—1
n4+1—j
valtozo-szériakbol allo sorozatra, amely eleget tesz a Lindeberg-féle feltételnek
(s6t, még a Ljapunov-féle feltételnek is), ha 0 < a < 1. Ekkor (1.11)-re vald
tekintettel tetszOleges 2z >0 esetén nyerjiik, hogy

Gu(x+-0) | __
(j=12,...,[n(0—a)]+1; n=1,2,..)

N T N B S R T U T

Jim P L,."g‘ig('“ w “é‘:"‘) < ZV;J) “sz erdt. (5.4
. O

Mivel k=an és O0<a<1 esetén

1 . n (1) 1 1/1—a (;1
ZT—ln_k“—“O fn—/- €S ‘I/an:s.:ksn_?—"/ an _JI“O 7):

ye=k —=R=

az (5. 4) alatti relaciobol:

k
= T Y £2
limP( max ln'—1<zl/]—a)= ;zr—fe-?dt, (5.5)

0> amm=k=n Nk




— 5.7
= a1 N+1—J ®-7)
valosziniiségi valtozot két valtozo Osszegeként allithatjuk eld, T, = 7, + r; alak-
ban, ahol
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tehat végiil, bevezetve a z]/];?—q~ y jelolést,

lim P(l/n max (

an=sk=m

Térjtink at most a 3. 3. tétel bizonyitdsara. A

l/n max (log——§1 )

v=k V

na=k=nb

o)V

(5. 6)
ha y > 0. (5. 6)-bol (5.2) és (5. 3) figyelembevételével a 3. 1. tétel kovetkezik.

n+l-k

Vn max D) 9;—1

na=k=nd j

— 0;—1
L= . 5.8
, T Vn I<sj=ntl-ub n + 1 —J ( )
és
ts—)n ma ﬁ‘ _._g_f_'_l_ ' (5.9)
= na=n+l )l(c<nb =1 n + 1 _.I . -
Nyilvanvald, hogy =, hatarértékben

b
2 -
lim P(7,)/b < 2)= ’/;C— J e 2dt

0
kovetkezik, hogy

Figyelembevéve tovabba, hogy =, és 7, fiiggetlenek, (5. 8)-bol és (5. 10)-bél

Ezzel a (3. 3) tételt bebizonyitottuk

Ugyanezen mddszerrel bizonyithatjuk be a 3. 2. tételt is

- u)]/b ba

lim P(r, < y)= V

- ®©

Az (5.3) alatti relacié helyét itt

szOrasti normahs eloszlasu valo-
sziniiségi valtozo, a 3. 1. tétel bizonyitdsabol pedig lathatjuk, hogy

(z>0). (5. 10)

b
J ' 2(1-0) f e 2dt‘afu.

(5. 11)

) (. 12)

(5. 13)

k k
V7 sup |-C2=X | y7 max L*_]’, g
a=Gn () X nak=n \ | Nk N+
veszi at, melybdl kovetkezik, hogy
k : )
Vn max | S —1{=Vn sup G —x =
nok=n| Nx 0=6n(z) X
k
< V7 max %14
na=sk=n ﬂk

aln’
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k k k+ i ‘k 41 ,
) . k n n n
Ugyanis, ha maq < —, 1 - —l=|——1j,
gy fhsl kn & | mn Tt nm Ter
ha viszont 75, = — gy k= na esetén ni = a és igy
| k & k41 k41
T ormest W) (N | P
771.+1 Nr-1 /1 nngn Nk+1 na
Tehat minden koriilmények kozott
i k+1
" —|—~1- (k=na)
711.+1 Nin na -
k+1 k
és igy, mivel max |———1|= max —'—';;——1 , tehat
i1 Nk
L3 K k > .
max ( — —1], ,,L—] )é max ”., 1 +l.
na=k=n \| Nk /138 T ma=sk=n| Mk na
Az itt szerepld
k
I/F max |— —1
na=k=n nk

valtozo hatareloszlasa megegyezik a

log—HZ

n ma
2 =) n max

nAa=k=n

Vn max

na=k=n

valtozo hatareloszlasaval, melyet a (4. 2) tétel segitségével hatarozhatunk meg.
A 3. 4. tétel bizonyitasahoz egyidejiileg kell alkalmaznunk azokat az eljara-

sokat, amelyeket a 3. 2. és a 3. 3. tétel bizonyitdsandl alkalmaztunk; a 3. 4. tétel

bizonyitisahoz a 4. 2. tétel helyett a 4. 4. tételt hasznaljuk fel.

A bizonyitas alapgondolata a kovetkez6:
F.(x)—F(x)
F(x)

k

ni—‘k (}j-——-l
n+4+1—j

=1

Vn sup

a=F2)=b

RN

Nk

hatéreloszlasa megegyezik a », = |/ n max ( ) hatareloszlaséaval, ennél-
na=k=nb
fogva megegyezik
. k
In—
k

)%k ()]'— 1
J=1 n + 1 _j
hatéreloszlasaval és igy a 4. 4. tétel akalmazhatd, mégpedig, mivel az abban
a +0(—nl—) és A,—

=|/n max

na=k=nb

#,=)n max

na=k=nb

szereplé A, ill. B, konstansok értékei itt: B, —

33 Matematikai és Fizikai Osztaly Kézleményei. IIL. o.
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1—b 1y
I (7;), tehat
i A [a(1=b)
B T =)

és igy bevezetve az S, ,= Z—o—]— jelolést,

= n+1—
. Fu(X)— F(x) )
Jim P (Wa;‘(‘gﬂ. Fx) <7V

: I [ a '
= lim P( max Su | =Y Bu- =
n—>0c ntl-nb=r=n+l-na I—

2e1)2a(l-a)

4 5(ape W

prapal 2% l r J ¢ "d”“’]’

Il 1+b
5 L 20 T
1—b = @
ZV—‘b—e 2(1-b) e (1-1)
- V2 f e " sinudu.
ay

O
Ezzel a 3. 4. tételt be is bizonyitottuk.

ahol

6. §. Megjegyzések a 3.1—3. 4 tételekben szerepld hatdreloszldsfiiggvényekril

A 3.1.tételben szerepl6é hatareloszlasfiiggvény értékeit a normadlis eloszlas
tablazatabol olvashatjuk le. A 3. 2. tételben szerepld hatareloszlasfuggveny érté-
keit gy hatarozhatjuk meg, hogy az

@k

L(z):;%(—l)k% (z>0) (6. 1)

fliggvénybe a 2= yV lia értéket helyettesitjiik be. A fejezet végén tablazatot

adunk az L(yVli—a) fiiggvényre, a kiilonboz0 értékei mellett. Az L(y V i ia )

eloszlasfiiggvény menete a kiilonboz0 értékeire a 2. abran lathato.

A 3.3. tételben szereplé hatareloszlasfiiggvényt kozelitbleg a kovetkezo-
képpen szamithatjuk ki:

y _ I
Vi | bV e
F,(y,a,b):;;[e“? ) e‘?dwda:ljje' > qude (6. 2)

< O s
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ahol T egy végtelen hiaromszogalaki tartomany az (u,v) sikon, amelyet a
kovetkezd egyeniStlenségek definidlnak:

_m<u<yV1_T,OE = a(l—b)( l/—————u (6. 3)

Az r= V%, ¢ =arc tg% polarkoordinatakat bevezetve, kapjuk, hogy

n-o

- ay?
F(y,a, b)=71-[(1—€ H-Qsin(era) ) d g, (6.4)
_lja(1-b) T i
ahol tg (l—l/—'y:_—a—— és 0<(C< 2 tehat
_ay
F(, a, b) — % J(l—e 05w g, (6. 5)
Mivel ‘
]/l -a
m,z 2 _,,z
— (l—e AL-o)sin’f ")S"’ﬁ)dp’ Efe T du, (6. 6)

0
tehat végiil nyerjiikk a kovetkezo kozelitd kifejezést:

e, arc tg]/‘_’u)_
F(y,a, by — ile'?du; 8-2 (1—R) (6.7)
b b ‘ﬂ. 7T ’ )
ahol '
o ay J—
R:%Je AT DSE g@ bs ¢ = arc tgl/a(] b) : (6. 8)

o
Has1—b = ¢ Kkicsiny, tigy R 4ltaldban elhanyagolhatd, kivéve y igen kis
értékeit, tekintve, hogy

) ay* _ by
Rée 2(1-a)sina = 2(1-b) (6‘ 9)
A 3. 4. tételben szerepld hatareloszlasfiiggvény a kovetkez6képpen szamit-
hatd ki kozelitbleg: az integralszamitds masodik kozépértéktételébdl kovet-
kezik, hogy

n
e YT | DT
o] 2¢ CI-B v [ (‘b")" in ud
or| = ToE e 2" sinudu
2Ty

byt E  @kt1prd(1-b)
21-v) f o 84/%b
- 2e e

— V2my

=

0

(6. 10)
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Ilyen modon a 3. 4. tételben szerepld hatareloszlasfiiggvény a kovetkezd alakra
- hozhatd, a (6.1) jelolés felhasznalasdval: -

iL(yV < )(1—%_2_ e'?du)+z/, (6. 11)
7T l1—a V27 A _
i
=, (2T . .
Liz)=F > ke s figgveny diogrommya
k=0 kel
z= /—_40-

24500 15 20 B530354045%0 60 70 80 b MO 120 o oy
2. abra

ahol, amint egyszerii szamolassal belathato ‘

by ' E . _n(b-a) e
za-n | v 8aby?
Y pes T (6. 12)
:ftl/27ry § L e

amelybdl lathatjuk, hogy ha & igen kozel van 1-hez, igy 4 elhanyagolhato.
Figyeljiik meg, hogy a fotag els6 tényezbje csak a-t6l, masodik tényezoje
csak b-t0l fligg: ez igen leegyszeriisiti a kiszamitast; ugyanis az elsd tényezot
az L(2) fiiggvény tablazatabol, a masodikat a normalis eloszlis tablazatabol
meghatarozhatjuk. :
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0,9998

0,0000
0,0002
0 0101
0 0578
0,1487
0,2629
0,3804
0,4902
0,5873
0,6723
0,7409
0,7989
0,8461
0,8839
0,9135
0,9365
0,9540
0,9713
0,9770
0,9840
0,9891
0,9927
0,9951
0,9968
0,9980
0 9987
0 9992
0,9995
0,9997
0,9998
0 9999
0,9999
1,0000

0,0000
0,0009
0 0212
0 0925
0,2061
0,3341
0,4570
0,5665
0,6594
0,7374
0,8006
0,8509
0,8904
0,9207
0,9436
0,9606
O 9729
0 9817
0,9875
0,9921
0,9949
O 9968
0 9980
0,9988
0,9993
0 9996
0,9998
0,9999
0,9999
1,0000

0,0000
0 0023
0 0367
0, 1320
0,2632
0,3994
0,5244
0,6311
0,7193
0,7903

0,8463,

0,8895
0,9220
0,9460
0,9634
0,9756
0,9849
0,9898
0,9936
0,9961
0,9976
0,9986
(0,9992
0,9995
0,9997
0 9999
0, ,9999
1,0000

0,0000
0,0050
0,0563
0,1730
0,3184
0,4598
05835
0,6860
0,7683
0,8326
0,8817
0,9181
0,9446
0.9633
0,9763
0,9850
0,9907
0,9944
0,9967
0,9981
0,9989
0,9994
0,9997
0,9998

10000

-0,9847

0,0000
0,0092
0,0791
02155
0,3708
0,5140
0,6353
0,7328 |
0,8088 |
0,8665
0,9081
0,9395
0,9607
0,9752

0 9908
0 9946
0 9969
0 ,9983
0,9991
0 9995
0 9997
0,9999
0,9999
1,0000

0,0000
0,0092
0,1420
0,3708
0,5778
0,7328
0,8398
0,9082
0,9511
0,9751
0,9887
0,9954
0,9977
0,9991
0,9996
0,9999
1,0000

0,0000
0 0716
0 3543
0,6193
0,7966

0 9561
0,9823
0,9936
0,9979
0,9994
0,9999
1,0000

0,0000
0,0008
0,2001
0 5591
0,7951
0,9714
0,9915
0,9978
0,9995
0,9999
1,0000

0,0000
0 0092
0, 3708
0,7328
0,9082
0,9751
0,9954
0,9991
0,9999
1,0000
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17,5
180
185
190
195
200
205
21,0
21, 5
220
225
230
23 5
240
245
250
26

27

28

29

30

35

43

0,8428
0,8591
0,8740
0,8876

O 9112
0 9213
0,9304
0,9386
0,9460
0,9526
0,9590
0,9636
0,9696
0,9724
0,9760
0,9821
0,9867
0,9902
0,9929
0,9949
0,9991
0,9999
1,0000

0,9752
0,9797
0,9836
0,9867
0,9893
0,9915
0,9932
0 9946
0 9957
O 9967
O 9974
0 9980
0,9984
0,9983
0,9991
0,9993

O 9998
0 9999
O 9999

1,0000

0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9999
0,9999

1,0000

o8
s

Az L ( y V&l) fiiggvény értékeinek tablazata.
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