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Resumen

El estudio de las resonancias en circuitos eléctricos es fundamental puesto que este fendmeno
puede llevar a valores de voltaje o corriente elevados que podrian llegar a dafar el circuito o la
instalacion eléctrica. Existen diferentes métodos para analizar dicho fenémeno, pero su
aplicacion no es sencilla. A la hora de estudiar la resonancia, las respuestas a las siguientes
preguntas podrian revelar informacién importante que seria de gran ayuda: ;Cual es la
frecuencia a la cual ocurre la resonancia? ;Cual es la zona del circuito mas sensible a la
resonancia? ¢ Desde qué punto del circuito se puede observar mejor el fenomeno? ;Cual es el
elemento del circuito que mas influye en la resonancia? Las repuestas a muchas de estas
preguntas no se pueden determinar facilmente con los métodos tradicionales para el estudio
de las resonancias. Recientemente, ha aparecido el método modal de analisis que, aplicado
junto con del método de los nudos, es capaz de resolver todas las cuestiones anteriores.

Este trabajo estudia el fendmeno de la resonancia a partir del método modal de analisis. En
primer lugar, se presenta su deduccion desde el método de los nudos y luego se explica como
localiza y analiza el fendbmeno de la resonancia en circuitos eléctricos. Tras el estudio de este
método, el trabajo concluye con la creacion de un programa en Matlab que aplica el método
modal de analisis a cualquier circuito eléctrico y sistematicamente nos devuelve los parametros
relevantes para el estudio de la resonancia.
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Prefacio

1.1. Origen del proyecto

La resonancia en circuitos eléctricos es un fendbmeno comun y que puede llegar a ser muy
problematico. Existen distintos métodos para identificar y analizar la resonancia, pero su
estudio no es sencillo y los resultados que aportan son limitados. Recientemente ha aparecido
el método modal de analisis y se ha considerado interesante en este trabajo realizar un estudio
teodrico exhaustivo sobre el origen, funcionamiento y aplicacion de este método. Recalcando de
nuevo la importancia de conocer la ubicacion frecuencial y causas de la resonancia en un
circuito, se ha considerado que seria de gran utilidad poder automatizar de algun modo el
estudio del fendmeno. Es por esta razon que se creyd oportuno dedicar este trabajo a la
creacion de un programa que nos facilite todos los datos relevantes para poder determinar los
factores mas relevantes relacionados con las resonancias. Esto podria permitir predecir futuros
problemas en el circuito y ademas proponer métodos de mitigacion de las resonancias.
Ademas, el estudio se puede llegar a extender al analisis de la estabilidad en circuitos dada la
relacion directa entre el fenomeno de las resonancias y los problemas de estabilidad.

1.2. Motivacion

Tras haber cursado la asignatura de electrotecnia, he querido dar un paso mas alla de la teoria
que se da en las clases y ampliar mis conocimientos sobre la asignatura. Mi tutor, Luis Sainz,
fue quien me habloé por primera vez del método modal de analisis. Este método utiliza muchos
de los conceptos estudiados en electrotecnia, con lo cual iba a poder utilizar los conocimientos
que adquiri como herramientas para abrirme camino en la investigacion y aprendizaje de este
nuevo método. Focalizar mi trabajo de final de grado en el método modal de analisis me ha
permitido repasar y profundizar lo estudiado en la asignatura, aplicar los conocimientos
adquiridos en la misma y ampliar dichos conocimientos a un procedimiento de analisis de
circuitos que va un poco mas alla de los estudios de grado.

Por otro lado, es evidente la importancia del fendmeno de las resonancias en los circuitos
eléctricos y la relacion de dicho fendmeno con un posible mal funcionamiento de las
instalaciones eléctricas por lo que su estudio suponia un tema interesante, de interés actual y
que podria aportar conocimientos para una mejora en las instalaciones eléctricas.
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2. Introduccion

2.1. Objetivos del proyecto

El primer objetivo de este trabajo ha sido encontrar un método de analisis para las resonancias
que sea capaz de caracterizar este fendmeno desvelando al usuario cuando ocurre, porqué
ocurre y qué es lo que lo produce. Se comenzara presentando el método de los nudos
estudiado en la asignatura de electrotecnia y el fendmeno de la resonancia en circuitos
eléctricos. Posteriormente, se desarrollara el método modal de analisis y se aplicara al método
de los nudos para el analisis de las resonancias. Se comprobara que el método escogido
como objeto de este trabajo es el que aporta mas informacion a cerca de la resonancia.

Mediante el estudio tedrico del método modal de analisis, el segundo objetivo del presente
proyecto es la creacion de un programa sencillo en Matlab que permita estudiar el fendmeno
de la resonancia en cualquier circuito que no disponga de acoplamientos ni fuentes de tension
puras. Dicho programa aplicara este método sobre el circuito. El programa debe permitir el
analisis a partir de la lectura de un archivo de datos para luego devolver al usuario toda la
informacion necesaria para caracterizar el fendmeno de la resonancia en un circuito.

2.2. Alcance del proyecto

El alcance de este proyecto es el estudio y comprension del fenomeno de la resonancia.
También se quiere llegar a entender con rigor el método modal de analisis y su modo de
aplicacion. Puesto que la resonancia esta directamente relacionada con la inestabilidad de los
circuitos, extendiendo la metodologia desarrollada del analisis modal, el trabajo podria ser de
utilidad para un futuro analisis de la estabilidad en circuitos.
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3. Método de los nudos

En este capitulo se va a presentar el método de los nudos [4], que es el procedimiento en el que se
basa el método modal de analisis - objeto de este trabajo - para hacer el estudio de las resonancias
en los circuitos eléctricos. Se explicara en qué consiste dicho método, como proceder a aplicarlo y
por ultimo se mostrara un ejemplo practico.

3.1. Introduccion

En general, la resolucion de un circuito eléctrico supone la determinacion de las tensiones y
corrientes en dicho circuito para posteriormente poder abordar el calculo de las potencias y
otros estudios como la compensacion de potencia reactiva, el analisis de resonancias o los
estudios de eficiencia energética. Existen diferentes procedimientos para esa resolucion entre
los que se encuentra el método de los nudos.

El analisis de un circuito eléctrico mediante el método de los nudos [4] se utiliza para
determinar la tension en los nudos del circuito. El método se basa en la primera Ley de Kirchoff
(Kirchoff Currents Law, KFL) expresada en términos de las tensiones de los nudos, y consigue
recopilar toda la informacion necesaria para la resolucién del circuito de manera muy eficiente
y faciimente programable en un sistema matricial.

3.2. Desarrollo del método de los nudos

El método de los nudos se basa en el planteamiento y posterior resolucién del siguiente
sistema matricial:

I, = Yn -V (3.1)

donde,

e [y es el vector de intensividades de nudo, formado por la suma algebraica de las
fuentes de corriente que conectadas a un nudo /i segun el siguiente convenio: la
fuente de corriente es positiva si llega al nudo y negativa si sale de él.

e Yy es la matriz de admitancias de nudo, cuyo término i-ésimo de la diagonal esta
formado por la suma de las admitancias que llegan al nudo i, y cuyo término en la
posicion (i, j) esta formado por la suma de admitancias, cambiadas de signo, que
hay entre los nudos i y j simultaneamente.
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e Vn es el vector de tensiones (o potenciales) de nudo donde cada elemento
corresponde a la diferencia de potencial entre cada nudo y el que se haya escogido
como referencia.

Este método solo se puede aplicar a sistemas eléctricos sin bobinas acopladas, ni fuentes de
tension ideales, ni fuentes controladas.

El planteamiento del sistema matricial del método de los nudos se realiza a partir del siguiente
procedimiento [4]:

1) Todas las fuentes de tension reales del circuito a estudio se transforman en su
circuito Norton equivalente. Dicho circuito se compone de una impedancia Zy y una
fuente de corriente J que cumplen Zy-J = E, donde E es el valor de la fuente de
tension real del circuito original y Zy = Z es la impedancia de la fuente de tension
real (ver figura 1).

Fig. 1. Transformacion de una fuente de tension real a su circuito
de Norton eauivalente

2) Se identifican los nudos del circuito entendiendo como nudo aquellos puntos
del circuito donde se corten tres 0 mas ramas diferentes. Aunque esta seria la
definicion estricta de lo que es un nudo, a la hora de aplicar el método, existe la
opcion de colocar nudos adicionales en puntos donde resulte conveniente. La unica
norma que se debe respetar es que no se pueden colocar dos nudos en la misma
rama. Esto hara aumentar el numero de incégnitas y en consecuencia el tamafno de
la matriz, con lo que se recomienda que solo se haga si es estrictamente necesario
o si facilita los calculos posteriormente. En la figura 2, se tiene un ejemplo donde se
muestra en azul lo que seria un nudo por definicion. En la figura 3 se tiene otro
ejemplo donde se muestran en verde los nudos adicionales que podrian escogerse,
en rojo los nudos seleccionados erroneamente ya que los tres pertenecen a una

misma rama y de nuevo en azul los nudos por definicion.

B 7Z=a = AN e

—a
\ e

g \Z W ¥ Fig. 2. Ejemplo de identificacion de los nudos de un circuito
‘.| A
E
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Fig. 3. E]emplo de nudos excepcionales, erréneos y por
definicion.

3) Se numeran todos los nudos del circuito de forma consecutiva partiendo del
nudo 0 que sera el nudo de referencia, es decir las tensiones o potenciales de nudo
del vector Vi seran las tensiones de los nudos referidas al de referencia (que tendra
tensién nula).

4) Se determinan, siguiendo los criterios ya explicados, el vector de
intensividades de nudo /v y la matriz de admitancias de nudo Yy

5) Se resuelve el sistema calculandose el vector de tensiones de nudo

V. = Yn—l . In (3.2.)

En los siguientes apartados se presentan algunas de las posibles aplicaciones del método de
los nudos y un ejemplo de dicho método desarrollado con detalle.

3.3. Aplicaciones del método de los nudos

El método de los nudos, ademas de permitir la determinacién de las tensiones en los nudos
del circuito, ofrece otras posibilidades de aplicacién que se presentan a continuacion.

3.3.1. Determinacion del circuito Thévenin equivalente

El teorema de Thévenin [3] dice que cualquier circuito comprendido entre dos
terminales puede sustituirse, respecto a los terminales, por una fuente de tension y
una impedancia equivalente.

L
] . A ] A
@+ — —» Em @+
B B

Fig. 4. Equivalente de Thévenin de un dipolo activo
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A este conjunto de fuente mas impedancia se le llama circuito equivalente de
Thévenin. Para determinar el valor de los elementos del circuito equivalente se puede
utilizar el método de los nudos.

La tension de la fuente (Ew) sera la diferencia de potencial entre los terminales
escogidos y se podra calcular con los valores obtenidos del vector de tensiones del
sistema matricial [3].

El valor de la impedancia equivalente se encontrara invirtiendo la matriz de
admitancias y llevando a cabo la siguiente operacion [3]:

Thevenin entre un nudo i y el de referencia: Zm o = Zi
Thevenin entre dos nudos iy j: Zm j = Zi + Zj— 2Z;

Siendo los elementos Z;, Z;j y Z; los elementos de la fila i~esima y columna j-ésima de
la matriz de admitancias invertida.

Aunque no es indispensable, es recomendable tomar como nudos los terminales
escogidos para determinar el Thevenin con el objeto de minimizar el numero de
operaciones.

3.4. Ejemplo de aplicacion del método de los nudos

Se mostrara el método de los nudos con un ejemplo practico. Péngase por caso que se tiene
el circuito de la figura 5:

Fig. 5. Ejemplo de aplicacion del método de los nudos.
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1) Se transforman todas las fuentes de tensién reales en su circuito Norton
equivalente segun figura 6.

[ 1 [ 1

L 41215 L
E » 1 1 »
qu EQJ ce . _JX¢ . —ch_ J™

Fig. 6. Transformacion de las fuentes de tension reales del circuito.

2) + 3) Se identifican los nudos del circuito segun figura 7.

Nudo1l R X Nudo 2 R.

?}'hrn

Nudo O

Fig. 7. Identificacion de los nudos del circuito.

4) Se determina el vector de intensividades de nudo /v y la matriz de admitancias de

nudo Y.
1 1 1
Y, = R+jX jX, R+;jX
1 1 1 1
- " ~ v T 7 (3.3)
R+jX R+jX jX-. R +jX;
E
I = JXce (3.4)
0

5) Se resuelve el sistema matricial segun (3.2).
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4. Resonancias en un circuito eléctrico

En este capitulo se va a presentar brevemente el concepto de resonancia [3] y como se puede
caracterizar y determinar la frecuencia a la que ocurre.

4 1. Introduccion

El estudio de las resonancias en circuitos eléctricos es fundamental puesto que este fenomeno
puede llevar a valores de voltaje o corriente elevados que podrian llegar a dafar el circuito o la
instalacion eléctrica.

Existen diferentes procedimientos para su estudio, como la determinacion de la impedancia
equivalente del circuito o la utilizacion del método de los nudos. Derivado del método de los
nudos también existe el método de analisis modal [1] que permite analizar mejor el fenomeno
de la resonancia. Ese método se presentara en el siguiente capitulo.

4.2. Resonancias

Un circuito se encuentra en resonancia cuando la parte imaginaria de la impedancia (y de la
admitancia) equivalente del circuito se anula [3], o lo que es lo mismo, cuando el
comportamiento de dicho circuito es puramente resistivo. Cuando se procede a calcular la
impedancia/admitancia de entrada de un circuito, se obtiene una expresion que depende del
valor de la frecuencia. Las frecuencias a las que se anule la parte imaginaria de la
impedancia/admitancia equivalente son las frecuencias de resonancia. El analisis del
fendmeno de la resonancia es importante porque en circuitos con resistencias de valor
reducido (situacion habitual en redes de alta y media tension) la frecuencia de resonancia
aproximadamente coincide con la frecuencia donde se producen maximos o minimos de la
impedancia equivalente. Dichos valores maximos y minimos de impedancia pueden derivar en
valores elevados de tension o corriente que acabarian dafando la instalacion.

Un valor muy elevado de la impedancia puede llevar a sobretensiones en un circuito
alimentado por fuentes de corriente (ver Fig. 8),
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i) w ]z Usd2 s U

Fig. 8. Circuito alimentado por una fuente de corriente

Un valor muy pequeiio de la impedancia puede llevar a valores elevados de la intensidad en
circuitos alimentados por fuentes de tension (ver Fig. 9),

T

—

-~
>

_I_

\rm

E
- = >
Z I ,Z__ S 2 pin I MAX

Fig. 9. Circuito alimentado por fuente de tension

Ambos casos deben estudiarse para valorar si los maximos de tension e intensidad podrian
llegar a daiar el circuito y localizar la frecuencia a la que se presenta el problema con el fin de
intentar eliminarlo o, por lo menos, mitigarlo.

A continuacidn, se describen dos ejemplos tipicos [3] que ilustran lo previamente explicado.

4.2.1. Resonancia Serie

En la figura 10 se muestra el ejemplo de un circuito con una inductancia y una
capacidad colocadas en serie, en el que existe resonancia serie. Al no tratarse de un
circuito cerrado sino de uno comprendido entre dos terminales, a continuacion no se
hablara de impedancias equivalentes sino de impedancias de entrada. Este concepto
se utiliza para definir la impedancia total vista desde los terminales.
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B e

Fig. 10. Circuito con resonancia serie

La resistencia R no es estrictamente necesaria para estudiar el fenomeno de
resonancia, pero en un circuito real corresponde, en general, a la resistencia interna
de la bobina la cual suele tener un valor reducido asociado a las pérdidas de dicha
bobina. Como se vera mas adelante, si no estuviera dicha resistencia, a la frecuencia
de resonancia la intensidad se haria infinita y destruiria el circuito.

La impedancia de entrada del circuito es:

En este caso, a ciertos valores de frecuencia se obtendra un minimo valor de Ze
cuando la parte imaginaria de la misma se anule. Dichos valores de frecuencia seran a
los que se tendra resonancia.

Im(Z)=0 ~> jX-X)=0 > X, =Xc (42)
Partiendo de la ultima igualdad, se obtiene la pulsacion de resonancia:
1
w-L—Le w2=L > w = 4.3)

"~ w-C L-C VL.C

Expresandolo en funcién de la frecuencia de resonancia queda:

w1 1 (4.4)
f_2-n -

A dicho valor de frecuencia, la impedancia de entrada alcanzaria el valor de la
resistencia (Z = R). Nos encontrariamos en el caso de la figura 9, cuando se obtiene
de Zuin Y Imax.
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4.2.2. Resonancia Paralelo

En la figura 11 se muestra una inductancia y una capacidad en paralelo. En este
ejemplo existe resonancia paralelo.

A e

Be

Fig. 10. Circuito con resonancia serie

Para encontrar la frecuencia de resonancia se procedera a buscar aquella que anule
la parte imaginaria de la impedancia de entrada. En este caso, como los elementos
estan en paralelo, sera mas sencillo anular la parte imaginaria de la admitancia del
circuito:

Im(Y)=0=X,-X. > X=X, (4.5)

A pesar de que la conclusion es la misma, el comportamiento del circuito es muy
distinto puesto que, en lugar de alcanzar un valor minimo de impedancia, se tiene un
valor maximo. En este caso Z. es igual a infinito y entonces el sistema se comportara
como un circuito abierto. Ahora nos encontrariamos en el caso de la figura 9, cuando
se obtiene de Zmax Y Umax.

4 3. Caracterizacion de las resonancias con el método de los nudos

4.3.1. Procedimiento de calculo
Tal como ya se ha visto, el método de los nudos plantea el sistema matricial:

In - Yn ¢ Vn 9 Vn - Yn—l * In (31), (32)
Donde Y, es la matriz de impedancias:
. Zy - 2y, 4.6)

nl eee Znn
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Utilizando el sistema matricial se puede llegar a observar el comportamiento
frecuencial de las impedancias visto desde los distintos nudos que se tengan. Esto
se haria suponiendo una unica inyeccidn de corriente de valor unitario para las
distintas frecuencias que se desean estudiar en el nudo que se quiera observar,
de modo que al desarrollar el sistema quedarian igualados los distintos valores de
tensidon a las impedancias vistas desde el nudo escogido. Si quisiera obtener los
valores de las impedancias visto desde un nudo /, obtendria la siguiente expresion
matricial:

Zy e Zyliol | 2Za
Vn — Yn_l . In 9 cee le con 1 == le (47)
Zy . Zwm|lO] |2z,

Segun (4.7) se observa que las tensiones obtenidas son justamente las
impedancias que se estaban buscando. Con ello se determinaria el valor de las
impedancias para cada frecuencia y posteriormente se podrian representar
graficamente dichos valores en funcion de la frecuencia. La observacion directa de
los maximos y minimos de las impedancias permitiria determinar los valores de las
frecuencias de resonancia.

5.3.2. Ejemplo de aplicacion

Pdngase por caso que se tiene el circuito de la figura 10 y que se quiere
observar el comportamiento de las impedancias vistas desde el nudo 2:

Nudo 1 » Nudo 2 Nugdo 3

T T e -y

_|_

mJ

#

Nudo O

Fig. 10. Ejemplo de caracterizacion de respuesta frecuencial
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El sistema matricial del método de los nudos quedaria planteado de la siguiente manera:

1 1 1 1
Vv T v T~ T 0
Xsys X jXe 26 v E
BEURE DA T N M 48)
2.9 X X 29 v 0
0 R S SR U 0
X X jXe

A partir del sistema matricial y sabiendo que los valores de Yy son funcion de la frecuencia, se
podria obtener la respuesta frecuencial del circuito desde cualquier nudo. Tal como ya se ha
explicado, una de las formas para obtenerla seria introducir una unica inyeccion de corriente
de valor unitario en el nudo desde el cual se quiere observar el valor de las impedancias.

Valores modales de tension de cada nodo

3000 L L L : L
T

@ 2000. V2|
c V3
S ‘
(/2]
2 J
S 1000 - l | ]

0 . r r £ T —— I'/r S“ﬁ—¥

0 10 20 30 40 50 60

Frecuencia

Fig. 11. Barrido frecuencial para la obtencion de los valores modales de tension de cada nodo

La figura 11 revela que, cuando se inyecta en el nudo 2 una corriente de valor unitario, el
fendmeno de resonancia puede observarse en todos los nudos. Asi pues, es dificil identificar el
efecto que el fendmeno de la resonancia en cada bus, asi como la influencia que existe entre
la posible inyeccion de corriente en cada uno de los buses y las sobretensiones que podrian
aparecer a determinadas frecuencias. Ademas, utilizando este método, se deberia hacer un
grafico por cada nudo que se tenga con lo que el método no es solo confuso sino lento y
laborioso presentando serios inconvenientes a la hora de mostrar e interpretar los resultados.
Por el contario, el método de analisis modal, tal como se presentara a continuacion, permite
una interpretacion del fendbmeno mucho mas sencilla y clara proporcionando ademas
informacion adicional sobre cuales son los nudos mas sensibles a las resonancias existentes y
cual es la sensibilidad de dichas resonancias a la variacion de los valores de los componentes
del circuito, es decir, como influyen los distintos elementos que configuran el circuito en el valor
maximo de las resonancias.
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5. Método de analisis modal de resonancias

En este capitulo se va a desarrollar el objetivo especifico del trabajo. Es decir, la busqueda vy
analisis de las resonancias segun el método de analisis modal. Se procedera a explicar qué es un
modo y en qué consiste el método.

5.1. Caracterizacion de las resonancias por el método modal de analisis

5.1.1. Modos de resonancia

A partir del sistema matricial del método de los nudos:
-1
= . (3.2)
V,=Y f I f
Donde frepresenta el valor de frecuencia al cual se ha calculado el sistema.

El fendmeno de la resonancia coincide habitualmente con maximos de impedancia, en
cuyo caso se puede estudiar la resonancia buscando los maximos de la matriz inversa
de admitancias. Segun el método de los nudos, dichos maximos coincidiran con
maximos de tension cuando se inyecte corriente en los nudos del sistema.

Asi pues, para poder estudiar el problema de la resonancia se puede optar por buscar
la matriz de admitancias del sistema, calcular su inversa y estudiar la respuesta
frecuencial de sus términos para localizar donde estan los valores maximos que
aproximadamente caracterizaran las frecuencias de resonancia. Para una mayor
facilidad de estudio, el método de analisis modal propone trabajar con los valores
propios de la matriz. Los valores propios mas pequeinos seran los que al invertir la
matriz, se convertiran en maximos de la impedancia modal y permitiran identificar las
resonancias. A continuacion, se muestra el desarrollo matematico de lo previamente
explicado.

El primer paso es descomponer la matriz de admitancias en valores y vectores
propios:

Y=L-a-T 6.1

Donde:

o es la matriz diagonal que contiene los valores propios de Y.
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L y T: son, respectivamente, los vectores propios izquierdo y derecho asociados a los
valores propios y que verifican T = L"y también T=LT.

Sustituyendo (5.1) en (3.2) y desarrollando:

V=L-al-T-I > T-V=a1-T-1 (5.2)
Se llamaran:
T-V=U (5.3)
r-I=] (5.4)
Donde:

U: es el vector de voltajes modales
J: es el vector de intensidades modales

De modo que queda la siguiente expresion:

U=al-] (5.5)
o .
— 0 0

u, a, I

w =10 .. 0]]..

tn 0 o Lt
i an |

Donde Jy U son los valores de intensidad y tension asociados a los modos y o son la
inversa de los valores propios y se llamaran impedancias modales.

Los valores de alfa dependen de la frecuencia y lo que se busca es a qué frecuencia
el inverso de los modos tomara valores grandes ya que esos modos seran los
denominados modos criticos del sistema. Si un modo no tiene valores maximos no
sera critico. La expresion matricial (5.5) permite ver que un valor de impedancia modal
muy grande hara que la tension de su modo sea también muy grande. Por ejemplo, si
on es cercana a 0, su inversa sera muy grande y hara que el valor de U, sea también
grande. Esta forma de presentar la informacion del circuito hace que se pueda
identificar de forma sencilla la ubicacion de la resonancia harmoénica en el dominio
modal y con ello localizar las frecuencias de resonancia. Los valores propios mas
pequenos (las a,» mas pequefas) sefalaran cuales son los modos criticos a la
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frecuencia critica o frecuencia de la resonancia y sus vectores propios asociados
seran los vectores propios criticos a esa frecuencia de resonancia.

La corriente modal J es una proyeccién lineal de las corrientes fisicas en la direccidon
de su vector propio y se expresa de la siguiente manera:

El mayor valor de T indicara qué corriente contribuira mas al valor de la corriente
modal. Por ejemplo, si Tiz fuese el mas alto, la corriente nodal /5 seria la mas
influyente en el valor de J; y se concluiria que el bus 3 es donde el modo 1 se puede
excitar mas facilmente.

Los voltajes modales se relacionan con el valor fisico de la tension de los nodos

segun:
V=L-U (5.7)
Vi Ly Ly, L,
= U +| .. [FU+..+ u,
Vn Lnl Ln2 Lnn

Pdngase por caso que existiera resonancia en el modo 1y el valor de U fuese mucho
mayor que todos los demas voltajes modales. Entonces, la expresion anterior se
podria simplificar del siguiente modo:

= Y (5.8)
Vn Lnl

Esta simplificacion nos indica que la contribucion de U; al valor fisico del voltaje de los
nodos se puede caracterizar con los valores de L. Si L1, tuviese el mayor valor, el bus
2 también tendria el mayor valor y por tanto se podria definir como la ubicacion donde
mejor se podra observar la resonancia del modo 1.

En conclusion, el vector propio derecho ubica la excitabilidad del modo critico y el
vector propio izquierdo indica dénde se puede observar mejor el modo critico. El bus
con el mayor elemento en el vector propio derecho es el mas excitable para su modo y
el bus con el mayor elemento en el vector propio izquierdo sera el mas sensible.
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Recordando que T=L" se deduce que el bus desde donde se observe mejor la
resonancia modal sera el mismo que el que presente mayor excitabilidad y viceversa.

Es posible combinar la excitabilidad y observabilidad para representarlas en un mismo
indice. Este indice se llama factor de participacion y se calcula como:

PFbm = meT (5.9)

mb
Donde b y m son el numero del bus y modo, respectivamente, al que nos referimos.
Para una mejor comprension del valor de PFy» y para poder compararlo con los
factores de otros modos, se introduce el concepto de factor de participacion
ponderado que se calcula de la siguiente manera:

WPF, = am PF, =ZuPF, (5:10)

Estos factores de participacion, al incluir en ellos el efecto de la impedancia modal,
muestran la aportacion de cada modo a la impedancia vista desde un nudo:

Del mismo modo que el factor de participacion nos dice cual es el nudo mas influyente
y mas afectado por el fendmeno de la resonancia, se pueden determinar otros
indicadores, denominados sensibilidades del circuito [2], que permiten identificar
cuales son los elementos del circuito que mas influyen en los valores de la impedancia
a la frecuencia de resonancia. Una vez se tienen los modos criticos de resonancia, se
puede calcular la sensibilidad de dichos modos respecto componentes especificos del
sistema.

Antes se han averiguado los nudos mas influyentes y ahora se quiere ver qué
componentes del circuito afectan mas a las distintas resonancias y para ello se va a
determinar la sensibilidad de las resonancias a los elementos del circuito. Para ello se
procede al calculo de la sensibilidad de cada elemento para el modo critico, de la
manera que se explica a continuacion.

Las impedancias de las ramas conectadas a un nudo concreto se modelan a través de
su admitancia equivalente como una conductancia G en paralelo con una suscetancia
B. Segun esta suposicion, se puede averiguar cuan sensible es el modo criticoa Gy a
B derivandolo respecto de estas mismas variables. Dicha derivada equivale a calcular
la variacién del modo respecto la variacion de Gy B.
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Fig. 12. Caracterizacion de las ramas, valor de su admitancia y la sensibilidad del modo

Para conocer los valores de estas derivadas, se procede al calculo de la matriz de
sensibilidades Sk para el modo critico ax a partir de los vectores propios de dicho

modo:
le
Sm = Lme - .. . [Tml vee Tmn] = (512)
an
leTml leTm" Sll,m Sln,m
L] Tml eee = e S]l,m
L"mel ees anTmn Snl,m ces Snn,m
Conocida la matriz de sensibilidades, se procede al calculo:
e Silarama se encuentra entre un nudo j y tierra, se opera segun:
day,  Srar+ S,
G [ 2 2 (5.13)

ar +a

aak Sral - Slar

B 2 2 14
oB arz N aiz (5.14)
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Donde los subindices r e i indican parte real e imaginaria, respectivamente para el
valor propio ok del modo ky la Sj« de la matriz de sensibilidades.

_ - 515
ap = oy, + joy; (515)

S=5+j8, (516)

. Si la rama se encuentra entre dos nudos iy j, se opera de nuevo segun (5.12) y
(5.13) pero esta vez, la obtencion de S se realizara de la siguiente forma:

(5.17)
S = Six+Sjik—Sijk— Siik

En general, los datos del circuito suelen venir en términos de impedancia y no de
admitancia (ver fig. 13):

Entre un nudo y el suelo Entre dos nudos

| °S 4 | R X

| WWW—]| | AW

Fig. 13. Caracterizacion de las ramas, valor de su admitancia y la
sensibilidad del modo

Por ello, se debe relacionar la variacion de G y B con la posible variacion de Xy R
para poder determinar la sensibilidad del modo critico respecto a sus verdaderos
elementos.

G X2-R* oG _ -2RX
R (x24R?)’ )¢ (x2+ R’ (5.18)
0B 2RX B X*-R?

- S o= (5.19)
oR (X2 + RZ) 0X (X2 + Rz)

Finalmente se procede al calculo de las sensibilidades segun los verdaderos
elementos de las ramas:
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da, p(X*-R?) +2vRX
= > (5.20)

IR (R2+X?)

da, —2uRX+v(X*-R?)
= (5.21)

oX (R2 + x2)

Donde:

o, o,
_— = , —— =V
aG K oB (5.22)

Como (5.17) y (5.18) relacionan los incrementos de los valores reales del modo y de
los elementos del circuito, es mas apropiado determinar la relacién entre los
porcentajes de incremento para que sea mas genérico y mas sencillo de entender. A
este nuevo calculo se le llama sensibilidad normalizada.

a|ak|

da, el d|a, | )

3 % 3P |al (5.23)
¢

Donde ¢ representa un componente del circuito.

5.4.2. Ejemplo de aplicacion

Se mostrara el método de analisis modal con el ejemplo practico de la figura 12.
Pdngase por caso que se tiene el circuito de la figura 12:

o
@

Fig. 12. Circuito de eiemnlo
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Recordamos que para poder analizar el fendbmeno de resonancia segun el método de
los nudos se tendria que haber hecho tres graficos diferentes, uno por cada nudo del
circuito, para poder observar el comportamiento frecuencial de las impedancias visto
desde cada nudo (ver figura 11).

En cambio, si se aplica directamente el método de analisis modal, unicamente se
necesita un grafico y esto es lo que nos muestra:

Valores de las impedancias modales

8000 T T T T T
1-1
6000 |- . -
° A2
2 -1
£ 4000 |- a3l
()]
s
2000 |- -
0 L L L L £
0 10 20 30 40 50 60

Frecuencia

Fig. 13. Barrido frecuencial para la obtencion de los valores de las impedancias modales

Ahora se observa que hay dos modos que experimentan resonancia a determinados
valores de frecuencia. En este ejemplo concreto, el modo 1 experimenta resonancia a
2580Hz, el modo 3 a 480Hz y el modo 2 no experimenta resonancia.

Tras la obtencién del grafico y con el ejemplo, se puede resumir toda la informacién
necesaria para analizar el fendmeno de resonancia del circuito en una tabla como la
gue se muestra a continuacion:
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Frecuencia de Resonancia 480 Hz (Modo 3) 2580 Hz (Modo 1)
Valores Propios Criticos 0,00021-j0,00004 0,00015-j0,00003
Vectores T Bus 1 T31=0,0332+j0,00035 | T11=0,90019-j0,00487
Propios . .
Criticos Bus 2 15.=0,4605+j0,00121 | T12=0,43438+j0,00387

Bus 3 T33=0,887-j0,0017 T13=-0,0338-0,00037

L Bus 1 L13=0,0332+j0,00039 | L11=0,9001

Bus 2 L»3=0,4605+j0,00209 | L»1=0,43426+j0,00622

Bus 3 L33=0,887 L31=-0,0338-j0,00055
Factores de | Bus 1 PF15=0.0011 PF11=0.8103
Participacion

Bus 2 PF23=0.2121 PF»1=0.1887

Bus 3 PF33=0.7868 PF31=0.0011

Tabla 1. Resultados tras aplicar el método de analisis modal

Se observa que el bus 1 tiene el mayor factor de participacion para el modo 1y el bus
3 es el que tiene mayor factor de participacion para el modo 3. Esto nos indica, por un
lado, que el bus 1 sera donde se observe mejor y donde se excitara mas facilmente la
resonancia del modo 1. Por otro lado, también nos dice que el bus 3 sera donde se
observe mejor y donde se excitara mas facilmente la resonancia del modo 3. En
resumidas cuentas, queda demostrado que el método modal de analisis es capaz de
indicarnos desde qué bus se excita mas facilmente y se observa mejor la resonancia.

Por ultimo, quedaria obtener las sensibilidades del circuito respecto al modo critico. En
la siguiente tabla, se muestran los valores obtenidos para el modo 3 critico y las tres
primeras ramas (R1, R2y R3):

B

m b¢< ﬁﬁ

—.
o
m .
o Peqel

8¢
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daty dal o

) % lal
R Reys 0,0034 0,9406
Xoys 8,3518:10° 10,8989
R; Xe 9,851-10° -1,0205
Rs R, 5,121-10° 0,0297
X 1,0745-107 0,1542

Tabla 2. Resultados de las sensibilidades del modo critico 3 respecto distintos elementos del circuito

La tabla 2 muestra la influencia que tiene cada componente perteneciente a las tres primeras
ramas del circuito en la condicién de resonancia del modo 3. La primera columna muestra la
sensibilidad del modo 3 respecto los distintos elementos y la segunda columna muestra los
valores de las sensibilidades normalizadas para poder comparar todos los elementos entre
ellos.

6. Programa

Para poner en practica el método de analisis modal explicado anteriormente se ha creado un
programa en Matlab que realiza el analisis del fendbmeno de la resonancia en un circuito
aplicando ese procedimiento. A continuacion, se dividira este séptimo apartado del trabajo en
subapartados que corresponden a las distintas tareas que desempenfa el programa.

6.1. Lectura de datos

El primer paso es identificar en el circuito que se tiene el numero de nudos que se tiene y el
numero de ramas, que correspondera al numero de caminos que unen un nudo y otro. Dichas
ramas estan orientadas, con lo que se debera tener claro cual es el nudo de origen y cual es el
de destino. En la figura 14 se muestra un circuito de ejemplo y se sefialan sus nudos y ramas.
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Nudo O
Fig. 14. Identificacion de los nudos y ramas del circuito

El programa comienza leyendo un fichero de tipo .txt que almacena la informacién necesaria
del circuito en cuestion de una manera muy concreta. Dicho archivo tendra una fila por cada
rama y cada fila almacenara toda la informacion necesaria de dicha rama en cinco columnas.
Las dos primeras columnas sefialan cuales son los nudos de origen. Las tres ultimas columnas
almacenan informacién sobre la impedancia de la rama: se tiene una columna para
resistencia, otra para inductancia y otra para capacidad. En la tabla 3 se muestra como
quedaria el archivo correspondiente al circuito de la figura 14.

N* N- Xu Xc R
Rama 1 1 2 Xu1 Xei R1
Rama 2 2 0 X2 Xc2 R2
Rama 3 2 3 X3 Xcs Rs
Rama 4 3 0 Xia Xca R4
Rama 5 3 0 Xis Xcs Rs

Tabla 3. Construccioén del documento de tipo txt

6.2. Construccion de la matriz de admitancias

Para construir la matriz de admitancias, lo primero es crear los vectores de incidencia de cada
rama en el que cada fila corresponde a un nudo del sistema. Todos los elementos seran nulos
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a excepcion de los correspondientes al nudo de origen y destino de la rama, que valdran +1y -
1, respectivamente. Los vectores de incidencia de las ramas del circuito de ejemplo quedarian
de la siguiente manera:

1 0 0 0 0
A= | -1 Agpe = |1} Ags=| 1 | Apg=|0| Ags =0
0 0 -1 1 1

Donde A:n corresponde al vector de incidencia de la rama n.

La construccion de la matriz de admitancias para una frecuencia f se hace de la siguiente

manera: S
Yy = EYk' (Ak ' AkT)
k=1 (6.1)

Donde Yk corresponde a la inversa de la suma de impedancias contenidas en la rama y Ax
corresponde al vector de la rama k.

Siguiendo con el ejemplo anterior, el desarrollo de la matriz de admitancias quedaria del
siguiente modo:

[ 1 0 0 0 0
=Y, |-1[-[1-10] +Y,- 1]-[010]+Y3- 1 ]-[01—1]+Y4- o]-[001]+Y5- 0[-[001]
| 0 0 -1 1 1
1 -10 000 00 O 000 000 (6.2)
=Y;-|-1 1 0|+Y,-[010[+Y;-|0 1 -1|+Y,-{000[+Ys-[000
L0 0 O 000 0 -1 1 001 001
Y, -Y, 0
= —Y1 Y1+Y2+ Y3 —Y3
0 —Y3 Y3+Y4+Y5

Donde Y, corresponde a la inversa de la suma de impedancias contenidas en la rama n.

Este calculo se repetira para todas las frecuencias que se quieran estudiar, por lo que se
tendran tantas matrices de admitancias como frecuencias estudiadas. Todas estas matrices se
almacenan en una misma matriz tridimensional donde la tercera dimension de la matriz se
utiliza para guardar los resultados obtenidos para cada frecuencia.
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6.3. Estudio frecuencial

El programa realiza un barrido de frecuencias y para cada una de ellas determina, ademas de
la matriz de admitancias comentada en el punto anterior, diferentes parametros necesarios
para el estudio. A continuacion, se explica cuales son esos parametros y como trabaja el
programa para encontrarlos.

6.3.1. Calculo de valores propios y vectores propios

Mientras se calcula cada matriz de admitancia para cada frecuencia, el programa
encuentra la matriz diagonal de valores propios y la matriz de vectores propios a partir
de la funcién eig( ) de MATLAB. Los valores propios se almacenan en una matriz de
dos dimensiones donde las filas almacenan cada uno de los valores propios obtenidos
y en las columnas se guardan los resultados obtenidos para cada frecuencia. Los
vectores propios se almacenan en una matriz tridimensional donde filas y columnas
almacenan los vectores propios correspondientes a cada uno de los valores propios
obtenidos y la tercera dimension de la matriz se utiliza para guardar los resultados
obtenidos para cada frecuencia.

6.3.2. Determinacion de modos vy frecuencias criticas

Anteriormente se ha explicado que los modos del circuito vendran dados por los
valores propios de la matriz de admitancia, que a su vez son funcién de la frecuencia.
El programa realiza una representacion frecuencial de las impedancias impedancias
modales (la inversa de los valores propios) para asi facilitar la interpretacion de los
resultados que se obtienen e identificar visualmente los modos y las frecuencias
criticas. El usuario ya podria ubicar los modos y frecuencias criticas identificando los
picos que puedan mostrar las impedancias modales pero el propio programa también
sabe localizar de forma automatica dichos picos y devolvernos los valores exactos de
su correspondiente frecuencia. Utilizando la funcién findpeaks() de MATLAB se
obtienen tanto los valores maximos de las impedancias y el indice en el cual ocurren.
Este indice permite averiguar la frecuencia y ubicarse en la dimension de la
profundidad de la matriz tridimensional de vectores propios.

6.3.3. Determinacion de los factores de participacion

Tal y como se ha explicado anteriormente, existe una manera de combinar
excitabilidad y observabilidad en un mismo indice. Esto se hace a través de los
factores de participacion, que se calculan de la siguiente forma:
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PFbm = meT

mb

Donde by m son el numero del bus y modo, respectivamente, al que nos referimos.

Una vez determinados los modos criticos, también se guardan sus correspondientes
indices. Estos indices indican la frecuencia a la cual el modo es critico. El programa
utiliza el modo e indice para poder situarse en la matriz tridimensional donde se han
almacenado todos los vectores propios. El modo sefala la fila/columna que se debe
coger y el indice ubica la profundidad de la matriz a la que nos encontramos. Una vez
se tienen los vectores criticos correspondientes al modo critico, se multiplican (tal y
como se muestra en la ecuacion ...) y se obtienen los factores de participacion.

6.3.4. Determinacion de sensibilidades

Para proceder al calculo de las sensibilidades de los modos criticos, el programa
primero pide al usuario que determine el modo y la rama de estudio. Una vez
escogidos, el programa calcula la matriz de sensibilidades correspondiente y luego
identifica, leyendo el fichero de datos introducido, si la rama que se quiere estudiar se
encuentra entre dos nudos o entre un nudo y tierra. Por ultimo, procede a aplicar los
calculos ya mencionados al final del apartado 4.2.
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Conclusions

Frente al recurrente problema de la aparicion de resonancias en circuitos eléctricos y la
necesidad de mantener esta condicion bajo control debido a los problemas que puede
ocasionar en las instalaciones eléctricas, el presente trabajo se ha dedicado al estudio de las
resonancias. Se ha podido observar que este fendmeno lleva a tener valores minimos y
maximos de las impedancias equivalente del circuito lo que puede provocar valores maximos
de tension o intensidad. Frente a esta situacion, la instalacion puede llegar a dafiarse o a
provocarse un problema de inestabilidades que derivan en oscilaciones no controladas de las
tensiones del circuito.

Uno de los objetivos iniciales del trabajo era escoger y estudiar el método de analisis que
mejor caracterizase la resonancia en los circuitos eléctricos. Se ha estudiando, en primer lugar,
el método de los nudos, pero se ha visto como dicho método es laborioso y los resultados que
se obtienen muchas veces seran confusos y dificiles de interpretar. Sin embargo, a raiz de
este método se ha estudiado otro, el método modal de analisis. Aplicandole un cambio de
base a la matriz de admitancias del circuito, con este método se pasa a trabajar con los
valores propios (los modos) de dicha matriz. De esta manera, los resultados que se obtienen
son mas claros y llegamos a obtener numerosas conclusiones. Este método permite encontrar
las frecuencias de resonancia, los modos que sufren resonancia, los nudos mas facilmente
excitables, el nivel de participacion de cada nudo y la sensibilidad de cada elemento del
circuito.

El segundo objetivo del trabajo proponia la creacion de un programa que simulase el método
modal de analisis y facilitase la obtencion de toda la informacion que da este método.
Utilizando Matlab, se ha creado un programa sencillo donde se ha programado el método que
puede ser aplicado a cualquier circuito eléctrico sin acoplamientos ni fuentes de tension puras.
Partiendo de la lectura de un fichero de datos con la informacion caracteristica del circuito, el
programa permite determinar su matriz de admitancias, presentar representaciones
frecuenciales de los términos de la matriz de admitancias inversa, realizar estudios con el
método de analisis modal presentado, sacar resultados por pantalla. Puede ser una
herramienta util para el estudio de resonancias en circuitos eléctrico.

A nivel personal, he podido dar un paso mas a nivel tedrico en la electrotecnia. He podido
profundizar mis conocimientos trabajando sobre una problematica real, como son las
resonancias, estudiando un método de analisis que se aplica a otro que ya habia estudiado en
la asignatura. Opino que se ha conseguido un método muy completo para estudiar las
resonancias y se ha conseguido, con éxito, integrarlo en un programa de Matlab que funciona
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para cualquier circuito que no tenga acoplamientos ni fuentes de tension pura.

La resonancia eléctrica va ligada a la estabilidad de los circuitos, puesto que en presencia de
resonancias y bajo condiciones de amortiguamientos reducidos se pueden presentar
oscilaciones en las tensiones del circuito a la frecuencia de dicha resonancia. El programa
podria llegar a ampliarse en un futuro para el estudio de estas situaciones.
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