10.

Feladatok az 1. ZH-hoz
2007. oktoéber

1. Metrikus tér, normalt tér, skalarszorzat
tér

. (8 pont) Definialja az I ? tereket, ahol 1 < p < oo.

(12 pont) Definialja a C([0, 1]) fliggvényteret a supremumnormaval és
a négyzetes norméaval. Melyik norma szdrmazik skalérszorzatbol?

(8 pont) Az [ 7 terekben definialt normék koziil melyik szarmazik skalar-
szorzatbol?

(8 pont) Igazolja, hogy skalarszorzatbol szarmaztatott normékra telje-
siil a parallelogramma szabaly.

(10 pont) Igazolja, hogy C([a,b]) szeparabilis.
(10 pont) Igazolja, hogy C([a,b]) a négyzetes norméaval nem teljes.
(10 pont) Igazolja, hogy C([a,b]) a supremum norméval teljes.

(8 pont) A valos szamok halmaza a diszkrét metrikaval teljes-e? Iga-
zolja allitasat.

(10 pont) Igazolja, hogy 1 ' teljes.

(8 pont) Igazolja, hogy metrikus terekben minden Cauchy-sorozat kor-
latos.
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2. Meértékelmélet, Lebesgue integral, Lebes-
gue terek

(8 pont) A Lebesgue mérték definicioja soran egyik kozbiilss 1épés az
volt, hogy minden valos részhalmazra értelmeztiik a kiils6 mértéket.
Hogyan?

(8 pont) Mennyi a Cantor halmaz mértéke? Igazolja.

(8 pont) Legyen

H={(z,y): 2,yQ, 0 <z,y<1}.
Mi a fenti H halmaz Lebesgue mértéke? Indokolja meg.
(6 pont) Igazolja, hogy a

H = {x€[0,1] : z racionalis}

halmaz Lebesgue mérhets, és mértéke 0.
(4 pont) Mit jelent az, hogy egy f : R — R fiiggvény Lebesgue mérhets?
(10 pont) Hasonlitsa Gssze a Lebesgue- és a Riemann integralt.

(6 pont) Mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy f :
la,b] — R fiiggvény Lebesgue integralhato legyen?

(12 pont) Legyen f : [a,b] — R, f > 0 mindeniitt, fdm = 0.
[a,b]
Igazolja, hogy ekkor f = 0 majdnem mindeniitt.

(12 pont) Definidlja az L?[0, 1] teret és igazolja, hogy ez valoban nor-
malt tér.

(12 pont) Definidlja az L*°[0, 1] teret és igazolja, hogy ez valoban nor-
malt tér.



21.

22.
23.

24.

25.
26.

27.

2

oo

3. Fourier analizis L*-ben

(8 pont) Legyen R = [0,1] és tekintsiik az L*(R) teret. Irjon fel egy
ortogonalis polinomrendszert.

(6 pont)L*-ben mit 4llit a Parseval egyenldség?
(6 pont) L*-ben mit allit az altaldnositott Parseval egyenlGség?

(15 pont) Adott L*[0,1]-ben a {® @a,...,¢n} ortogonalis fiiggvény-
rendszer és feL?[0,1]. Mi lesz az f fiiggvény ortogondlis vetiilete a
fenti fliggvényrendszer altal kifeszitett lienaris altérre?

(8 pont) A Haar rendszert hogyan definialjuk?
(10 pont) Igazolja, hogy a Haar rendszer tényleg ortonormalt.

(15 pont) Igazolja, hogy a Laguerre polinomok ortogonalisak. (Em-
lékeztetsiil: ezek ortogonalis polinomok R*-ban, az e sulyfiiggvény
mellett. )

(8 pont) Fogalmazza meg a Riesz-Fisher tételt.
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4. Absztrakt linearis operatorok

(10 pont) X és Y normalt terek, T : X — Y korlatos operator. T
normajat hogyan értelmezziik? Irja fel mindkét definiciot.

(8 pont) Hatarozza meg | >-ben a jobb shift operator normajat.
(8 pont) Hatarozza meg [ >-ben a bal shift operator normajat.
(8 pont) Legyen woel ? régzitett,

o = (To1, Tog, - - - )-
Legyen

(e.)
Tr = (x,z9) = Zxkx%.
k=1

Mi lesz a T' operator normaja?

(12 pont) Cla, bl-ben definidljuk az F' funkcionalt a kovetkezéképpen:

ahol z : [a,b] — IR folytonos fiiggvény. Igazolja, hogy
|F|| =b-a.
(15 pont) Legyen F : C[0,1] — C]0,1] linearis operator Fredholm

tipusu, a
k(t,s) =t + s

magfiiggvénnyel. Mi lesz F' norméaja?

(10 pont) Igazolja, hogy az operator norma szubmultiplikativ: ha T, SeB(X)
korlatos linearis operatorok, akkor

1T -S| < T - 151

(15 pont) Legyen Te3(X), ahol X Banach tér. Tegyiik fel, hogy ||7]| <
1. Igazolja, hogy I — T invertalhato és irja fel inverzét.



