Differencial egyenletek

Galik Zsofia menedzser hallgato

Differencial egyenletek osztalyzasa

A differencidlegyenletek olyan egyenletek a matematikdban (kozelebbrél a matematikai
analizisben), melyekben az ismeretlen kifejezés egy differencialhaté fliggvény, €s az egyenlet
a fiiggvény ¢és ennek derivaltja kozott teremt kapcsolatot. A problémak
differencidlegyenletben vald megfogalmazasa a fizikdban, mérndki tudoméanyokban, a
kozgazdasagtanban és még szdmos tudomanyban alapvetd szerepet tdltenek be.

Definicio: Az olyan egyenletet, amelyben allandokon ¢s ismert fliggvényeken kiviil egy
ismeretlen fiiggvény ¢és ennek az ismeretlen fiiggvénynek a derivaltja vagy magasabb rendii
derivaltjai szerepelnek.

Kozonséges differencialegyenleteknek nevezziik, azt a differencidlegyenletet, amelyben
szerepld ismeretlen fiiggvény egyvaltozés. Ha az ismeretlen fliggvény tobbvaltozos, akkor
parcialis differencialegyenletrdl beszéliink.

Egy differencialegyenlet elsérendii, ha az egyenletben az ismeretlen fliggvénynek csak az elsd
derivéltja szerepel. N-ed rendiinek nevezziik, ha az egyenletben talalhat6 derivalt fliggvények
koziil az n-ed rendii a legmagasabb derivalt.

Ha az ismeretlen fliggvényre és ennek derivaltjaira nézve a differencidlegyenlet linearis és
ezek szorzatai nem jelennek meg az egyenletben, akkor a differencidl egyenlet linedris,
ellenkezd esetben nem linearis.

Explicimek nevezziik a differencialegyenletet abban az esetben, ha az ismeretlen fiiggvény
legmagasabb rendli derivaltja van kifejezve, ellenkezd esetben a differencialegyenlet implicit.

Kozonséges, linearis differencialegyenletek tipusai:

1. Homogén linedris differencialegyenlet (fiiggd valtozéban homogén), ha linearis, de nincs
benne csak az x-t6l fliggd vagy konstans tag. Példa:

sin{z)y (x) — e"y(z) =0

, elsérendli homogén linedris,

2y (2) + —y(z) = 0

, masodrendi homogén linearis

2. Inhomogén linedris differencidlegyenlet, ha van benne konstans, vagy x-t6l fiiggd tag.
Példa:

sin(z)y (z) — e"y(z) = tg(z)

, elsérendli inhomogén linearis,

@
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2y'(2) + —y(z) =2° +5

, masodrendii inhomogén linearis



3. Alland6 egyiitthatoji linedris differencialegyenlet, ha az y és Osszes derivaltja
egylitthatdja konstans. Példa:

3y =Ty =0

, elsérendii 4lland6 egyiitthatés homogén linearis,

%" (x) + 4y (x) = 52"

, masodrendi dlland6 egyiitthatés inhomogén linedris.

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a megoldasok sordn eléfordulo fiiggvények mindig
integralhatdak, és az un. egyiitthatokban adott fliggvények folytonosak.

1.Példa
Legyen f minden x-re folytonos fiiggvény. Ekkor az y’'=f(x), xel egy elsérendi, linearis
differencidlegyenlet. Ennek a megoldasa:

Y= | Ax)dx + €, CeR

Tehat az y '=f{x) differencidlegyenlet megoldéasa a hatarozatlan integral fogalmaval egybeesik.
Az elsérendli differencialegyenlet altalanos megoldasan olyan fiiggvényt értiink, amely
kielégiti a differencidlegyenletet és melyben szerepel egy tetszélegesen vélaszthaté C
konstans. A differencidlegyenlet egy olyan megoldasat, amelyet az altalanos megoldasbol
egy konkrét C érték esetén kapunk, a differencialegyenlet partikularis megoldasanak
neveziink.

Elsorendii linedris homogén differencidlegyenletek

a,Szétvalaszthato differencialegyenletet

Ha az f fliggvény olyan szorzatra bonthatd, amelynek egyik tényezdje csak az x valtozo, a
masik tényezdje csak y fiiggvénye f(x,y)=g(x)*h(y), akkor a differencidlegyenletet
valtozokban szétvalaszthatonak (szeparabilisnak) nevezziik.

Altalanos alakja: v’=g(x)*h(y), ahol g folytonos az I intervallumon és h a K
intervallumon.

Megoldasa: y’ helyébe dy/dx-et irva az egyik oldalra rendezzilk azon kifejezéseket,
amelyekben csak az x, masik oldalra amelyekben csak az y valtozé fordul elo:

D~ glx) * h(y)
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Most mindkét oldalt integralhatjul:

J% =Jg(x]cix+c

amely a differencialegyenlet altalanos meqgoldasa

2.Példa
(1-cosyiy’ = 1+ sinx
(1= cosydvidx = 1+ sinx

[(1= cosyldy = [(1 + sinx)dx

— Ny =x—cosx+o
» Y ceR



3.Példa
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(y+ 1)%dy = x7dx
[(r+ 102y = | 2%dx

Y
7 T g Tf

b,Szétvalaszthatora visszavezetheto differencidlegyenletek

Bizonyos rendl differencialegyenletek megfeleld helyettesitéssel visszavezethetk
valtozokban szétvalaszthato tipusu differencidlegyenletekre. Az alabbiakban két ilyen tipus
megoldasi modszerét mutatjuk be.

1.tipus
V=A%)
Megoldasa: az ilyen tipusu differencidlegyeniet z(x) = 2 helyettesitéssel valtozokba szétvalaszthatova valik, mivel
y=2zx
yr =Zx+z

Behelyettesitve a differencialegyenletbe
F'x+z =4z

2x=fz)-=z
Szétvalasziva a z és x valtozokat
=N
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Integralas utan az altalanos megoldas
w0 esetén Inx = ] % te

¥<0 esetén In{—x) = [f;)x_z e
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|zdz= |—ldx

32—'1 = —lnx+c hax0
Z = —ln(-x)+¢ hax<d
pell)

el

% =—lnx+¢c

"v:l,l = —lnex
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» =2 (lh )
y=+—42x(hg)

podll
y=+—J2(=x)(ln L)

2.tipus:
¥ = flax = by +c)
MWegoldasa: vezessik be azix) = ax + &y + ¢ flQOwéamyt

Zi(x)=a+by azaz y = x;"

A7 eredeti egyenletbe helyettesitve mind a bal, mind a jobboldal kifejezhetd a z flgvénnyel:
22 = fiz
B
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prev il
x=|-=Z

pro= il alakban kapjuk a differencialegyenlet altalanos megoldasat

S.Példa



Yo=x+ iyt
r+2v+ 1=z

_ ozl
Y 3
LA |
F 2

_ =z-1
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Z =2z+1
£ =27+
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5 | gz = | 1dx
Thj2z+ 1] = x+e

Yisszahelyettesites:
Th(2x+4p+3) = x+c

Elsorendii linedris inhomogén differencidlegyenlet

Altalanos alakja: v’+p(x)y=q(x) ahol p(x) ¢és q(x) adott folytonos fliggvények az I
intervallumon.

Ha q(x)=0, akkor az  y’+p(x)y=0 differencidlegyenletet elsérendli, linedris, homogén
differencialegyenletnek, kiilonben inhomogénnek nevezziik.

Ha a differencidlegyenlet megoldhat6, akkor 4ltalaban tobb (végtelen sok)
megoldasfiiggvénye van. Ezek koziil bizonyos feltételek hozzatételével ki tudjuk valasztani a
szamunkra megfelelét. Ha a differencidlegyenlethez mellékfeltételként eldirjuk a keresett
fliggvény, ill. derivaltjainak értékét egy adott helyen, akkor un. kezdeti feltételt szabunk meg.
Ha a mellékfeltétel olyan, hogy legaldbb két pontban a fiiggvény értékét irja eld, akkor ezt a
feltételt peremfeltételnek nevezziik.

Az inhomogén differencidlegyenlet altalanos megoldasa a homogén egyenlet altalanos
megoldasa és az inhomogén differencialegyenlet egy partikularis megoldasanak 6sszegeként
all elé.

A linearis inhomogén differencidlegyenlet megoldédsa soran alkalmazott 1épések:

1.Iépés: megoldjuk az inhomogén differencidlegyenlet homogén parjat

2.1épés: konstans variacio (Lagrange-modszerrel)

3.1épés: c(x) eredményének behelyettesitése a kiindulasi egyenletbe

6.Példa
y—2y=xt+1
1. lepes:
Y -2y=20
& _ 2
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Iny = 2lnx + Ine
lny = lnex?
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¥y = ex?



2 lépés:

y = elx)x?

¥ = (x0x? + elx)2x

ezeket visszahelyettesitve az eredetl egyenlethe:
£ (2% elx)2x — %c(x)xz = x4+ 1

c(x) = 2L
-

e(x) = |(1+ 13

clx)=x-1

Tehat az inhomogén partikularis megoldas:
Yp o= (x— %:‘xz

¥ = x3 - x

lgy az inhomogén altalanos megoldas:

y=1x—x+ex’



