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电磁场对物质性质的影响和调控一直是科学研究的核心议题. 然而, 在计算凝聚态物理领域, 由于传统

的密度泛函理论并不能轻易推广至含有外加电磁场的情景, 且外场往往会破缺周期性体系原本具有的平移

对称性, 从而使得布洛赫定理失效. 因此, 利用第一性原理方法计算外场作用下的物质性质并非易事, 特别是

在外场不能被视为微扰的情况下. 在过去的二十年中, 许多计算凝聚态物理学者致力于构建和发展适用于有

限外场下周期性体系的第一性原理计算方法. 本文旨在系统地回顾这些理论方法及其在铁电、压电、铁磁、

多铁等领域的应用. 本文首先简要介绍现代电极化理论, 并阐述基于此理论以及密度泛函理论, 构建出两种

用于有限电场下计算的方法. 然后探讨将外磁场纳入密度泛函理论, 并对相关的现有计算手段以及所面临的

挑战进行讨论. 接着回顾了被广泛用于研究磁性、铁电和多铁体系的第一性原理有效哈密顿量方法, 以及该

方法在考虑外场时的延伸. 最后, 介绍了当下备受瞩目的利用机器学习中的神经网络方法构建有效哈密顿量

模型的发展成果及在考虑外场下的拓展.
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1   引　言

“第一性原理计算” 是一种基于量子力学的计

算方法, 通常以密度泛函理论 (DFT)为基础, 用于

对材料和物质的性质进行数值计算. 该方法的优点

在于: 原则上不需依赖任何经验参数或特定的模型

假设, 只需要知道构成物质的原子的种类和排布就

能从“第一性原理”出发得到计算结果. 因此, 第一

性原理计算方法在物理学、化学、材料科学、地质

科学等领域中有着广泛的应用.

DFT最早由Hohenberg和Kohn[1,2] 在 1964年

提出, 他们证明了如下两条定理 (即 HK定理): 基

态非简并的多体电子系统的性质由基态电子密度

唯一决定; 且系统能量可视为密度的泛函, 当密度

取基态密度时, 能量取最小值即基态能. 然而, 这

两条定理并没有给出能量泛函的具体形式, 所以

DFT在此时仍然只是一个形式理论. 为使 DFT成

为一个可实际使用的理论, 次年即 1965年, Kohn

和 Sham[3] 提出了著名的 Kohn-Sham (KS)方法:

他们引入了一个虚拟的无相互作用电子系统 (即

KS系统), 该系统的基态电子密度与真实系统相

同, 因此可以通过求解 KS系统来得到真实系统的

基态电子密度和基态能量, 从而将复杂的多电子问
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ĤKS =
1

2
p̂2+

VKS(r) VKS(r)=Vext(r) + VH(r)

+Vxc(r)

Vn

题转化为可解的单电子问题. 在这个方法中, 每个

电子都遵循相同形式的哈密顿量  

 , 其中势能分为三项,  

 , 分别为外势 (包括原子核对电子的库仑吸

引势   )、电子哈特里 (Hartree)势和交换关联势;

交换关联势的具体形式未知, 计算中需使用合理的

交换关联泛函近似; 其中 Hartree势和交换关联势

都依赖于密度, 因此对 KS体系的求解需使用自洽

场方法 [3]. 由于密度泛函理论在后世的应用几乎都

基于 KS方法, 所以二者又常被合称为 KS-DFT.

通过施加电场或磁场来调控物质性质一向是

科学研究的焦点, 如在铁电学 [4]、铁磁学 [5]、磁光

学 [6]、自旋电子学 [7]、谷电子学 [8]、超导材料 [9]、多

铁材料 [10]、低维材料 [11]、巨磁电阻效应 [12]、量子霍

尔效应 [13]、声子霍尔效应 [14] 等领域中都需要外场

的作用. 为了理解和预言外场下的物性, 亟需发展

外场下周期性体系的第一性原理计算方法. 然而,

HK定理的证明严格依赖于多体哈密顿量的形式

和基态的存在性, 因此 DFT并不能直接应用于外

加匀强电磁场的情形, 这无疑是一个重大的挑战.

传统的解决办法是将外场视为微扰, 利用基于线性

响应的格林函数方法 [15] 或密度泛函微扰理论

(DFPT)[16,17] 进行计算, 但这些方法不能适用于有

限场 (包括强场)的情形.

ℏ = e =

me = 1 ℏ e

me

本文将着重回顾近几十年来关于有限外场下

第一性原理计算方法的进展和应用 . 若无特殊

说明 , 本文公式均选用原子单位制 , 即  

 (其中   为约化普朗克常数,    为电子电荷

量,    为电子质量), 且本文默认采用玻恩-奥本

海默近似. 

2   有限电场下的 DFT计算

在经典电磁理论中, 一般用极化强度的变化来

描述绝缘体 (或称电介质)对外电场的响应. 同样

地, 在后续部分, 我们将看到有限电场下的第一性

原理计算也直接依赖于对极化强度的计算. 尽管外

电场产生的外电势不符合无限大晶体的周期性边

界条件, 但极化强度却可以在原胞中明确定义. 因

此, 在讨论有限电场下的第一性原理计算时, 必须

首先讨论极化强度的计算. 值得注意的是, 本文讨

论的极化强度以及对外电场响应的计算只适用于

绝缘体. 对于周期性的金属体系, 目前尚无可靠的

第一性原理方法. 

2.1    现代电极化理论

Pcell =
1

Ω

∫
Ω

d3rrρ (r) Ω

ρ (r)

∇ · P (r) =

−ρ (r) ρ (r)

P (r) P (r)

根据经典理论, 当晶体极化时, 晶体分子的正

负电荷中心会发生偏移, 从而形成电偶极, 极化强

度矢量就是单位体积内的电偶极矩. 但以上定义只

是宏观层面的, 而微观层面的电极化定义和计算直

到 20世纪 90年代才由 Resta等 [18–22] 发展成熟 ,

这一理论后来被称为“现代电极化理论 (MTP)”.

对于我们关心的无限大晶体, 需要寻找的是极化强

度的“体”定义, 即不依赖于晶体表面的极化性质.

一种直观的定义是把极化强度定义为原胞内的平

均电偶极矩   (其中   是原胞

体积,    为电荷密度), 但这势必会依赖于原胞

位置和形状的选取, 从而导致结果不唯一, 如图 1

所示. 况且即使从麦克斯韦方程组出发,  

 , 电荷密度   也不能唯一决定极化强度

分布   , 因为   加上任意一个无散场都满

 

(a) (b) (c)

Z1 = +e Z2 = +3e

+e +3e/4

图 1    两种原子构成的系统的不同原胞选择 [21], 两原子电荷分别为   (空心圆)和   (阴影圆)　(a), (b)包含了完

整的原子, 但相对位置不同; (c)原胞由一个完整的   电荷和 4个   电荷组成

Z1 = +e

Z2 = +3e

+e +3e/4

Fig. 1. Possible choices of unit cell for a system composed of two types of atoms having ionic charges     (open circles) and

   (shaded  circles)  [21]:  (a),  (b)  Unit  cell  is  specified  by  two  complete  basis  ions,  but  in  different  relative  orientations;

(c) unit cell is specified by “split basis” consisting of one complete    charge and four charges    in a symmetric arrangement.
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足此方程. 以上种种说明周期性体系的极化强度不

能由电荷密度唯一决定.

MTP的高明之处在于: 它并不直接定义电极

化强度本身, 而是定义极化强度在晶体绝热演化下

初末态之间的变化量 [18]. 事实上实验学家测量的

也正是极化强度的变化量而非极化强度本身, 如铁

电材料的自发极化是通过测量电滞回线得到的. 极

化强度的变化量可以被定义为 

∆Pi→f =

∫ f

i
(∂λP ) dλ = P (f)− P (i) , (1)

i f P

Pion Pel

其中  和  分别指代初、末态, 总极化强度  可认为

是离子极化强度   和电子极化强度   的和, 离

子极化强度定义为 

Pion =
1

Ω

∑
µ
Zµuµ, (2)

Zµ uµ µ其中  和  分别为离子  的电荷数和位矢.

Enk

ψnk (r) = eik·runk (r)

unk (r) = unk(r +R)

n k R

在绝热近似下, 对应本征能  的电子本征态

仍满足布洛赫函数形式, 即   ,

其中  是布洛赫函数的周期部

分,    为能带指标,    取第一布里渊区中的点,   

为晶格的正格矢. 由一阶绝热微扰论给出 

∂λPel =

− f

Ω

∑
nk

∂λ⟨r⟩nk=− f

Ω

∑
nk

2Im⟨∂λunk|∂kunk⟩,

n M f其中对   求和即对所有共   条占据带求和,    是

自旋简并度, 负号来自于电子带负电. 由此可以给

出与演化路径无关的极化强度: 

Pel = − f

M∑
n=1

∫
d3k
(2π)3

An (k)

= f Im
M∑
n=1

∫
d3k

(2π)3
⟨unk|∂kunk⟩, (3)

An (k) = i⟨unk|∂kunk⟩ k其中   就是   空间上的 Berry

联络. 也常将 (3)式写成 Berry相位的形式: 

Pel = − f

2πΩ

3∑
i=1

φ
(i)
el ai, (4)

ai其中  是原胞基矢, 

φ
(i)
el =

∑
n

φ
(i)
el,n =

∑
n

∫
d3kbi ·An(k)/ΩBZ

bi ΩBZ=
(2π)3

Ω
是沿倒格矢基矢  方向的 Berry相位,  

是第一布里渊区的体积. 极化强度正比于 Berry相

2π φ̃(i) = φ(i)+

2πm m

位的事实也暗示了其应当是多值的, 因为 Berry相

位在相差  的意义上是规范不变的, 即 

 ,   为任意整数. 所以并不能直接比较 (2)式

和 (3)式给出的极化强度的大小, 但是两个状态的

极化差可以通过构造一个绝热演化路径唯一确定.

此外 (3)式还有一个更具物理直观的诠释: 定义

Wannier中心 

r̄n = ⟨wn0|r|wn0⟩ =
1

ΩBZ

∫
d3k⟨unk|∂kunk⟩,

其中Wannier函数 

|wnR ⟩ = 1

ΩBZ

∫
d3ke−ik·R|ψnk⟩,

Pel = − f

Ω

∑M

n=1
r̄n则 (3)式可改写为   , 即极化强

度正比于各个占据带的Wannier中心的简单相加,

Wannier中心在此处起到了如同经典图像里“负电

荷中心”的作用. 由于波函数在不同 k点可以有任

意相位, 因此我们可以有无穷多种Wannier函数

的选取方法, 但在实际计算中一般需要选取最局域

化的Wannier函数 [23,24].

需要指出, 前面讨论的MTP是一个单电子理

论, 真实体系的极化强度应由多体理论给出 [25,26].

Resta等 [26,27] 通过巧妙构造与周期性边界条件适

配的多体位置算符给出了多体极化强度的正确定

义, 其在多体波函数取 Slater行列式时退化到单体

的MTP. 

2.2    固定电场方法和电热焓

E现在需要研究电子在有限大外电场  中的性质.

考虑KS-DFT框架, 晶体中电子的哈密顿量写作 [28]: 

ĤE = ĤKS +E · r, (5)

ĤKS =
1

2
p̂2 + VKS (r)

VKS (r) = VKS (r +R)

E · r

ĤE

其中   是不含电场的 KS哈密

顿量, 其势场  为周期势场. 但

外电势能项   并不是周期的, 这导致了布洛赫

定理的失效; 更严重的是, 外电势是无界的, 这使

得  没有严格意义上的基态, 因为总可以使电子

逆着电场线运动来达到更低的能量. 从能带论的图

像来说, 外电场使得能带发生了“倾斜”, 从而使原

来在一处导带的电子可以跃迁至另一处的价带, 这

种带间跃迁被称为 Zener隧穿 [29–32]. 不过在很多我

们关心的时间尺度内, Zener隧穿可以被忽略, 理

论上也能证明绝缘体在不太强的电场下处于一种
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极化的、依旧保持周期性的长期共振态 [33], 而这正

是我们感兴趣的状态. 为求解该态, Souza等 [32–35]

于 2002年提出了一种基于 KS-DFT和MTP的算

法, 下面进行简要介绍.

ψnk (r) = eik·runk (r)

F

F

当存在外电场时, 我们认为体系“基态”仍处于

极化的布洛赫态   , 此时体系

的总能量可以用电热焓  来描述, 体系“基态”即对

应于取电热焓为极小值时的波函数. 考虑体系对外

电场的响应, 电热焓  可以定义为 [36]
 

F [unk;E] = EKS [unk]−ΩE · P [unk] , (6)

P = Pion + Pel

Pion Pel

ψnk

E

其中   是总极化强度, 离子极化强度

 和电子极化强度   分别由 (2)式和 (3)式给

出. 需要指出的是,   并不是哈密顿量的本征态,

但可以被视为对单粒子密度矩阵的表示, 且该密度

矩阵仍保留有周期性 [32]. 在对 (6)式进行最优化

时, 可认为外电场  是一个常量, 因而该算法又被

称作“固定电场方法”. 物理上这对应于给材料施加

一个恒定的电压 (暂不考虑形变), 即将材料两端分

别与电源的正负极相连形成闭路. 基于电热焓需要

取到最小值, 数值上可以采用预条件处理的共轭梯

度法来求解该最优化问题 [35].

Fµ =

− ∂F

∂uµ
= −∂EKS

∂uµ
+ZµE

Zµ µ

Fµ ≈ Z∗
µ ·E µ(

Z∗
µ

)
αβ

=
∂(Fµ)α
∂Eβ

=

Ω
∂Pα

∂uµ,β
µ β

uµ,β

我们有时需要对原子的位置以及原胞的大小

进行更新 . 这里以优化原子位置为例 : 借助于

Hellmann-Feynman定理, 可以计算离子受力 

 , 该式第 1项与传统 DFT

计算一致, 第 2项则是外电场对离子的作用力, 其

中   为   离子的电荷数. 另一种常见的离子受力

算法需利用玻恩有效电荷   , 其中   原

子的玻恩有效电荷张量定义为 

 , 一般通过极化强度关于   原子沿   方向

位移  的有限差分得到. 基于受力, 可以通过共

轭梯度法或其他优化方法来优化原子位置, 使总能

最小. 值得一提的是, 我们可以通过牺牲一定精度

来提高效率. Fu和 Bellaiche[36] 直接利用零场下的

玻恩有效电荷来计算加电场后的原子受力, 以结构

优化, 而舍弃了对电子波函数的优化, 也可以计算

出体系的由晶格主导的压电和介电响应系数, 且与

实验结果符合得较好; 同时, 利用这种方法还可以

计算体系的电滞回线 [37,38]; 此外, 利用零场玻恩有

效电荷来近似有限场下玻恩有效电荷, 在后文将要

介绍的有效哈密顿量方法中也十分普遍.

k

F

k

Lt = Egap/ |E|
Egap Lp = 2π/ |∆k| ∆k

k

Lp < Lt

k Ni <

Egap/|E · ai|
k

k

k

k

但该算法也存在一系列问题. 如果  空间取点

过密, 则   将不存在极小值, 从而导致算法失效;

而在一般的 DFT计算中,   空间取点越密意味着

计算越精确. 这个缺陷的背后是两种特征长度的比

较 : 其一是 Zener隧穿距离   , 其中

 为能隙大小; 其二是   , 其中  

为  点采样间距, 该特征长度可以被视为施加周期

性边界条件的长度. 为能正确求解“基态”波函数,

我们需要求  , 即在所给范围内不发生隧穿,

这就在电场固定时给出了   点采样的上限,   

 . 此外, 以共轭梯度法求解 (6)式的最

优化问题时, 可以发现某一个  点处的波函数的梯

度不仅包含其自身, 还包含了临近  点的波函数信

息; 而通常的无外场的 DFT计算往往对不同  点

进行并行处理, 以加快计算效率. 但对于固定电场

方法, 由于不同   点波函数信息的强烈耦合, 一

般不支持并行处理, 这就使得固定电场方法计算

速度较慢. 目前一些第一性原理软件包实现了固定

电场方法的计算, 比如Vienna Ab initio Simulation

Package (VASP)[39]、 Quantum Espresso (QE)[40]、

ABINIT[41] 等.

(
Z∗

µ

)
αβ

=
∂(Fµ)α
∂Eβ

χαβ =
1

ε0

∂Pα

∂Eβ
εαβ = δαβ + χαβ

ε0

ε∞

εstatic

χ
(2)
αβγ =

2

ε0

∂2Pα

∂EαEβ

利用固定电场方法, 可以对体系的介电性、压

电性、多铁性等许多相关的物理量进行计算模拟.

比如, 玻恩有效电荷  也可以通过

改变电场大小用对受力的有限差分来计算. 固定电

场 方 法 结 合 有 限 差 分 还 可 以 计 算 极 化 率

 , 以及介电常数  , 其

中   是真空介电常数. 如果在计算中使离子固定

不动, 将得到电子贡献   ; 如果同时允许离子和

电子的弛豫, 则将得到静态介电常数  . 同样可

以将该方法推广至二阶极化率   ,

计算中应固定离子位置. 利用不同赝势方法对一些

实际体系的介电性的计算结果可见表 1, 与实验符

合得较好 [42]. 当然, 这些零场下的介电性相关的物

理量, 也可以通过 DFPT进行计算 [43].

eαβγ =
∂σβγ
∂Eα

=
∑3

i=1

∂σβγ
∂Vi

(ai)α σαβ =

1

Ω

∂F

∂ηαβ
η Vi = E · ai

压电效应是指当体系施加电场后, 会产生原

胞的形变. 这一效应具有广泛场景, 比如压电滤波

器、加速器和压力传感器等. 可以用压电张量来

描述压电效应 , 其可定义为应力张量对场强的

导数   , 其中  

 为应力张量,   为应变张量,   为
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ai → (1 + η)ai

Vi E

E′ = E(1 + η) P ′ = (1 + η)−1P

电压. 但当考虑体系存在形变时, 即   

时, 固定电压   和固定电场   不再等同, 见图 2.

由于实验上一般是在材料两侧施加固定电压, 因此

需要基于固定电压法来进行计算模拟. 此时电场强

度会与应变张量耦合 , 可以定义约化电场强度

 和约化极化强度  

使之解耦 [25,26], 这样定义的电场强度才是考虑形变

时的电热焓的自然变量:
 

F [unk;η,E
′] = EKS [unk;η]−Ω(η)E

′ · P ′ [unk;η] ,
(7)

Ω (η)其中  是形变后的原胞体积. 通常把基于固定

电压得到的压电张量称为恰当的 (proper)压电张

e
(V )
αβγ = e

(E)
αβγ − δβγPα + δαβPγ

eαβγ =

∂Pα/∂ηβγ

量, 而基于固定电场得到的为不恰当的 (improper)

压电张量, Vanderbilt[44] 曾推导过两者之间的转换

关系 , 得到   . 已经有

许多工作运用上述方法, 来计算模拟不同体系的压

电系数 [32,45]. 注意到, 压电系数还可以表述为 

 , 故也可以通过 DFPT进行计算 [43].

αij =

(
∂Pi

∂Bj

)
E

=

(
∂Mj

∂Ei

)
B

固定电场方法同样可以用来研究材料的多铁

性. 所谓“多铁性”, 是指一种材料同时具备铁电和

铁磁的性质, 该类材料被视为新型多功能磁电器件

和高性能信息存储与处理器件的理想候选材料 [46].

在多铁性物质的研究中, 主要关注如何通过电场调

控磁性和通过磁场调控铁电性, 所以通常用磁电张

量   来描述体系的多铁

性. 借助固定电场方法, 可以利用有限差分来计算

磁电张量. 例如, Malashevich等 [47] 成功利用了固

定电场方法计算了多铁材料 Cr2O3 中磁矩关于电

场的线性响应, 从而得到了磁电张量.

EKS

E EKS −E

最后需要强调的是, 尽管该方法计算得出的结

果与实验符合良好, 但基于一般 KS-DFT的方法

在原则上并不能给出真实的极化强度, 这点最早

由 Gonze等 [48] 注意到 . 该论断的最直接证据是

KS-DFT本就不能给出真实的多体波函数, 而只能

给出正确的基态密度, 但我们知道光凭电荷密度是

无法确定极化强度的 [49]. 而根据 Gonze等 [48] 提出

的“密度-极化泛函理论”, 倘若想同时确定密度和

极化强度, 则必须引入有效电场  , 但它并不等

于真实的外电场   , 二者的差值   被定义

为“交换关联电场”.
 

 

d123 χ
(2)
123/2

表 1    用固定电场方法计算的一些 III-V半导体介电性质与实验的比较 [42], 其中玻恩有效电荷张量在材料对称性下退化

为标量, 且  定义为  , LDA和 PBE是计算时使用的交换关联泛函近似

d123 χ
(2)
123/2

Table 1.    Computed dieletric properties of some III–V semiconductors by means of fixed-E method compared to experiment[42],

Born effective charge tensor degenerates to a scalar due to the symmetry of the material and     is defined as    ,

LDA and PBE are different exchange-correlation functional approximations used in calculation.

Compound Z∗
Al εstatic ε∞ d123/(pm·V–1)

AlP (LDA) 2.22 10.26 8.01 21.5

(PBE) 2.23 10.09 7.84 23.2

(Expt.) 2.28 9.8 7.5

AlAs (LDA) 2.18 11.05 8.75 32.7

(PBE) 2.17 10.89 8.80 38.8

(Expt.) 2.20 10.16 8.16 32

AlSb (LDA) 1.84 12.54 11.17 98.3

(PBE) 1.83 12.83 11.45 103

(Expt.) 1.93 11.68 9.88 98

 

D

(1
+

)




D

(1+)D

η ∆V E = ∆V /d

E = ∆V /[(1 + η)d] E ∆V

(1 + η)∆V

图 2    固定电压法和固定电场法的差异 [45]. 当材料发生应

变   时 , 如果保持电压   不变 , 电场从   变化

为   ; 如果保持电场  不变, 电压从  变

为 

η

E = ∆V /d E =

∆V /[(1 + η)d]

∆V (1 + η)∆V

Fig. 2. Differences  between  fixed-E  method  and  fixed-

voltage method[45].  When a strain      is applied to the ma-

terial,  electric  field  will  change  from      to   

   if  voltage  is  held  fixed,  or  voltage  will

change from    to    if electric field is held fixed.
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2.3    固定电位移方法和内能泛函

在实验研究中, 除了将材料接入闭路即对应固

定电场方法外, 还可以让其处于开路, 这可以通过

使测量电路的电阻远大于材料样品的电阻近似实

现. 在这种状态下, 材料两端的自由电荷不会发生

转移, 从而使得电位移矢量保持恒定. 基于这种考

虑, Stengel等 [50] 提出了“固定电位移方法”, 其核

心是最小化如下泛函 (取高斯单位制): 

U [unk;D] = EKS +
Ω

8π
E2

= EKS [unk] +
Ω

8π
(D − 4πP [unk])

2
. (8)

该泛函事实上就是外加电场时原胞的内能. Hong

和 Vanderbilt[51] 以 PbTiO3 为例, 测试了电场随电

位移矢量的变化, 电位移矢量随极化强度的变化以

及极化强度随电场的变化, 如图 3所示, 可见电位

移矢量与极化强度之间是一一映射的.

di =
Ω

4π
bi ·D ∝ ai × aj ·D

σαβ =
1

Ω

(
∂U

∂ηαβ

)
{d}

(
ε−1
)
αβ

=
Ω

4π
∑

ij
γij(bi)α(bj)β γij =

∂2U

∂di∂dj

考虑原胞形变时, 应保持材料每个面上的自由

电荷不变, 即电位移矢量的通量不变, 此时可定义

约化电位移参数   不随

原胞形变而变化. 可以类似地计算得到开路边界条

件下的应力张量  . 同样可以用

固定电位移方法计算开路边界条件下的介电张量

 , 其中 

是电容矩阵的逆 , 这可以通过有限差分法得到 .

Jiang等 [52] 利用固定电位移方法计算了一些铁电

体的压电系数. 基于开路边界条件, 这一方法也适

用于计算模拟铁电电容器 [50]、超晶格体系 [53–55] 以

及金属-氧化物界面 [56–58]. 基于固定电位移方法, 还

µαβγδ =
∂Pα

∂νβγδ
ναβγ =

∂ηαβ
∂rγ

可以计算饶曲电张量  , 其中 

 是应变梯度张量 [59]. 固定电位移方法目前已

在 ABINIT中得到实现.

除固定电场法和固定电位移法之外, 还有固定

电极化法 [60]. 但该方法在物理上对应固定极化电

荷, 实验上难以实现, 所以应用较少. 

3   有限磁场下的 DFT计算

与电场类似, 物质系统对外部磁场的响应通常

以磁化强度来描述, 磁化强度即单位体积内的磁偶

极矩大小. 在量子理论中, 磁化可根据其来源分为

两种: 轨道磁化和自旋磁化, 它们分别源自磁场与

电子的轨道自由度和自旋自由度的耦合. 因此, 通

常将与这两个自由度相耦合的磁场分别称为“轨道

磁场”和“Zeeman磁场”. 值得注意的是, 由于晶体

场劈裂的作用, 轨道磁矩通常很小, 所以磁性材料

的磁性几乎全部来自于自旋磁矩; 另一方面, 轨道

自由度对自旋磁矩的贡献一般来自于自旋轨道耦

合 (SOC)作用, 而这一作用往往很小. 基于上述两

个原因, 大部分研究在考虑磁场对材料的影响时,

通常会忽略轨道磁场而只考虑 Zeeman磁场.

然而, 与电场不同的是, 无论是 Zeeman磁场

还是轨道磁场下的体系依然存在基态, 这使得对磁

场的处理方式至少在原则上是更严格的. 尽管如

此, 当前外场下的第一性原理计算工作仍主要集中

于外加电场的情形, 对外加磁场的关注较少. 鉴于

磁场分别与两个不同的自由度耦合, 本节接下来将

分开讨论 Zeeman场和轨道场的影响. 除非特别指

出, 本节的讨论都将忽略 SOC作用. 
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ε (D) ε D (P ) P (ε)图 3    施加场的方向约束在 [001], [110]或 [111]方向时, PbTiO3 中形式为   (  为外电场)(a)、    (b)和    (c) 的电状

态方程 [51], 采取原子单位制

ε (D) D (P ) P (ε)Fig. 3. Electric equations of state of the form    (a),    (b), and    (c) in PbTiO3, plotted for fields constrained to lie

along the [001], [110], or [111] directions[51]. All units are a.u..
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3.1    Zeeman 磁场和自旋-密度泛函理论

Zeeman磁场得名于 Zeeman效应, 即原子光

谱在外磁场下劈裂的现象, 其物理机制是磁场与原

子角动量耦合进而打破了原先的能级简并. 而在晶

体中磁场主要与自旋角动量耦合, 使得自旋向上和

自旋向下的电子不再等价 , 进而导致能带的劈

裂. 严格考虑自旋的密度泛函理论被称为自旋-密度

泛函理论 (SDFT), 在 20世纪 70年代由 Barth和

Hedin [61,62] 提出. 由于实际体系都具有自旋, 在使

用中往往不区分 DFT和 SDFT.

Ψnk (r) = (ψnk↑ (r) , ψnk↓ (r))
T

T 2× 2

(ĤZee)σσ′ = δσσ′

(
1

2
p̂2 + Vext + VH

)
+

(Vxc)σσ′ + µB (σ)σσ′ ·B µB σ =

(σx, σy, σz) σ

↑ ↓
z B

Ψnk

2× 2

在 SDFT中, 电子本征态需写成二分量的旋

量波函数的形式   ,

其中   表示转置. 电子哈密顿量同样需写成  

的算符矩阵  

 , 其中  为玻尔磁子,  

 为泡利矩阵矢量, 下标   为自旋指标,

取值为自旋向上   或自旋向下   (默认自旋量子化

轴为  轴),   为外磁场. 显然 Zeeman项仅与自旋

自由度相关而与空间自由度无关, 所以 Zeeman场

并不改变体系原有的平移对称性, 这也说明了我们

仍把本征态  写成布洛赫函数形式的合理性. 此

时的能量可以视为  自旋-密度矩阵的泛函 (当

密度矩阵取基态密度矩阵时, 能量泛函取最小值即

基态能): 

EZee [nσσ′ ;B] = EKS [nσσ′ ]−mtot [nσσ′ ] ·B, (9)

EKS −mtot ·B

mtot =

∫
Ω

d3rm (r)

nσσ′ (r) =
1

Nk

∑
nk
fnkψ

∗
nkσ (r)ψnkσ′ (r) fnk

n (r) =

Tr [n (r)] = n↑↑ (r) + n↓↓ (r) m (r)

= µBTr [σn (r)] = µB
∑

σσ′
(σ)σσ′nσ′σ (r)

其中   是零场下的能量 ,    是 Zeeman

项, 总自旋磁矩   是自旋磁矩分

布在原胞内的积分, 自旋-密度矩阵定义为 

 ,    为旋量波函数

的占据数, 做自洽计算时应使得整个密度矩阵收

敛 . 由自旋-密度矩阵可以给出电子密度  

 和自旋磁矩分布 

 . 很显然

Zeeman项的作用仅仅是使势能矩阵发生了偏移: 

∆V = −µB

(
Bz Bx + iBy

Bx − iBy −Bz

)
. (10)

所以 Zeeman项可以被自然地吸收进势能项, 对

(9)式的自洽计算方法与零场时完全一致.

准确地来说 , 以上介绍的是非共线版本的

SDFT[63–67]. 共线版本的 SDFT假设电子自旋仅能

m (r) =

µB (n↑↑ (r)− n↓↓ (r))

朝上或朝下 [61,62,68,69], 从而哈密顿量和自旋-密度矩

阵的非对角元消失, 自旋磁矩分布也简化为 

 . 对于实验上测得基态为共线

态的体系, 可以直接利用共线 SDFT进行计算, 从

而避免非共线 SDFT带来的大量计算消耗. 历史

上共线 SDFT的发展也早于非共线 SDFT.

αij =

(
∂Pi

∂Hj

)
E

µ, B = µH

α
(el)
xz

α
(el)
xz = 0

施加 Zeeman场的方法当前主要用于对多铁材

料的磁电张量的计算. Bousquet等 [70] 采用 (9)式

第一性地研究了磁电张量  (此处定

义的磁电张量与前文相差一个磁导率  即  ,

且他们的工作中考虑了 SOC和朗德 g 因子), 指出

电子贡献的量级可以与晶格贡献相比, 因而不能被

简单忽略. 他们计算了不同大小磁场下 Cr2O3 电

子极化的变化量 (如图 4所示), 从而计算得到体系的

磁电张量. 在另一个工作中, Bousquet和 Spaldin[71]

用同样的方法计算了施以应力下 CaMnO3 磁电张

量电子贡献的非对角元  , 发现其呈现出高度的

非线性, 这也与群论分析对一阶响应给出的限制

 一致 . 但需要注意的是 , 通过外加磁场

的方式计算磁电张量在数值上是比较困难的: 由于

磁场诱导的原子受力很小, 往往需要设置一个精

度很高的收敛条件, 如文献 [72]中设置的受力收敛

条件是 < 5 μeV/Å. 外加 Zeeman场的方法目前在

ABINIT中已得到实现 [41].
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el=0.34 psSm-1
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tot=1.45 psSm-1Electronic only
Lattice only (*D)
Total

α(el)图 4　Cr2O3 的横向响应贡献 [70] . 固定离子响应   (空心

方块)的贡献约为总响应的四分之一 (实心方块); 响应的剩

余部分 (空心圆)来自于外场下的结构畸变, 利用波恩有效

电荷计算得到

α(el)
Fig. 4. Contributions to the transverse response of Cr2O3 [70].

The clamped-ion response,    (open squares) contributes

approximately  one  fourth  of  the  total  response  (filled

circles).  The  remainder  of  the  response,  computed  using

Born effective charges, is due to structural distortions in the

applied field (open circles). 
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3.2    轨道磁场的密度泛函理论

A p

T̂ =
1

2
(p̂+A (r))

2

∇×A = B

不同于 Zeeman场直接与自旋耦合, 轨道场是

以磁矢势  的形式与正则动量  耦合, 此时电子的

动能部分为   , 其中磁矢势的旋

度即为磁场, 即  . 这一改变的影响是显

著的: 不同于 DFT可以简单推广至 SDFT, 严格考

虑磁矢势需对 DFT做较大的修改; 同时学界对含

磁矢势的 DFT的关注和发展较少, 甚至可以说迄

今仍处于起步阶段. 本节将简要介绍两种严格考虑

磁矢势的类密度泛函理论——电流-密度泛函理论

(CDFT)[73–77] 和磁场-密度泛函理论 (BDFT)[78,79].

在过去十年里, 这两种理论在小分子层面已经得到

了一定的发展和应用 [80–84]. 除此之外也有一些含磁

矢势的形式理论, 感兴趣的读者可以参看文献 [85].

jp (r)

n (r) jp

n

CDFT由Vignale和Rasolt[73] 在20世纪80年

代提出, 其最大特点是同时以顺磁电流密度 

和电子密度  作为基本变量 [86], 能量泛函在 

和  为基态顺磁电流密度和基态密度时取最小值,

此时对应基态能. CDFT的 KS方法同样要进行修

改, 应保证 KS系统给出与真实系统相同的基态顺

磁电流密度和基态密度. KS-CDFT的能量泛函由

下式给出: 

E [ϕi;A] = T
(CDFT)
KS + EH [n] + E(CDFT)

xc [n, jp]

+

∫
d3rUn (r)n (r) +

∫
d3rA (r) · jp (r) , (11)

ϕi T
(CDFT)
KS =

∑
i
⟨ϕi|

1

2
p̂2|ϕi⟩

jp (r) =∑
i

1

2
[ϕ∗i (r) p̂ϕi (r)− ϕi (r) p̂ϕ

∗
i (r)]

EH E
(CDFT)
xc

Un (r) := Vn (r) +
1

2
A(r)

2

其中  是 KS轨道,   是通

常的不含磁矢势的无相互作用动能 ,   

 是无相互作用的

顺磁电流密度,    是通常的 Hartree能,   

是交换关联能, 但此时依赖于密度和顺磁电流密

度,    是偏移的原子核势.

(11)式对应的 KS哈密顿量为 

Ĥ
(CDFT)
orb =

1

2
(p̂+AKS (r))

2
+ V

(CDFT)
KS (r) , (12)

AKS (r) = A (r) +Axc (r) V
(CDFT)

KS = Vn+

VH + V
(CDFT)

xc +
1

2
(A2 −A2

xc)

Axc =
δE

(CDFT)
xc [n, jp]

δjp

V
(CDFT)

xc =
δE

(CDFT)
xc [n, jp]

δn

n jp

其中    和    

 分别是 KS电子感受

到的有效磁矢势和有效势,   

和   分别是交换关联磁矢

势和交换关联势, 自洽计算时应使得   和   均收

敛. 注意到 KS系统的有效磁矢势一般不等于真实

系统的磁矢势, 这与前文提到的“密度-极化泛函理

论”的情况相似, 为了使 KS系统能给出基态密度

以外的物理量, 必须引入额外的交换关联势场.

j (r) =

jp (r) + n (r)A (r) n (r)

严格来说, 以上介绍的是顺磁电流-密度泛函

理论, 而顺磁电流密度并不是规范不变的, 所以历

史上也有人试图以规范不变的总电流密度 

 和电子密度  为基本变量建

立“全电流-密度泛函理论”[87,88], 但这一理论在数

学上存在诸多争议 [76,89–91].

n (r)

Exc[n;B]

BDFT由Grayce和Harris[78] 在 20世纪 90年

代提出, 但该理论的后续发展极少. 与 CDFT不

同, BDFT仅以电子密度  作为基本变量, 这样

做的代价是舍弃了通用密度泛函的构造, 如 Grayce

和 Harris[78] 所言 , “一个磁场对应一个密度泛函

理论”. 但这个代价对 KS方法的影响可能并不大,

我们仍然可以把磁场的影响标记在交换关联能

 里. KS-BDFT给出的能量和哈密顿量分

别为 

E [ϕi;B] = T
(BDFT)
KS +

∫
d3rVn (r)n (r) + EH [n]

+ E(BDFT)
xc [n;B] , (13)

 

Ĥ
(BDFT)
orb =

1

2
(p̂+A (r))

2
+ Vn + VH + V (BDFT)

xc , (14)

T
(BDFT)
KS =

∑
i
⟨ϕi
∣∣∣∣12(p̂+A (r))

2

∣∣∣∣ϕi⟩
Vxc =

δE
(BDFT)
xc [n;B]

δn

其中动能为   ,

交换关联势为   , 可见 BDFT

不需要引入额外的交换关联势场. BDFT与 CDFT

之间可通过“four-way correspondence”严格联系

起来 [79]; 如果忽略交换关联项中的电流或磁场贡

献, BDFT和 CDFT退化为相同的理论.

以现有水平尚无法判断 CDFT和 BDFT的优

劣, 但可以肯定的是: 这两个理论的实际应用依赖

于合适的磁场下交换关联泛函近似——而这正是

目前所缺失的. 不过有研究指出 meta-GGA或许

具有不错的前景 [82]. 

3.3    现代轨道磁化理论

Morb

在 3.2节可以看到, 轨道磁场下的体系严格具

有基态, 所以有限轨道场下的第一性计算方法原则

上并不需要引入轨道磁化   的概念. 但考虑到

其在核磁共振 (NMR)[92]、电子顺磁共振 (EPR)[93]、
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量子自旋霍尔效应 (QSH)[94]、轨道磁电耦合 [95–98]

等领域具有重要意义, 本节将简略介绍轨道磁化的

理论计算.

轨道磁化的量子力学定义由 21世纪建立的

“现代轨道磁化理论”给出 [99–106]: 

Morb =
1

2c
Im
∑

n

∫
d3k

(2π)3
fnk⟨∂kunk|

×
(
Ĥ (k) + Enk − 2µ

)
|∂kunk⟩, (15)

c µ fnk其中  为光速,   为化学势,   为占据数. 可以发

现该理论与现代电极化理论有许多共通之处, 但与

电极化不同的是: 轨道磁化是单值的, 其依赖于

Berry曲率和哈密顿量; 且现代轨道磁化理论适用

于有限温和金属情形. 对于零温且陈数为零的系

统, 轨道磁化可以写为更简洁的形式 [104]: 

Morb =
1

2c
Im
∑

n

∫
d3k
(2π)3

fnk⟨∂kunk|

×
(
Ĥ (k) + Enk

)
|∂kunk⟩. (16)

对于轨道磁化本身 (作为零场性质)的第一性

原理计算工作可见文献 [93, 107], 采用赝势法计算

轨道磁化时应考虑赝势的磁平移对称性 (该对称性

将在下文介绍), 这种方法被称为“含规范的投影缀

加波法 (GIPAW)”[108,109].

−Morb ·B
不同于前文所述的处理有限电场或 Zeeman

场的方法, 尚未有在能量泛函中直接添加 

项来做外磁场下第一性原理计算的工作, 这可能是

基于对轨道磁矩贡献很小的预设. 然而, 必须强调

的是, 在某些特定材料中, 轨道磁矩的贡献可能与

自旋磁矩相当, 甚至有可能占据主导地位 [110,111]. 

3.4    含磁矢势的周期性体系计算

本节介绍的含磁矢势的周期性体系计算方法

来自于 Cai等 [112,113] 的工作, 据知, 这是目前唯一

涉及有限轨道磁场第一性原理计算的工作. 引入磁

矢势的主要困难依然在于它破缺了平移对称性, 从

而导致布洛赫定理失效, 所以不能方便地选用平面

波基矢进行计算. 但幸运的是匀强磁场仍保留有一

定的对称性, 能给出所谓的“磁布洛赫定理”, 该方

法正是利用了此性质.

Ĥorb =
1

2
(p̂+A(r))

2
+

V (r) B = ∇×A V (r) = V (r+

R) B a3

我们考虑电子哈密顿量 

 , 其中  为匀强磁场,  

 是一般的周期势. 设磁场  沿  方向, 当其满足

B · (a1 × a2) = 2πn0 n0

ψnk(r) =

eik·runk(r) unk(r + ai) = e−iA(ai)·runk(r)

磁通量子化条件  (  为正整数)

时, 哈密顿量的本征态满足磁布洛赫定理:  

 , 其中  不

再满足原胞的周期性边界条件, 我们称其为磁周期

性边界条件 (MPBC)[112]. 该定理说明波函数在磁

场下的平移会带来一个依赖于规范的相位, 这是磁

平移对称性的体现 [114,115]. 同时可注意到, 密度即

波函数的模方仍然是周期的, 与零场情况相同.

n0 = 1 Γ

ψnk (r) = unk (r) a1 =

ax̂,a2 = bŷ,a3 = cẑ A = Bxŷ

ψ (r) z x, y

为方便起见, 本段的讨论仅限于  ,   点和

正交晶胞的情形, 此时   , 取  

 , 磁矢势取朗道规范  ,

并略去本征态的下标. 更一般的讨论见文献 [113].

在这种选取下,   在  方向是周期的, 并与 

无关, 可以利用传统的平面波展开处理, 故略去此

分量. 剩余哈密顿量可拆为三部分: 

Ĥorb =
1

2
p̂2x +

1

2
(p̂y +Bx)

2
+ V (x, y)

:= T̂x + T̂y + V̂ , (17)

T̂x T̂y x y ψ (r) y

x y

其中   和   分别为   和   方向的动能;    在  

方向上也是周期的但依赖于  , 对其进行沿  方向

的傅里叶级数展开, 其系数满足: 

f (x+ a,Ky) = f (x,Ky +Gy) , (18)

Gy = 2π/b Ky = nyGy y

(x,Ky)

x̂ := x+ aKy/Gy

f (x̂) := f (x,Ky) = f(x−
a,Ky +Gy) f (x̂)

c(kx̂

T̂x T̂y

T̂xc (kx̂) =
1

2
k2x̂c (kx̂) T̂yf (x̂) =

G2
y

2a2
x̂2f (x̂)

T̂x T̂y

其中   ,    是   方向的傅里叶指

数 , 称   所在的空间为“介空间”. 注意到

(18)式事实上给出了螺旋线的拓扑 (如图 5所示),

因而可以定义“弧长参数”  , 将表

达式由二维降至一维 ,   

 . 再对   进行傅里叶变换即可得到

倒空间函数   )(注意该倒空间是介空间的“倒”

空间). 这样做的好处是  和  分别在倒空间和介

空间对角 (如同平面波基矢下动能项在倒空间对

角 ):    ,    ,

所以  和  应当分别在倒空间和介空间中计算 [112].

势能依然由实空间直接相乘得到.

Cai等 [112,113] 利用这种方法计算了磁场下的朗

道能级、量子阱中的单电子和双电子能级、氢原子

和氢分子能级以及致密氘流体的电子结构. 对于致

密氘流体, 他们发现: 在施加强磁场前后, 最高占据

分子轨道 (HOMO)和最低未占据分子轨道 (LOMO)

变化显著, 然而总电荷密度并未发生明显改变, 如

图 6所示. 
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4   处理外场的第一性原理有效哈密
顿量方法

当代的第一性原理计算软件已经发展得较为

成熟, 用户通常只需要输入少许参数即可自动化完

成计算并输出最终结果, 如总能量、极化强度、磁

矩等, 且结果通常被认为是精确可靠的. 但第一性

原理在高精度的同时也对算力有较高的要求. 受限

于计算量, 第一性方法往往难以便捷地处理大尺度

体系, 从而限制了对体系部分动力学和热力学性质

的研究; 此外, 这种自动化计算的流程近乎于“黑

箱”, 在未经进一步分析的情况下其计算结果并不

能带来明确的物理图像. 有效哈密顿量方法是为了

平衡精度和计算量而诞生的, 其旨在使用有限数量

的主要自由度来描述原子哈密顿量或其势能部分

(通常称为“势能面”), 具体参数则根据 DFT计算

结果来确定. 从统计物理的角度来说, 有效哈密顿

量方法是通过积掉配分函数中的高能或无关的自

由度, 从而得到了描述低能物理的有效模型. 由于

其相对较高的精度与相对较低的计算量, 有效哈密

顿量方法能处理比 DFT更大尺度的体系, 从而更

便利地研究体系的相变过程、热力学性质等, 因此

在磁性、铁电、多铁等领域得到了广泛的应用 [116]. 

4.1    磁性体系的有效哈密顿量方法

由于材料磁性几乎都由自旋磁矩引起, 构造磁

性有效哈密顿量时一般仅考虑自旋自由度, 所以也

称之为“有效自旋哈密顿量”模型. 同时为简化讨论

与计算, 我们常将原子的局域磁矩和自旋视为定长

的经典欧氏矢量而非量子力学算符, 即采用了“刚
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ψ (x, y) c B = 0 f(x,Ky)

B = 2π/ (ab)
图 5    实空间波函数   通过两次傅里叶变换到倒空间函数   [112]　(a)当   时,   可被视为一系列一维周期函数

或圆环; (b)当   时, MPBC使其变为一条长螺旋线. 由此介空间和倒空间内的波函数可等效为一维函数

ψ(x, y) c B = 0

f(x,Ky) B = 2π/ (ab)
Fig. 5. The real-space wave function     can be Fourier transformed into reciprocal space     in two steps[112]: (a) At    ,

  can be regarded as a set of one-dimensional periodic functions, or rings;  (b) at    ,  MPBC requires to be a

long spiral. The resulting wavefunction in intermediate and reciprocal space is effectively one dimensional.

 

(b)



(a)





图 6    致密氘流体在零场和强场下的电子结构 [112]　(a)总

电荷密度在 B 从 0升到 104 T时基本保持一致 ; (b) B = 0

(蓝色)和 B = 104 T (红色)时 HOMO态在不同原子上的电

荷密度分布

Fig. 6. Electronic  structure  of  dense  deuterium  fluid  under

zero and intense magnetic fields[112]: (a) Total charge dens-

ity remains essentially the same as B goes from 0 to 104 T;

(b)  the  charge  densities  of  the  HOMO  state  for  B  =  0

(blue)  and  B  =  104  T  (red)  are  distributed  on  different

atoms.
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性自旋旋转近似”, 这在自旋较大时是合理的, 对

该近似的进一步讨论见引文 [117]. 一旦得到了磁性

有效哈密顿量, 便可以轻易计算出磁构型对应的能

量, 并借助蒙特卡罗 (MC)模拟 [118] 或者利用 Lan-

dau-Lifshitz-Gilbert(LLG)方程进行自旋动力学

模拟 [119–122] 来确定磁基态, 这两种方法都适用于有

限温度的场景. 若更进一步地考虑原子位移自由

度, 有效自旋模型也可以用来做自旋-晶格动力学

模拟 [123,124].

mI =

∫
ΩI

d3rm (r)

ΩI I

有效自旋模型的精度依赖于第一性原理计算

的精度, 我们将首先介绍磁性体系第一性原理计算

中常使用的两种方法: “DFT+U”方法和约束磁矩

方法. 由于传统的交换关联近似很难描述磁性体系

中局域性较高的 d电子和 f电子, 所以我们常使用

所谓“DFT+U”的方法来补偿局域电子的强关联效

应, 其中 U 参数源自 Hubbard模型中的在位能,

具体计算中需要根据经验或实验值选取 [125–127]. 此

外我们往往需要第一性原理计算能给出不同的磁

构型, 比如我们希望能计算一个体系所有可能的不

同铁磁、反铁磁态. 虽然原则上 KS-DFT可以给出

指定对称性 (如指定总自旋量子数)下的最低能

态 [62], 但在实际中通常是利用约束总磁矩或约束

局域磁矩的方法来得到想要的磁构型, 具体做法是

运用拉格朗日乘子法在能量泛函中添加相应的惩

罚项 [65,128,129] 或通过施加局域磁场来约束局域磁矩

大小或方向 [130,131]; 其中局域磁矩通常被定义为总

磁矩分布在原子附近的积分   ,

 是以   原子为球心的截断球, 其事实上假设了

原子磁矩总局域在原子附近, 这对于绝大多数体系

来说都是良好的近似.

Hspin

无外磁场时多体哈密顿量具有时间反演对称

性 (无论是否考虑 SOC), 有效自旋哈密顿量  

也应具有这个性质, 即要求有效哈密顿量在自旋全

体反向时保持不变, 所以模型中应当仅含有自旋的

偶数次项. 对于大多数体系, 我们只需要考虑二阶

相互作用项即可, 其表达式为 [116,132]
 

H
(2)
spin ({S}) =

∑
i
ST
i AiSi +

∑
i,j<i

ST
i JijSj , (19)

i, j Si

Ai Jij 3× 3

其中  是原子指标,   对应于第一性原理计算给

出的原子局域磁矩或自旋 (假设原子磁矩总与原子

自旋共线),    和   均为   的实矩阵, 分别称

为单离子各向异性 (SIA)矩阵和 J矩阵, 它们通常

Ai

Jij = JH
ij I +Dij +Kij I 3× 3

JH
ij = Tr [Jij ] /3

Kij = (Jij + J T
ij)/2− JH

ijI

Dij = (Jij − J T
ij)/2

ST
i DijSj Dij · (Si × Sj)

(Dij)α =
∑

βγ
εαβγ(Dij)βγ/2

Si

依赖于原子的相对位置. 不失一般性地, 我们可把

SIA矩阵   选为对称无迹阵. J矩阵可分为三部

分 ,   
[133,134], 其中   为  

的单位矩阵,   为各向同性的海森伯

交换相互作用参数,    为

对称无迹的各向异性交换相互作用 (包括 Kitaev

相互作用)矩阵 [135],   为反对称的

Dzyaloshinskii-Moriya (DM)相互作用矩阵 [136–138].

DM项   也常写成   的形式 ,

其中   是 DM相互作

用矢量. 不同相互作用倾向于使自旋   指向不同

的方向, 体系的磁基态构型依赖于各项的互相竞

争. 通常体系在零场时的总磁矩取向主要取决于

SIA项和 Kitaev项; 当 DM相互作用较强时, 体

系可能形成螺旋态或斯格明子 [139–145]. 若忽略

Kitaev项和 DM项, 二阶有效自旋模型将退化为

经典海森伯模型. 高阶项中得到较多关注的是点积

形式的四阶项和高阶手性项, 它们在某些材料中也

具有显著效应 [146,147].

常见的有效自旋模型参数计算方法大致分为

两大类: 能量映射分析和格林函数方法. 前一大类

中常用的方法有拟合法和四态法. 拟合法 [148–151] 指

将有效自旋模型预测的能量与第一性原理计算结

果一一比较, 根据最小二乘法确定参数的方法. 拟

合法原则上可以计算所有类型的相互作用, 且可以

通过数据分析确定参数的不确定度; 但该方法需要

预先生成大量磁构型, 计算量大. 由 Xiang等 [152,153]

提出的四态法则是一种计算量较小的能量映射分

析方法. 在这种方法中, 我们需要假设体系仅包含

二阶相互作用, 可发现要确定其中任何一个独立的

参数 (可以是矢量或矩阵的一个独立分量), 都只需

计算 4种指定自旋构型的总能量即可求解 (指定自

旋构型一般通过约束局域磁矩实现), 其余参数的

影响都能恰好消掉 [132,152,153]. 该方法的缺点是受高

阶相互作用影响较大, 但特定的高阶项仍可以通过

巧妙选取自旋构型消除 [151]. 近年来, 为确定复杂体系

的有效哈密顿量具体形式及各项参数大小, Li等 [154]

基于变量筛选 (variable selection)算法发展了一

种新型的能量映射分析方法——机器学习方法构

造有效哈密顿量 (MLMCH)方法, 其可以高效而

准确地在诸多备选相互作用形式中挑选出重要的

相互作用项, 从而建立简洁准确的有效哈密顿量;
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相较于后文将要介绍的神经网络方法, MLMCH

方法能给出解析的有效哈密顿量形式. 该方法的可

靠性已在有效自旋模型中得到验证 , 并集成在

PASP (property analysis and simulation package)

当中 [132,154,155]. 格林函数方法同样应用广泛 [156–161],

该方法主要利用了磁力定理 [162]: 对基态的微扰 (这

里是两个原子自旋的微小旋转)等于固定的基态势

能下粒子 (这里是电子)能量变化之和. 该方法的

优势是仅需 3次第一性原理计算即可求得所有的

二体二阶项参数和双二次项 (属于四阶项)参数,

且仅需用到晶胞而不需要能量映射分析方法中为

减小周期性边界条件影响而使用的较大超胞 [163,164];

然而, 该方法依赖于基组的选择, 对于非磁性原子

局域磁矩较大的体系难以准确描述, 且对于明显偏

离参考构型的自旋构型能量有可能预测不准.

B若将外磁场   纳入有效自旋模型, 只需要给

哈密顿量添上 Zeeman项: 

H
(B)
spin ({S} ;B) = Hspin ({S})− gµB

∑
i
Si ·B, (20)

g其中  为朗德 g因子, 用于描述轨道磁矩对总磁矩

的修正. 这一方法在研究磁场对磁性物质的调控方

面十分常见. 典型的研究如利用其计算磁化强度和

居里温度随磁场的变化, 在考虑温度时也可以研究

磁热效应 [165]. 此外, 磁致相变也通常是研究的重

点, 如以此法计算发现稀土铁石榴石在补偿温度附

近急剧的全体自旋翻转 [166]. 一类有代表性的研究

是用磁场诱导斯格明子态 [167–173]: 如文献 [168]发

现随着磁场的增大, 低温下的 Pd/Fe/Ir(111)体系

发生了由螺旋态到斯格明子再到顺磁态的相变; 文

献 [173]则更为细致地研究了 CrGe(Se, Te)3 Janus

单层在不同温度和磁场下的复杂相图, 如图 7所示.

CrGe(Se, Te)3 同时具有很强的 DM相互作用、阻

挫效应和较强的面外各向异性, 这些特性都有助于

斯格明子的稳定, 因而其被认为是研究斯格明子的

理想材料 [139,173–175] . 

4.2    铁电体系的有效哈密顿量方法

一般认为, 铁电相变在宏观上遵循朗道的对称

性自发破缺理论, 材料由无自发极化的顺电态 (PE)

向有自发极化的铁电态 (FE)的转变就是体系从高

对称态“破缺”到了低对称态. 从具体机制上来看,

铁电相变又可分为位移相变和“有序-无序”相变,

前者指原子发生位移使晶胞从高对称结构 (通常具
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图 7    CrGe(Se, Te)3 Janus单层的磁场-温度相图 [173]. 相边

界由热容、磁化率、局域自旋手性决定. 这 8个相描述为破

碎迷宫畴、斯格明子与嵌套斯格明子合相 (I)、迷宫畴 (II)、

破碎迷宫畴与斯格明子混合相 (III)、孤立斯格明子与嵌套

斯格明子混合相 (IV)、孤立斯格明子 (V)、杂化斯格明子

相 (VI, 部分斯格明子合并, 部分斯格明子保持分离)、饱和

铁磁态 (VII)、顺磁态 (VIII). 如图所示为相 III (  ,

 )、相 IV (  ,    )、相 V ( 

 ,   ) 和相 VI (  ,   ) 的代

表性自旋结构

B = 2.4T
T = 4.14K) B = 1.8T T = 4.14K
B = 2.4T T = 4.14K B = 2.4T
T = 13.3K

Fig. 7. Magnetic field versus temperature phase diagram of

the  studied  CrGe(Se,  Te)3 Janus  monolayer[173].  The  phase

boundaries are determined by heat capacity, magnetic sus-

ceptibility,  local  spin  chirality,  as  well  as  snapshots.  The

eight  phases  depicted  are  as  follows:  fragmented  labyrinth

domain,  skyrmion  and  skyrmionium  mixed  phase  (I),

labyrinth  domain  (II),  fragmented  labyrinth  domain  and

skyrmion mixed phase (III),  isolated skyrmion and skyrmi-

onium  mixed  phase  (IV),  isolated  skyrmion  (V),  hybrid

skyrmion phase  (VI,  for  which  some  skyrmions  merge   to-

gether but others remain isolated), saturated ferromagnetic

state  (VII),  and  paramagnetic  state  (VIII).  Representative

spin  textures  are  shown  for  phase  III  (  ,

 ,  phase  IV (  ,    ),  phase  V

(  ,    ),  and  phase  VI  (  ,

 ).
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有中心反演对称性)变为无中心反演对称性的低对

称结构并产生了自发极化; 后者指晶胞本身存在自

发极化, 但因晶胞的随机排布宏观上不显极化, 宏

观上的自发极化来自于晶胞排布由无序转为有序

的过程. 真实材料的铁电机制可能介于二者之间.

Cochran[176] 指出, 晶体的位移相变是由那些不稳

定的声子模式驱动的, 这些模式被称为“软模式”,

其频率呈虚数 [177]. 在相变点附近, 某些声子之间的

非谐性相互作用过强以至于原子事实上偏离了原

先的平衡位置, 在越过相变点之后声子模式才重新

稳定. 这些事实表明描述铁电相变 (至少是位移相

变)的机理仅需要用到软模声子的自由度.

η u

ηH ηI

Γ

铁电的有效哈密顿量方法由 Zhong等 [178,179]

最早于 1994年建立, 他们用这种方法成功解释了

铁电材料 BaTiO3 的相变机理, 是铁电研究史上的

里程碑. 铁电有效哈密顿量选取的自由度一般是局

域应变  和若干个“局域模式”  , 其中局域应变又

可以分为均匀应变   和非均匀应变   , 前者表示

晶胞的整体形变, 后者表示晶胞角落的局部位移、

对应于  点附近的声学声子; 局域模式指的是原胞

内一些原子的集体运动, 不同原胞内局域模式的组

合可以得到非局域的软模, 这种选取方式被称为

“局域模式近似”[180–182]. 局域模式自由度考虑到了

原子的有限位移, 所以原则上可以同时描述位移相

变和“无序-有序”相变. 更严格的局域模式定义需

用晶格Wannier函数给出 [183], 但这一形式应用较

少, 常见的做法仍是将局域模式写成原子位移叠加

的形式.

EFE常见的零场下铁电有效哈密顿量   由五项

组成 [179]: 

EFE ({u} , {η}) = Eself ({u}) + Edpl ({u})

+ Eshort ({u}) + Eelas ({η})

+ Eint ({u} , {η}) , (21)

Γ

σ(σ = ±1)

ηloc

分别为局域模式自能、长程偶极-偶极相互作用能、

短程软模相互作用能、弹性势能和局域模式与应变

的相互作用能. 对于铁电相变, 局域模式往往选为

 点的光学声子模式. 有些用于研究合金的铁电有

效模型也考虑了表征同位点原子种类差异的构型

自由度  
[184] 和原子体积差异的局域应变

自由度  
[185] 对能量的影响. 此外, 由于实际体系

中也存在由其他软模声子驱动的反铁畸变 (AFD)

相变和反铁电 (AFE)相变, 因此许多有效模型也

包含了 AFD自由度和 AFE自由度 [186–190], 在这里

仍将其统称为“铁电有效哈密顿量”模型.

Z∗ = Ω
∂P

∂u
e

P =
1

Ω
Z∗ · u+ e · η

在铁电有效哈密顿量中考虑外电场的效应一

般通过引入局域模式的玻恩有效电荷 

和固定离子的压电张量  实现, 即把极化强度写为

 . 这样给出的外电场下铁电有

效模型为 [191]
 

E
(E)
FE ({u} , {η} ;E) =

EFE ({u} , {η})−ΩE · P ({u} , {η}) . (22)

αECE =(
∂T

∂E

)∣∣∣∣
S

S

该模型与 MC模拟相结合, 可以用来计算电斯格

明子态 [192]、反铁电相变 [189]、电热系数  

 (  为熵)[193–196] (如图 8所示)等, 考虑挠

曲电效应时也能计算挠曲电系数 [197]. 此外, 有效哈

密顿量中可以比较方便地引入退极化场, 这在部分

工作中也已经得到体现 [198,199]. 另一种常见的方法

是利用有效哈密顿量做分子动力学模拟 (MD), 目

前利用有限电场下 MD方法研究得较多的是铁电

相变、电热效应等 [200–202].

−pi ·Ei pi Ei i

Vanderbilt的铁电有效模型原先是基于施加

周期性边界条件的超胞设计的. Fu和 Bellaiche [203]

则对此模型进行了扩展, 开发出适用于开放边界条

件的铁电有效哈密顿量方法. 他们使用这种新方法

并结合外加电场来研究铁电微纳点的铁电性质, 发

现在电场驱动下, 铁电微纳点可以产生显著的极化

效应. Prosandeev等 [204] 随后把这种方法拓展到非

匀强电场的情形, 体系对电场的响应由每个局域电

偶极单独贡献  , 其中  和  为  位点处的

局域电偶极和电场大小, 他们利用这种方法计算研

究了横向非均匀电场对电环矩 (electric toroidal

moment)的调控. 

4.3    多铁体系的有效哈密顿量方法

多铁材料可分为两类: I型多铁和 II型多铁.

I型多铁通常是良好的铁电体, 并且铁磁和铁电相

变的温度可以远高于室温, 但此类材料内部的磁性

与铁电性的耦合通常很弱. II型多铁是新型的多铁

性物质, 其铁电性仅存在于磁有序状态中, 并且是

由特定的磁序引起, 因此该种材料的磁电耦合较

强. 目前主要有两种基于有效哈密顿量研究多铁体

系的方法.

其一是基于有效自旋哈密顿量方法. 但因为有

效自旋模型不显含电场和极化相关的信息, 该方法
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往往需要额外的 DFT运算. Sasani等 [205] 借助海

森伯模型研究了 GdFeO3 的非线性磁致极化现象

并给出了与实验符合的结果, 他们通过旋转 Gd子

晶格的磁序将极化强度的变化量表示为 G型反铁

磁序 (是 Gd原子和 Fe原子的主要磁基态)强度的

函数, 这一过程中需要固定 Gd子晶格的磁序但弛

豫原子位置和 Fe子晶格的磁矩, 并且每一步都需

要利用MTP计算极化强度. Xu等 [37] 将有效自旋

模型与固定电场方法结合, 提出了以极化强度和DM

相互作用为中介、用外加电场可控可逆地调节 I型

多铁体系的磁性拓扑荷的机制 (EPDQ机制), 其

中有效自旋模型参数需根据电场诱导的体系结构

确定.

其二是将有效自旋哈密顿量纳入到铁电模型

当中来构建统一的多铁有效模型, 即: 

EMF ({S} , {u} , {η}) = EFE ({u} , {η})

+Hspin ({S} , {u} , {η}) , (23)

Hspin此时的有效自旋模型  还包含了自旋与其他自由

度的耦合项 [206–211] 以及长程偶极相互作用项 [206].

P ({S} , {u} , {η})
考虑多铁材料在外电场下的响应, 则此时的极

化强度  原则上也应当是  的函数: 

E
(E)
MF ({S} , {u} , {η} ;E) = EMF ({S} , {u} , {η})

−ΩE · P ({S} , {u} , {η}) . (24)

P =
1

Ω
Z∗ · u+ e · η

P ({S}, {u}, {η })

P =

Pe ({S}) + Pion,latt ({u}, {η })

Pe =
∑

i
Pi (Si) +

∑
⟨i,j⟩

Pij(Si,Sj) Pi (Si)

Pij(Si,Sj) ⟨i, j⟩

然而, 对于 I型多铁材料, 由于磁性和铁电性互相

较为独立, 可以忽略自旋对极化的贡献, 极化强度仍

写为  . 但 Bhattacharjee等 [212]

通过 MC模拟证实了电场对极化的切换依然能对

体系磁序产生重大的影响, 这也与 EPDQ机制一

致. 而对于磁电耦合显著的 II型多铁, 我们必须考

虑自旋对极化的影响: 例如 Xiang等 [213–216] 通过建

立自旋序诱导的统一极化模型  ,

成功解释了 II型多铁性材料的物理机制. II型多

铁性材料的原子位移通常不大, 所以可以把极化强

度近似写为电子贡献和离子-晶格贡献之和  

 , 其中电子贡献又可写

为   ,    是

在位贡献,   是位间贡献,   表示最近

邻. 电子贡献与离子贡献的系数都能通过四态法计

算得到 [215,216]. 然而, 据知目前尚未有基于统一极

化模型建立外电场下的多铁有效模型的工作.

αij =

(
∂Pi

∂Bj

)
E

将外磁场引入多铁有效模型的方法与自旋有

效模型一致, 即仅需考虑 (20)式中的 Zeeman项

即可. Kornev等 [206] 采用这种方法计算了 BiFeO3

块体的磁电系数  , 与实验符合较为

良好; Xu等 [116,217] 基于此模型系统地研究了反自

旋-电流相互作用 (可视为一种特殊的 DM相互作

用)对 BiFeO3 磁结构的影响 (如图 9所示). 特别

地, 对于 II型多铁性材料, 还可以利用统一极化模

型研究和自旋磁矩相关的磁电效应. 
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图 8    铁电材料 PbSc0.5Ta0.5O3 的电热效应 [195]　(a) 铁电材

料 PbSc0.5Ta0.5O3 的极化强度   关于沿   方向

施加的电场   和温度   的函数 ; (b) 电热系数   在 330 K

时随电场 E 的函数关系. 在研究温度下时使   达到极大值

的电场 [  ]和固定温度时使得   达到最大值

的电场 [  ]也标记在图 (a)中.   也在图 (b)中

标出以与  做对比.   是大致沿  ,   或  方

向的局域偶极矩的比例

P (Ẽ, T )

Ẽ ⟨111⟩ T

α

Ẽ (αmax) r⟨111̄⟩

Ẽ (r⟨111̄⟩)
χ2Ẽ

r⟨111̄⟩
[111̄] [1̄11] [1̄11]

Fig. 8. Electrocaloric  effects  of  ferroelectric  PbSc0.5Ta0.5
O3 [195] : (a) Polarization     of as a function of elec-

tric field    applied along    direction and temperature   ;

(b) electrocaloric coefficient    as a function of electric field

at 330 K. The electric field for which α exhibits its maximum
[  ]  and the electric field at which     exhibits

its  maximum  [  ]  for  the  investigated  tempera-

tures are shown in panel (a).    is shown in panel (b) to

compare  it  with  α.    is  defined  as  the  percentage  of

local dipoles lying near   ,   , or    directions.
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4.4    机器学习势函数方法

近十年来, 机器学习 (ML)方法和材料建模与

计算的融合成为发展最快且最具前景的研究领域.

相较于前文讨论的传统方法, 机器学习方法在保持

高精度的同时显著提升了计算效率, 使得原先需要

数小时甚至数天的计算在几秒或更短的时间内完

成. 大部分的材料机器学习模型是基于核的机器学

习算法, 该算法利用材料的描述符作为输入, 基

于核脊回归 (KRR)和高斯过程回归 (GPR) 等方

法学习输入描述符与相应材料能量之间的映射函

数 [218–223], 如原子间势场模型 DPMD[223]. 然而, 近

年来这些方法逐渐被性能更优秀的图神经网络

(GNN)算法取代 [224–228]. 图神经网络采用连通图来

表示材料的几何结构 , 网络的图学习结构表示

可以直接且自然地从输入结构中学习而无需手动

构建, 因此可以被视为一种端到端学习的自然描

述符. 本节介绍的机器学习方法特指利用神经网

络、尤其是图神经网络学习并构造有效哈密顿量的

方法.

Etot = EHEGNN + ESEGNN

据知, 最早基于 GNN系统性地构造磁性有效

哈密顿量的工作为 Yu等 [229] 提出的 SpinGNN, 该

网络全面地考虑了原子位移自由度和磁矩自由

度, 对于共线和非共线磁矩均能适用. SpinGNN

由两套独立的子网络组成: 海森伯边图神经网络

(HEGNN)和自旋-距离边图神经网络 (SEGNN),

如图 10所示. 前者使用 GNN中更新的边特征来

映射海森伯相互作用系数, 支持学习基本的海森伯

模型; 后者使用原子距离和原子间非共线自旋的点

积来初始化网络中的边, 可以学习高阶的磁相互作

用; 两套子网络可以独立或共同运行, 对于一般的

海森伯型, 相互作用占绝对主导的材料, 只需使用

HEGNN, 而对于相互作用形式更为复杂的材料,

应当同时使用两套网络, 此时体系能量由二者共同

给出,   . 经测试, 该网络在

预测多种材料的磁相互作用能和自旋-晶格动力学

模拟方面展现出了优越的性能.

最新的图神经网络技术是 E(3)-等变图神经网

络 (ENN)[230–234], 它在原有的图神经网络基础上将

体系在三维欧氏群 E(3) (平移、旋转、反演)作用
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AFM

C1 C2 C1 C2

C1 C2 C1值 C2 = 0

C2 C1 = 0 [1̄10]

图 9    块体 BiFeO3 在各种   和   值下预测的磁性结构 [211], 其中   和   分别是第一近邻和第二近邻的反自旋-电流相互作

用系数　(a) 计算得到的相图与   和   的函数关系, 蓝色十字标志和黑色圆点分别代表来自前人选取的   (此时   )

和  值 (此时  ), 蓝色三角表示通过密度泛函理论计算得到的结果, 黑线是磁场大小为 18 T时  螺旋相向反铁磁相转变的

临界相; (b) 图示展示了 5种类型的磁螺旋的传播方向, 对于每种类型, 红色、蓝色和黄色分别代表了不同传播方向的等效磁螺旋

C1 C2 C1 C2

C1 C2 C1 C2 = 0 C2 C1 = 0)

[1̄10]

Fig. 9. Predicted magnetic structures at various     and     values for bulk BiFeO3  [211],     and     are coefficients of inverse

spin-current interaction for 1st nearest neighbors and 2nd nearest neighbors, respectively: (a) Calculated phase diagram as functions

of    and   , the blue cross symbols and black circles are    (with   ) or    (with    values from previous stu-

dies, respectively, the blue triangle symbols are calculated by density functional theory, the black lines are determined by consider-

ing the critical magnetic field of 18 T changing the     cycloid to antiferromagnetism; (b) illustration of the propagation direc-

tions of the five types of cycloids, for each type, equivalent cycloids of different propagation directions are shown in red, blue, and

yellow colors.
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f : X → Y

G G f

DY [g] f (x) = f (DX [g]x) ,     ∀g ∈ G, ∀x ∈ X

DX [·] DY [·] G X Y

G E (3)

X Y f E(3)

O (3)

下的等变性内建在网络之中, 从而进一步减少了训练

量并提高了预测精度. 形式上, 一个函数 

被称为“  -等变的”指群   的作用与   对易 , 即 :

 , 其中

 和   是   在线性空间   和   上的群表

示. 在我们考虑的情况下:    是三维欧氏群   ,

 ,   分别表示网络的输入和输出信息,   是  -

等变神经网络 (ENN)实现的映射, 其内部通常根

据   群的不可约表示对原子特征进行直和分

解, 如 NeqiuIP[231] 和 Allegro[232] 这两个最近提出

的 E(3)等变的原子间势场模型.

rij Zi

Si

基于 E(3)-ENN构建磁性有效哈密顿量的工

作同样来自于 Yu等 [235], 他们成功地将 E(3)-ENN

扩展至包含时间反演变换的时间反演-E(3)等变神

经网络 (TENN-e3). 这一扩展是非平凡的, 因为原

E(3)等变性只考虑到了实空间的对称变换而没有

涉及自旋空间和速度空间等, 具体差异体现在自旋

和速度矢量应在时间反演下变号而实空间里的矢

量、张量在时间反演下不变. TENN-e3的输入不仅

包含原子间的相对位移   和原子电荷数   还包

含原子自旋  , 内部根据 O(3)群的不可约表示和

时间反演下的奇偶性对原子特征进行直和分解, 因

而该方法能适用于考虑或不考虑 SOC、共线或非

共线的磁性系统, 其最终输出任意满足对称性要求

的标量、矢量和张量, 比如能量和 KS-SDFT哈密

顿量, 因此也能自然推广至外加 Zeeman场的情形.

当前使用图神经网络学习外电场下的有效哈

密顿量的研究仍处于初级阶段, 主流方法仍是基于

描述符. Ma等 [236] 利用 DPMD建立了以往模型难

以描述的铁电材料 HfO2 的势场, 并采用外电场下

的 MD方法模拟了铁电反转驱动的氧离子输运.

但他们的模型并不能预测玻恩有效电荷和极化强

度, 模型在外电场下的响应仍需通过传统方法计

算. Zhang等 [237] 利用深度偶极子模型成功预测了

原子偶极矩以及绝缘体的介电响应; 然而在这种方

法中, 玻恩有效电荷是通过预测偶极矩间接计算得

到的, 可能存在精度偏差. 此外, 该方法需要同时

运用两种模型进行电场作用下的 MD模拟, 因此

所需计算成本约为原方法的 2倍. 

5   总结与展望

本文的目的是介绍有限外电场和外磁场下的

DFT计算方法和有效哈密顿量模型方法. 首先, 回

顾了现代电极化理论, 以及两种基于此理论构建的

有限电场下的DFT算法. 然后分别讨论了含Zeeman
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图 10    SpinGNN框架 [229], SpinGNN包含海森伯边图神经网络 (HEGNN)和自旋-距离边图神经网络 (SEGNN)　(a) HEGNN利

用更新后的 GNN边特征作为 Heisenberg系数, 构建 Heisenberg型的磁势; (b) SEGNN利用自旋-距离边晶体图, 以自旋矢量的点

乘和键长初始化边, 可以构建一般的高阶磁势,   表示拼接

∥

Fig. 10. The SpinGNN framework  [229],  illustration of  the SpinGNN including the Heisenberg Edge GNN (HEGNN) and Spin-Dis-

tance Edge GNN (SEGNN): (a) HEGNN utilizes the updated edge feature of GNN as the Heisenberg coefficients and builds a Heis-

enberg-based magnetic potential;  (b) SEGNN utilizes the spin-distance edge crystal graph which initializes the edge with the dot

product of the spin vector and bond length and builds a high-order general magnetic potential,    denotes concatenation.
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磁场和轨道磁场的密度泛函理论以及与之相关的

现有计算方法. 随后, 我们的关注点转向了铁电体

系和磁性体系的传统有效哈密顿量方法, 以及这些

方法在外场下的扩展和应用. 最后介绍了神经网络

在处理外场下周期性体系的应用和发展情况, 我们

坚信这项技术在未来将会有更多突破和发展.

k

通过对当前研究的全面回顾, 我们发现, 当前

的外场下 DFT计算方法仍存在诸多挑战和不足.

有限电场方法受制于  点采样的限制, 且无法突破

布洛赫定理的框架; 有限轨道磁场的计算方法尚处

于起步阶段, 主要由于缺乏适宜的基函数和交换关

联泛函近似. 我们预见, 外场下 DFT方法的后续

研究可能会集中在开发新的基函数和交换关联泛

函近似, 同时赝势对于外场响应的研究也可能成为

未来的研究焦点. 值得我们注意的是, 静态 DFT

并非是研究外场对物质作用的唯一方法. 含时密度

泛函理论 (TDDFT)[238,239], 尤其是含时电流-密度

泛函理论 (TDCDFT)[240], 可能提供了一个更为自然

的框架来描述外场与物质的相互作用. 过去十年中,

TDDFT已经取得了显著的进展, 我们预期TDDFT

和 TDCDFT的进一步发展及其与机器学习技术

的结合将是研究周期性体系在外加电磁场下行为

的有效工具.
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Abstract

The  influence  of  electromagnetic  field  on  material  characteristics  remains  a  pivotal  concern  in  scientific

researches.  Nonetheless,  in  the  realm of  computational  condensed matter  physics,  the  extension of  traditional

density functional theory to scenarios inclusive of external electromagentic fields poses considerable challenges.

These issues largely stem from the disruption of translational symmetry by external fields inherent in periodic

systems, rendering Bloch's theorem inoperative. Consequently, the using the first-principles method to calculate

material properties in the presence of external fields becomes an intricate task, especially in circumstances where

the  external  field  cannot  be  approximated  as  a  minor  perturbation.  Over  the  past  two  decades,  a  significant

number of scholars within the field of computational condensed matter physics have dedicated their efforts to

the formulation and refinement of first-principles computational method adopted in handling periodic systems

subjected  to  finite  external  fields.  This  work  attempts  to  systematically  summarize  these  theoretical  methods

and  their  applications  in  the  broad  spectrum,  including  but  not  limited  to  ferroelectric,  piezoelectric,

ferromagnetic,  and  multiferroic  domains.  In  the  first  part  of  this  paper,  we  provide  a  succinct  exposition  of

modern  theory  of  polarization  and  delineate  the  process  of  constructing  two  computation  methods  in  finite

electric fields predicated by this theory in conjunction with density functional theory. The succeeding segment

focuses  on  the  integration  of  external  magnetic  fields  into  density  functional  theory  and  examining  the

accompanying  computational  procedures  alongside  the  challenges  they  present.  In  the  third  part,  we  firstly

review  the  first-principles  effective  Hamiltonian  method,  which  is  widely  used  in  the  study  of  magnetic,

ferroelectric  and  multiferroic  systems,  and  its  adaptability  to  the  case  involving  external  fields.  Finally,  we

discuss  the  exciting  developments  of  constructing  effective  Hamiltonian  models  by  using  machine  learning

neural network methods , and their extensions according to the external fields.

Keywords: first-principles calculation, electromagnetic field, effective Hamiltonian, machine learning
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