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Presentacion

La integracion numérica constituye una herramienta para aproximar numéricamente
el valor de integrales definidas de dificil calculo o cuya solucién no se puede lograr
mediante medios analiticos. Su importancia resulta en sus aplicaciones, tales como, el
calculo de la capacidad de un lago a partir de datos topograficos, la fuerza ejercida por
el aire sobre las alas de un avion, la distancia recorrida a partir de un tacémetro, por
mencionar algunos de ellas.

Las intenciones educativas del presente texto, son las de presentar actividades de
aprendizaje, a partir de escenarios concretos en el campo de la ingenieria, que le
permitan al estudiante formalizar conceptos de integracién numérica, tomar decisiones
en el momento de resolver un problema real y/o abstracto, y emplear algoritmos,
aplicando o disefiando software necesario.

El texto esta organizado por niveles de aprendizaje, del uno al cuatro, en donde se
entremezclan capsulas explicativas sobre la naturaleza de la integracién numérica con
la presentacion de solucion de problemas, paso a paso, que se describen con modelos
matematicos, principalmente, aquellos que se presentan en el desempefio profesional.

Consecuentemente, en cada nivel, existen actividades de aprendizaje interactivas que
coadyuvan al desarrollo de habilidades de razonamiento matematico y estrategias de
solucién en un entorno de ingenieria, con ejercicios, ligas a sitios de internet e incluso,
se proporciona software didactico, para hacer mas significativo y efectivo el
aprendizaje.

Cada nivel tiene un propdsito, tal es el caso que el nivel 1, esta referido a la adquisicion
del conocimiento. En este nivel el estudiante requiere recordar sus conocimientos
previos y ubicar en forma concreta fendmenos proclives a ser tratados con Métodos
Numeéricos. El nivel 2 trata del uso de conceptos y habilidades cognitivas que permitan
la aplicacion de la integracion numérica.

El nivel 3, tiene una orientacion estratégica para razonar acerca de los algoritmos, y
para tomar decisiones en la soluciéon de problemas, es un nivel de analisis y sintesis.
Finalmente, el nivel 4, va hacia el disefio, tiene una orientacion en la que el estudiante
use lo que ha aprendido, no solo en la asignatura de Métodos Numéricos, también en
otros contextos académicos y externos, que se refleje en su creacion.



Las actividades aqui presentes constituyen un apoyo a la docencia, cuyo disefio también
favorece el trabajo colaborativo en un intento de emular el futuro profesional y, por
tanto, conduzcan a que el estudiante valore la importancia del conocimiento y su
comportamiento ético y profesional.

Objetivos especificos

Los objetivos especificos de esta seccion son:

Proponer solucion a situaciones que involucren la sintesis y/ o acumulacion
como efecto del producto de una sola variable independiente, en un intervalo [a, b].
Tomar decisiones fundamentadas sobre la eleccion de métodos tipicos de solucidn,
desde el reconocimiento de un método analitico y/o en su caso, a las formulas de
integracion numérica de la familia Newton-Cotes.

Implementar las férmulas de la Regla del Trapecio, Simpson 1/3 y Simpson 3/8.
Emplear software indicado y/o en su caso disefiar programas especializados
para hacer corridas, y estimar el concepto de error.

Interpretar resultados en el contexto del problema.

(Qué vas a aprender?
A continuacidn, se presenta una explicacion de los objetivos de aprendizaje.

En integracion, para proponer, previamente, se requiere de un andlisis y abstraccion.
Se trata de examinar a detalle una situacién y/o fen6meno, y qué se desea, de tal forma
que se distinguen sus componentes (variable independiente, dependiente, limites), se
conocen sus caracteristicas, se logra establecer la relacién de los componentes, de lo
cual, consecuentemente, se distingue sila propuesta de solucién corresponde a realizar
una integracion.

Justamente, el analisis precede a la sintesis. Si el problema corresponde a relacionar
situaciones aparentemente aislados, entonces, la integraciéon consiste en la reunién
racional de varios elementos dispersos, que permite comprender como funcionan estos,
en un todo.

Una integral, como su nombre lo indica, expresa:



a) Una accién por la cual se forman las partes en un todo.
b) Una accidn, a partir de la cual es posible completar, con las partes que le faltan,
un todo.

Por eso, en una integral se realiza una generalizacion de una suma continua,
encuadrada en el calculo infinitesimal y en el analisis matematico, se obtiene una
funcidn (llamada primitiva o elemental F(x)) que permite comprender el fenémeno y/o
. ., lidad.

La obtencién de la funciéon primitiva mediante la integracion, se obtiene por dos
alternativas: la analitica y la numérica.

La integracion por medios analiticos consiste en emplear una férmula exacta o una
combinacidn de férmulas que generan la primitiva sin margen de error.

La integracion numeérica se constituye de una familia de algoritmos para estimar el
valor numérico de F, mediante aproximaciones, de ahi su nombre.

La integracién numérica es diferente de una integracion analitica en dos sentidos:

Primero, como método numérico, proporciona una soluciéon aproximada y no llega a
una solucion exacta, en este sentido, el analisis del error es un aspecto importante en la
integracion numérica.

Segundo, no produce una funcién elemental, en realidad produce un valor numérico de
la primitiva, de ahi la necesidad de definir intervalos de inicio y fin.

La eleccion de un método numeérico o analitico se debe a uno de los tres siguientes
casos:

a. Unafuncién continua, como puede ser un polinomio, una funciéon exponencial y/
o trigonométrica.

a. Una funcién continua complicada que es dificil o practicamente, imposible
integrar directamente. Por ejemplo, las funciones

_42 SN X CcoSx . 7
e ™™ ,T,T,\/l — k?sen?x. en este tipo de casos se tendrian que abordar

integrales dobles y triples.



b. Una funcién expresada en forma tabulada, en términos de contar con valores x y
f(x) que son dados en un niimero discreto y finito de puntos, como resultado de
un experimento, datos experimentales, de trabajo de campo o, en general,
obtenidos de una investigacion aplicada.

En el primer caso, la integracién puede ser evaluada de manera analitica, esto es,
empleando formulas de integracion. En el segundo y tercer caso, no es posible llegar a
obtener la integral de la funcién por medios analiticos. En el segundo caso, no se tiene
una funcién primitiva elemental que las defina, y en el tercer caso, solo se cuenta con
pares de coordenadas, sin conocer la funcion.

Las féormulas de la Regla del Trapecio, de Simpson 1/3 y de Simpson 3/8,
corresponden a tres métodos numéricos clasicos de integraciéon definida. En los tres
métodos, se requiere definir los limites de la integracion, y que las distancias entre las
variables independientes x,, x4, ..., X,, , sean equidistantes. Asimismo, se emplea un
polinomio de interpolacidén que aproxime la funcién fen un intervalo [a, b].

Por ejemplo, en un experimento de determinar el alargamiento de una pieza mecanica
cuando es sometida a cargas diferentes, se tabula el alargamiento para distintas fuerzas.
Esto origina una tabla de dos columnas relacionadas con valores discretos (fuerza-
alargamiento). Para estos casos, la integracion numérica es la tinica opcion viable de
evaluacion, ya que no se conoce la funcidn representativa.

Las Reglas del Trapecio, de Simpson 1/3 y de Simpson 3/8 pertenecen a una familia de
férmulas llamadas Newton- Cotes (en honor a Isaac Newton y a Roger Cotes). La
caracteristica fundamental de estos métodos es que los datos independientes (abscisa)
estan divididos en secciones equidistantes. Se ajusta un polinomio de grado 1, 2 6 3, de
acuerdo el namero de intervalos que tengan y también observando la grafica que se
obtiene de la tabulacion de coordenadas.

Como nota histérica la ideacidon conceptual fue prevista por Euclides hace ;3000 afios
AC!

Hay otra familia de métodos, que se emplean cuando se utilizan valores de f(x) en
abscisas desigualmente espaciadas, y que estan determinadas por ciertas familias de
polinomios ortogonales, llamados Formulas de Cuadratura Gaussiana.

Como método numérico, es indispensable programar y/o usar un software para las
férmulas de la Regla del Trapecio, de Simpson 1/3 y de Simpson 3/8, asi como
reinterpretar los resultados y el concepto de error.



Lo que debes saber antes de comenzar

El calculo es una disciplina relacionada con el cambio.
Cuando se trata de estudiar una funcién y=f{t) que especifica la posicién, como una
funciéon de tiempo, la derivada proporciona el medio para obtener su velocidad.

dy

U(t) = E

De manera contraria, si se proporciona la velocidad v=f{t) como una funcién del tiempo,
la integraciéon puede ser empleada para determinar su posicidn.

yzjvdt

En este sentido, la integral es un mecanismo inverso a la derivada.

Asimismo, otra concepcion, ubica a la integracion, con el concepto de area entre una
curva y un eje. La idea del calculo de area bajo la curva es especialmente importante
cuando la curva tiene un perimetro irregular de la region de la cual se desea obtener su
area.

Bajo esta perspectiva, los problemas tipicos de integracion se relacionan con:

+ Si hay dos curvas o mas, la integracion representara el area entre la intersecciéon de
las curvas

+ Sélidos de revolucion

+ Longitud de un arco

+ Centroides de figuras planas

+ Momentos de inercia de cuerpos planos

Para este tipo de problemas, se requieren las curvas delimitantes de area que, en
realidad, son funciones de la variable de integracién.

También, se necesita evaluar la integral mediante el Teorema Fundamental del Calculo,
esto es, en un intervalo determinado [a, b].

b
[ Feax =Fo) - F@

Donde la funcién F(x) es una primitiva de f: % = f(x)



La integracion definida, matematicamente, es una medida de un area bajo la curva. Es
un concepto que puede ser usado para modelar y aproximar areas, volimenes y otras
cantidades limitadas geométricamente, ademas, de fenémenos fisicos que involucren
las estructuras antes mencionadas (esto es, una multiplicaciéon de f{x) por dx).

Autoevaluacion diagnostica

a. Encontrar [ 3a’x®dx

b. Una integral indefinida es

i El conjunto delas | ii. El conjunto de las
infinitas primitivas infinitas no
que puede tener primitivas de una
una funciéon funcion

iii.

La suma de las
integrales que
puede tener una

funcién

c. Prueba si es correcta la siguiente desigualdad

1<j‘2 dx <1
6 J,10+x 5

Investiga y define

En el contexto de aplicaciones de la integral

a. (/Qué es un solido de revoluciéon?

b. ;/Qué eslalongitud de una curva?

c. ¢(Qué es un centroide de figura plana?

d. ;Qué es un momento de inercia de un cuerpo plano?

10



NIVEL 1

(.En qué situaciones se emplea la integracion?

Cualquier fenémeno fisico que tenga la estructura A=x*y, donde A, en este caso,
representa un area, x representa el lado horizontal de la figura y y, el lado vertical. Si en
lugar de x, se usa dx, que representa una distancia infinitesimal horizontal, y en lugar
de y, se usa f(x), 1a estructura resultante es:

A= f(x)dx

Sin embargo, para un fenémeno fisico no es suficiente, se requiere sumar cierta
cantidad de las estructuras f(x)dx.

Por lo que ahora, se transforma en

ff(x)dx

Esta forma ya indica la suma de las areas calculadas, no obstante, aiin no son claros los
limites de la suma, es decir; la suma es indefinida.

Esto aplicado a un fendmeno fisico y/ o a una forma geométrica, no se adecua a la
representacion. Por ello, es necesario contar con los limites, inicial y final [a, b],
resultando finalmente,

jbf(x)dx

Esta representaciéon, en matematicas se conoce como integral definida.

A continuacidén, se presentan casos que distinguen cuando emplear el concepto de
integracion.

11



1er caso. Aplicaciones a las leyes de Newton

Un ejemplo tipico es conducir un automovil en una carretera recta, con un conductor
que esta acelerando y frenando constantemente.

La segunda Ley de Newton se encarga de cuantificar el concepto de fuerza F. Indica que
si conocemos F(t), la fuerza en funcion del tiempo, para movimiento rectilineo, la

segunda ley de Newton nos da a(t), la aceleracion en funcién del tiempo:

P dv
— ) ™t

Donde las propiedades inerciales de un cuerpo se caracterizan por su masa m. La
Ny . . . . dv . .
aceleracion se obtiene al integrar la velocidad con respecto al tiempo o lo cual indica

que la aceleracién de un cuerpo bajo la accién de un conjunto de fuerzas dado es
directamente proporcional a la suma infinitesimal de la fuerza neta F.

Notese que la expresion f(x)dx, en este caso, permite obtener la primitiva en

P . . dv
movimiento, como un producto de una funcién constante m por un segmento E

2° caso. Trabajo efectuado por una fuerza variable

Considerando de nuevo el primer caso, con desplazamientos sobre la carretera de x; a
X

La grafica de la componente x, con respecto a la fuerza F,, en su componente en x, genera
lo siguiente:

Fig. 4.1 Funcién de trabajo
La grafica de la fuerza en funcion de
la posicién, muestra divisiones de
desplazamientos Ax;.
La multiplicacién sucesiva de Ax; por
. F,;, genera la obtencién sucesiva de
las area de los rectangulos.

Esto permite obtener el trabajo (W) realizado por la fuerza de llevar el automévil de un

sitio x4 a x,.
X2
W = E.dx

X1

12



Tres implicaciones se muestran con el ejemplo:

(a) En una grafica de fuerza en funcién de posicidn, el trabajo total realizado por la
fuerza esta representado por el area bajo la curva entre las posiciones inicial y
final.

(b) El trabajo W es igual a la suma de los productos de las fuerzas variables F,, por
los desplazamientos infinitesimales dx.

(c) Se estan relacionando dos conceptos aparentemente aislados, la fuerza F y el
desplazamiento.

3er caso. Superavit de consumidores y productores

El mercado determina el precio al que un producto se vende. En un mercado en
equilibrio, los consumidores compran la misma cantidad del producto que los
fabricantes quieren vender.

La relacion entre la cantidad producida q y el precio p se llama demanda d.
No obstante, algunos consumidores estadn dispuestos a gastar mas por un articulo que

el precio de equilibrio. El total de las diferencias entre el precio de equilibrio del articulo
y los mayores precios que todas esas personas aceptan pagar, se llama superavit de los

consumidores.
Fig. 4.2 Relacion cantidad-precio
ne La curva representa a la demanda, donde se
- muestra la relacion de cantidad de articulos g,
port SN con respecto al precio que los consumidores
midres 5 pedig estan dispuestos a pagar.

T En particular, el area sombreada en color lila,

' | 'o b representa el superavit de los consumidores.
Asimismo, el area bajo la recta y = p,, muestra
la demanda total de consumidores que
realmente gastaran en el precio p, en equilibrio.

Existe una implicacidn:

(a) El superavit de los consumidores esta dado por el area que se forma entre la
interseccion de dos curvas con el eje y: Una es la funciéon de demanda y la otra
es la recta del precio en equilibrio.

13



Se genera una funciéon primitiva de demanda que representa la ganancia de

consumidores
do

D= | (qx)—po)dq
0

La integracidn representa el drea entre la interseccion de las curvas.
4° caso. Momento estatico y momento de inercia

Un cuerpo rigido en rotacién es una masa en movimiento, asi que tiene energia cinética
que podemos expresar en términos de la rapidez angular del cuerpo y una nueva
cantidad llamada momento de inercia, que depende de la masa del cuerpo y de la forma
en que se distribuye tal masa.

La palabra “momento” implica que la inercia depende de la distribucion espacial de la
masa del cuerpo; nada tiene que ver con el tiempo. Para un cuerpo con un eje de
rotacién dado y una masa total dada, cuanto mayor sea la distancia del eje a las
particulas que constituyen el cuerpo, mayor serd el momento de inercia.

La integracién tiene que ver directamente con la forma geométrica del objeto. Se
obtiene el modelo que represente el area y se divide el cuerpo en elementos muy
pequefios de masa dm, de modo que todos los puntos de un elemento estén
practicamente a la misma distancia perpendicular del eje de rotacién, de modo que el
momento de inercia se puede ver como

I=Jr2dm

Puedes encontrar mas demostraciones interesantes en:

:Qué pasa si...?

EL RESULTADO DE INTEGRACION SE UBICA EN EL PRIMER CUADRANTE

y=fx)
El 4rea de la regiéon ashuradaes A =y * x
Pero la suma de los rectangulos es

14



A= ff(x)x

Sia x, se le asigna un valor infinitesimal x = dx.
En el caso de contar con un valor inicial a y b, entonces

A= fbf(x)dx

Esto en el primer cuadrante. Notese que, y es positivo y que x es positivo, como el grafico
de la figura 4.3, el cual representa una funcién de fiabilidad que se emplea en la
longevidad y fallos de equipos mecanicos que son sometidos a una prueba, a través de
una variable continua de tiempo, en este sentido son ensayos de larga duracion. El
interés radica en la tasa de fallo.

En el ejemplo 4.3, las variables estan acordes a la aplicacion, en funcién del tiempo f{t),
y con limites ideales.

Fig. 4.3 Ejemplo de area bajo la curva en el primer cuadrante

Ro)- [ ft

| Tiempo t

Asi que el area A es positiva, recordando el Teorema Fundamental de Calculo.

EL RESULTADO DE INTEGRACION SE UBICA EN EL SEGUNDO CUADRANTE
¢Recuerdas el estudio de Probabilidad y Estadistica?
La campana de Gauss o curva normal tipificada en la figura 4.2, en el segundo cuadrante,

va de —oo hasta 0, donde continua en el primer cuadrante de 0 a co.

Se procede analizar el comportamiento del segundo cuadrante:

15



Fig. 4.4 Area bajo la curva normal tipificada

Aquiy es (+) y la diferencia de la integral es la siguiente

A= Lbf(x)dx

-b—(-a)=-b+a
Donde a es menor que b, es decir;
a<b
Pero, por lo que la diferencia
-b+a
Es (+), asi que el area de la integral es (+)
Esto es verdad, ya que el area de la curva de Gauss es uno, positivo.

EL RESULTADO DE INTEGRACION SE UBICA EN EL TERCER CUADRANTE

El 4rea de interés en la figura 4.5 es la sombreada y delimitada con el circulo.

Fig. 4.5 El cruce de dos funciones

/ y=4x

El drea bajo la curva en el tercer cuadrante se obtiene:

fo (x3 — 4x)dx
-2

En un principio, da la impresion de que el area seria negativa por la ubicacién en el
cuadrante. Sin embargo, matemdaticamente no lo es, dado que al valuar en el limite
inferior tiene signo (-) y por Regla de Barrow:

16



< x*  4x?
Area del cruce de rectas en el tercer cuadrante= (T — T) 0

={0-(4-8)}
—4+8=4

El area exclusiva del tercer cuadrante es 4.
Ahora, considere ambas areas, del primer y tercer cuadrante. Existe simetria, se podria
decir que el area total es (2)(4)= 8.

Esta interpretaciéon es matematica, pero no necesariamente de un fenémeno fisico.
(Piense en la ganancia en un tiempo t;, y pérdida de dinero en un tiempo t;, ;. Al final
se tendria un resultado nulo, por lo que es importante analizar el problema y lo que se
busca. Asi, hay multiples ejemplos).

De ahi la abstraccién de este tema.

EL RESULTADO DE INTEGRACION SE UBICA EN EL CUARTO CUADRANTE

En el cuarto cuadrante ocurre algo similar al tercer cuadrante

Fig. 4.6 Consideraciones area bajo la curva en el cuarto cuadrante

b b
T L area =f (—Hx)dx = —f f(x)dx

S

Considérese el siguiente caso: La fuerza aplicada a un mévil de 2 kg de masa en funcion
del desplazamiento. La figura 4.6 muestra la funcion del trabajo W, donde la velocidad
inicial v, = 0, y posteriormente, es de 5 m/s que al llegar a la posicién x=4, la fuerza se
mantiene constante, aunque el movil sigue avanzando. Después, la fuerza disminuye
hasta la posicion x=17. ;Qué ocurre después?

Fig. 4.7 Trabajo ejercido sobre un maévil

F(H)
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y=f)
Después de la posicidon x=17, los resultados de y son negativos, mientras que los dx son
positivos.
El concepto de area sigue siendo

A=y=x*x

Recuerde que y tiene signo negativo -, y x tiene signo +

) =0
Entonces,

b

A=—[ f(x)dx
En la realidad, al momento de ejercer la fuerza, el movil contintia avanzando por la
. .

RESULTADO DE INTEGRACION IGUAL A CERO

Fig. 4.8 Limites coincidentesayb

Este ultimo caso, resulta en que los limites de integracién a y b coinciden
a=b

La integral
b
A= j f(x)dx =0
a
Evidencia de aprendizaje 4.1
De las siguientes preguntas, lee con atencién lo que se te pide y elige la opcién correcta.
Nota: Antes de contestar, analiza y si tienes dudas regresa a las notas. Te sugerimos,

usar papel y lapiz. Estamos seguros que encontraras la respuesta correcta.

Suponga la curva del seno. Se desea obtener su area en el intervalo [0,27]. ;Qué sucede
con el resultado de la integral definida en ese intervalo?
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i. Se considera la ii. Se anula el iii. No es posible
simetria de la resultado obtener el area
curva

Ahora, suponga una empresa y sus ganancias en el intervalo de tiempo [tq,t,], de
acuerdo con el siguiente grafico. La empresa, ;gand?, ;perdid?, ;qué ocurrio?
A

ty t,

. No gan6, ni il Perdio iil. Gano

perdio

Evidencia de aprendizaje 4.2

{Como se procederia a evaluar el area bajo la curva de los siguientes casos, en el
intervalo [a, b]?
Describe como se calcula el drea de una region delimitada, ya sea por uno de estos casos
y/o su combinacion:

(a) La funcién y sus intersecciones con el eje de las abscisas,

(b) La funcién y su delimitacién con dos rectas

(c) El area encerrada entre dos funciones
4.22

4.2b

4.2c (area sombreada R)

19



4.2d (area R, y R;)

Evidencia de aprendizaje 4.3

1. Contesta las preguntas, y sube una imagen por cada grafica que te soliciten.
Describe cada grafica en términos del concepto de area bajo la curva
El consumo del gas|4.3a ;CoOmo serd la grafica de la cantidad de gas
combustible en tu hogar | contenida en el tanque en cada instante?
suele partir de un tanque
lleno.

4.3b ;Como sera la curva del gasto de gas?

4.3c ;Como se comporta la presién interna del tanque
en este proceso?

Comenta tus hallazgos con tus compafieros y, si tienes dudas, apdyate con tu profesor.

Ya puedes pasar al segundo nivel, en el cual conoceras tres métodos numéricos: Regla
del Trapecio, Regla de Simpson 1/3 y Regla de Simpson 3/8. Se te presentara un caso,
su analisis y el proceso de solucién por los tres métodos.
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NIVEL 2

Métodos de Newton- Cotes

La integracion numérica busca estimar una integral definida

Y = Lbf(x)dx

Tomando al intervalo [a, b], como dominio de la funcién.

Existen ocasiones, como ya se ha mencionado, que es imposible o muy dificil evaluar la
integral definida mediante métodos analiticos. Teniendo en cuenta del calculo que la
integral Y representa el area de la region entre la curva y=f(x), el eje x y las lineas x=a y
x=b, se trata de determinar Y mediante el reemplazo de f{x), por un polinomio de
interpolacidn, o sea, reemplazar f(x) por p(x).

Luego, se integra el polinomio al encontrar el area delimitada por los limites x=a y x=b.
A este proceso se le llama cuadratura gaussina. Las reglas de integracion numérica
corresponden al grado del polinomio de interpolaciéon: Los mdas importantes son
aquellos de grado 1, 2 y 3.

Regla del Trapecio

(Recuerdas como obtener el drea de un trapecio?

El método mas simple de encontrar el area bajo la curva es la Regla del Trapecio.

El método se basa en aproximar f{x) por un polinomio lineal, por partes en donde se

interpola f(x) en los nodos x;, x1, X5, ..., Xp-
Por ejemplo, se quiere evaluar la integral

Y = Lbf(x)dx

Se comienza por dividir el intervalo [a, b], en “n” intervalos, cada uno con un paso h,
igual para todos los subintervalos.
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2

1=X, X, X X3 X Xp.1 Xt -
Donde
b—a
h =
n
Y
x; =a+ih i=012,..,n—1

Ahora, se considera cada subintervalo
[xi_1,%;] i=012,..,n

Se aproxima el drea bajo la curva f{x) por un trapezoide de altura h y bases f(x;_1) y
f(x;). De manera que, el area del trapecio es:

5 [ Ceim) + f(x0)]
El drea total se extiende sobre el intervalo total [a, b] que es
Aroral = A1+ A, + A3+ -+ A,
h h h
=5 [f (o) + f(xD] + 5 [fCe) + flx)] + -+ E[f(xn—ﬂ + f(xn)]

h
A1/3 = 2

Al agrupar términos semejantes, se obtiene la férmula

h n-—1
Avotar = 5 1f (o) + FGr)] + Y F(x)
i=1

La agrupacion de términos para la Regla del Trapecio, se debe a que se ha realizado una
suma de n trapecios.

Una forma de escribir la Regla del Trapecio es asi:

h
Aiptal = 2 (Yo + ¥nl + hZ resto de las ordenadas
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- Usar la Regla del Trapecio para obtener la integral

3
j x2e*dx
0

Solucion

h = ? = 0.5, ya que se considera n=6 subintervalos

De aqui, h=0.5.

La grafica de la funcion es:

v
>

En este caso, si se puede efectuar la integracion por partes analiticamente. A
continuacidn, se procede a calcular la integral, tanto analitica, como numéricamente.

El ejemplo consiste en contrastar los dos métodos: analitico vs numérico.

se

multiplicaciéon  de

Mediante un enfoque analitico, se tiene la | Mediante un enfoque numérico,
dos funciones-

procede a tabular en n subintervalos,
respectando los limites de la integracidn.

Integracidn por partes

3
f x2e*dx
0

Judx=uv—jvdu

u=x?

Se procede a generar un conjunto de

puntos, aplicando que se tendran 6
subintervalos de tamafio de paso h=0.5,

que se aplica en x.
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du = 2xdx
dv = e*dx
v=e*
Lo que queda es:
xe* — 2fxexdx
Se integra de nuevo por partes.
La aplicacién en dos ocasiones de la

integracion por partes da por resultado
x%e* — 2xe* + 2¢e*

La evaluaciéon de la integracion en los
limites es [0, 3].

El drea bajo la curva es 98.42768

Se ha utilizado una hoja de calculo, para
obtener f(x) = x2e*dx , en cada nodo o
punto

i X f(x)
0 0 0

1 0.5 0.41218032
2 1 2.71828183
3 1.5 10.0838004
4 2 29.5562244
5 2.5 76.1405873
6 3 180.769832

h
Avotar = 2 [yvo + yul + hz resto de las ordenadas

Se aplica la féormula de la Regla del
Trapecio, siguiendo como guia el nimero
de iteracion para la asignacion de “y”.

Arrap = 075 [0.41218032 + 180.769832 +

0.5(2.71828183+10.0838004+29.5562244+
76.1405873)]
Aryap = 1046479

Se cuentan con dos resultados el analitico, que es exacto, y el numeérico que proporciona

una aproximacién al resultado analitico.

Se procede a estudiar el error, para dar continuidad al ejemplo.

Concepto de error

;{Como obtener informacion sobre la exactitud del resultado de la Regla del Trapecio?

a. Cuando se cuenta con los resultados, el analitico y el numérico, el porcentaje de
error se obtiene al dividir el resultado analitico entre el numérico, y de ahi al

generar un porcentaje.

3 .
- En el caso de fo x2e*dx, se tuvieron dos resultados

| Analitico

Numérico
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Area= 9842768 | Aryqp = 104.6479
98.42768

104.6479
=5.94395%

Esto significa que el resultado numérico
presenta un error del 5.94%, con
respecto al resultado analitico.

error =1 —

b. En el caso en el que no se conozca el resultado exacto analitico, con el método
numérico se pueden hacer corridas, mediante la modificacion de h. Cuando se
incrementa el nimero de trapezoides, y se observa que ya no hay una diferencia
representativa entre dos corridas, se puede decir que se ha obtenido un
resultado satisfactorio.

-. En el caso de f03 x*e*dx. Suponga que n=2

Solucidén
~3-0 3
h=—H"=3
el calculo, mediante la Regla del Trapecio da
X f(x)
0 0
1.5 10.0838
3 180.7698

El drea obtenida mediante la Regla del Trapecio:

3
Awrap =710 +180.7698 + 1.5(10.0838)]

= 150.7030
Cuando el calculo se realiza con h=0.5, el area total se acerca mas al resultado analitico,
como ya se habia calculado:
Arrqp = 1046479
Asi que si h=0.3, la diferencia entre las dos areas, con h=0.5y h=0.3, es pequeia. En el
caso de h=0.3, el area es
Arrqp = 10016799

c. Sin embargo, se requiere de un tratamiento mas formal para determinar el error
por redondeo, el cual se basa en el Teorema Fundamental del Calculo
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4= jxi F)dx = F(x;) — F(xi-1)

Xi-1 2
A partir de la serie de Taylor, como polinomio de aproximacidn, se genera

_hfO) = fla) B,
= S R ) 4 ]

Del desarrollo y manipulacién algebraica, el error se da por

Ay

|E_t|=-1/12 f"(§)(b — a)®
Donde ¢, se encuentra en el intervalo que va desde a hasta b.
Cuando los puntos generan una curva donde existen lineas rectas, la Regla del Trapecio
sera idonea, ya que el error sera muy cercano a 0.

Reflexiona, ;por qué ocurre esto?

- Calcular el error por redondeo de la integral, mediante la Regla del Trapecio

It
0x+4x

La férmula dice: |E_t | = —1/12 f"(§)(b — a)3
Solucion

Se procede a calcular la segunda derivada de la funciéon ﬁ.

, 1

Y S Tkt 4y
) 2

Y T+ 4y

Se elige arbitrariamente un valor dentro de los limites de integracidn &, por ejemplo,
x=0.
2 1

y (0)=E=3—2

1 1 3
error; = — 5)(3 -0)

27

|errory| = — 384

Asi que,
error; = 0.0703
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1 - ’ e
Hay que tener en cuenta que oy esuna h v bola, con asintota en x=-4, cuya grafica es:

E

(x=4)

A

A

i
v

Los limites se encuentran en el intervalo [0. 3], que forman casi una linea recta, por eso
el error obtenido en ese punto, no es significativo.

Regla de Simpson 1/3

Otra forma de obtener una estimacidon mas precisa para una integral, se logra a través
de usar polinomios de mayor grado, cuando se toman tres nodos de la funcion se

aproxima a un polinomio de segundo grado, y en general, si se toman “n” nodos, se
genera un polinomio de “n-1" grados.

En la Regla de Simpson 1/3 se toman tres puntos, lo cual genera un polinomio
cuadratico sobre los puntos x;_1,X; y X;41.

La serie de Taylor permite generar la Regla de Simpson 1/3:
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Xi 22 23 4
| reodx = nizyo + 5 avo + G- 8 y0l
Xi—1

Como Ay, = y; — ¥0, Y A%Yo = y2 — 21 + Yo

Se tiene que,

Xi 1
f fQ)dx = h[2yy+ 2(y; —yo) + §(YZ = 2y1+Y0)
X

i-1

~

w| s

o+ +2002+ys+ Yt Vn2) +4(y1+ys+yYs+ -+ Yuq

La siguiente expresion resumen la Regla de Simpson 1/3:

h
Aq3 = 3 [Yo +yn + 2 z ordenadas pares + 42 ordenadas impares

Hay que tener en cuenta que el nimero de intervalos n sea PAR, ya que se ha tomado
un numero par de areas elementales.

- Obtener el area bajo lo curva de la siguiente funciéon, mediante la Regla de
Simpson 1/3

3
f x2e*dx
0

Solucion

Se procede a calcular el area bajo la curva, mediante el método de Simpson 1/3, con un
numero de subintervalos, en este ejemplo n=6, para un dominio [0, 3], por lo que el paso
n resulta ser h=0.5.

Se genera una tabulacién con la funcién, asimismo, se puede visualizar el segmento de
la grafica que le corresponde:

i X f(x)
0 0 0

1 0.5 0.41218032
2 1 2.71828183
3 1.5 10.0838004
4 2 29.5562244
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5 2.5 76.1405873 F(X)=x"2 e"x
6 3 180.769832 o

Es importante, tener en cuenta que el nimero de intervalos es igual al nimero de
puntos menos 1, esto es, dos intervalos estaran dados por 3 puntos. En el presente
ejemplo, existen 6 intervalos, es par, con lo cual se puede emplear la regla de Simpson
1/3.

0.5
= — [0+ 180.769832 + 2(2.71828183 + 29.5562244) + 4(0.41218032

A1
3 3

+ 76.1405873)

A1 = 9816441
3

El error con respecto al resultado analitico corresponde al 0.2194%, lo cual muestra
una mejora notable, en comparacién con la férmula del trapecio.

Concepto de error

La férmula del error proviene de la cuarta derivada en el desarrollo de la serie de
Taylor,

f(a+Db) 4
R AT

b b —
[ reodx=2221r@ +a )

donde ¢, de forma similar a la Regla del Trapecio es un nimero que se encuentra en el
intervalo [a, b].

El manipuleo algebraico genera el ultimo término asociado al error:

J¢3)
error = m-Zsh5

El error de truncamiento en la Regla de Simpson 1/3 se define por:
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b
_ 4
error = 90f €3]

Regla de Simpson 3/8

La formula del trapecio y las Reglas de Simpson 1/3 y 3/8 estan disenadas para los

casos en los cuales los datos a integrar estan espaciados de manera uniforme.

La Regla de Simpson 3/8 también requerira tener definidos los limites de integracion,
con la diferencia de conectar 4 puntos, para formar un polinomio cibico, esto es;

fbf(x)dx = J-bP3(x)dx

En la Regla de Simpson 3/8, el area estd dada por

o) + 3£ (ry) +3f () + £ (x3)

A= (b—a) 3

De la expresion, el ancho corresponde a (b-a), mientras que la altura promedio, por el

f(xp)+3f(x1)+3f(x2)+f(x3)
5 .

resto de la expresion:

En forma sintética, la Regla de Simpson 3/8, puede escribirse como

3
Az/g = ghD’o +y,+2 z ordenadas de orden multiple de 3

+3 Z resto de las ordenadas

Asimismo, se puede observar que los puntos internos tienen un peso de 3/8, y los
externos de 1/8. Esta relacién implicara que el intervalo sea un nimero multiplo de 3
en areas elementales, es decir; se requiere que el intervalo se subdivida en un multiplo
de 3 paneles (intervalo).

Debido a que los trapecios son mas delgados, se podria considerar que habra mayor
exactitud en el resultado generado, con respecto al analitico. Sin embargo, esto no
siempre sera asi, debido al comportamiento de la curva en ese rango de integracion,
como se vera en el siguiente ejemplo.

30



Ejemplo. Obtener el area bajo la curva de la funcién, por medio de la Regla de Simpson
3/8.

3
f x*e*dx
0
Solucion
De nuevo se tabulan los puntos, buscando que el intervalo sea un multiplo de 3.
I X f(x)
0 0 0 Yo
1 0.5 0.41218032
2 1 2.71828183
3 1.5 10.0838004 Ordenada
multiple de 3
4 2 29.5562244
5 2.5 76.1405873
6 3 180.769832 Yn

La tabulacion obtenida en casos anteriores es valida, debido a que el nimero total de
intervalos (6), es multiplo de 3.

3
Asjg = gh[}’o +y,+2 Z ordenadas de orden multiple de 3 + 3 Z resto de las ordenadas

Az = 0.1875(527.419255)
8

Az = 98189111
8

El resultado ha perdido precisién, en comparacion con el obtenido por la Regla de
Simpson 1/3. Es importante generar una representacion grafica de los puntos, y
observar el comportamiento de la funcién, en el intervalo de la integracidn.

Se elegira la Regla del Trapecio para ajustar a una linea recta, la Regla de Simpson 1/3
a una parabola, y la Regla de Simpson 3/8, a una forma cubica.

En el ejemplo, la forma del rango de integracion asemeja a una parabola, por ello, la
Regla de Simpson 1/3 alcanz6 mejor exactitud.

Cabe mencionar que, cuando el comportamiento de la curva sea erratico, en términos
de contener segmentos rectos, parabolicos y cubicos, se puede realizar una aplicacion
multiple de los tres métodos numéricos. Asimismo, si se tiene un nimero de intervalo
que no corresponde, por ejemplo, a la condiciéon de multiple de tres para la Regla del
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Trapecio 3/8, se puede segmentar las areas de integracion y emplear, por ejemplo,
Regla del Trapecio y Regla de Simpson 3/8.

Concepto de error

En la practica de ingenieria, las férmulas de la Regla del Trapecio, Regla de Simpson 1/3
y Regla de Simpson 3/8 bastan para la mayoria de las aplicaciones.
En el caso del error en la formula de 1a Regla de Simpson 3/8, esta dado por;
error = ——-. hSf® (&)
80

El error de truncamiento requiere del calculo de la cuarta derivada, y su aplicacion en
un punto ¢, que pertenezca al intervalo.

Se recuerda que el tamafio de paso, esta dado por h =

Situacion del problema y organizacion de la informacion...

(b-a)
—

La siguiente tabla representa el gasto instantaneo del petréleo crudo en un oleoducto
(en miles de libras por hora). El flujo se mide a intervalos de 12 minutos.

Hora | 6:00 | 6:12 | 6:24 | 6:36 | 6:48 | 7:00 | 7:12 | 7:24 | 7:36 | 7:48 | 8:00 | 8:12
Gasto | 6.2 6.0 5.9 5.9 6.2 64 |65 6.8 6.9 7.1 7.3 6.9

¢;Cual es la cantidad de petroleo bombeado durante 2 horas y 12 minutos?
Planteamiento del problema

Por gasto, se entiende el flujo de masa por unidad de tiempo, en este caso, miles de

libras por hora. La tabla muestra un periodo de dos horas con 12 minutos, que estan

divididos en intervalos equidistantes de 12 minutos.

Lo anterior indica que no se efectian de manera continua, sino que se tienen como
restricciones experimentales, las mediciones con intervalos de tiempo regulares.

Estos puntos representan las coordenadas de una funcién continua del gasto, como una
acumulacion de cambios que sigue el flujo del combustible en el tiempo (Véase grafico).
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Gasto

74 73

7 6-8——69 6:9

G4 65
6 6:2 6 59 o &2

6:00 06:12 06:24 06:36 06:48 07:00 07:12 07:24 07:36 07:48 08:00 08:12

En la grafica, entre los valores de un intervalo, para efectos del problema, es posible leer
una serie infinita de datos, en donde el tiempo ¢ corresponde a la variable
independiente, y el gasto G, la variable dependiente:

fO=6

Las coordenadas finitas de la tabla corresponden a f(t), por lo cual la herramienta
matematica para responder a la pregunta seria:

1. Una aproximaciéon polinomial a partir de la interpretacion de Lagrange
(interpolacidon)

2. Integracién numérica definida para el rango establecido
Dado que los puntos de la tabla son valores puntuales y que el interés es conocer la
cantidad de gasto acumulado, de tales cambios, en dos horas 12 minutos; no es posible
multiplicar la coordenada correspondiente a 2 horas 12 minutos por el gasto

correspondiente, mas bien, el gasto acumulado (suma de los intervalos).

Ademas, el tiempo es una variable continua, no discreta, por lo tanto, la suma de
intervalos requiere de una integracion.

Construccion del modelo matemdtico...
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El dato requerido es la cantidad total del petréleo bombeado, que se calcula al
multiplicar el gasto por el tiempo. Sin embargo, se observa en la tabla que el gasto es
variable, por tanto, los datos se podrian traducir en el siguiente modelo matematico:

fOZ'Z(Gasto)dt, cuyas unidades seran Ib/hr

Para los limites de integracion 2 horas 12 minutos, equivalen a 2.2 horas.

Los métodos numéricos de solucion

. b . :
Para estimar fa f(x)dx, los métodos de Newton- Cotes funcionan en dos pasos:

a. Se divide el intervalo [a, b] en n intervalos de igual amplitud, cuyos valores
extremos son sucesivamente

. b—a. .
X; = Xg+ l(T), i=0,1,2,..,n
Para quedar en la nueva notacién x, = ayx, =b

b. Se aproxima f(x) por el polinomio de interpolacién p,(x) de grado n, y se
integra para obtener la aproximacion de la integral.

Nétese que se obtendran valores diferentes de la integral para distintos valores de n,
como se vera con los tres métodos.

A continuacion, se presentan las formulas de los tres métodos, donde h es la distancia
entre los valores de x (abscisa equidistante).

Fig. 4.9 Representacion esquematica de métodos de integraciéon numérica

Regla del trapecio | La aproximacién considera areas de trapecios, y su férmula
generalizada es:

¥

p,(x)
flx)
| fix,) dx

p,(x) dx = Area del trapezoide
con vértices
Xo X0 fX). f(X))

x
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b
h
f f)dx = > [yo + yn + 2(Zresto de las ordenadas)]
a

Férmula Simpson
1/3

La aproximacion se subdivide en tres intervalos, lo que ajusta a
la curvatura de una parabola.

v

P,(x)

h

l< h ‘»}4 -

Xo Xy 2

a b

La formula generalizada es:
b
h
f fl)dx = 3 [yo + yn + 2(Zordenadas pares)
a

+ 4(Zordenadas impares)]

Nota: El total de intervalos debe ser par.

Férmula Simpson
3/8

En esta férmula, el intervalo de integracién se vuelve a
subdividir, lo que permite que el intervalo de interpolacion, sea
de grado tres, que ajusta a regiones no rectangulares de
integracion.

v 7 p, (x)

La formula generaliza es:

b 3h
J f(x)dx = 3 [Vo + ¥ + 2(Z2ordenadas multiplos de 3)
a

+ 3(Zresto de ordenadas)]
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Nota: El nimero de intervalos debe ser multiple de 3.

Resolucion por Regla del Trapecio
Se aplicara f: f(x)dx = %[yo + y, + 2(Zresto de las ordenadas)]

Los datos que se tienen son:

Hora | Gasto | h, equivale a la distancia en el tiempo, 0.12 minutos, cuya conversion a
6:00 | 6.2 horas es 0.2.

6:12 | 6.0
6:24 | 5.9 Entonces,

6:36 59 2.2 02

6:48 | 6.2 f Gastodt ~—[6.2 + 6.9

7:00 | 6.4 0 2

7:12 6'5 +2(6+59+59+62+64+65+68+69+7.1
724 | 6.8 +7.3)]

7:36 | 6.9

7.48 | 71 Observaque y, = 6.2,y, = 6.9y Zresto de las ordenadas, equivalen a las
8:00 | 7.3 mediciones intermedias entre la inicial y la final.

8:12 | 6.9

2.2

(Gasto)dt ~14.31

0

REVISA EL EJECUTABLE DE REGLA DEL TRAPECIO

Resolucion por Simpson 1/3

Se recomienda que los datos discretos queden numerados de la siguiente forma:
Las ordenadas pares se eligen de acuerdo al subindice par
X2, X4, X6, X8, X10

De este caso, se mantiene que h= 0.2

i Hora | Gasto

Xo | 6:00 | 6.2 o ) _

x, | 6:12 | 6.0 Asimismo, el nimero de intervalos es n=11

X, | 6:24 | 5.9 Ordenada par

X; | 6:36 | 5.9 En principio, no se puede aplicar en forma

X, | 6:48 | 6.2 Ordenadapar | directa la Regla de Simpson 1/3, porque el
xs | 7:00 | 6.4 numero total de intervalos debe ser par.

Xxg | 7:12 | 6.5 Ordenada par

Sin embargo, se puede aplicar la Regla de

Simpson 1/3 hasta el intervalo x5, y luego la

Regla de Trapecio para los intervalos restantes. 56



x; | 7:24 | 6.8
Xg | 7:36 | 6.9 Ordenada par
X9 | 7:48 | 7.1
X1 | 8:00 | 7.3
x11 | 8:12 | 6.9

El drea aproximada hasta el intervalo xg, es:

b h
f f)dx = 3 [Vo + ¥n + 2(Zordenadas pares) + 4(Zordenadas impares)]
a

0.2
Aijs = —-[62+69+2(59+62+65) +4(6+59 + 6.4+ 68)]

Ay /3 =10.04667

Ahora, para el resto de las ordenadas, se aplica la Regla del Trapecio:

b h
f f(x)dx = > [yo + yn + 2(Zresto de las ordenadas)]
a

0.2
Arrap = —5-[6.9+69+2(7.1+73)]
Apyap = 4.26

2.2
J Gastodt ~10.04667 + 4.26
0

2.2
J Gastodt ~{14.30667
0

REVISA EL EJECUTABLE DE SIMPSON 1/3

Resolucion por Simpson 3/8

La formula es:

b 3h
f f)dx = 3 [Vo + ¥n + 2(Zordenadas multiplos de 3) + 3(Zresto de ordenadas)]
a

La condicién para emplear la Regla de Simpson 3/8, es que el nimero de intervalos
sea multiplo de 3.

En este ejemplo se tienen 11 intervalos, por lo que se aplica la

Regla de Simpson 3/8 a 9 intervalos, el resto se considera del
Regla del Trapecio.

Hora | Gasto
X 6:00 | 6.2
x; | 6:12 | 6.0
x, |6:24 |59
x; | 6:36 | 5.9

Se mantiene que h=0.2. Las ordenadas multiples de 3, se eligen
de acuerdo al subindice x3, x¢, xo. Al final se tienen el resto de
las ordenadas.

Para los 9 intervalos de x, a xo, la Regla de Simpson 3/8 es:




X, | 6:48 |62
X5 7:00 6.4

xg | 7:12 | 65
x; | 7:24 | 6.8
xg | 7:36 | 6.9
xo | 7:48 |71
X1 | 8:00 |73
X, | 812 |69

Az/g = 114525
Para el resto de los intervalos, se usara la Regla del Trapecio.

0.2
Atrap = =171+ 69 +2(7.3)]

Aryap = 2.86

2.2
j Gastodt ~11.4525 + 2.86
0

2.2
f Gastodt ~14.3125
0

REVISA EL EJECUTABLE DE SIMPSON 3/8

Interpretacion de resultados...
Cada método ha ofrecido resultados cercanos

Regla del trapecio: 14.31
Foérmula de Simpson 1/3: 14.3067
Foérmula de Simpson 3/8: 14.3125

Los resultados son similares, pero ;cual es el que se podria escoger?

Cada férmula de integracion tiene una férmula del error. Normalmente, por el
polinomio de aproximacion la Regla de Simpson 1/3 ofrece el mejor ajuste. En este
ejemplo, se desconoce la funcidn, ya que solo se cuenta con un conjunto de coordenadas.

No obstante, por el comportamiento de la curva, un polinomio de grado tres, ajusta
mejor al area bajo la curva. El resultado de la Regla de Simpson 3/8, 14.3125
libras/hora representa el gasto aproximado del petréleo bombeado en 2 horas 12
minutos.
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Otra forma de expresarlo es la siguiente; 14312.5 libras/hora es aproximadamente el
gasto de fluido masico acumulado en una tuberia u oleoducto, lo cual se puede
considerar como un flujo grande.

Hasta aqui ha quedado resuelto el problema.

Situacion del problema y organizacion de la informacion...

Te presentamos otro problema, cuyo objetivo educativo es el de mostrar cémo se
aborda la aplicaciéon de la integracién con métodos analiticos y numéricos y la

contrastacion de ambos, mediante la aplicacién del concepto de error.
0.6

Se tiene el siguiente caso, obtener la integral de la funcion j 2e > dx.
0

Resolver por medio de métodos analiticos

Usar la Regla del Trapecio

Usar alguna forma de Simpson para obtener mayor precision
Para los incisos b. y c., encontrar el error relativo

Planteamiento del problema

Se tiene una funcién exponencial que corta al eje Y, en el punto (0,2). Dado que su
variable independiente x, tiene un valor negativo, sera decreciente en todo su dominio.

Ademas, vale la pena recordar que no corta al eje X, es decir no tiene raices, la funcién
tiene forma cdéncava y tiene una asintota horizontal, como se puede apreciar en la

siguiente grafica (Fig. 4.10).

En este sentido, X >0
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Fig. 4.10 Grafica de la funcién

Yf' H; Rk

Se trata de encontrar el area entre los limites x= 0 y x=0.6

El modelo matemadtico, solucionado por un método analitico...
0.6

1
Tomar en cuenta que _[ 2e ***dx es de la forma [ e“¥dx = e
0

0.6 2
2 -15x — _ = ,-15x)0.6
]0 ¢ 15¢ o

= —0.542092 + 1.33333
= 0.79124

El modelo matemadtico, solucionado numéricamente por Regla del Trapecio...

Se requiere generar una tabulaciéon con particiones uniformes del intervalo de
integracion para los valores de x, lo cual se genera facilmente en Excel.

En una columna se ingresaran los valores con distancia 0.1 que se convertiran en el

—-1.5x

argumento de la funcion 2e , en consideracion, como se aprecia en la tabla que

muestra el ingreso de la operacion sobre la celda A4, con valor de 0.

X F(x)

=2*EXP(-
A4=0|1.5%A4)
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0.1

1.72141595

0.2

1.48163644

0.3

1.2752563

0.4

1.09762327

0.5

0.94473311

0.6

0.81313932

DATOS TABULADOS

La férmula de la Regla del Trapecio:

b h
f f)dx = > [Vo + Vi + 2(Zresto de las ordenadas)]
a

Donde y, =2 y y, =0.81313932 La aplicaciéon sobre los valores discretos es:

0.1

EX [2 +0.8131+2(1.7214+1.4816+1.2752+1.0976 + 0.9447)] = -

El modelo matematico, solucionado por Simpson 3/8...

Se elige Simpson 3/8 porque te6éricamente se obtiene una mejor aproximacién que con

Simpson 1/3.

De nuevo se tomara en cuenta la tabulacién arriba generada y se aplica la férmula de

Simpson 3/8:

X

O S

_[ De 1S i

O

A4=0|=2*EXP(-1.5*A4)
0.1 1.72141595
0.2 1.48163644
0.3 1.2752563
0.4 1.09762327
0.5 0.94473311
0.6 0.81313932

8

[2+0.8131+ 2(1.2752)+3(1.7214+1.4816 +1.0976+0.9447)]

b
fxdxz
a

[vo + ¥n + 2(Zordenadas multiplos de 3)
+ 3(Zresto de ordenadas)]
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Error de aproximacion...

El error de aproximacion, es una medida del ajuste o calculo de una magnitud
aproximada, con respecto al valor real o teérico que dicha magnitud tiene.
|Valor Real — Valor Aproximado|

A (100)

Valor Real
Se tiene lo siguiente:

Valor obtenido por método analitico 0.79124

Valor numérico por Regla del Trapecio 0.79272

Valor numérico por Simpson 3/8 0.79124

El céalculo del error aproximado con respecto a la Regla del Trapecio:

_ 10.79124 — 0.79272]
AT 0.79124

(100) = 0.1870%

El calculo del error aproximado con respecto a la férmula de Simpson 3/8, y por el
nimero de decimales:

_10.79124 — 0.79124]
AT 0.79124

(100) = 0%

Interpretacion de resultados...

Es sabido que el método analitico da un resultado, el cual por efectos de redondeo y
porque generalmente maneja nimeros irracionales tienen una aproximaciéon minima,
es decir, no presentan un resultado enteramente puntual.

En el caso de los métodos numéricos y en particular los de la familia de Newton-Cotes,
acotan el area de integracion al inicio y al final, sumando el ancho del primero y ultimo
trapecio. Por su naturaleza son propios para aproximaciones, y el error es mayor que
en el método analitico.

Las diferencias mostradas en los resultados indican lo siguiente:
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La Regla del Trapecio toma en consideracion los trapecios de ancho (h) infinitesimal en
orden secuencial, lo que origina una aproximacion burda, ya que suma tanto trapecios
con ordenadas altas como trapecios con ordenadas bajas.

El método de Simpson 3/8, aunque mantiene la misma figura geométrica, tiene una
aproximacion mejor, ya que su recorrido no es secuencial, esto es, agrupa figuras con
ordenadas similares, lo que disminuye el porcentaje de error. Lo anterior se refiere a
que, agrupa todas las figuras con ordenadas bajas y después agrupa las figuras con
ordenadas altas por lo que su porcentaje de error disminuye considerablemente.

Hasta aqui ha quedado resuelto el problema.

AHORA ES TU TURNO...

Evidencias de Aprendizaje

Evidencia de aprendizaje 4.4
Lee con atencion los casos y elige la respuesta correcta.

En la una institucion educativa se esta desarrollando un sistema para conseguir una
mayor eficiencia energética en aeronaves no tripuladas (dron), con el fin de resguardar
y vigilar las instalaciones de dicha institucidon.

Las pruebas efectuadas al dron se muestran en la siguiente tabla:

t(s) 1 [2 [3 4 5 6 7 8 9 10
V(m/s) | 300 [360 [ 330 [420 [510 |480 |360 |420 |[420 |300

4.4a Obtener la grafica de la tabla anterior. Elige la opcién correcta
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V (m/s)
800
600
> 400
200
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
ii.
V (m/s)
800
600
> 400
200
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
iii.
V (m/s)
800
600
> 400
200
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

Para calcular la velocidad del dron, se utilizé un control sobre el tacémetro integrado al
mismo. En el experimento se anotaron medidas del tiempo en forma manual. Te
volvemos a ensefiar la tabla de tiempo.

t (min) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
subindices | x, X1 X, X3 X4 X X X7 Xg Xg
300 | 360 | 330 | 420 |510 |480 |360 |420 |420 |300

4.4b Utilizar el método de Simpson 3/8 para determinar la distancia recorrida por el
dron. Elige la respuesta correcta.
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i ii. iii.
As;g = 3476.25 metros Assg = 3650.2 metros Asjg = 3280.45 metros

De la grafica obtenida por medio de la tabulacién ¢-vel observe las caracteristicas
geométricas de la misma. Se trata de obtener mayor exactitud de los calculos. ;En qué
orden de aplicacion de los métodos de integracion numérica estudiados ajusta mejor
con el comportamiento de la grafica? Se sugiere revises la figura 4.6, de paginas
anteriores.

4.4c Elige la respuesta correcta

i ii. iii.
Regla del Trapecio, | Regla del Trapecio, | Simpson 1/3, Regla del
Simpson 1/3, Simpson 3/8 | Simpson 3/8, Simpson 1/3 | Trapecio, Simpson 3/8

Se deja al estudiante que realice la integracion por secciones.

4.4d ;Como le explicarias a tu compafiero las razones de variaciones en los resultados
de cada inciso del problema 4c?

BIENVENIDO AL NIVEL 3

En el nivel 2, te percataste que se puede particionar el intervalo, de acuerdo con la
geometria de la funcion que se forma en la grafica. La estimacion obtenida en la férmula
usualmente mejora en su precision, si los intervalos son regulares, pero cuando no es
asi, se asumen los subintervalos que se determinan por el analista.

En este nivel se pone a prueba tu pensamiento estratégico. Se trata de plantear un fin,
analizar los medios con los que se cuentan para llegar a este, y luego se les dispone de
tal forma que faciliten el alcance, de 1a mejor manera posible, considerando también el
concepto de error.
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La estrategia deberia involucrar una alternativa explicita, un método de solucion,
acerca de como abordar problemas.

En esta seccion esperamos que emplees los conceptos vertidos en paginas anteriores y
el desarrollo de tus habilidades, como lo muestra la figura 4.11.

Fig. 4.11 Pensamiento estratégico para la integracion numérica

/ Antlcmar
Anrender I

‘
Accién I Interoretar I
Decidir |

Presentaremos algunos ejemplos que pueden servirte como una base para el resolver
exitosamente los problemas que se te presenten.
jExito!

Anallzar l

Ejemplos de aplicacion

Situacion del problema...

Una ciudad desea drenar y rellenar un pantano, cuya profundidad media es de 5 metros,
jcuantos metros cubicos de escombro se requeriran para ocupar el area, una vez que
haya sido drenado el pantano.
A continuacioén, se presenta una imagen del pantano. De antelacién, se sabe que h=20
metros.
T

S
146 ™

76

a 14
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Organizacion de la informacion...

Para el planteamiento del problema, considere lo siguiente:

<

146 ™.

76

122 54

40 30 14

[

» X

Se trata de obtener el volumen, el cual estard dado por la obtencion del area
multiplicado por la profundidad.

Se tiene que existen 6 segmentos equidistantes, con h=20 metros. El pantano tiene
distintas medidas de “y”.

Construccion del modelo matematico...

En esta seccidn corresponde a decidir cual de las férmulas de integracidn numeérica
aproximara mejor al area del pantano.

Observar que el comportamiento grafico del pantano forma rectas, por lo que la Regla
del Trapecio, puede proporcionar una buena opcién.

h
Aprap = 2 Vo + yal + hz resto de las ordenadas

Aplicacion de la Regla del Trapecio...

20
Acrap =~ [146 + 14] + 20[122 + 76 + 54 + 40 + 30]
Atrap = 8040m?

Ahora, se requiere calcular el volumen:
volumen = 8040 = 5
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volumen = 40,200m3
Interpretacion de resultados...

Se requieren aproximadamente 40,200m? de relleno sanitario para ocupar el volumen
del volumen que antes ocupaba el pantano.

Situacion del problema...

Se desea disefiar un modelo de motor, y para ello, una empresa requiere determinar el
trabajo para mover linealmente un objeto a 5 metros, mediante una prensa.

La fuerza requerida es
F(x) = 100x/125 — x3
Obtener el trabajo, en kilogramos-metro.

Organizacion de la informacion...

Hay que recordar que el trabajo se define como la fuerza que se aplica sobre un cuerpo,
para desplazarlo de un punto a otro.

El planteamiento del problema estd dado en encontrar el producto de la distancia
recorrida de un cuerpo, por la fuerza sobre ese cuerpo.

Ademas, hay que tener en cuenta que el cuerpo recorrera una distancia de 5 metros, o
sea, se encuentra en el intervalo [0, 5].

Construccion del modelo matematico...
Entonces, por definiciéon

5
W=f0F(x)dx

Donde, el desplazamiento estd dado por dx. Al sustituir, el modelo es:

5
f (100x+/ 125 — x3)dx
0
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Existen tres implicaciones con el modelo. La primera, de acuerdo con su representacion
grafica del modelo es que el area bajo la curva es continua, por lo que si es posible
realizar la integracion.

La segunda, es que el dominio de la funcién va de [—,5], ya que para valores
superiores a 5, la funcidn, ya no esta definida, lo cual es consistente con el rango de
integracion de [0,5].

La tercera, por el comportamiento de la curva, se tienen como opciones la aplicacién de
uno de dos métodos: Regla de Simpson 1/3 o Regla de Simpson 3/8 que puede
aproximar mejor la obtencién del area bajo la curva. Sin embargo, el calculo del error
que implica la obtencion de la cuarta derivada, no esta definida para el intervalo de
integracion.

Por ello, es deseable contar con pasos relativamente pequefios para mejorar esta la
obtencion del trabajo.

Representacion del modelo

3
metros

Aplicacién de la Regla de Simpson 3/8...

Por la condicién del método, se requiere generar un intervalo multiplo de 3, asi que se
propone usar 12 intervalos.

De ahi que h es:

49



Con el paso obtenido, se procede a tabular la funcion:

O O NN LA WN RO~

R
N = O

e

0
0.41666667
0.83333333

1.25
1.66666667
2.08333333

2.5
2.91666667
3.33333333

3.75
4.16666667
4.58333333

5

f(x)
0
465.712682
929.535787
1386.5812
1828.55719
2243.41005
2614.56258
2919.40819
3126.28574
3187.84465
3023.69224
2456.17798
0

Yo

Multiplo de 3

Muiltiplo de 3

Multiplo de 3

Yn

3
Az = gh[)’o +y,+2 Z ordenadas de orden multiple de 3 + 3 Z resto de las ordenadas
Asjg = 10211.92445
Interpretacion de resultados...

El trabajo que una fuerza realiza a lo largo de la trayectoria es aproximado a
10211.9244 Kg-metro, que refiere a que un kilogramo se ha movido un metro.

Se sugiere al lector que aplique la Regla de Simpson 1/3 y compare resultados.

Situacion del problema...

A continuacioén, se presenta la imagen de un socavén en una calle. Se ha reticulado la
imagen, para distinguir la anchura, en centimetros, en puntos igualmente espaciados a
lo largo de la calle.

El interés se centra en estimar el area en centimetros cuadrados, como una base para
decidir el tiempo que tomara realizar el mantenimiento del pavimento.
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Organizacion de la informacion...

El problema trata con obtener el area del socavon. La figura es irregular, el inicio de la
esquematizacion se encuentra en el punto x=0, y llega hasta x=1200 cm, equidistante
con 12 intervalos y con distancias de 100 centimetros.

Tomando en cuenta la geometria del socavdn se empleara la Regla de Simpson 3/8.
Se deja que el estudiante aplique la Regla de Simpson 3/8, e interprete el resultado (&
212250cm?).

Situacion del problema...

El disefio de un nuevo tipo de aeroplano requiere un tanque de gasolina de seccion
transversal constante en cada ala. En la figura, se muestra un esquema a escala de una
seccion transversal.

Yo =4.6dm
y; =49dm
y, =55dm
y; = 5.8dm
v, = 6.1dm
vy =6.1dm
Ve = 6.4 dm

Adicionalmente, se tiene por condicién que el tanque debe cargar, aproximadamente,
3000 kg. de gasolina cuya densidad es 0.68kg/dm3. Se requiere estimar la longitud del
tanque.

El espaciamiento horizontal es de 0.3dm.

Organizacion de la informacion...
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Existe un concepto llamado sélido de Cavalieri, el cual menciona que si dos sélidos al
ser cortados por planos paralelos producen siempre secciones de igual superficie
entonces estos cuerpos tienen el mismo volumen (Te invitamos a revisar el siguiente

vinculo https://www.geogebra.org/m/ptVCr8rH).

Por definicidn, el volumen de un tanque es
m

~ densidad
Donde la masa equivale a 3000 kg de gasolina y la densidad es igual a 0.68kg/dm3 que

resulta en:

y =390 L 176471dm3
068 ' m

Por otro lado, cualquier volumen es igual al area por su longitud:
V=A=xl

En el problema se solicita la longitud, asi que se requiere obtener el area.

Construccion del modelo matemadtico...

Se aplicara la Regla de Simpson 1/3:

h
Aq3 = 3 [Yo +yn + 2 Z ordenadas pares + 42 ordenadas impares

Asimismo,deV = A x [

| =

<

Que permitira calcular la longitud del tanque de gasolina.

Realizacién de operaciones...

A

Il
w| w

[4.6 + 6.4+ 2(5.5 + 6.1) + 4(4.9 + 5.8 + 6.1)]

W =

Ay = 101.4dm?
3

Por otro lado,
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_ 4411.76471
1014

| = 46.50852dm?

Interpretacion de resultados...

La longitud del tanque es _

Actividades de aprendizaje
\J

Evidencia de aprendizaje 4.5

Por los lineamientos de una prueba de laboratorio, una barra de suspension no debe
deformarse mas de 4 cm, cuando se aplica una fuerza en kilonewtons en su parte
central.

Se requiere saber el trabajo W, efectuado sobre la barra para su deformacién maxima,
de acuerdo a las siguientes lecturas en el laboratorio.

F

4

x
Il
o

x

Antes de que se resuelva el siguiente caso, vale la pena recordar lo siguiente:

- 1 kg de fuerza es igual a 9.81 Newtons (N), o sea aproximadamente, 10 000N
equivalen a un auto.

El trabajo W en ingenieria se define como: W = f * d, siendo fla fuerza aplicada al
cuerpo y d, el desplazamiento del mismo, por efecto de la fuerza

Cantidad 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
deformada
x (cm)
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Fuerza 0 1.44 | 291 | 442 | 591 | 7.42 | 9.04 | 10.71 | 13.22
aplicada
(KN)

4.5a Busca un libro de estructuras y explica la relacion del problema con la integracion
numérica. Si requiere hacer un esquema para conectar tus ideas, adelante

Algunas recomendaciones son:
Aplicacion de la integracion numérica para obtener la rigidez elastica de barras con
seccion variable, del autor F. Monroy- Miranda

4.5b El modelo matematico analitico del sistema para este problema es:

. ii. iii.
4 4 W=f=xd
W=ff(x)dx W=Zf(x)dx
° 0
4.5¢ El trabajo efectuado es:
i. W=48.09 KN-cm ii. W=50.02 KN-cm iii. W=46.9 KN-cm

Evidencia de aprendizaje 4.6

Una carretera en linea recta pasa a lo largo de un lago. Un agrénomo te contrata para
conocer el area aproximada del lago, y tu resuelves el problema tomando diferentes
medidas; las mas cercanas y las mas lejanas a la carretera en diferentes puntos, de
acuerdo con la siguiente figura y tabla.

Carretera

Segmentos 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
a lo largo
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de la
carretera

Distanciaa | 0.5 0.3
la orilla
mas
cercana
(km)

0.7

0.2

0.5 0.8 1

Distanciaa | 0.5 2.3
la  orilla
mas lejana
(km)

2.2

2.2

1.5 1.3 1

4.6 a Explica la tabla arriba definida

Estima el area del lago, eligiendo el método que consideres da la mejor aproximacion.
4.6b Explica el objetivo del caso y cdmo sugieres que se aborde el problema.

Proporciona argumentos légicos

4.6¢ Elige la respuesta correcta y mas aproximada al caso

i.
A =11.25km?

ii.
A =12.93 km?

iii.
A = 9.56km?

4.6d ;Cémo se calcularia la integral si en lugar de haber proporcionado la informacion
que corresponde al perimetro del lago, se hubiesen proporcionado las distancias
internas puntuales? Explica tu proceso de solucién.
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NIVEL 4.

\J

En este nivel se requiere de una investigacion, tiempo para pensar y analizar las
multiples partes del problema.
Demanda de tu parte asertividad y perseverancia.
Se han generado un proyecto a desarrollar. Como base del mismo, a continuacion, se

presenta el pseudocédigo de Simpson 3/8.

El pseudocodigo de Simpson 3/8...

Un pseudocédigo es un lenguaje intermedio entre el lenguaje natural y el de
programacion, util para la ordenacién logica de ideas:

4.12 Pseudocédigo y algoritmo del método de Simpson 3/8

o Ul Wb

0.
10. Imprimir el valor de it
11.fin

Leer el nimero de datos (n)

Leer el ancho del paso (h)

Inicializar suma en cero (s=0)
Inicializar suma en cero (s1 = 0)
Leer datos x;,y;, parai =0ai=m
Sumar las ordenadas de acuerdoai =
3,hastai = m — 2, en pasos de 3
Sumar las ordenadas de acuerdo ai =
1, hasta i=m—1, solo con Ila
condicion de que imod3, sea
diferente de cero

Calcular la integral, de acuerdo a it =

%(yo + Ym + 25 + 351)
Dibujar tabla de datos

Q-0

56



Evidencia de aprendizaje
\J

Evidencia de aprendizaje 4.7

Proyecto
Tomar en cuenta la evidencia de aprendizaje 4.6 y con base en el problema ahi descrito,

elaborar un programa de computadora en un lenguaje de uso general (el que td
conozcas) para resolver el caso en

Regla del Trapecio

Férmula de Simpson 1/3

Férmula de Simpson 3/8
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Te sugerimos visites las siguientes paginas
www.math.tamu.edu/~tom https://.kiffe /Tools/quadj.html
] /) , Y ‘RealWorld/i Ui Lhtml

4.7a Construir el pseudocédigo y diagrama de flujo para los tres métodos (te
recomendamos ampliamente usar la aplicacidn de lucid chart).

4.7b Generar el programa fuente y presentar el programa ejecutable para los tres
métodos (Ingenieria en Computacion)

4.7b Realizar una tabla comparativa con las caracteristicas de los tres métodos,

tomando en cuenta el concepto de error (Ingenieria Civil, Ingenieria Eléctrica
Electronica, Ingenieria Industrial, Ingenieria Mecanica).
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(No te fue bien en alguno de los niveles?, ;Crees que puedes mejorar su nivel de

aprendizaje?, ;simplemente quieres seguir experimentando?... Bienvenido a “Ponte a

prueba”

Test de reposicion

Bienvenido a la siguiente prueba sobre el tema “Integracion numeérica”.

Lee con atencién y contesta lo que se te solicite.

1.

;Cuales son las ventajas de usar las Reglas de Simpson, con respecto a la Regla
del Trapecio?

Te encuentras explicando a tu compafiero(a) que no fue a clase, acerca de la
Regla del Trapecio (a) ;Qué dirias de esta Regla y como usarla?, (b) ;Qué dirias
de su precision?
Algunas integrales no pueden ser evaluadas mediante esquemas analiticos, en
este sentido la integracion numérica ofrece una manera practica de aproximar
los valores. Resolver las siguientes integrales por integracion numérica.
3.a Calcular aproximadamente la integral, mediante la Regla de Simpson 1/3,

31

f —dx
, Inx

El método de integracion de Simpson 1/3, ;a qué tipo de aproximacion

tomando 50 subintervalos.

polinomial ajusta su curva?

a. Una parabola

b. Una linea recta

c. Una curva de grado superior a dos

El método de Simpson, lleva su nombre en honor a su autor:
a. Thomas

b. Homer

c. Orenthal James

El método del Trapecio utiliza el ancho de paso con valores iguales. Si los pasos

fueran desiguales y se quiere una buena aproximacion, ;qué se tendria que hacer
para obtener el valor de la integracién?
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a. Segmentar los intervalos de paso, agrupandolos por coincidencia
b. Interpolar generando mayor nimero de puntos
c. Considerar los pasos iguales y usar un inico método

7. Lafigura geométrica a la cual se aproxima la férmula de Simpson 1/3 se basa en
la serie de:

a. Taylor
b. Fourier
c. Laplace

8. La eficiencia del método de integracion Simpson 3 /8 esta asociada al:
a. Calculo del error aproximado
b. Numero de iteraciones efectuadas
c. Calculo del error absoluto

9. Laidea original para el calculo de areas irregulares fue sugerida en la antigtiedad
por:
a. Euclides
b. Pitagoras
c. Tales de Mileto

10. La Regla del Trapecio consiste en sumar las ordenadas de los extremos y, y y,,
mas dos veces la suma del resto de las ordenadas. Esta tltima suma se debe
inicializar algoritmicamente en:

a. Cero
b. La primera ordenada
c. Laultima ordenada

11.En el siguiente problema: La masa total de una barra de densidad variable esta
dada por

]
m= f p(x)A(x)dx
0

Donde
m = masa,
p = densidad,

A(x) = area de la seccién transversal
x = distancia, alo largo de la barra
[ = longitud de la barra
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Se pretende calcular la masa total para una barra de 12 metros de longitud.
Determinar qué método numérico permite la mejor precisién posible:

a. Simpson 3/8

b. Simpson1/3

c. Trapecio

12.Con relacidn a la pregunta 8, observe la siguiente tabla:

x(m) |0 2 4 6 8 10 12
Py |4 3.95 3.89 3.80 3.60 3.41 3.30
cm

A (cm?) | 100 103 106 110 120 133 150

a. (Cual es la variable independiente?
i. x (m) i o () iii. A (cm?)

cm3

b. Se observa que la integral requiere un producto que contempla p(x)A(x)dx.
Noétese primero que, son funciones y el producto escalar no procede.

T mxgr . . .z
Segundo, m * C‘fn—3 *xcm? = %, lo cual no tiene un sentido, por la conversion

de unidades, ademas, que no se trata de un calculo discreto, sino continuo.

Lo anterior, implica que se requiere de una integracion anidada. Determina
el procedimiento que resuelve este problema.

i [ () [fOlA(x)dx] i [AM) [folp(x)dx] il [, d(x) [folA(x)p(x)dx:

13.;Cual de las siguientes funciones no es de solucion compleja?

i. Una funciéon monovalente de 5° grado

ii. Una funcién trascendente conteniendo elementos trigonométricos y
logaritmicos

iii. Una funcién de varias variables

14.Se desea construir un area de esparcimiento en un parque, cuyo contorno
corresponde con la grafica de la funcion

fx) = %(4 + cos(66))?

Mediante uno de los dos métodos de Simpson, encontrar el area de dicha zona, que
servira para determinar la compra de cajas de adoquin. (Nota, dado que se esta tratando
con coordenadas polares, los limites de integracién estan dados en radianes, tome un
ciclo completo). El area aproximada esta cercana a 5§1.83627878 unidades cuadradas.
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Preguntas de reflexion
Lee con atencion las preguntas, y contesta lo que se te pide.

1. ;Cuadles fueron las principales ideas o conceptos matematicos que aprendieron
durante el desarrollo de la unidad?

N

;Qué preguntas tienes aun sobre los métodos usados en la unidad?

3. Describe un error o malinterpretacion que algin compafiero tuvo con el estudio
de este tema.

4. ;Qué nuevo vocabulario aprendiste? Genera una oracién con esos términos.
5. ¢;Qué fortalezas y debilidades notas de esta forma de evaluar el aprendizaje?
6. ;Qué TIC emplearon para el desarrollo del proyecto?

7. ¢Los problemas propuestos son modelos reales que te preparan para tu futuro
profesional?

Rubrica de evaluacion

La rubrica que a continuacidén se presenta, se orienta a evaluar el aprendizaje en
términos de qué tan profundo se ha comprendido el contenido presentado, con el fin de
interactuar con este en forma exitosa.

Comprende 4 niveles de comprension. El nivel 1, se orienta a la reproducciéon y
memorizaciéon de un hecho, término, principio, concepto, asi como a la ubicacién de
detalles. Puede llegar hasta la solucién de problemas rutinarios no complejos.

El nivel 2 trata con la aplicaciéon de habilidades y conceptos. Se trata de organizar y
mostrar informacion. Interpretar graficos, resumir, identificar las ideas principales,
explicar relaciones. Hacer uso de la informacién, del conocimiento conceptual que
conlleva a seleccionar el procedimiento basico apropiado para una tarea dada, tomar
decisiones y resolver.
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El nivel 3, es una naturaleza estratégica. Requiere razonamiento o desarrollo de un plan
o secuencia de pasos para aproximarse al problema, requiere toma de decisiones. Se
trata de hacer justificaciones en cada etapa de resolucion de problemas y de presentar
evidencia de lo mismo.

El nivel 4, tiene que ver con la creacion. Puede ser una investigacion y/o aplicacion de
un problema del mundo real. Requiere tiempo para investigar y para resolver
problemas no rutinarios. La resoluciéon del problema requiere visualizar multiples
condiciones, ademas de hacer manipulaciones no rutinarias. Sintetizar informacién en
forma interdisciplinaria, ya sea con contenidos, areas, fuentes, etc.

La rdbrica se presenta por niveles.

Para el nivel 1 el estudiante debe cumplir con 8 metas de aprendizaje para acceder al
nivel 2.

Si el estudiante cumple hasta un minimo de 5 puntos accede al nivel 2 con las
recomendaciones pertinentes que realice el profesor.

Con un puntaje menor a 5, se le recomendara al alumno que afiance el nivel 1, y realice
los problemas pertinentes del test de reposicién.
Cada rubro tiene un valor de un punto.

Reproduce el concepto de integral definida 4.1 1
Ubica detalles de areas bajo la curva para  4.2a, 4.2b, 4.2c, 4
fendmenos simples 4.2d

Describe caracteristicas del fenémeno 4.3a,4.3b, 4.3c 3

descrito como area bajo la curva

Con un puntaje igual o mayor a 4, el alumno puede continuar con el nivel 3.
Cada rubro tiene un valor de un punto.

Construye una representacion que muestra 4.1a 1
como se ve y/o funciona un

fenémeno/situacion

Aplica un método numérico en una 4.1b, 4.1d, 4.1e 3

aplicacion rutinaria
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Clasifica una serie de etapas y decide por un 4.1c 1
método numérico

Escribe una explicacion de un topico para 4.1f, 4.1g 2
otros

Con un puntaje igual o mayor a 4, el alumno puede continuar con el nivel 4.
Cada rubro tiene un valor de un punto.

Explica y conecta ideas, usando evidencia 4.53, 4.6a i
que lo sustente

Construye una representacion que muestra 4.5b 1
como se ve y/o funciona un caso

Cita evidencia y desarrolla un argumento 4.6b, 4.6d i
l6gico para hacer conjeturas.

Resuelve el problema y analiza escenarios 4.5¢, 4.6¢ 2
distintos

Sintetiza ideas en nuevas representaciones 4.7a 3
Escribe el cdédigo fuente y presenta el 4.7b 1
ejecutable-Ingenieria en Computacion

Realiza un andlisis comparativo: Ingenieria 4.7b 1
Civil, Industrial, Mecdanica, Eléctrica-

Electrénica
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