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oduccidn: hipdtesis de de Broglie

En Fisica clasica la distincién entre particulas y ondas es muy clara:

o Particulas
o Obedecen leyes mecanica newtoniana como p.ej. para colisiones
e Su energia y posicién estan bien localizadas

@ Ondas obedecen a ecuaciones de ondas

o Dan lugar a interferencia y difraccién
e Su energia se distribuye sobre frente de ondas, su posicién indeterminada

Experimento doble rendija muestra la naturaleza ondulatoria de la luz, los
efectos fotoeléctrico y Compton muestran su naturaleza corpuscular. Es esta
dualidad propia de la luz o puede extenderse a particulas otras que los fotones?

Hipdtesis de Louis de Broglie: A toda particula moviéndose con impulso p
asociamos una onda con A = %.
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Introduccién: hipétesis de de Broglie, ejemplos

Ej: Calcular longitud onda de Broglie para :
@ automdvil con m = 1000 kg y v = 100m/s
o electrén con energia cinética 1 eV, siendo m. = 0.511 MeV /c?
@ electrén con energia cinética 100 MeV

Sol:

__6.6x10"%*Js -39

o cp=cyV2meK = v2m.c2K = 1/2(5.1 x 105 eV)(1 eV) = 10% eV =
_ hc __ 1240 eV.nm __
)\ = E = T18 ev — 1.2 nm
. s so .y _ hc _ 1240 MeV.fm __
@ Como este electrén es ultrarelativista : A = p—z = oo ev = 12 fm

NOTA : Determinar longitud onda de Broglie objetos macroscépicos muy
dificil, por ejemplo en un experimento de rendija doble Ay = AD/d ~ A
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Recordatorio: difraccion de la luz por una rendija

@ Luz de longitud de onda A incidente sobre rendija de anchura a
@ Condicién minimos difraccién: a-sinf =n- X, n=1,2,3,....

Light waves
(Plane wave fronts)

Screen

Sin embargo, primeras evidencias comportamiento ondulatorio haces electrones
vienen de experimentos de difraccién sobre un cristal no sobre una dnica-rendija
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Evidencia experimental ondas de Broglie : difraccién electrones por un

cristal

o Experimentos de difraccién de haces de electrones sobre cristales dan
resultados similares a los obtenidos con rayos X

e C. Davisson, L. Germer (1926), G.P. Thomson (1927)

@ V =54 V en dispositivo adjunto.
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Evidencia experimental ondas de Broglie : difraccién electrones por un

cristal

o Atomos del cristal actdan como centros de dispersion

@ Electrones tienen poca energia i.e. no penetran en el cristal, situacién
similar a reflexién luz por cristal

@ Condicién interferencia maxima : d - singp = n\,n=1,2,3...

@ En Ni d = 0.215 nm luego si corresponde primer maximo
A =d - sin50° = 0.165 nm

@ Haz electrones estaba acelerado a 54 V luego p = vV2mK =
(1/c)V2mc2K = (1/c)/2(0.511 MeV)(54 eV) = 7430 eV/c

o Finalmente )\ = he = 1280eV.om _ g 167 pm
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Evidencia experimental ondas de Broglie : difraccién neutrones por un

cristal y scattering difractivo de protones

o Cualquier particula, no solo los electrones, tiene onda de de Broglie
asociada con A = h/p.

@ Neutrones producidos en reactores nucleares tienen p < A ~ 0.1 nm =
aptos para difraccién sobre cristal, fig. adjunta izda, CINa como ejemplo

@ Para estudiar estructura nuclear se necesitan longitudes de onda menores
O(107® m)=1fm

e Figura adjunta, dcha, muestra patrén de difraccidn al estudiar scattering
de protones de K ~ 1 GeV sobre O,
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Evidencia experimental ondas de Broglie : ejemplo scattering difractivo de

protones

Si Ro = 3.0 fm calcular los dngulos a que aparecerian los tres primeros minimos
difractivos, sabiendo que la masa en reposo del protén es 0.94 GeV/c? y que
para scattering sobre discos de radio R la férmula de difraccidn se lee

1.22nX

sin R

(1)

El haz de protones tiene una energia cinética de 1 GeV.
Sol.:

o La energia total del protdn serd 1.94 GeV y su impulso
p— VE2—mi =+/1.942 —0.942 = 1.7 GeV/c

= h/p = hc/pc = (1240 MeV .fm)/(1700 MeV) = 0.73 fm

1.22n\ __ 1.22%0.73 fm
2R T 6.0 fm =0.148

Primer minimo a 61 = arc sin 0.148 = 8.5°

sin 0 =

Segundo minimo a 6, = arc sin 0.296 = 17.2°

Tercer minimo a 03 = arc sin0.444 = 26.4°
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Evidencia experimental ondas de Broglie : experimentos con doble rendija

@ Histéricamente experimento doble rendija Young supuso un hito al mostrar
evidencia naturaleza ondulatoria de la luz

@ En principio se podrian repetir estos experimentos con particulas y
demostrar su naturaleza ondulatoria a la de Broglie

o Dificultades tecnoldgicas los impidieron hasta los 60's

@ Experimentos en los 60 con electrones = microscopio electrénico,
esquema en figura adjunta

@ Electrones acelerados a 50 kV = A =5.4 pm

@ Separacién doble rendija 2 um y anchura 0.5 um

@ Patrones de interferencia similares a los obervados con rayos X
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Evidencia experimental ondas de Broglie : neutrones sobre doble rendija
@ Neutrones térmicos reactor con

= 1.85 nm'y anchura rendija 22 um
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o yp=n22 = \= d#gy = W = 1.89 nm ~ 1.85 nm de partida
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El principio de complementariedad de la dualidad onda-particula

@ En un experimento de doble rendija es tentador tratar de averiguar por
cual de las dos rendijas pasé el electrén-neutrén-particula

o El resultado de un experimento asi, como en la figura adjunta, resultaria
en la desaparicién del patrén de interferencia

@ Principio de complementariedad : la naturaleza corpuscular u
ondulatoria de una particula no pueden ser puestas de manifiesto
simultaneamente

Electron
beam
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Interpretacion estadistica de incertidumbre

Se dice que p(x) es una densidad de probabilidad asociada a una variable
aleatoria continua X si

o p(x) > 0,Vx
o [p(x)dx=1
Se define

e E(X) <X> J xp(x)dx

o E(X?) =< x* >= [ x’p(x)dx

o E(X") =< x">= [x"p(x)dx
Puede demostrarse que conocer p(x) equivale a conocer < x” >,Vn. En
prticular se define

0 ol =E(X—<x>)P=<x*>— < x>'= Ax =0y

@ Ejemplo: Supongamos X = medida pxy < px >=0

Number of particles
recorded by detector

Fernando Barreiro Fundamentos Fisica Ill : Dualidad onda particula



Relaciones incertidumbre para ondas clasicas
n Mecanica Cuantica queremos usar ondas de de rog 1€ para representar a

particulas. La amplitud de onda debe darnos informacién sobre localizacién.
@ Onda sinusoidal : permite buena determinacién A pero no sirve para
localizar una particula, fig. izda arriba
@ Un pulso estrecho si serviria pero como definir longitud de onda para un
pulso, fig. izda. abajo

@ El mismo problema aparece cuando trabajamos con paquetes de ondas
clasicos, figura adjunta dcha-arriba. Si Ax ~ XAy AX ~ €), se tiene
AxAN ~ €N

@ Si consideramos N ciclos, fig. dcha-abajo: Ax ~ NAy AX ~ e\/N =
AXAN ~ ) (2)
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Relaciones incertidumbre frecuencia-periodo

Supongamos de manera alternativa que queremos medir el periodo de una

onda.
o D
9 @

o At~ T
o Suponemos AT ~ eT = AtAT ~ eT?
o Perov=1/T = Av=AT/T?> = AvAt = (1/T))ATAt ~ ¢
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Relaciones de incertidumbre de Heisenberg

@ Apliquemos las relaciones de incertidumbre para ondas clasicas que
acabamos de discutir a ondas de de Broglie : p = g = Ap = % - AN

o Como teniamos AxAMX ~ eX? = AxAp ~ eh

o En QM 3 prescripcién calculo Ax y Ap = paquete de ondas que minimiza
el producto AxAp > - = e~ 1/(4r). Es usual tomar AxAp ~ 1

o Ej.: electrones incidentes rendija. Antes difraccién Ap, =0 = Ax = co.

@ Después difraccién: Ax = a = Ap, = h/a. Pero
sinf = tanf = ﬁ—; = Z/i; = ﬁ < % = : primer pico difraccién

o Si E=hv= AE = hAv = AEAt = hAvAt ~ eh. Es usual tomar
AEAt ~ 7
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Relaciones de incertidumbre de Heisenberg: ejemplos

No es posible determinar simultaneamente la posicién y el impulso de una
particula con precision infinita

No es posible determinar simultdneamente la energia y la coordenada
temporal de una particula con precisién infinita

Ej. 1: Un electrén se mueve segtin OX con velocidad v, = 3.6 - 10°m/s. Si la
precisién en la medida de su velocidad es 1% con que precisién podremos medir
simultdneamente su coordenada x.

Sol.

0 pu=me- v = (9.11 x 10~ **kg)(3.6 x 10°m/s) =
3.3 x107%*kg.m.s™! = Ap, = 3.3 x 107 %kg.m.s~!

A 1.05x10"%*J)s
o Ax ~ Apx ~ 3.3x10~26kg.m.s—1 T 3.2 nm

Ej. 2 : Una pelota de béisbol de masa m = 0.145 kg se mueve con velocidad
Vi = 42.5m/s. Repetir el ejercicio anterior.
Sol.

0 px = me - vy = (0.145kg)(42.5m/s) = 6.16kg.m.s ™' = Ap, =
6.16 x 10 2kg.m.s !

R 1.05x10"%*Js —33
0 AX ™~ o = Gigxio-Thgms=T — 17 X107 m

Fernando Barreiro Fundamentos Fisica Ill : Dualidad onda particula



Relaciones de incertidumbre de Heisenberg: ejemplos

Supongamos que los electrones observados en la desintegracién nuclear beta
tienen una indeterminacién en su posicién de 107'* m i.e. el didmetro de un

ntcleo. Determinar el rango de energias cinéticas para los betas emitidos.
Sol.

h __ _he __ 1197 MeV.fm __
°AprVE*chic 10 fm —197M6V/C

o K=./p*c®+ mic* — mec? =
V/(19.7 MeV2) + (0.5 MeV)2 — 0.5 MeV = 19 MeV
@ Hemos tomado (Ap)? =< p? >

Ej. 2: Si my+ = 140 MeV/c? y 7.+ = 26 ns determinar la incertidumbre en la
medida de la energia del 7. Lo mismo para el meson p con masa de
765 MeV//c? y vida media 4.4 x 107** s.

Sol.
h __ 6.58x10"YeV.s -8 AE _ 25x10"MMev _
o AE ~ Af T 26x10-9s  — 2.5 x 10 eV = FE T TTia0 Mev  —
1.8 x 10710
h __ 6.58x10"ev.s 8 _ AE _
oAENEfoIEXIO eV =150 MeV = 5= =

150 MeV __
765 MeV 0.20
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Paquetes de onda

Idea de paquete de ondas: onda cuya amplitud es grande sobre una regidn
finita de espacio-tiempo y pequefia fuera de ella.

Construccién paquete de ondas : superposicion ondas diferentes As

Ej: y(x) = Alcos(z"x) + Agcos(2”)

Se observa, como en la figura adJunta aparicién de pulsaciones

a) suma dos ondas A = 9,11, b) cinco ondas con 9 < \; < 11, ¢) 9 ondas
con 8 < \j < 12, y d) trece ondas con 7 < \; < 13,

Si aumento nimero longitudes de ondas localizo més el paquete: principio
incertidumbre

1%0\)@ \poUnvﬁfU& Uﬂﬂumuﬂ \pv(\v“ﬂuﬂ ’ ol
1(d) 1(L')
i /\V@ % Uﬂu AL ID%WAWAVAVAV/\;i; f\v(\VAVA ol

(b)
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Paquetes de onda

Ej: y(x) = Acos( 27rX) + Acos( 27rX) = 2Acos(3} — 33)cos(3 + 53)
y(x) = 2Acos(A“X)cos( 27rX) con AA=X2— A1 Y Aave = 0.5()\1 + X2)
La amplitud aparece modulada por primer término ecuacién anterior
Para evitar onda se repita de (—oo, +00) debo sustituir este término por
funcién que se anule fuera del dominio de localizacién de la particula

( AXTx )2
AlTx 27X

o i) = i S ens(35) 00 = A i)
y(x) = s:n( )cos(kox) y(x) = ADky/2me~Bk9%/2 cos( kox)

o Aqui k
qu %o = 2, (M) ( o
x sn 23 ! Mcos (%)
AT ALy AL T A

er VAAAL
50 100W50| [Foroo 150

Ae

—2(Armx/AB)?
o ) cos ( 27x

-150 -100 i‘é‘é\}w UVEO' 100 150

-0

(b)
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Movimiento de un paquete ondas

Componemos ondas viajeras en lugar de estdticas como antes
y(x,t) = Acos(kix — wit) + Acos(kox — wat)

Recordemos para cada onda : Vgse = Av = (w/k).

Figura adjunta muestra la onda sumaat=1s paravi =6, v» =4,
A1 =9, A2 = 11. Linea de puntos la muestra a t =0 s.

@ Onda 1 (2) se ha movido 6 u (res. 4), onda superposicién 15 u. Como?
o y(x,t) = 2Acos(5Ex — B2 t)cos(M1te x — wrter ) o

Vgrupo = AUJ/Ak d dw/dk
< . dw w
Nétese: G # ¢
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Movimiento paquete de ondas : ejemplo

Una onda se mueve con vas = 1/£>. Determinar la velocidad de grupo de un
27

paquete de estas ondas.
Sol.:

e Como k = 27 /), podremos escribir vese = \/%.
@ Por otra parte vgse = w/k = \/% = w = +/gk.

Verupo = dw/dk = 5\/gk = 5\/§ = %\/%

@ En este caso es Vgupo la mitad de la velocidad de fase.
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Velocidad de grupo de ondas de de Broglie

Particula localizada y representada por grupo de ondas de de Broglie
Para cada onda E = hv = hw = dE = hdw

Pero p = h/\ = hk = dp = hdk

Luego Vgrpo = dw/dk = dE/dp

Para particula cldsica E = K = p*/2m = dE/dp = p/m = v

Luego para ondas de de Broglie Vgrpo = Vparticula
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Resumen

Longitud onda de Broglie : A = h/p

Difraccién por una rendija de anchura a: a-sin@ =n\,n=1,23....
Incertidumbre cldsica: AxAX ~ eX? ;| AvAt ~e

Incertidumbre Heisenberg: AxAp, ~h ; AEAt ~h

Paquete de ondas discreto : y(x) = >, Aicos kix

Paquete de ondas continuo: y(x) = [ A(k)cos kx dx

Velocidad de fase : vgse = %

Velocidad de grupo paquete: Vgrpo = dw

“dk
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