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El Teorema de Poincar�e-Bendixson supone el punto de partida de
cualquier estudio sobre !-l��mites de sistemas din�amicos continuos.
Enunciado a �nales del siglo XIX, describe c�omo es un conjunto !-
l��mite sin puntos cr��ticos en la esfera S2. Vamos a enunciarlo aqu��
en su forma cl�asica y discutir su validez en otros espacios de fases:
super�cies compactas y conexas y espacios tridimensionales.

Nociones b�asicas.

Dada una variedad n-dimensional M , un ujo de�nido sobre ella
es una aplicaci�on continua � : R �M !M que satisface las condi-
ciones:

(1) �(0; x) = x para todo x 2M ,
(2) �(t;�(s; x)) = �(t+s; x) para cualesquiera s; t 2 R y x 2M .

En lo que sigue Sing(�) denotar�a los puntos singulares o de equi-
librio del sistema. Si tomamos ahora un punto x 2M y calculamos
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los puntos de acumulaci�on de su �orbita (Ox = �(R ; x)) obtenemos
el conjunto !-l��mite, cuya de�nici�on formal es la que sigue:

!�(x) = fy 2M : 9(tn)n !1; (�x(tn))n ! yg

Las nociones de ujo y ecuaci�on diferencial est�an ��ntimamente liga-
das. En particular, si la variedad en la que trabajamos es suave, se
puede demostrar que a cualquier ujo se le puede asociar un sistema
de ecuaciones diferenciales y viceversa [6, 5]. De donde se deriva la
importancia del teorema de Poincar�e-Bendixson para la b�usqueda de
ciclos l��mites de ecuaciones diferenciales.

Enunciado cl�asico y extensi�on de Schwartz

Teorema 1 (Poincar�e-Bendixson). Sea � : R � S2 ! S2 un ujo
de clase C1 sobre S2 y sea x 2 S2. Si !�(x) \ Sing(�) = ;
entonces !�(x) es una curva de Jordan.

Figura 1. !-l��mite de la ecuaci�on dy

dx
= �x+y�y(x2+y2)

y+x�x(x2+y2)
. Al

no tener puntos cr��ticos es una �orbita peri�odica.



Nota 2. Esta versi�on cl�asica [4, pp. 151-153] se puede mejorar pidien-
do al ujo que sea s�olo continuo ya que en la esfera hay equivalencia
topol�ogica de ujos continuos y suaves (C1) [3].

En general, el teorema no es v�alido para cualquier super�cie com-
pacta y conexa. Por ejemplo, en el Toro T2 Denjoy construy�o en 1932
un ujo de clase C1 sin puntos cr��ticos ni �orbitas peri�odicas, [2]. Sin
embargo, para ujos de clase C2 el Teorema de Poincar�e-Bendixson
s�� ha sido generalizado con la �unica excepci�on del Toro:

Teorema 3 (Poincar�e-Bendixson en super�cies compactas y cone-
xas). Sea M una super�cie compacta y conexa, � : R �M ! M
un ujo de clase C2 y x 2 M . Si !�(x) \ Sing(�) = ; entonces
!�(x) es o una curva peri�odica o toda la super�cie M . En este
�ultimo caso M = T2.

Como se ve el Teorema de Poincar�e-Bendixson se generaliza, pero
hay que pedir que los ujos sean de clase C2 y adem�as hay que hacer
una excepci�on con el caso del Toro. No obstante hay super�cies en
las que s�� funciona dicho teorema para ujos continuos, es el caso del
plano proyectivo P2 y la botella de Klein B 2:

Teorema 4 (Poincar�e-Bendixson para P2 y B 2). Sea M = P2 o
M = B 2, � : R � M ! M un ujo continuo y x 2 M . Si
!�(x) \ Sing(�) = ; entonces !�(x) es una curva peri�odica.

Demostraci�on. Hay que considerar que en P2 y B 2 todo ujo con-
tinuo es topol�ogicamente equivalente a un ujo de clase C1, 	 :
R �M ! M , como se desprende de [3] y [8]. Ahora se aplica el
Teorema de Poincar�e-Bendixson para super�cies y se concluye. �



Si pasamos a dimensi�on 3 entonces el teorema deja ya de tener
validez. En particular, en 1950 Seifert propuso el siguiente problema:
denotemos por T3 al s�olido cerrado tridimensional acotado por el toro
T2 y sea � : T3 ! T3 un ujo de clase Cr, r � 1 sin puntos cr��ticos.
Entonces >Posee � una �orbita cerrada?

En 1974 Schweitzer respondi�o negativamente a la cuesti�on anterior
construyendo un ujo � : R � T3 ! T3 de clase C1 sin puntos
cr��ticos ni �orbitas peri�odicas (ver [7] y [10, pp. 415-418]).

Descripciones globales del !-l��mite. El teorema de

Vinograd

Nuestro inter�es es el de dar una caracterizaci�on topol�ogica sobre
los !-l��mites en la m�as amplia variedad de espacios de fases. El
teorema de Poincar�e-Bendixson s�olo describe el !-l��mite en un caso
muy concreto pero deja abierto el problema de describir estos con-
juntos cuando admiten puntos cr��ticos. La primera respuesta a este
problema la da Vinograd en el a~no 1952:

Teorema 5 (Vinograd, [9]). Dado un ujo continuo sobre S2,
� : R � S2 ! S2, y dado x 2 S2. Entonces !�(x) = Bd(O),
siendo O un conjunto abierto simplemente conexo ;  O  S2.
Rec��procamente, dado un abierto simplemente conexo ;  O  
S2 existe un ujo de clase C1 � : R�S2 ! S2 y un punto x 2 S2

tal que !�(x) = Bd(O):

Hasta este a~no ninguna caracterizaci�on topol�ogica nueva de !-
l��mites se ha dado en otros espacios de fases diferentes a S2. Es
m�as, para el caso de P2 este problema fue propuesto por Anosov, [1].

Teorema 6 (Jim�enez L�opez y Soler L�opez). Dado un ujo con-
tinuo sobre M = P2 o Sn, � : R � M ! M y dado x 2 M
(adem�as se necesita x 62 !�(x) cuando M = Sn). Entonces



!�(x) = Bd(O), siendo O un conjunto abierto conexo con com-
plementario conexo ;  O  M .
Rec��procamente, dado un abierto conexo con complementario

conexo ;  O  M (M = P2 o Sn) existe un ujo suave � :
R �M !M y un punto x 2M tal que !�(x) = Bd(O):

Nota 7. En la esfera los abiertos simplemente conexos son aquellos
que son conexos con complementario conexo. Luego este �ultimo Teo-
rema y el de Vinograd se pueden formular con los mismos t�erminos,
es decir, usando abiertos conexos con complementario conexo y no
abiertos simplemente conexos.
Adem�as, en la caracterizaci�on dada en P2 no se puede modi�car

\abierto conexo con complementario conexo" por \simplemente co-
nexo" como pone de mani�esto la Figura 1. En efecto, el abierto O
es conexo con complementario conexo y adem�as no es simplemente
conexo. Sin embargo Bd(O) es un !-l��mite.
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Figura 2. contraejemplo para la extensi�on directa del Teorema de Vinograd a P2.
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