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Sammendrag

Knekning av plater og skall er et viktig tema 1 skipsindustrien og det er mye
satsing pa dette omradet. I denne oppgaven behandles knekningsoppfgrslen til to
forskjellige deler av geometrien til et skipsskrog, og matematiske modeller for a
beskrive responsen under knekning blir utviklet. Den ene modellen er en plate
med stivere som ikke er parallelle med platens lengderetning. Slike tilfeller finnes
typisk 1 forskip og akterskip der geometrien er komplisert. Den andre modellen
er et sylindrisk skall, slik vi finner 1 overgangen fra skipssiden til bunnen 1 skipet.

Hovedoppgaven er a utvikle modeller som kan beskrive de nevnte tilfellene.
Dette gjgres ved hjelp av linezr knekningsteori og energibetraktninger. En knek-
ningsoppfegrsel er sveert kompleks, hvilket betyr at numeriske metoder ma benyttes
for a sette opp modeller. Implementering og programmering av de matematiske
modellene er viktig for a komme fram til resultater i en knekningsanalyse. I denne
oppgaven blir modellene programmert i Fortran. Resultatene fra beregningene er
egenverdier og egenvektorer. Det vil si at knekklaster med tilhgrende knekkfor-
mer beregnes. Modellen med den avstivede platen blir ogsa videreutviklet, slik at
kapasiteten til platen kan estimeres. Kapasiteten defineres som den lasten som
gir fgrste flyt 1 platens ngytralflate. I Fortran-programmet er det ogsa mulig a
fremstille platens spenningstilstand nar kapasiteten er nadd.

En sentral del av oppgaven er a verifisere om modellene vi utviklet gir fornuf-
tige resultater. Verktgyet som benyttes til dette formalet er elementprogrammet
Abaqus. Det viste seg at resultatene samsvarte godt med elementmetoden i de
fleste tilfellene. I enkelte eksempler var avvikene noe stgrre. I hovedsak skyldtes
dette at modellene vi sammenliknet, ikke beskrev ngyaktig det samme proble-
met. Bade geometrien og randkravene til elementmodellen kunne i disse tilfellene
veere litt forskjellige fra de som benyttes i de matematiske modellene vi utviklet.
Elementmodellen var noe stivere, og knekklasten beregnet i Fortran-programmet
var derfor konservativ i forhold til elementanalysene.
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Notasjon

Generelle regler

- Tykke bokstaver benyttes til & uttrykke matriser og vektorer, som for ek-
sempel K.

- I uttrykket Kﬂ/l er 15 den nedre indeksen og M er den gvre indeksen.

- Kroneckers delta definert som fglgende

{1 ,hvisi =k og 7 =1
Sijrl =

0 ,ellers

Nedre indeks

Indeks Forklaring

T Akseretninger i et kartesisk koordinatsystem
x,0,r Akseretninger i et sylindrisk koordinatsystem
, LY Derivasjon m.h.p. x og y

f flens

w steg

S linje S

Avre indeks

Indeks Forklaring
m membran

b bgyning
krit kritisk verdi
rot rotasjon

M material
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Kapittel 1

Innledning

1.1 Bakgrunn og motivasjon

I var moderne verden benyttes plater og skall av blant annet stal og aluminium i
mange sammenhenger, som for eksempel i skip, fly og broer. Knekning av plater
er sveert ofte det utslagsgivende kriteriet for hvilke dimensjoner en konstruksjon
ma ha for & baere de ytre belastningene. Et skipsskrog som illustrert i figur 1.1
er bygd opp av tynne plater og krumme skall. For a gke styrken og stabiliteten i
skroget er det avstivet med langsgaende barere og tverrbarere, samt at platene
er avstivet med stivere. I forskip og akterskip har plater og beerere, skott og dekk
irreguleer geometri og belastning. I dette omradet er ikke alltid stiverne parallelle
med de langsgaende barerne. | overgangen mellom skipsside og bunn bestar de
avstivende elementene av krumme skall.

Sammenbrudd av slike konstruksjoner er et stort felt, som byr pa mange
utfordringer. Det er derfor viktig a utvikle effektive metoder som gjgr det mulig
a utfgre analyser for estimering av styrken og stabiliteten. I dagens metoder
benyttes blant annet empiriske formler gitt i regelverk for a estimere styrken
til plater og skall. Ved utprgvning og anvendelse av formlene, vil mange fagfolk
mene at disse har mange svakheter. Blant annet gir ikke dette regelverket alltid
tilfredstillende resultater ved enkelte lastkombinasjoner. Dette gjelder spesielt
tilfeller der vi har en skjarbelastning eller en ytre belastning som varierer langs
randen. Regelverket er ogsa lite dekkende med hensyn pa valgfri orientering av
stivere. Alternativet blir derfor a benytte analyser ved hjelp av kommersielle
elementprogrammer som for eksempel Abaqus og Ansys. Slike avanserte analyser
tar lang tid og krever mye erfaring og kunnskap fra brukerne. Derfor er det av
stor interesse a utvikle beregningsmetoder som er meget raske a bruke, med et
enkelt og brukervennlig grensesnitt.

De fleste av dagens beregningsmetoder for knekningsproblemer bygger pa teori
som ble lagt til grunn for mange ar siden. Det finnes en mengde av litteratur,



2 Innledning
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Figur 1.1: Deler av et skipsskrog

tidsskrifter og avhandlinger som omhandler knekning av bjelker og plater. Noe av
det fgrste arbeidet innen elastiske stabilitetsproblemer ble utfgrt av Leonard Euler
[13] for ca 250 ar siden, der knekning av sgyler ble behandlet. Dengang ble de fleste
konstruksjoner bygd av treverk og stein. Styrken til disse materialene var relativt
liten, slik at stabilitetsproblemer ikke spilte en viktig rolle pa dette stadiet. Men
Eulers teoretiske lgsning var begynnelsen pa dagens praksis for knekning av plater
og skall. Et annet bidrag som er sentralt i knekningsteori er Kirchhoffs teori for
tynne plater, som blir behandlet av de fleste litteraturbgker innen knekning. Ved
hjelp av differensiallikningen fra denne teorien kan analytiske egenverdiproblemer
stilles opp for enkle problemstillinger som en uavstivet plate.

I den senere tid er beregningsverktgyet elementmetoden [10] utviklet. Hoved-
grunnlaget for denne metoden ble lagt for ca. 50 ar siden. Na er dette den mest
anvendte metoden, siden datamaskinene i var moderne verden kan gjennomfgre s-
tore analyser i kompliserte knekningsproblemer. Det finnes utallige eksempler der
slike analyser er benyttet. Et eksempel er hovedfagsoppgaven til Andreas Sandvik
[25], som omhandler virkningen av restspenninger og geometriske imperfeksjoner
pa platers pre- og postknekningsoppforsel. [ avhandlingen anvendes dataprogram-
met Ansys. Dette programmet ble ogsa benyttet 1 hovedfagsoppgavene til Abdou
Bobb [7] og Terje Pedersen [22], der forskjellige effekter ved knekning av avstivede
plater studeres.

Bakdelen med elementanalyser pa en datamaskin er at det kreves erfarne bru-

kere. I tillegg er modellering tidkrevende, og regnetiden kan vaere betydelig. Det
er derfor vanlig & benytte eksplisitte formler for a utfgre dimensjoneringsanalyser
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1 mange maritime miljger. Disse formlene er enkle & bruke, men ngyaktigheten er
ikke alltid tilfredstillende, avhengig av geometrien til konstruksjonen og lastkom-
binasjonen. For a utbedre dagens metoder for dimensjoneringsanalyser, utviklet
Det Norske Veritas en en ny effektiv beregningsmetode. Denne metoden ble imple-
mentert i et knekningprogram som heter PULS. Pa engelsk er dette en forkortelse
for "Panel Ultimate Limit State". Grensesnittet er brukervennlig og beregnings-
tiden er liten. I dag benyttes dette programmet av mange klassifiseringsselskaper,
blant annet av Det Norske Veritas, Loyds og ABS. I PULS er det mulig a utfere
analyser for to forskjellige geometrier, den ene en uavstivet plate og den andre
en plate med eksentriske stivere i lengderetningen. Programmet estimerer blant
annet kapasiteten til plater. Beregningsmetodene benytter seg av energiprinsip-
per og teori for store deformasjoner til a utvikle ikke-linzere knekningmodeller.
Mer detaljert informasjon kan finnes i doktorgradavhandlingen til Byklum [9] og
i brukermanualen til programmet [23].

En del av teorien som ligger til grunn for beregningene 1 PULS, blir ogsa
benyttet i denne oppgaven. Hovedforskjellen er at vi begrenser oss til sma de-
formasjoner og benytter en linearisert 2.ordens teori. Malet med oppgaven er a
utvikle nye beregningsmetoder som estimerer den elastiske knekklasten til to for-
skjellige barende elementer i et skipsskrog. Det ene elementet er en plate med
vilkarlig orientering av stivere, og det andre et sylindrisk skall uten avstivning.
Disse geometriene finnes ikke i1 PULS 1 dag. En sentral del av oppgaven blir a
implementere modellene i Fortran og undersgke om de gir fornuftige resultater.
Verifikasjon gjgres blant annet ved hjelp av elementberegninger med det aner-
kjente elementprogrammet Abaqus.

1.2 Presisering av problemet

Som nevnt i forrige avsnitt skal vi utvikle to nye modeller for egenverdiberegninger
i denne oppgaven. Den ene modellen analyserer en plate med vilkarlig orientering
av stiverne og den andre et sylindrisk skall.

For at resultatene skal vaere fornuftige ma vi sette enkelte krav til konstruksjo-
nen som skal analyseres. I beregningene benyttes lineaer elastisk knekningsteori
som bygger pa Love-Kirchhoff skallteori. Dette medfgrer at vi begrenser oss til
tynne plater og skall. I mange leerebgker [4] er det vanlig & anbefale at tykkelsen
maksimalt er en tiendedel av de andre dimensjonene. Dette kriteriet vil som of-
test vaere oppfylt i skipskonstruksjoner. En annen forutsetning er at materialet er
lineaert elastisk. Konstruksjonen kan for eksempel besta av stal eller aluminium.

I beregningsmetodene kan ulike belastninger pa konstruksjonen kombineres
pa forskjellige mater. Platen kan belastes med normalspenning aksielt og normalt
pa aksialretningen, samt skjeserspenning. Normalspenningene kan variere linezrt
langs rendene. For det sylindriske skallet er det mulig a ha interaksjon mellom



4 Innledning

aksialspenning, skjeerspenning og et ytre hydrostatisk trykk. Det ytre trykket
kan enten vaere konstant eller variere proporsjonalt med de andre lastene. Begge
modellene kan ogsa ta opp strekkspenninger.

I virkeligheten stgter vi ofte pa forskjellig problemstillinger der ulike randkrav
ma benyttes. Det er derfor hensiktsmessig at randkravene kan varieres 1 meto-
dene, slik at en rand enten er fritt opplagt eller fast innspent. Et skall eller en
avstivet plate er som oftest en del av en stgrre konstruksjon som for eksempel i et
skipsskrog. Rendene til modellene baeres av kraftige langsgaende bzrere og tverr-
barere som vist 1 figur 1.1. Det er derfor ofte gnskelig at modellen er fritt opplagt
og at rendene forblir rette ogsa etter knekning. Dette randkravet er sveert vanlig
i analyser av plater 1 skipsskrog, og det er det samme kravet som ble benyttet i

doktorgradsavhandling til Byklum [9].

For den avstivede platen modelleres avstivningen pa to forskjellige mater.
Avstivningene bestar enten av bjelker eller jevnt fordelte fjeerer som stiver opp
platen. T avstivningen med fjeerer velges fjaerstivheten sveert stor slik at forskyv-
ningen langs avstivningen blir neglisjerbar. I den andre modellen kan arealtreg-
hetsmomentet til bjelkene velges fritt. Det medferer at bjelkene ikke ngdvendigvis
er sterke nok til a motvirke forskyvninger ut av planet langs stiveren.

I oppgaven blir det ogsa utviklet en metode som estimerer kapasiteten til
den avstivede platen. I denne beregningen benyttes den fgrste knekkformen fra
egenverdianalysen som imperfeksjon. Ved palastning skalerer vi opp knekkformen,
slik at forskyvningene gker. De indre spenningene i platens ngytralflate beregnes
for hvert inkrement i1 palastningen. Nar fgrste flyt 1 platen er oppnadd avbrytes
inkrementeringen, og den maksimale lasten defineres som platens kapasitet.

1.3 Oversikt over oppgave

I kapittel 2 beskrives teorien som danner grunnlaget for denne oppgaven. Re-
levante emner som materialegenskaper og geometriske ikke-lineariteter er blant
temaene som blir behandlet. Kapittelet innholder ogsa prinsippet om stasjonaer
potensiell energi som er et sentralt tema i beregningsmetodene. Differensialliknin-
gen som beskriver forskyvningene i en plate blir utledet og tilsvarende uttrykk
settes opp for en sylinder. Teoridelen avsluttes sa med generell knekningsteori
for plater og skall. I kapittel 3 blir analysemetoder for knekningsanalyser gjen-
nomgatt. Forst ser vi pa en linearisert egenverdiberegning, og deretter bereg-
ningsmetodene elementmetoden og Rayleigh-Ritz metoden. I kapittel 4 utvikles
knekningsmodeller ved hjelp av Rayleigh-Ritz metoden bade for en plate med vil-
karlig plasserte stivere og for et skall. Deretter fglger kapitlene 5-8 der metodene
for egenverdianalyser blir sammenliknet med elementanalyser i Abaqus. Til slutt
i kapittel 9 estimerer vi kapasiteten til en plate med vilkarlig orienterte stivere.
Spenningsfordelingen 1 det gyeblikket platens kapasitet er nadd blir ogsa fremstilt
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her.

For & utfgre beregningene som kort ble beskrevet ma store kompliserte uttrykk
etableres. For at vi ikke skal miste kontrollen samles disse uttrykkene i tillegg A
og B. Tillegg C inneholder kildekoden til noe av det implementerte Fortran-
programmet.



Kapittel 2

Generell teori

2.1 Innledning

Dette kapittelet gir en oversikt over teori som blir brukt til a utvikle kneknings-
modeller av plater og skall. Mesteparten av teorien er hentet fra tekstbgker innen
knekningsteori [8, 9, 6, 24, 26]. Forst gjennomgas materialegenskapene og von
Mises flytekriterium for & fa en forstaelse for spenningsforholdene som oppstar
i konstruksjoner. Deretter forklares geometriske ikke-lineariteter, som spiller en
stor rolle 1 knekningsproblemer fordi denne effekten tar hensyn til membrankref-
tenes bidrag til utbgyning. Videre blir prinsippet om stasjonar potensiell energi
gjennomgatt, samt differensiallikningene for plater og sylindre. Til slutt blir det
en generell beskrivelse av knekning og stabilitet.

2.2 Materiallov

[ et linezrt elastisk legeme 1 det tre-dimensjonale tilfellet er spenningskomponen-
tene i et kartesisk koordinatsystem definert som i figur 2.1. Spenningskomponen-
tene antas a veere linezre funksjoner av tgyningene, slik at

oi; = Cimen 1,5,k l=2,y,2 (2.1)

der O er den generelle elastiske stivhetstensoren med konstante koeffisienter.
Ved enkle likevektsbetraktninger kan vi vise at o;; er symmetrisk. En slik tensor-
notasjon for spenningene kan veere vanskelig a forsta rent fysisk. I faststoffmeka-
nikk er det vanlig a utnytte symmetriegenskapene til ;; og ¢;;, slik at spenningene
og tgyningene kan uttrykkes pa vektorformen

o = [J$7ay7JZ7szaTyzyTzz]T (22)

€ = [ezveyvezvvzyafyyza’er]T (23)
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Figur 2.1: Platens koordinatsystem og spenningskomponenter

der de tre forste komponentene 1 vektorene uttrykker normalspenninger og nor-
maltgyninger, mens de tre siste er skjaeerkomponenter. En slik vektornotasjon er
enklere a forsta enn tensornotasjonen, rent fysisk.

For tynne plater er tykkelsen mye mindre enn de gvrige dimensjonene som
medfgrer at vi kan neglisjere normalspenningene i z-retning (dvs. o, = 0). Som
vist i mange leerebgker [8] blir Hookes lov for et isotropisk materiale i dette tilfelle

E

0y, = m(ez—l—l/ey) (2.4)
E
o, = 72(61/%—1/695) (2.5)
1 —v
E
- G 2,
Ty 2(1_|_V)7y Gy ( 6)

der F er Youngs elastisitetsmodul, GG er skjeermodulen og v er Poissons tverrkon-
traksjonsforhold. Den inverse relasjonen av Hookes lov for disse komponentene

er
1
€, = E(Ur_ —voy) (2.7)
1
€ = E(O'y —vo,) (2.8)
21 + v) |
Yoy — 7E Toy = aTwy (29)

For en tynne sylindre er spenningskomponentene uttrykt i sylinderkoordinater,
som vist i figur 2.10. Analogt med en plate kan normalspenningen i radiell retning
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neglisjeres for en tynn sylinder, og Hookes lov blir dermed

E
oy = (ex + veg) (2.10)
1 —v?
E
gg = m(ﬁ@ + 1/611_) (211)
E
= =G, 2.12

2.3 Plastisitet

2.3.1 Innledning

Som nevnt innledningsvis, kan en konstruksjon kollapse som fglge av ustabilitet.
En annen viktig faktor som kan medfgre kollaps er flytning av materiale. Da er
ikke materialoppfgrselen elastisk, som er temaet 1 dette avsnittet. Bakgrunnsma-
terialet er hentet fra [11, 17].

2.3.2 En-dimensjonal strekk av stav

Modeller som beskriver ikke-linezr materialoppfgrsel er basert pa og vurdert opp
mot eksperimenter. I slike eksperimenter benyttes blant annet en prgvestav belas-
tet med en kraft F' i prgvens lengderetning som illustrert i figur 2.2. Materialet
i staven har flytespenning or. Under forsgket endres stavens lengde L med en
storrelse AL og den relative forlengelsen eller den nominelle tgyningen er definert
som

AL
€= — 2.13
€= (2.13)
Den nominelle spenningen i staven er
F
o= — 2.14
7= (2.14)

der A er stavens tverrsnitt. Dette arealet antas & veere konstant. I slike forsgk
er vanligvis hastigheten til forlengelsen liten, slik at akselerasjoner neglisjeres,
og vi oppnar en kvasistatisk tilstand. Resultatet av en typisk maling kan derfor
fremstillesi en likevektskurve eller responskurve, som vist i figur 2.2. Ved a studere
kurven kan vi se at vi har en linezr respons opp til punkt a, hvilket tyder pa at
tilstanden er linezer elastisk. En avlastning av staven vil fglge samme kurve som
palastningen. Stigningstallet til kurven fgr vi har nadd punktet a er £ som er
Youngs elastisitetsmodul. I en videre palastning vil materialet begynne a flyte,
siden den ytre belastningen har nadd flytespenningen. Den pafglgende responsen
vil veere av ikke-lineser karakter. Hvis responsen na felger den stiplede linjen
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Figur 2.2: Strekkstav med tilhgrende likevektskurve
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¥

Figur 2.3: Bilinezer spenning-tgyningsrelasjon

mellom punkt a og d er materialet elastisk-idealplastisk. Den andre muligheten
er at den ytre belastningen overstiger flytespenningen og responsen fglger kurven
mellom punkt a og b. Avlastningen vil na fglge kurve be og prgvestaven far
permanent forlengelse pa grunn av en plastisk deformasjon. Nar flytning inntrer
sa er det liknende relasjoner mellom spenninger og deformasjonshastigheter som i
en viskgs vaeske. Med en permanent forlengelse vil palastning og avlastning fglge
kurve be med stigningstall £. Det er vanlig a definere flytspenningen oz som den
spenningen som gir varig forlengelse lik 2%.

Denne materialoppforselen er meget kompleks og for & kunne utfgre beregnin-
ger trenger vi en forenklet beskrivelse av responsen. Materialet i prgven oppferer
seg perfekt elastisk for spenninger mindre enn flytespenningen siden av og pa-
lastning fglger samme kurve. Det eksisterer derfor en entydig relasjon mellom
spenningene og tgyningene pa formen

oc=Fe ,dero <op (2.15)

Dette er Hookes lov i en dimensjon. Nar spenningen overskrider flytegrensen kan
vi ogsa benytte en linezr tilnaerming der kurven har stigningstallet Fr. Storrelsen
Er blir ofte referert til som en tangentmodul. Denne forenklingen danner en
bilinezer material lov og denne loven er illustrert grafisk i figur 2.3. I det tilfellet der
Er antas & veere lik null er materialoppferselen perfekt plastisk nar flytegrensen
overskrides.

Senere 1 oppgaven skal vi estimere kapasiteten til en plate. Palastningen avbry-
tes nar materialet begynner a flyte i et punkt 1 platens midtflate, og kapasiteten
defineres som den maksimale belastningen. Pa den maten unngar vi ikke-lineger
materialoppfersel.
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Figur 2.4: lllustrasjon av von Mises flytekriterium

2.3.3 von Mises flytekriteriet

For & kunne angi nar plastiske deformasjoner oppstar, trenger vi et flytekriterie.
Det mest brukte flytekriteriet er von Mises kriterium, som beskriver nar flyt
oppstar ved hjelp av en flytefunksjon F(o;;). For det generelle tre-dimensjonale
tilfellet er von Mises flytekriterium definert som

F(O‘ij) = 0 — OF

1
- \/ (00— 00+ 0y = 020t (0. = 02 ) 4303, + 4 72) — e

=0
(2.16)

der o, er ekvivalent spenning og o er flytespenningen. Vanligvis er dette flyte-
kriteriet uttrykt ved hovedspenningene oy, o9 og o3 slik at

F(o1,09,03) = 0. — oF

_ \/% ((01 —03)2 + (0 — 03)2 + (05 — 01)2> —op  (217)

=0

Likning 2.17 viser at F/(o1,02,03) = 0 danner en sylinder i hovedspenningsrom-
met, med radius lik V20p og sylinderakse langs o; = 09 = 3. Overflaten til
denne sylinderen kalles for flyteflaten, som illustreres 1 2.4. Denne flaten skil-
ler mellom elastisk og plastisk spenningtilstand. Materialet oppfgrer seg perfekt
elastisk hvis spenningsforholdene er slik at de befinner seg inne i sylinderen:

Elastisk tilstand :  F(oy,02,03) < 0 (2.18)
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Ved en slik elastisk tilstand er det vanlig a anta at Hookes lov er gyldig. For
eksempelet med strekkstaven tilsvarer dette at den pasatte spenningen er mindre
enn flytespenningen o, og spenning-tgyningskurven er linezer.

Pa flyteflaten er spenningsforholdene i en overgangsfase der materialet gar
fra en elastisk til en plastisk tilstand. Spenningstilstanden befinner seg da pa
overflaten til sylinderen:

Materiale begynner a flyte :  F(oy,02,03) =0 (2.19)

I det en-dimensjonale eksempelet fra avsnitt 2.3.2 er dette ekvivalent med at den
pasatte spenningen er lik flyspenningen.

For et elastisk-idealplastisk materiale befinner spenningstilstanden seg pa fly-
teflaten under de plastiske deformasjonene siden den ekvivalente spenningen o,
ikke overstiger flytespenningen. Dette tilsvarer at K = 0 for det en-dimensjonale
eksempelet med en strekkstav.

Det planet som snitter sylinderen normalt pa sylinderaksen, kalles for II-
planet, som vist i figur 2.4. Dette er en vanlig fremstilling av von Mises kriterium.
Senteret til [I-planet, der alle hovedspenningene er like, representerer hydrosta-
tisk spenningstilstand. Den vil si at en gkning i hydrostatisk trykk ikke medfgrer
at spenningstilstanden havner utenfor Il-planet, og forarsaker derfor ikke ma-
terialflyt. En gkning 1 hydrostatisk trykk forflytter bare spenningstilstanden i1
hovedspenningsrommet, parallelt med sylinderaksen.

I denne oppgaven benyttes von Mises flytekriterium til a fastsette om spen-
ningsforholdene 1 ngytralflaten til en plate forarsaker materialflyt. Det er kun
tynne plater som betraktes, hvilket medfgrer at normalspenningen i z-retning
kan neglisjeres slik at o, = 0. Fra tidligere arbeid [9] vet vi at skjeerspenningene
Tp» 0g Ty, er sma, 1 forhold til de andre spenningene. Vi neglisjerer derfor ogsa
disse skjaerspenningene i von Mises flytekriterium. Det er membranspenningene

oy, o, og 7, som i hovedsak forarsaker materialflyt i platens midtflate, og pa
denne flaten reduseres von Mises flytekriterium til

Floij) = (o) + (o) — ooy +3(rz3)? — o = 0 (2.20)

2.4 Geometriske ikke-lineariteter

Nar geometriske ikke-lineare effekter tas med i en likevektsbetraktning blir pro-
blemet betydelig mer komplisert. I 1.ordens teori stilles likevektshetingelsene opp
for den udeformerte konstruksjonen. Nar geometriske ikke-lineariteter tas hensyn
til ma likevektslikningene stilles opp for den deformerte konstruksjonen. Denne
effekten har betydning 1 knekningsteori for & fa med membranspenningenes bi-
drag til utbgyning og i teori for store deformasjoner. Bade angrepspunktet og
retningen til en pasatt last kan endres nar vi tar hensyn geometriske ikke-linezere
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Figur 2.5: Fast innspent bjelke: (a) Udeformert tilstand og (b) deformert tilstand.

Figur 2.6: Fast innspent bjelke: (a) Hydrostatisk trykk som er en ikke-konservativ
belastning og (b) trykk i tverretning som ikke endrer retning som er en konservativ
belastning)
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effekter. For a illustrere dette betrakter vi en fast innspent bjelke belastet med
en aksiallast, som vist i figur 2.5. Ved a benytte 1.ordens teori stilles likevektslik-
ningene opp for den udeformerte bjelken. Da blir innspenningsmomentet M, = 0.
I knekningsteori blir geometriske ikke-lineariteter tatt hensyn til, og likevektslik-
ningene stilles opp for den deformerte bjelken. Innspenningsmomentet i dette
tilfellet blir My = Prwry,. Lasten endret ikke retning i dette eksempelet. Geomet-
riske ikke-lineaere effekter kan ogsa ta hensyn til at retningen til lasten endres. For
a illustrere dette betrakter vi en fast innspent bjelke belastet med et hydrostatisk
trykk som vist i figur 2.6 (a). For store deformasjoner er bade trykkets retning
og angrepspunkt avhengig av deformasjonene. Det hydrostatiske trykket virker
alltid normalt pa overflaten, hvilket medfgrer at retningen endres nar geometrien
forandrer seg. Ogsa angrepspunktet folger deformasjonene til geometrien. Denne
lasten er derfor ikke konservativ. I neste avsnitt gjennomgas prinsippet om sta-
sjonzer potensiell enerergi. Dette prinsippet er bare gyldig for konservative laster,
slik vi har et konservativ system. I denne oppgaven antas sma forskyvninger og
vi tar derfor ikke hensyn til at retningen til et hydrostatisk trykket endres. Det
virker derfor i samme retning etter deformasjon som vist i figur 2.6 (b).

2.5 Prinsippet om stasjonzer potensiell energi

Prinsippet om virtuelt arbeid [10] sier at et system er i statisk likevekt, hvis
summen av det indre og ytre virtuelle arbeidet er lik null, for alle virtuelle defor-
masjoner som tilfredstiller kinematisk kompatibilitet.

SW +6H =0 (2.21)

der W er indre virtuelt arbeid og d H er ytre virtuelt virtuelt arbeid. Dette prin-
sippet er veldig generelt, og er ogsa gyldig for systemer som ikke er konservative.
I et konservativt system er tgyningsenergien og arbeidet utfort av de ytre laster,
begge uavhengige av historien til deformasjonene i systemet. Prinsippet er ogsa
uavhengig av konstitutive lover, hvilket betyr at det ogsa kan anvendes for ma-
terialer som ikke er elastiske. Fra dette generelle prinsippet kan prinsippet om
stasjonaer potensiell energi utledes. Det forutsettes da at vi har et konservativt
system med et elastisk materialet. Da er arbeidet utfgrt av de indre krefter lik
tgyningsenergien til konstruksjonen. Prinsippet om stasjonzer potensiell energi ut-
nytter denne sammenhengen til & stille opp likevektslikningene. Dette prinsippet
sier at av alle mulige deformasjoner som tilfredstiller kinematisk kompatibilitet,
sa er den deformasjonen som tilfredstiller statisk likevekt, ogsa den som gjgr den
potensielle energien stasjonaer, slik at

ST =0U + 6T =0 (2.22)

der Il er potensiell energi, U er tgyningsenergi og T' er et potensial av de ytre las-
ter. Deformasjonene ma ogsa tilfredstille de essensielle grensebetingelsene, samt at
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indre kinematisk kompatibilitet er oppfylt. For et skall er kravene til forskyvning
og rotasjon langs randen, de essensielle betingelsene. I prinsippet om stasjonaer
potensiell energi trenger ikke de naturlige grensebetingelsene veere tilfredstilt. De
naturlige grensebetingelsene er krefter og momenter langs randen til et skall. Ind-
re kinematisk kompatibilitet tilfredstilles ved a kreve at bade forskyvningene og
rotasjonene 1 skallet er kontinuerlig.

Som vi skal se senere i oppgaven, er det vanlig a diskretisere deformasjonene
til et endelig antall frihetsgrader D;. Prinsippet om stasjonzer potensiell energi

blir da
oll

aD;

=0 (2.23)

2.6 Klassisk teori for tynne plater

I plateteori er det vanlig a skille mellom tykke og tynne plater. Plater betraktes
som tynne hvis tykkelsen er liten sammenliknet med de andre dimensjonene og
med denne antakelsen reduseres problemet til to dimensjoner. Det er vanlig a
kreve at bade lengden og bredden til en tynn plate er ti ganger sa store som
tykkelsen. Grunnlagsmaterialet for dette er avsnittet er hentet fra [8, 27, 4, 24, 21|

Vi betrakter en tynn plate, der ngytralplanet er er plassert i xy-planet, som
vist 1 figur 2.1. Platen er kun belastet med spenninger i planet. For tynne pla-
ter gjelder en meget tilfredstillende teori, som ofte blir kalt for Navier-Kirchhoff
plateteori. Denne teorien forenkler problemet ved a gjgre folgende antagelser:

- Sma deformasjoner.
- Materialet til platen er homogent, isotropisk og felger Hookes lov.
- Platetykkelsen er liten sammenliknet med platens bredde og lengde.

- Linjer som er normale pa den udeformerte ngytralflaten antas a forbli rett
og normal pa ngytralflaten etter deformasjon. I tillegg endres ikke lengden
til linjene. Dette medfgrer at normal- og skjerdeformasjonene forbundet
med tverretning kan neglisjeres.

- Normalspenningene i tverretning antas a vaere sma i forhold til de andre
normalspenningene, slik at de kan neglisjeres 1 Hookes lov.

De to siste punktene blir kalt for Kirchhoffs antagelser. Som en konsekvens av dis-
se antagelsene kan spennings-tgyningsrelasjonen i likning 2.4-2.6 benyttes. Den-
ne antagelen er en selvmotsigelse siden vi neglisjerer skjerdeformasjonene men
ikke skjeerspenningen i tverretning. Men det viser seg at dette er en meget til-
fredstillende tilnzermelse. Kirchhoffs antagelser medfgrer at forskyvningene i x-
og y-retning i en avstand z fra ngytralflaten endrer seg linezert med helningen til
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w W dx

Figur 2.7: Infinitesimalt plateelement bade for og etter deformasjon
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platen. Ved a studere forskyvningen u til punkt P i figur 2.7 og forskyvningen v
pa tilsvarende mate, finner vi at

u o= umdud =u" — 2W 2.24)

v o= v 4d =" = zw,, (2.25)

der u™ og v™ er forskyvningskomponenter til ngytralflaten, u® og v* skyldes bgy-
ning og w er forskyvning i tverretning. Pa tilsvarende mate kan tgyningene deles
opp i to bidrag. Det ene bidraget er bgyetgyninger, som er forarsaket av forskyv-
ningene u’, v* og w. Kinematisk kompatibilitet ma veere oppfylt som betyr at vi
ma ha samsvar mellom forskyvninger og tgyninger. Dette kan uttrykkes som

b

62 U, = 2Ky = —2W 4y (2.26)
62 vf)y = 2Ky = —2W 4y (2.27)
%f;y = u?y + vf’z = 22Kyy = —22W 4 (2.28)

der k;.,ky 0g Kz, er krumninger. Det andre bidraget, som skyldes forskyvnings-
komponentene u™, v™ og w er membrantgyninger. Ved a studere tgyningen av
ngytralflaten til platen i figur 2.7, kan vi finne at disse tgyningene er

1
e = ul+ §w2z (2.29)
1
62” = UZ + §w?y (2.30)
’y;r; = u7Z + v:'; + w,w, (2.31)

Likning 2.29-2.31 er von Karmans kinematiske relasjoner for en plate. De totale
toyningene til et vilkarlig punkt i platens tverrsnitt er da

€z = €'+ 62 (2.32)
€ = € + 62 (2.33)
Yoy = Yoy + Vo (2.34)

I plateteori er det vanlig a benytte spenningsresultanter eller generaliserte spen-
ninger, som vist i figur 2.8. Resultantspenningene finner vi ved a integrere de
indre spenningene over tykkelsen:

i t

N, = ’ o, dz N, = f_i o, dz Npy = Ny = /2 Ty d2(2.35)

b
2

M, = / op2dz M, = f_i oyzdz My, = My, = / Teyz dz(2.36)

STE

(SIS

Wl

Q. = / Ty dz Q, = f_i Tyz dz (2.37)

Wl
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Figur 2.8: Generaliserte spenninger
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_fwsz"'(wn }xdx
Nyt N, ,dx
Figur 2.9: Deformasjon av et infinitesimalt plateelement
Ved bruk av likningene 2.4-2.6 og 2.24-2.34 blir resultantspenningene
N, = C(ef +vey) M, =—D(w:+rwy,) (2.38)
N, = C’(e;” + vel) M, =-D(w,, +rvwz,) (2.39)
Ny = 01;”7;7; My, =—-D(1 —v)w,, (2.40)
der D = —E£ og C = -2~ For a finne differensiallikningen utfgrer vi like-

12(1-v) 12(1—v)
vektsbetraktninger av et infinitesimalt plateelement. Momentlikevekt om x- og

y-aksen gir fglgende likninger

Myo+ My, — Qo = 0 (2.41)
Myy+ My —Q, = 0 (2.42)

Kreftene 1 planet gir et 2.ordens bidrag til nedbgyningen, som kan finnes ved
a betrakte kreftene i z-retning i figur 2.9. N, projiseres inn pa z-aksen og vi far
folgende

Nyw zdy — (Ny + Nppdo)(w, + w gpdx)dy (2.43)

eller

(Now.,) (2.44)

Uttrykk for de andre komponentene kan etableres pa tilsvarende mate. Likevekts-
betraktning av plateelementet i z-retning der hgyere ordens ledd neglisjeres gir

Qe+ Qyy + Not gy + 2Npyw oy + Ny = 0 (2.45)

Ved substitusjon av @), og @, fra likningene 2.41 og 2.42 kan vi oppna likevektslik-
ningen

Mz + 2M oy oy + My yy = Npw g + 2N w0 5y + Nyw (2.46)



20 Generell teori

Differensiallikningen som beskriver platens forskyvning far vi ved a sette inn

likning 2.38-2.40, slik at
DV*w = Npw zp + 2Ny 2y + Nyw (2.47)

Dette er en 4.ordens differensiallikning. I linearisert 2.ordens teori er forskyvnin-
gen w er frakoblet forskyvningskomponentene u og v. Dette skyldes at de indre
spenningene er konstant lik de ytre spenningen, slik at differensiallikningen blir

fullstendig frakoblet.

I hgyere ordens teori finnes ikke en tilsvarende frakoblet differensiallikning.
Vi far da et sett av likninger som er avhengig av hverandre. Ved derivasjon og
kombinasjon av likning 2.29 - 2.31 kan fglgende kompatibilitetslikning utledes

m m m 9
€xyy + Caor — Toyaoy — Waw = WasWyy (248)

Vi innfgrer Airys spenningsfunksjon F(z,y), som tilfredstiller folgende

Ny m N N
O-:l‘ = 7 = Fvyy 0-11 = Ty = Fvl‘l' Txy = ty = _Fvl‘y (249)
der o', o og 7 er membranspenninger. Ved hjelp av denne funksjonen og

Hookes lov kan likning 2.47 og 2.48 henholdsvis skrives som
DV*w = H(F yyw py — 2F oy 2y + F ppt0 ) (2.50)

og
VA = E(w?xy — W W ) (2.51)
Disse to likningene blir ofte referert til som von Karmans platelikninger. De er et
koblet sett av fjerde ordens, ikke-linezre differensiallikninger og lar seg derfor ikke
lgse eksakt. Videre 1 oppgaven antas derfor et forskyvningsfelt, slik at vi kan finne
en spenningsfunksjon F'(z,y). Som vi skal se senere er Airys spenningsfunksjon i
linearisert 2.ordens teori kun er en funksjon av de pasatte spenningene og dermed
uavhengig av forskyvningene. Dette medfgrer at de indre membranspenningene
er konstante og lik de ytre spenningene.
Plateteorien til von Karman ble senere videreutviklet av Marguerre [21] til

a gjelde for en plate med en initiell imperfeksjon. Membrantgyningene som ble
benyttet var

m m 1 2
69; = u@ + §w7z + Wo W (252)
m m 1 2
€ = Uyt 5 T Wo,ywy (2.53)
Yoy = Ul UL+ Waw, + wo sty + Wy (2.54)

der wqg er den initielle imperfeksjonen. Ved derivasjon og kombinasjon av disse
relasjonene fas fglgende kompatibilitetslikningen

4 2
VI = E(w,zy — W W gy F 2W0 gy W oy — W0 zzW,yy — wO,yyw,M) (2-55)
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Figur 2.10: Spennings- og forskyvningskomponenter for en sylinder

2.7 Differensiallikningen for tynne sylindre

Analogt med den klassiske plateteorien kan differensiallikningene som beskriver
forskyvningene i en tynn sylinder utledes. Dette kan gjores ved likevektshetrakt-
ninger av et infinitesimalt element i sylinderen. Det finnes mange litteraturbgker
som dekker teorien om tynne skall [8, 14, 15, 27]. T dette avsnittet setter vi kun
opp hovedresultatene, som differensiallikningene og Airys spenningsfunksjon for
sylindre. En mer grundig gjennomgang om dette temaet kan vi for eksempel
finne i boken til D.O. Brush og B.O. Almroth [8]. Denne boken setter opp diffe-
rensiallikningene bade ved likevektsbetraktninger og ved prinsippet om stasjoneer
potensiell energi. De kinematiske relasjonene som benyttes for en sylinder med
radius a er pa formen

m o __ m 1,.2 b __ —
e = ul 4wy, €, = 2Ky = —2ZWy gy (2.56)
m 2
m __ Vg ot Wr 1 %re b . Wy 6o
€y = —a + 9 a2 €p = Ry = —Z? (257)
m= 4 oo b= kg = 2 2.58
Yeo = vé’,:r + “a + Wr g a Veg — 42Kz = E(U&I - wr,zé’) ( . )

der ¢, 7" og 4™ er midtflatens tgyninger, og €., ¢; og 7%, er bayetgyninger
definert 1 sylindrisk koordinatsystem. Disse relasjonene er Donnels kinematiske
relasjoner. Forskyvningskomponentene til flaten i et sylindrisk koordinatsystem
er vist 1 figur 2.10. Med disse relasjonene kan det utledes at forskyvningene som

gjor den potensielle energien stasjonaer, styres av de tre differensiallikningene

2, m l—v m v m
a‘u’y, + W + 5 @i +vaw,; = 0 (2.59)
1 1—
-|2- Va:u;”@ + Tl/a%gfm +vgge +wrg = 0 (2.60)
C
DV*w, + —Q(UZ”@ 4+ w, + l/auzﬁ_)
a (2.61)

2 1
_(Nz‘rwr,a:a: + ENrﬁwr,rﬁ + ?Nﬁwr,ﬁﬁ) =0
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Dette er et sett av tre koblede differensiallikninger. Som vist av Donnell [12], kan
dette settet skrives pa formen

v 1
v4um = _gwr,zzz + Erwr,rﬂ@ (262)
m 2+v 1
Vi = T2 Wrwat — g Wr.060 (2.63)
s 1 —v? 4 2 1
DV w, + a Cwr pzwe — V' | NpWy o + ENQSHTUT,QS& + ?Nﬁwm%’ =0 (2.64)

der D = £ og C' = 2~ Likning 2.62 - 2.64 blir kalt Donnells stabili-

12(1-v) 12(1-0) "
tetslikninger.

I likhet med plateteorien kan vi finne at Airys spenningsfunksjon for en sy-
linder tilfredstiller kompatibilitetslikningen

E
Vi = ;(w?w — W W g + AW 4y ) (2.65)
der
ol = Flg of = a*F ., T = —ak (2.66)

2.8 Knekningsteori

2.8.1 Innledning

For & danne et grunnlag for den senere presentasjonen i oppgaven omhandler
dette avsnittet knekningsteori for plater og skall, og sentrale begreper innen dette
fenomenet blir innfgrt. I 1.ordens teori er forskyvningen proporsjonal med lasten.
Ved a betrakte forskyvningene 1 plater og skall belastet med trykkspenninger,
finner vi ikke en samsvarende proporsjonal last. Fglgelig er knekning et ikke-
linezert fenomen. Ordet knekning blir brukt med forskjellig betydning i forskjellige
sammenhenger. Fysisk sier vi at en plan plate knekker nar membrankreftene
forarsaker en forskyvning ut av flaten. Matematisk er knekning forbundet med
et stabilitetsproblem. Bakgrunnsteorien er hentet fra [8, 27, 15, 14, 19]

2.8.2 Linear elastisk knekning

Linear elastisk knekningsanalyse er et rent stabilitetsproblem av en plate eller
et skall. Teorien som anvendes blir vanligvis referert til som 2.ordens teori. For a
fa med effekten av membrankreftenes bidrag til utbgyning ma de elastiske like-
vektslikningene etableres for en deformert flate. Den lasten som medfgrer knek-
ning blir kalt for den linezre knekklasten eller bare knekklasten. Det er ogsa vanlig
a referere til denne lasten som en egenverdi. Egenverdien blir beregnet ved & anta
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Figur 2.11: Last-endeforskyvningskurve (a) og Last-tverrforskyvningskurve (b)
for en plate uten formavvik i heltrukken kurve og med formavvik 1 stiplet kurve.
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Figur 2.12: Last-endeforskyvningskurve (a) og Last-tverrforskyvningskurve (b)
for et skall uten formavvik i heltrukken kurve og med formavvik i stiplet kurve
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at det ikke oppstar forskyvninger ut av flaten fgr knekklasten er nadd. I det gye-
blikket flaten far en utbgyning vil last-forskyvningskurven endre karakter. Denne
endringen vises tydelig i figur 2.11 og 2.12, der hver av de heltrukne kurvene har
et forgreiningspunkt eller bifurkasjonspunkt. Etter at knekklasten er nadd endres
helningen til kurven og stivheten til konstruksjonen endres. For a klassifisere om
en konstruksjon er i stabil eller ustabil likevekt, kan teorien til Koiter [19] anven-
des. I figur 2.11 ser vi at helningen til kurven forsatt er stigende etter knekning,
hvilket betyr at konstruksjonen kan belastes ytterligere. Forgreiningspunktet er
derfor et stabilt likevektspunkt. Dette er et typisk last-forskyvningsforlgp for en
plate. For et skall ser dette forlgpet ut som 1 figur 2.12, der vi ser at kurven synker
etter knekning. I dette tilfellet er forgreiningspunktet et ustabilt likevektspunkt.
Som avmerket pa figurene betegnes omrade fgr og etter knekning henholdsvis for
preknekningsomrade og postknekningsomradet. For en konstruksjon uten initiel-
le formavvik er last-forskyvningskurven linezr fgr bifurkasjonspunktet er nadd.
Etter knekning er responsen av ikke-lineser karakter.

Knekklasten eller egenverdien til en konstruksjon finnes ved a lgse et egen-
verdiproblem, som er et sett av likninger etablert ved likevektsbetraktninger. Et
egenverdiproblem er kun veldefinert dersom det ikke er noen forskyvninger ut av
flaten fgr knekning. Flaten kan derfor ikke ha geometriske avvik eller imperfek-
sjoner. En plate ma derfor utspenne et perfekt plan. For et skall er dette mer
komplisert. Da ma grensebetingelsene og lastene kombineres, slik at spennings-
tilstanden kun bestar av membranspenninger fgr den knekker. Et eksempel der
dette er mulig, er en perfekt sylinder belastet med en aksiallast og et ytre trykk.
En flate med et initiell formavvik wqy har en last-forskyvningskurve som vist med
stiplet kurve i figurene, og det eksisterer ikke et veldefinert egenverdiproblem. Pla-
ten vil fa en tverrforskyvning umiddelbart etter at lasten er pafgrt og responsen
er ikke-lineaer fra starten av. I figur 2.12(a) ser vi at kurven flater ut og begynner
a synke. Kurven har et maksimumspunkt, som ofte blir referert til som grenselas-
ten eller kapasiteten til konstruksjonen. I dette tilfellet taler ikke konstruksjonen
en ytterligere belastning og den kollapser. Dette blir kalt for grenselastknekning.
Dette temaet vil fa en grundigere gjennomgang i neste avsnitt.

2.8.3 Grenselastknekning av plater og skall

Ved kollaps reduseres evnen konstruksjonen har til a ta opp en ytterligere gk-
ning i belastningen. Den maksimale belastningen den kan tale er grenselasten.
Tilstanden vil veere i ustabil likevekt nar grenselasten er nadd. Ustabil likevekt
inntrer nar last-forskyvningskurven flater ut og begynner a synke. Dette knek-
ningsforlgpet blir ofte kalt for grenselastknekning. I figur 2.12(a) sa vi at et skall
kollapset forarsaket at last-forskyvningskurven nzermet seg et forgreiningspunkt.
Deformasjonene 1 skallet blir stgrre uten at det klarer a ta opp en ytterligere
belastning. Etterhvert vil deformasjonene bli sa store at materialet begynner a
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Figur 2.13: Grenselastknekning for en tykk (a) og en tynn (b) plate i stiplet kurve

flyte, og vi far permanente forskyvninger. En egenverdiberegning tar ikke hensyn
til at spenningsforholdene kan medfgre materialflyt. Ved a ta med innvirkningen
av materialflyt far vi et mer korrekt bilde av konstruksjonens virkelige styrke.
Grenselasten kan bade vaere mindre og stgrre enn den elastiske knekklasten, som
fremstilt 1 figur 2.13. For a finne grenselasten gjgres beregninger pa en flate med
initielle formavvik. Dette er ikke urimelig siden alle konstruksjoner har formavvik
som oppstar under produksjon. For slike tilfeller vil bgyespenninger oppsta med en
gang palastingen begynner. I det gyeblikket last-forskyvningskurven flater ut og
begynner a synke er grenselasten nadd. Tykkelsen til en plate kan dimensjoneres
slik at den linezre knekklasten er stgrre enn grenselasten som vist i figur 2.13(a).
Da er forskyvningene ut av flaten sma, og konstruksjonen kollapser som en fglge
av at membranspenningene medfgrer materialflyt. For tynne plater kan grense-
lasten veere storre enn den elastiske knekklasten som illustrert i figur 2.13(b). Nar
den ytre belastningen overstiger knekklasten blir forskyvningene tilslutt sa store
at at materialflyt inntrer, og etterhvert kollapser konstruksjonen.

2.8.4 Knekkformer

I det gyeblikket knekning inntreffer har den ytre belastningen nadd en kritisk
verdi. Den formen en konstruksjon har ved knekning kalles knekkformen. Videre
i oppgaven nar vi refererer til en knekklast eller en knekkform, er den forbundet
med den minste egenverdien hvis ikke annet er oppgitt. For avstivede plater er det
vanlig & dele inn knekkformer i to hovedklasser. Den ene formen klassifiseres som
en global knekkform og den andre en lokal knekkform. Forskjellige knekkformer
illustreres 1 figur 2.14 - 2.17 som av er fremstilt ved hjelp av et elementprogram
som heter Abaqus.
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Figur 2.15: Lokal plateknekning for en plate med stiver

Global knekkform

I tilfelle der stiveren har liten bgyestivhet motvirker den ikke forskyvninger ut
av planet i betydelig grad. Da er det platen som i hovedsak tar opp den ytre
belastningen, og det er derfor platens dimensjoner som har stgrst innvirkning pa
formen ved knekning. Med en sveert liten avstivning vil platen omtrent knekke
som en uavstivet plate. Platen og stiveren knekker da i en global knekkform. Et
eksempel pa en global knekkform er illustrert i figur 2.14. Platen knekker ut i en
halv bglgelengde over platens lengde og bredde som den ogsa ville gjort om platen
ikke var avstivet. Skipskonstruksjoner er vanligvis dimensjonert slik at dette ikke
er den dominerende knekkformen.
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Figur 2.16: Kombinert lokal plateknekning og torsjonsknekning for en plate med
stiver

Figur 2.17: Kombinert lokal plateknekning og knekning av steg for en plate med
stiver
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Lokal knekkform

For en avstivet plate er det vanlig a skille mellom lokal knekning av plate og
stiver. I en lokal plateknekkform knekker platen lokalt mellom hver stiver. Nar
denne formen dominerer har stiverene stor torsjon- og bgyestivhet, samt et kraftig
steg. Dette vises i figur 2.15. Nar lengden er stgrre enn avstanden mellom hver
stiver knekker platen ut i en halvbglge mellom stiverene i retningen normalt pa
aksialretningen.

Lokal knekning av stiver er ofte kombinert med lokal plateknekning. Det er
vanlig a dele inn stiverknekning i to forskjellige former. I den ene formen roterer
stiveren om sin egen akse, som en fglge av at den har liten torsjonsstivhet. Dette
blir kalt for torsjonsknekning, og illustreres i figur 2.16. Den andre formen for
stiverknekning er knekning av steget, som vises 1 figur 2.17. Steget er i dette
tilfellet sa svakt at platen roterer om avstivningen.

I praksis innvolverer lokal knekning av en avstivet plate bade plate- og sti-
verknekning.



Kapittel 3

Analysemetoder

3.1 Innledning

Knekningsproblemer som oppstar i praksis er ofte sveert komplekse, med kompli-
sert geometri og belastning. Forskjellige grensebetingelser kan ogsa vare proble-
matiske. I et skip kan for eksempel en plate veere avstivet med en stiver som ikke
er parallell med platens lengderetning. 1 tillegg kan spenningsfordelingen langs
randen variere. Slike problemer kan ikke lgses analytisk, og vi ma derfor benytte
numeriske metoder. Forskjellen mellom en analytisk og en numerisk lgsningsme-
tode er ikke alltid like klar. Analytiske metoder refereres ofte til som en metode
med en eksakt, lukket Igsning. En numerisk metode karakteriseres ofte som en
metode med et endelig antall frihetgrader. To eksempler pa numeriske metoder
er elementmetoden og Rayleigh-Ritz metoden. Dette kapittelet omhandler disse
metodene, og bakgrunnsmaterialet er hentet fra [8, 10]

3.2 Linearisert egenverdiberegning

Likevektslikningene for platen i figur 3.1 kan stilles opp ved hjelp av Rayleigh-
Ritz metoden eller elementmetoden. Platen er utsatt for i-planet-krefter og et
ytre hydrostatisk trykk. Likningssystemet vi ender opp med, er pa formen

<KM + KG(a'”f)>r =R (3.1)

der KM er materialstivhetsmatrisen, K& er den geometriske stivhetsmatrisen
og r er forskyvningen ut av planet. R er lastvektoren p.g.a ytre laster og "¢/
er referansespenningen langs randen av platen. Vi skal senere se hvordan dette
likningssystemet etableres for en plate. Tilsvarende fremgangsmetode skal ogsa
benyttes for & analysere et krumt skall.

29
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Figur 3.1: Plate i deformert og udeformert tilstand

Den pafgrt spenningen langs randen pa platen, skrives om ved hjelp av en
lastparameter eller last proporsjonalitetsfaktor A.

o=Ao""/ (3.2)

og det kan da vises at

K%(o) = AK% (") (3.3)

Den inkrementelle likevektslikningen for preknekningsomradet blir na
<KM + AKG(a-’"ef)> AD = AR (3.4)

I det gyeblikket instabilitet oppstar kan platen vise endring 1 AD uten at de ytre
lastene endrer storrelse (dvs. AR = 0). Likevektslikningene pa inkrementell form

blir derfor
(KM + AKG (o )) AD' =0 (3.5)

der A er egenverdi nummer 7 med tilhgrende egenvektor eller knekkform AD?.
Dette representerer et klassisk egenverdiproblem for en plate, der det er like
mange egenverdier A* som frihetsgrader for systemet. Knekning oppstéar nar last-
faktoren er lik den minste av egenverdiene, og knekkspenningen o*"* er derfor

a,krit — Akrita,ref (36)

der A*"* = A! som er den fgrste og laveste egenverdien.
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3.3 Rayleigh-Ritz metoden

Et elastisk legeme har et uendelig antall frihetsgrader, siden frihetsgradene til
legemet er forskyvningene i et hvert punkt. Ved a foreta en romlig diskretisering
kan forskyvningene beskrives ved et endelig antall frihetgrader. Forskyvningen i
en konstruksjon, representeres av et antatt forskyvningsfelt som bestar av en sum
av funksjoner. For et to-dimensjonalt problem som en tynn plate, kan forskyv-
ningen ut av planet beskrives som

w(z,y) = Zzaijgi(l‘)gj(y) (3.7)

der gi(z) og g¢;(y) er formfunksjoner som er definert over hele konstruksjonen,
og a;; er tilhgrende amplitude. Problemet reduseres til a bestemme koeffisientene
a;j. Rayleigh-Ritz metoden er generelt ikke eksakt, men ngyaktigheten gker nar
antall frihetsgrader gker. En mer grundig gjennomgang av en egenverdianalyse
ved hjelp av denne metoden vil bli gjennomgatt 1 kapittel 4.

Ideen i Rayleigh-Ritz metoden er & benytte prinsippet om stasjonaer potensi-
ell energi med det antatte forskyvningsfeltet. Det kreves derfor at formfunksjo-
nene er linezrt uavhengige og at de essensielle randbetingelsene er oppfylt, men
funksjonene trenger ikke tilfredstille de naturlige randbetingelsene. De essensielle
randbetingelsene er forskyvninger og rotasjoner til platens rand, og de naturlige
randkravene er krefter og momenter pafgrt langs randen.

I samsvar med prinsippet om stasjonar potensiell energi, med det antatte
forskyvningsfeltet 1 likning 3.7, far vi et likningsystem med m ganger n ukjente:

oll

8@0 N

0 (3.8)

Ved a lgse dette likningsystemet er forskyvningen fullstendig definert.

I Rayleigh-Ritz metoden tvinges et legeme til a deformere seg i en bestemt
form. Dette medfgrer at legemet blir stivere enn det er 1 virkeligheten, og det
trengs derfor stgrre krefter for a deformere en konstruksjon. Ngyaktigheten til
metoden er avhengig av hvor godt det antatte forskyvningsfeltet beskriver virke-
ligheten. Med et stort antall formfunksjoner er konstruksjonens forskyvningsfelt
friere, hvilket betyr at konstruksjonen blir mykere. Rayleigh-Ritz metoden kon-
vergerer ovenifra, mot den eksakte lgsningen etterhvert som antall formfunksjoner
eller frihetsgrader gker. I det spesielle tilfellet, der det antatte forskyvningsfeltet
inneholder et ledd som er lik den eksakte forskyvningen i henhold til antagelsene
som ligger til grunn, vil ogsa lgsningen til Rayleigh-Ritz metoden vere eksakt.
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3.4 Elementmetoden

3.4.1 Innledning

Rayleigh-Ritz metoden er som tidligere presisert avhengig av at det antas for-
nuftige formfunksjoner som er definert over hele konstruksjonen. De kinematiske
randbetingelsene skal veere tilfredstilt, hvilket kan by pa problemer for konstruk-
sjoner med komplisert geometri. Disse vanskelighetene unngas i1 elementmetoden
ved at konstruksjonen deles opp i en rekke elementer, slik at formfunksjonene
kun gjelder for hvert enkelt element. Dersom formfunksjonene tilfredstiller visse
kontinuitetskrav mot naboelementet [10], vil lgsningen konvergere mot den ek-
sakte lgsningen, nar antall elementer gker. Denne konvergensen er analog med at
Rayleigh-Ritz metoden konvergerer nar antall formfunksjoner gkes.

3.4.2 Elementmetodens bakgrunnsprinsipper

I elementmetoden antas en forskyvning over et element som
u=Nd (3.9)

der u er forskyvningen i elementet, N er en matrise av formfunksjoner og d
er knutepunktsforskyvningene. Relasjonen mellom forskyvninger og tgyninger er
gitt ved

e = ANd = Bd (3.10)

der € er tgyningen og A er en differensialoperator. Hvis matrisen E beskriver
materialegenskapene, er sammenhengen mellom spenninger og tgyninger i line-
erteorien

o = Ee = EBd (3.11)

Det kan vises at prinsippet om virtuelt arbeid [10], som sier at det indre virtuelle
arbeidet er lik det ytre, kan skrives som

/56T0'dV:/ 5uTtdS—|—/5qudV (3.12)
14 - 14

der t og f er henholdsvis overflatekrefter og volumkrefter. For et element er V/
volumet, og S, er overflaten. Ved innsetning av likning 3.9-3.11 i dette prinsippet,
far vi likevektslikningen for elementet

sd” / BTEBddecidT< Nt dS + / NdeV> (3.13)
14 So 1%

En vanlig notasjonsform for denne likevektslikningen er

kMd =S (3.14)
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der kM = fV BTEB dV er elementets materialstivhetsmatrise ogS = (fSc N7t dS+
= NTf dV) er en lastvektor. Likning 3.14 gjelder kun pé elementniva i et lokalt
aksesystem. Pa grunn av at frihetsgradene til et element er avhengig av andre
elementer, trengs en likevektslikning pa globalt niva. For a etablere et globalt sys-
tem, trengs det en sammenheng mellom de lokale frihetsgradene d; og de globale
frihetsgradene D for hvert element :

der a; er en passende tilordningsmatrise. Ved hjelp av denne sammenhengen,
samt a ta med knutepunktskreftene P, blir stivhetsrelasjonen

KMD =R (3.16)

der KM = Y~ al'kMa; er materialstivhetsmatrisen pa systemniviog R = 3, a!'S;+
P er de totale knutepunktskreftene. Vi ma derfor summere sammen bidragene
fra alle elementene for a komme fram til likevektslikningen 3.16. Ved a lgse denne
likningen finner vi forskyvningene 1 hele konstruksjonen.

3.4.3 Egenverdianalyse i elementmetoden

Knekning av en plan plate oppstar nar membrankreftene blir sa store at vi far
en forskyvning ut av planet. Linezrteori om elastisitet neglisjerer slike effekter,
som knekning. For a ta hensyn til membrankreftenes virkning ma en geometrisk
stivhetsmatrise KG(cr) innfgres i1 likevektslikningen. Denne matrisen etableres
ved & betrakte arbeidet som utfgres av de ytre kreftene. Ved & anta at de ind-
re spenningene er konstant lik de pasatte spenningen S, S, og S,,, blir dette
arbeidet

b L
T :/ tS;Au(y) dy + / tS,Av(z)dz
0

L b ’
+ / / tSey(uy +vz) dyde
o Jo

der Au(y) og Av(z) er endeforlengelsene til ngytralflaten, som vist i figur 3.1.
Som vi skal se senere i oppgaven, er membrantgyningene i linearisert 2.ordens
teori konstante og uavhengige av utbgyningen i tverretning. Dette medfgrer at vi
kan se bort ifra membrantgyningene, siden bidraget faller bort ved derivasjon av
den potensielle energien. Fra likning 2.29-2.31 far vi derfor

(3.17)

" 1

uly = —§ww (3.18)
m 1 2

vl = —§w7y (3.19)
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Dette gir endeforkortningene

L

L

Au(y) = /Oufgd:n:—/o §w?xd:c (3.21)
b by

Av(z) = /Ovj;dy:—/o §w?ydy (3.22)

" -

Ved & anta et forskyvningfelt w(z,y) = Nd, som impliserer at [w,w,

VNd = Gd, samt a benytte likning 3.20 - 3.22, far vi
1 b L T ‘
LTI S]]
2 0 0 w y ngy Agy wy (323)
1
= —d"k4d
2

Dette betyr at den geometriske stivhetmatrisen pa elementniva blir

b L g g
k¢ = —/ / tGT[S”” gy]edydx (3.24)
0 0 Yy Y

Ved & benytte tilordningsmatrisen a;, som kobler de globale frihetsgradene D
med de lokale frihetsgradene d; for element nummer ¢ blir den geometriske stiv-
hetsmatrisen K¢ pa systemniva

K¢ = Z a; ka; (3.25)

Den modifiserte likevektslikningen som tar hensyn til membrankreftenes innvirk-
ning pa utbgyningen av platen blir derfor

<KM + KG(a)>D =0 (3.26)
For disse likevektslikningene blir egenverdiproblemet
(KM + A'KSG (o )) AD' =0 (3.27)

der A® er en egenverdi med tilhgrende knekkform AD?. Referansespenningen er
o/ som medfgrer at knekkspenningen o*"# for den laveste egenverdien A*"* blir

a_krit — Akrita,ref (328)
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3.4.4 Elementprogrammet Abaqus

Elementmetoden er veldig generell og kan benyttes i mange forskjellige analyser
som for eksempel 1 konstruksjonsanalyser. Dette har medfgrt at den er veldig
populer blant ingenigrer. Siden denne metoden er sa utbredt finnes det mange
forskjellig dataprogrammer for elementanalyser. Et eksempel er Abaqus, som blir
benyttet 1 denne oppgaven. En elementanalyse ved hjelp av et dataprogram er
ofte delt opp i tre deler. Fgrst ma modellen bygges opp, som her gjgres i et eget
program som heter Prefem. Dette programmet deler opp geometrien i elementer
og fastsetter materialegenskaper til modellen. Neste steg i analysen er a utar-
beide lgsninger av problemet. Modellen leses inn 1 elementprogrammet Abaqus,
der laster og randbetingelser innfgres. En mer detaljert beskrivelse av dette pro-
grammet finnes i bruker-manualene |2, 3]. Abaqus produserer filer med resultater
fra beregningene. Disse filene blir brukt i siste del av analysen, der resultate-
ne av analysen presenteres. I denne oppgaven benyttes postprosessoren til Aba-
qus. Dette programmet gir en grafisk visualisering av forskjellige spenningsfelt
og forskyvningene i konstruksjonene. Det er mange funksjoner i postprosessoren,
og resultatene kan presenteres pa forskjellig mater. Dette er naermere forklart i
bruker-manualen [1].

I Abaqus finnes det tre hovedklasser av skall-elementer bestaende av tynne,
tykke og generelle elementer. Forrige avsnitt skisserte kort en knekningsanaly-
se 1 elementmetoden av en flat tynn plate. For en slik plate kan tgyningene
beskrives ved hjelp av likning 2.26-2.31. Denne plateteorien blir ofte betegnet
som Kirchhoffs klassiske plateteori [8, 27], som kort ble gjennomgatt i avsnitt
2.6. Elementene 1 Abaqus som benytter denne teorien heter STRI3 og STRI35.
Disse elementene har tre knutepunkt. For tykke skall gir ikke disse elementene
tilfredstillende resultater. Da méa elementer som benytter teori for tykke plater
benyttes. De tykke skallene bygger pa teorien til Midlin [27]. Disse elementene er
egnet for a lgse problemer, der skjerdeformasjonene ikke kan neglisjeres. Det er
ogsa utviklet elementtyper i Abaqus som kan utarbeide gode lgsninger bade for
tynne og tykke skall. Dette er de generelle skall-elementene. S3 og S4 er to typer
av denne klassen, som henholdsvis har tre og fire knutepunkt. Disse elemente-
ne er meget robuste og vi far ikke skjeerlasning. Elementene kan behandle store
deformasjoner og problemer med bade material og geometriske ikkelineariteter. I
teorimanualen til Abaqus [2] finnes detaljert informasjon om alle elementtypene.

I denne oppgaven benyttes elementtypen S4 fra den generelle klassen og
ST RI3 som tilhgrer klassen for tynne skall.



Kapittel 4

Modeller for egenverdiberegninger
v.h.a. Rayleigh-Ritz metoden

4.1 Innledning

Dette kapittelet behandler teorien for a utvikle modeller for egenverdiberegnin-
ger av en plate og et skall ved hjelp av Rayleigh-Ritz metoden. Som en del av
oppgaven blir modellene implementert 1 Fortran, slik at lgsningene kan beregnes.
Bakgrunnsmaterialet er hentet fra [8, 9, 27].

4.2 Egenverdiberegning av avstivet plate

4.2.1 Modell og antagelser

Figur 4.1 viser en fritt opplagt plate som er avstivet med fjaerer med fjaerstivhet
k. For a finne knekklasten til en slik plate kan Rayleigh-Ritz metoden anvendes.
Forste steg 1 denne metoden er a anta fglgende forskyvningsfelt, som tilfredstiller
grensebetingelsene

m n

.o mix, . W] 0
w(z,y) = Z ZaijSHl(T)SIH(%) der 0

=1 j=1

L
) (4.1)

IAIA
IAIA

T
Y
der a;; er amplituder, L er platelengden og b er platebredden. Hvert ledd 1 det
antatte forskyvningsfeltet er komponenter fra Fourierrekkelgsningen av differen-
siallikningen 2.47. I en Fourierrekkelgsning, er uendelig antall ledd tatt med, slik
at den lgser differensiallikningen. Det vil si at ngyaktigheten til den tilnermede
lgsningen gker, nar antall ledd gker. Hvis w(x, y) bestar av ett eller flere ledd som

gjengir den eksakte forskyvningen i1 henhold til antagelsene som er lagt til grunn,
vil ogsa lgsningen til Rayleigh-Ritz metoden veere eksakt.

36
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Figur 4.1: Fritt opplagt plate avstivet med fjeerer
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Som vist 1 figur 4.2 pafgres platen en kombinasjon av spenninger bestaende
av S.(y), Sy(x) og S,y Mélet er da & finne en skalar A** slik at den kritiske
spenningen er lik den péasatte spenningen multiplisert med A*:

O_l;rit — Akritsr(y) (4‘2)
O_;cm't — Akritsy(l,) (43)
Tt = AMIS,, (4.4)

Vi begrenser oss til at den pasatte aksialspenningen og spenning normalt pa
aksialretningen, er linezrt varierende langs rendene til platen og skjaerspenningen
er konstant, som vist i figur 4.2. Spenningene normalt pa randen kan skrives som

Soly) = Si+(S2-SHT (4.5)
@@)zsyuﬁ—g% (4.6)

For & benytte Rayleigh-Ritz metoden ma vi finne den potensielle energien til
platen, nar forskyvningen w(z,y) er antatt. Den potensielle energien II er

M=U+T (4.7)

der U er tgyningsenergi og T' er potensialet til de ytre kreftene. I det generelle
tilfellet der vi har et tre-dimensjonalt isotropisk legeme med overflate A og volum

V er

U = /eTadV (4.8)
‘/'

T = /uTtdA (4.9)
A

der o = [04,0y,0., Ty, Tys, T2z €1 de indre spenningene og € = [€;, €y, €2, Vay, Vyzs Yoz
er tgyningene. Forskyvningene i legemet er u, mens t er overflatespenningen.

I dette tilfellet vil tgyningsenergi oppsta som en fglge av at bade platen og
fjeerene deformerer seg. U er derfor sammensatt av tgyningsenergien fra fjerene
og fra platen slik at

U= Ufjaerer + Uplate (410)

Tgyningsenergien til platen er er avhengig av hele forskyvningsfeltet, mens tgy-
ningsenergien til fjeerene er knyttet til den vertikale forskyvningen langs linjen
S, som vist 1 figur 4.1. Dette impliserer at begge bidragene til en viss grad er
forbundet til hverandre gjennom w(z,y). Hvis for eksempel stivheten til fjaerene
er sveert stor, vil den vertikale forskyvningen langs S veere liten. Dette pavirker
tgyningsenergien Upjaee til hele platen.
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Den potensielle energien forarsaket av de ytre lastene kan deles opp et bidrag
for hver lastkombinasjon. I dette tilfellet er det mulig a pafgre tre forskjellige
laster slik at

T="Ts,+Ts,+Ts,, (4.11)
der Ts,,Ts, og Ts,, er bidrag fra henholdsvis aksialspenning, spenning normalt
pa aksialretningen og skjeerspenning.

Som vi senere skal se, blir den potensielle energien med det antatte forskyv-
ningsfeltet pa formen

1
N=U+7T-= §a¢jﬁrijkzak1 + G(Sz, Sys Szy) (4.12)

der Kjj er stivhetsmatisen og G(S;, S, S:,) er en funksjon uavhengig av amp-
litudene a;;. Ved a derivere denne likningen to ganger finner vi at

on_ U 9T
8a¢j8ak1 N 6%8%, 6aij6ak,

Kiju = = Q’%l + [ﬁki (4.13)

der K%d og ngl er henholdsvis material og en geometrisk stivhetsmatrise. Fra
prinsippet om stasjonar potensiell energi far vi fglgende likevektslikninger

(K + Ky)aw =0 (4.14)

I linearisert 2.ordens teori er koeffisientene i ngl linezere med hensyn pa de pas-
atte spenningene S, S, og S;,. Ved a sette inn likning 4.2-4.4 1 den geometriske
stivhetsmatrisen, oppnas fglgende egenverdiproblem

oll
=0 4.15
das (4.15)
U

der A° er egenverdi nummer e med tilhgrende egenvektor daj,;. Antall egenverdier
og egenvektorer for dette systemet er lik antall frihetsgrader. Etter at egenverdie-
ne A° er beregnet, finner vi knekklasten ved hjelp av likning 4.2-4.4. Knekklasten
er gitt av den minste egenverdien. Den tilhgrende knekkformen finnes fra likning
4.1, med egenvektoren dag; innsatt.

4.2.2 Tgyningsenergien til platen

For & beregne tgyningsenergien til platen skriver vi om pa likning 4.8. Det er
sveert vanlig a splitte opp Uplate 1 €t bidrag fra membrantgyning og et fra bgy-
etgyning. Ved & benytte seg av Kirchhoffs antagelse [8], vil membrantgyningene
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veere konstant over tykkelsen, mens bidraget fra bgyning varierer linezert. Med
denne antagelsen vil det ikke bli noen kobling mellom membrantgyninger og bgy-
etgyninger, siden koblingsleddene forsvinner ved integrasjon over tykkelsen, slik
at

Uplate:/eTadV
v

= /V(eb + em)T(ab +o™)dV (4.17)

= [l + ) Tomav
:
= Uglate + gfate

De to bidragene kan derfor beregnes separat ved innsetning av Hookes lov, og de
kinematiske relasjonene i likning 2.26-2.31. For bgyningsenergien far vi

D L b
Uglate = 3 /0 /0 [/{i + K/i + 2uk Ky + 2(1 — I/)/iiy] dy dzx (4.18)

D L b
— 5 / / [(wgr -I' w,yy)2 _ 2(1 — V)(w7xxw7yy — w?z‘y)] d;E dy(419)
0 0

Integralet i likning 4.19 kan utregnes eksakt med det antatte forskyvningsfeltet.
Resultatet som finnes i tillegg A bestar av kvadratiske ledd av amplituden a;;.
Det betyr at bgyningsenergien gir bidrag i1 prinsippet om stasjonaer potensiell
energi , siden K5 oppnas ved a derivere to ganger med hensyn pa amplituden
a;;. For membrantgyningsenergien far vi

t L b
no- L / / (o7 + 07 — 2(1 — v)(070™ — (™)) dy dz (4.20)
2E 0 0 Y Yy Y

1 L b
- ﬁ/ / [(Flyy + Foo)? = 2(1 = v)(FoF, — F2 )] dy dz (4.21)
0 0

der F(x,y) er Airys spenningsfunksjon. Denne funksjonen finnes ved & lgse likning
2.51 med det antatte forskyvningsfeltet. Resultatet er utarbeidet i doktorgrads-
oppgaven til Byklum [9], og finnes i tillegg A. I en egenverdiberegning lineariseres
Airys spenningsfunksjon, slik at kvadratiske ledd av amplituden neglisjeres. Det
vil si at
Wy 2 N e 2 N
Fley) = 12— (52— s)L - 512 (52 )L

Denne funksjonen er uavhengig av amplituden. Fglgelig gir ikke membrantgy-

Sepry  (4.22)

ningene bidrag i prinsippet om stasjonar potensiell energi, siden vi deriverer to
ganger med hensyn pa amplituden. Spenningfunksjonen tilfredstiller ogsa fglgen-
de krav

Um = F7yy = Sl‘ O'm = F,l‘l‘ = Sy Tm — _Fﬂ?y _= Sggy (423)

ry
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som viser at 1 linearisert 2.ordens teori er de indre spenningene konstant lik de
ytre spenningene.

4.2.3 Tgyningsenergi p.g.a. fjeerer

For fjeerene forenkles likning 4.8 til
1 2

Ufjagrer = 5 kw dS (424)

S
I bidrag fra fjeeren ma vi integrere langs linjen S 1 figur 4.1, der fjaerene er spent
fast. Dette integralet lar seg generelt ikke integrere eksakt, og vi ma benytte
numerisk integrasjon. For & gjennomfgre denne integrasjonen er det enklest a

parametrisere koordinatene langs linjen S:
r = x4 (xy—29)7 (4.25)
y = yit+(y2—y)z der 0<z<l1 (4.26)

Koordinatene (z1,y1) og (z2,y2) er definert i figur 4.1. Ved hjelp av denne para-
metriseringen kan vi foreta et variabelskifte 1 integralet i likning 4.24:

1
Ukjzerer = /§kw[x,y]2ds
S

1
1
= / _kw[ml + ($2 - :1;1):%7 Y + (yQ - yl)j;)]QLstiver dz (427)
0

der Lgiper = \/(:132 — 21)? + (y2 — y1)? er lengden til avstivningen. For & integrere
likning 4.27 benytter vi den numeriske integrasjonsreglen trapes-reglen [18] :

1
Ufjaerer = / g(-i') dx
0
n—1 (428)

= %Q(O)h +h ;g(ih) + %g(l)h

der antall integrasjonspunkter er (n +1) og h = L.

4.2.4 Potensiell energi p.g.a ytre laster

Neste steg er a finne T, som er potensiell energi pa grunn av ytre laster. Denne
potensielle energien er lik arbeidet utfert av de ytre kreftene. I det generelle
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tilfellet, der et legeme er utsatt for en ytre spenning t pa overflaten S kan denne
energien skrives som

7‘:!/1uTtdS (4.29)
S

der u er forskyvningsfeltet. Den potensielle energien til de ytre lastene kan deles
opp 1 tre forskjellige bidrag, et for hver komponent av den pasatte spenningen

T =Ts, +Ts,+Ts, (4.30)

For aksialspenningen S,. forenkles likning 4.29 til

Ts, :/ /2 S:Au(y) dz dy (4.31)
0o J—

t
2

der Au(y) er endeforkortningen i x-retning. Hvis de ytre pasatte spenningene S,
er positive far vi en endeforkortning av platen. I samsvar med den kinematiske
relasjonen 1 likning 2.29 kan endeforkortningen skrives som

L L 1
Au(y) = / u dr = / (€ — —w?)dx (4.32)
o 0 2
Tilsvarende kan vises for de andre komponentene og tilsammen far vi

T=Ts, +Ts,+Ts,,
T
__t 2 2
=3 /0 /0 (Spw?, 4 28pyw pw y + Syw?,) dy dx (4.33)
L b
+ t/ / (Szer + Syc;” + Szyfy?y) dy dx
o Jo

Begge integralene kan utregnes eksakt ved hjelp av det antatte forskyvningsfeltet
og Airys spenningsfunksjon F(z,y). I en egenverdiberegning benyttes den linea-
riserte F'(z,y), som medfgrer at det siste integralet i likning 4.33 ikke er avhengig
av amplituden a;;. Dette integralet gir derfor ikke noe bidrag i en egenverdibereg-
ning, siden det forsvinner ved derivasjon med hensyn pa amplituden a;;. Bidraget
fra hver av de ytre lastene er utregnet i tillegg A.

4.2.5 Rotasjonsfjerer om linje S og langs rendene

I enkelte tilfeller gnsker vi & analysere en plate som ikke kan rotere fritt om
linjen S eller langs randen. Platen kan for eksempel veere fast innspent langs
rendene. For & modellere dette kan rotasjonsfjeerer benyttes for a stive opp platen.
Fjeerer med sveert stor stivhet vil motvirke en rotasjon, og platen blir tilnzermet
lik fast innspent. I andre tilfeller vil vi beskrive en kraftig stiver, som hindrer
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rotasjon om linje S. Dette kan ogsa modelleres med kraftige rotasjonsfjaerer langs
S. Teyningsenergien T"% forarsaket av en enkelt rotasjonsfjeer er generelt

1
Trot — 5]{7“01‘52 (434)

der k™' er fjeerstivheten og 3 er rotasjonen. Antagelsene om smé forskyvninger
og rotasjoner i platen medfgrer at rotasjonen i et punkt er lik den deriverte. Med
rotasjonsfjerer langs randen x = 0, blir tgyningsenergien dermed

b
722 = [ Gt oo dy (1.35)
0
Pa tilsvarende mate kan tgyningsenergien til rotasjonsfjaerene langs alle rendene
settes opp. Uttrykkene er utarbeidet i tillegg A med det antatte forskyvningsfeltet
w(x,y). Langs rendene kan integralene regnes ut eksakt, men det er ikke tilfelle
langs linje S. Da ma numerisk integrasjon benyttes, pa samme mate som for de
avstivende fjaerene 1 vertikalretningen. Hvis vi skal beskrive en rotasjon om linje
S ma den dekomponeres i rotasjon bade om x- og y-aksen. Integralet blir derfor

1
TL :/ —kMw? ds
2 ’
s

| (4.36)
[ 555w+ 0,3) -l ds
S

Uttrykket w, er den deriverte, k%" er fjeerstivheten og n er en enhetsvektor

normalt pa linjen S. Vektorene i og j er enhetsvektorer i henholdsvis x- og y-
retning.
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Figur 4.3: En fjerdedels sylinder
4.3 Egenverdiberegning av sylindrisk skall

4.3.1 Modell og antagelser

Rayleigh-Ritz metoden kan anvendes i utallige eksempler. Kravet er at vi har
linezert uavhengige formfunksjoner som tilfredstiller de essensielle randbetingele-
sene. Dette kravet kan vaere vanskelig a oppfylle 1 enkelte tilfeller. Ngyaktigheten
til metoden er avhengig av formfunksjonenes evne til a beskrive forskyvningene
i konstruksjonen. Derfor er det fordel a ha en viss anelse om formen til den de-
formerte konstruksjonen. I dette avsnittet benyttes Rayleigh-Ritz metoden til &
finne egenverdien til et fritt opplagt, krumt skall. Skallet er en fjerdedel av en sy-
linder, som vist i figur 4.3. Det er derfor naturlig a velge formfunksjoner som lgser
differensiallikningen for sylindre i likning 2.64, og derfor antar forskyvningsfeltet

m n

w,(z,0) = Z Z aijsin(ﬂzz)sin@j&) der 8

i=1 j7=1

(4.37)

VANEVAN
[SIE R

x
0

ININA

Denne forskyvningen er null langs randen til skallet. T den totale forskyvningen

tot 3

wi°! i radiell retning ma en forskyvning w22 legges til. Dette skyldes at radiusen

til skallet endres som en fglge av Poissons tverrkontraksjonsforhold, slik at

wtot — wstatisk T w, (438)

r r

Hvis for eksempel skallet er belastet med en ren aksiallast vil radiusen gke, men
w?t*"s* har ingen betydning i en egenverdianalyse siden denne forskyvningen faller
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bort i prinsippet om stasjonaer energi. Videre i oppgaven ser vi derfor kun pa det
antatte forskyvningsfeltet w,, som er knekkformen til skallet.

For a utvikle en egenverdimodell i dette problemet benytter vi teori hentet fra
sylindriske skall 1 avsnitt 2.7. Fra dette avsnittet benytter vi Donnels kinematiske
relasjoner fra likning 2.56-2.58 og Airys spenningsfunksjon for sylindre, som finnes
i tillegg B. Med disse antagelsene atskiller ikke skallet i figur 4.3 seg mye fra en
hel sylinder. Forskjellen er at det ikke er noen forskyvning radielt langs randen til
skallet. Ved a kreve at forskyvningen i en sylinder tilfredstiller likning 4.37, med
en vinkel # som gar over en hel periode, vil egenverdimodellene vare identiske.

Skallet kan pafgres aksialspenningen 5,, skjeerspenning S.¢ og et ytre hydro-
statisk trykk p. Ettersom forskyvningene er sma, kan vi tilnserme at det hydro-
statiske trykket virker i radiell retning etter knekning, slik at trykkets retningen
ikke endres. I det tilfellet der skallet er belastet med et ytre trykk, ma en balanse-
rende spenning Sy veere pasatt for & opprettholde likevekt. Denne spenningen er
konstant i linearisert 2.ordens teori og kan finnes ved enkle likevektsbetraktninger
1 y- og z-retning av skallet 1 figur 4.3. Likevektslikningen blir

L r3
Setly = / / pcosbja db dx (4.39)
o Jo

L r3
SetLk = / / psinfka df dx (4.40)
o Jo

der ¢ er tykkelsen, L er lengden og a er radiusen til skallet. Vektorene j og k
er enhetsvektorer i henholdsvis y- og z-retning. For at disse likningene skal vare
oppfylt ma

Sy = %p (4.41)
Som for platen i forrige avsnitt vil vi finne en skalarverdi A*"% slik at den kritiske

spenningen er

okrit = ARG, (4.42)
pkril‘ — Akritp (443)
Tt = AMS,, (4.44)

Denne belastningen tilfgrer skallet en potensiell energi 11 som er
I =Usgan +T (4.45)

der Usiq er toyningsenergien til skallet og T' er den potensielle energien til de
ytre kreftene. Egenverdiproblemet for skallet blir

(KM + A°KG,)das, =0 (4.46)

der 92U 9T
KM o _ L Tshkall K&, =" 4.47
X”M 8a¢j8ak1 X”M 8%8@“ ( )

A¢ er egenverdi nummer e med tilhgrende egenvektor dag,
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4.3.2 Tgyningsenergi

Pa tilsvarende mate som for en plate kan tgyningsenergien til et skall splittes opp
i et bidrag fra bayningsenergi U, ,, og et fra membrantgyningsenergi U ,,, slik
at

Usgann = ULy + U% (4.48)

I en egenverdiberegning for en plate har ikke U}, innvirkning. Dette skyldes at
den potensielle energien pa grunn av membrantgyningene i linearisert 2.ordens
teori er uavhengig av forskyvningen ut av planet. Bidraget forsvinner nar vi deri-
verer med hensyn pa amplituden a;; 1 prinsippet om stasjoneer potensiell energi.
Dette er ikke tilfellet for en egenverdiberegning av et krumt skall. Krumningen av
skallet gjgr at U2, er avhengig av den radielle forskyvningen ogsa i linearisert
2.ordens teori. For a beregne U, benytter vi Airys spenningsfunksjon F(z,0),
som er regnet ut i tillegg B med det antatte forskyvningsfeltet. Skallets potensielle
energi pa grunn av membrantgyningsenergien er

m = / / (o7 + 07) — 2(1 — v)(oT o] — (773)%)] 6 di (4.49)

_ /0 /0 [(Foo + a*F 1) (4.50)

—2(1 —v)(a*FggF pr — CLQF;@)] dl dx

Skallets potensielle energi pa grunn av bgyning er

D
Ubeatl = . / / (w20 + —) —2(1 —V)(ww_,%— M)] dz df (4.51)

a?

Begge disse bidragene er utarbeidet i tillegg A.

4.3.3 Potensiell energi p.g.a ytre spenninger langs randen

Den potensielle energien til de ytre spenningene t er lik arbeidet utfgrt av spen-
ningene, som generelt er

T:/uTtdS (4.52)
S

der S er overflaten til legemet og u er forskyvningene. For aksialspenningen blir
dette

Ts, = / " 1S, Au(0)a do (4.53)
0
der Au(f) er endeforkortningen i x-retning og S, er den pasatte spenningen. Ved
hjelp av den kinematiske relasjonen i likning 2.56 finner vi at denne endeforkort-
ningen er

I I
Au(f) = / u”; dr = / (e — —wir) dz (4.54)
0 0
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Pa tilsvarende mate kan den potensielle energien pa grunn av de andre spennin-
gene utarbeides, 0og vi far tilsammen

T=Ts, +Ts,+1Ts,

wr,é’

Y 9 2 w,
S §/0 /0 (waﬂ_, + 250w, zw, 5 + So( e + 2;)) adfdx (4.55)

L r3
+ t/ / (Szer 4+ Speg + Szevip) a df dx
o Jo

der Sy = Zp. Bidragene fra de ulike spenningskomponentene er utarbeidet i tillegg

B.

4.3.4 Potensiell energi p.g.a ytre hydrostatisk trykk

Med et ytre trykk p ma en balanserende spenning Sg = ¢ p veere pasatt for at skal-
let skal vaere i likevekt. Den potensielle energien pa grunn av et ytre hydrostatisk
trykk er lik arbeidet dette trykket gjor pa skallet som er

L r3
T, = —/ / pw, db dzx (4.56)
o Jo

Dette arbeidet gir ikke bidrag i prinsippet om stasjonzer potensiell energi, siden
det ikke inngar kvadratiske ledd av amplituden a;;, som vist i tillegg B.

4.3.5 Rotasjonsfjeerer langs rendene

Pa tilsvarende mate som for plater gnsker vi i enkelte tilfeller & analysere et skall
som ikke kan rotere fritt langs randen. Rotasjonene langs randen motvirkes ved
a legge inn rotasjonsfjaerer. For fjaerer langs randen x = 0, blir tgyningsarbeidet

71

Uret / k(02 moa d (4.57)
0

Pa tilsvarende mate kan tgyningsenergien pa grunn av rotasjonsfjeerer langs alle

rendene settes opp. Uttrykkene for tgyningsenergien til rotasjonsfjaerene finnes i

tillegg B.



Kapittel 5

Verifikasjon av platemodellen

5.1 Innledning

I dette kapittelet skal platemodellen som ble utarbeidet i forrige kapittel verifi-
seres. For a prgve ut hvor gode tilnermingene er, sammenliknes platemodellen
med elementberegninger i Abaqus. | enkelte tilfeller er det ogsa mulig a finne en
analytisk lgsning som kan benyttes til & kontrollere modellene.

5.2 Sammenlikning med analytisk lgsning

Et eksempel der det er mulig a etablere en analytisk lgsning er en fritt opp-
lagt plate som er belastet med en aksialspenning og en spenning normalt pa
aksialretningen. Fra likning 2.47 har vi at differensiallikningen som beskriver for-
skyvningen w(z,y) for en plate er

DV*w = Now 4y + 2N,y oy + Nyt (5.1)
I linearisert 2. ordens teori antas spenningene & veere konstante igjennom hele

platen, slik at N, = t5,, N, = S5, og N, = 0. Den kritiske spenningen finnes
ved hjelp av den minste egenverdien A*:

O',k”t — _Akrit& — AkritSI (52)
’ t
O_Zl/cmt — _AkMtTy — Akmtsy (53)

der S, og S, er referansespenninger.

For a sammenlikne med platemodellen tillates kun lgsninger av differensial-
likningen som tilfredstiller grensebetingelsene. En fritt opplagt plate har ingen

48
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forskyvning ut av planet langs randen. I tillegg ma forskyvningsfeltet gjengi mo-
mentfri opplagring langs randen til platen. Matematisk kan dette skrives som
W o= Wy =0 narx =0og z =L (5.4)
w = wy, =0 nary=0o0gy=2>b (5.5)
Dette medfgrer at lgsningen ma veere pa formen
T TIY

w(z,y) = aj; sin(T)sin(T) (5.6)

der 7 og 7 er heltall og a;; er amplituden. Forskyvningsfeltet har kun en frihetsgrad
og ved a sette inn dette feltet i likning 5.1 finner vi at

D(Wl)2 n w)Q—AS (Szt(m)Q + Syt(ﬁjy): 0 (5.7)

12 b2 12 b2
der A° er egenverdi nummer e med en tilhgrende knekkform. Problemet er na

redusert til & bestemme hvilke 7 og 7 som gir den minste egenverdien, slik at
knekkspenningen til platen kan beregnes ved hjelp av likning 5.2-5.3.

Denne analytiske lgsningen kan na sammenliknes direkte med et egenverdi-
problem som etableres med Rayleigh-Ritz metoden. Dette egenverdiproblemet

blir

(KM + A°KCy)dag, =0 (5.8)
U
0°U, 0*T
plate | A¢ )da$, = 0 (5.9)

8a¢j8ak1 8aij8akl
U
Drtlb % 42 . tb(im)? tL(jm)? .
() —A (5} TR )} dijpda; =0 (5.10)

der 6;; 11 er Kroneckers delta definert som fglgende

{ 1 hvisbhadeti=kogj=1
ijkt =

0 ellers

(5.11)

Matrisen 1 dette likningsystemet er diagonal, som medfgrer at alle likningene 1 lik-
ningsystemet er fullstendig ukoblet. For a unnga den trivielle lgsningen daf, = 0
ma vi kreve at likning 5.7 er oppfylt, hvilket betyr at vi far samme resultat.
Dette impliserer at Rayleigh-Ritz metoden er eksakt i dette eksempelet. Egen-
verdiene og egenvektorene fra den analytiske lgsningen og Rayleigh-Ritz metoden
kan bestemmes ved fglgende likning

_ DIE+ (B
SA(E ) + Syt

e

(5.12)

Den minste av egenverdiene A® gir knekkspenningen "%

av likning 5.2-5.3

, som finnes ved hjelp
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Figur 5.1: Elementmodell av plate avstivet med fjeerer

5.3 Sammenlikning med elementanalyser

5.3.1 Innledning

I forrige avsnitt ble Rayleigh-Ritz metoden sammenliknet med en analytisk lgs-
ning for en flat plate. Slike analytiske uttrykk er vanskelig a etablere i de tilfellene
der stivheten til fjeerene langs linjen S 1 figur 5.1 eller rotasjonsfjerene ikke er
null. Dette skyldes at det trengs flere enn et ledd i1 en Fourierrekke til a beskri-
ve forskyvningene i platen. Dette er ogsa tilfelle nar platen er belastet med en
skjeerspenning eller linezert varierende normalspenninger. For a gjgre en verifise-
ring av egenverdimodellen 1 disse spesielle tilfellene kan resultatene vurderes opp
mot analyser med elementmetoden. I denne oppgaven benyttes dataprogrammet
Abaqus for elementanalyser.

5.3.2 Elementmodell

Det er hensiktsmessig a lage en elementmodell, som er mest mulig lik den som
blir brukt i egenverdiberegningene med Rayleigh-Ritz metoden. Figur 5.1 viser
geometrien til platemodellen. Platen er fritt opplagt og den har lengde L, bredde
b og tykkelse t. Langs linjen S er det festet fjeerer, som motvirker en vertikal
forskyvning av platen. I elementmodellen benyttes trekantelementene STRI3 og
fjeerelementer som henholdvis beskriver platens og fjaerenes elastiske oppfarsel.
Som nevnt tidligere bygger STRI3-elementene pa den klassiske Kirchhoff teorien,
som ogsa benyttes i egenverdimodellen var med Rayleigh-Ritz metoden.

I Rayleigh-Ritz metoden er forskyvningene glatte funksjoner. Fjaerene er jevnt
fordelt langs linje S med fjaerstivhet k per lengdeenhet. I elementmodellen er hver
fjeer tilknyttet et knutepunkt. Fjaerstivheten til disse fjeerene ma veere ekvivalent
med den som benyttes i Rayleigh-Ritz metoden. Lastene i begge modellen ma
ogsa samsvare mest mulig. | elementmetoden ma en pasatt spenning fordeles
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Figur 5.2: Interaksjonskurver for den kvadratiske platen

som punktlaster til knutepunktene.

I dette kapittelet studeres to forskjellige typer randkrav. Platen kan veere fritt
opplagt eller fast innspent langs randen. Tilfellet der vi har fast innspenning kan
for eksempel modelleres 1 Rayleigh-Ritz metoden ved a legge inn rotasjonsfjeerer
langs randen med sveert stor stivhet. Rotasjonene til platen langs randen blir
derfor sa sma at platen blir tilnermet lik fast innspent. I dataprogrammet kan
en uendelig stivhet modelleres ved a sette den lik den stgrste verdien maskinen
kan beherske. Denne verdien har ingen innvirkning pa regnetiden til egenverdi-
beregningen.

5.3.3 Fritt opplagt plate uten avstivning

Som en fgrste kontroll velger vi det enkleste tilfellet som er en fritt opplagt plate
uten avstivende fjaerer. Dimensjonene til platen velges som fglger

L = 2000mm b = 2000mm t = 20mm (5.13)

En vanlig mate a fremstille resultater fra en egenverdianalyse av en plate er &
lage kurver i o,-0, planet. Igjennom hele oppgaven refererer vi til slike kurver
som interaksjonskurver. Vi ma derfor gjgre beregninger med flere forskjellige last-
kombinasjoner. Platen belastes med konstante referansespenninger 5, og Sy, som
kombineres pa ulike mater. Referansespenningene er definerert som positive for
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(b)

Figur 5.3: Knekkformen for den kvadratiske platen: (a) Rayleigh-Ritz metoden
og (b) Abaqus

trykk og negative for strekk av platen. Igjennom hele oppgaven er belastningen
trykkspenning, hvis ikke annet er oppgitt. For denne platen velges kombinasjo-
nene

Referansespenninger :| S, | Sy
Tilfelle 1 : OF 0

Tilfelle 2 : oF %O‘F
Tilfelle 3 : oF | OF
Tilfelle 4 : %O‘F oF
Tilfelle 5 : 0 OF

der o = 315 M Pa er flytespenningen til stalet i platen. Fra beregningene finner
vi en kritisk verdi A** som bestemmer knekkspenningen. A*"* er den minste
egenverdien og den tilhgrende egenvektoren er knekkformen til platen. Resultate-
ne fra analysene vises i figur 5.2. Figuren angir forholdet mellom flytespenningen
og knekkspenningen ved forskjellige lastkombinasjoner. Kurvene er nesten sam-
menfallende for elementmetoden og Rayleigh-Ritz metoden i dette eksempelet.
I dette tilfellet er Rayleigh-Ritz metoden eksakt, slik vi sa i forrige avsnitt. Fra
teori om elementmetoden vet vi at den konvergerer mot den eksakte lgsningen,
nar antall elementer gker. En konstruksjon er stivere desto grovere elementinnde-
ling. Elementmetoden konvergerer derfor ovenifra, og knekkspenningen beregnet
i Abaqus ligger derfor over den eksakte lgsningen. Dette forutsetter at vi benyt-
ter elementene STRI3, som bygger pa den samme plateteorien. Kurvene antyder
at det er en linezer sammenheng mellom de to spenningskomponentene til den
kritiske lasten. Fra likning 5.7 har vi en analytisk lgsning for den fritt opplagte
platen. Likningen viser at dersom knekkformen ikke endrer seg (dvs i og j7), er
Sy og Sy lineaert avhengige av hverandre. Det kan derfor veere en grei kontroll
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Figur 5.5: Knekkformer for den rektanguleere platen: (a) last normalt pa aksial-
retningen og (b) aksiallast

a undersgke hvilken form platen har ved knekning. Ved en inspeksjon av disse
formene finner vi at platen knekker 1 en halvbglge over bade lengden og bredden,
uansett lastkombinasjon. Dette er vist i figur 5.3, bade for Rayleigh-Ritz modellen
(a) og Abaqus-modellen (b).

Som vi sa for den kvadratiske platen er det en lineser sammenheng mellom de
palagte lastene, siden knekkformen ikke endrer seg. For a gke forstaelsen for hva
som skjer nar knekkformen forandrer form avhenging av S, og S,, betrakter vi
en plate med rektangulaer form. Dimensjonene velges na til a veere

L = 2000mm b = 1000mm t = 20mm (5.14)
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Interaksjonskurvene for analysene er presentert i figur 5.4. Den heltrukne linjen
er knekkspenningen, mens den stiplede linjen er den analytiske lgsningen til hgy-
ere ordens egenverdier. Ogsa 1 dette tilfellet er Rayleigh-Ritz metoden eksakt, og
elementmetoden konvergerer mot denne lgsningen. Figuren viser at interaksjons-
kurven er stykkevis linezer. Kurven far en knekk for en bestemt kombinasjon av
referansespenningene S, og 5,. Ved a studere knekkformen til platen omkring
dette punktet finner vi at den endrer seg. Formen til platen varierer fra en til
to halvbglger 1 lengderetningen. Dette er illustrert i figur 5.5, der den ene platen
(a) er belastet med spenning normalt pa aksialretningen og den andre platen (b)
med aksialspenning. For den analytiske lgsningen i likning 5.7 tilsvarer dette at
1 =1 eller : = 2.

5.3.4 Fritt opplagt plate med avstivning

I de to foregaende avsnittene studerte vi en fritt opplagt plate som kun var
belastet med aksialspenning og spenning normalt pa aksialretningen, der enkle
analytiske lgsninger eksisterte. Uttrykk ble etablert ved a sette inn et enkelt ledd
fra Fourierrekkelgsningen i differensiallikningen for plater. Dette leddet matte i
tillegg tilfredstille randkravene. Slike enkle lgsninger finnes ikke i mer kompli-
serte problemer, der vi trenger flere ledd for & beskrive forskyvningene. Da ma
numeriske beregninger som elementmetoden benyttes for a verifisere Rayleigh-
Ritz modellen. Et eksempel der dette problemet oppstar er en plate avstivet med
fjeerer som vist i figur 5.1. T dette avsnittet skal vi analysere en slik plate. Vi kan
benytte et forskyvningsfelt som bestar av mange ledd fra Fourierrekkelgsningen i
Rayleigh-Ritz metoden. Dette gjor at forskyvningene kan beskrive virkeligheten
bedre enn et enkelt ledd. For a illustrere dette betrakter vi en plate avstivet med
fjeerer, der fjeerstivhet er uendelig stor. Dette medfgrer at det ikke er noen vertikal
forskyvning langs avstivning. [ en Fourierrekkelgsning ma derfor leddene elimine-
re hverandre ut langs denne avstivningen, slik at w(z,y) blir null. Dette er kun
teoretisk mulig siden vi trenger uendelig mange ledd for a fa til dette eksakt. Som
en tilnaerming benytter vi derfor et endelig antall ledd i Rayleigh-Ritz metoden.
Hvert ledd tilsvarer en frihetsgrad pa lik linje med frihetsgradene i elementmeto-
den. I denne analysen bruker vi 20 ledd, bade 1 x- og y-retning, som betyr at vi
har 400 frihetsgrader. Antall elementer som benyttes i elementmetoden er 3904.
Dimensjonene til platen velges som fglger

L = 2000mm b = 2000mm t = 20mm (5.15)

Linje S er definert av endepunktene til avstivingen, som vist i figur 4.1. Koordi-
natene til endene er som fglger

(z1,11) = (0,400mm), (22,y2) = (2000mm, 1600mm) (5.16)

Knekkformen til platen er vist i figur 5.7, bade for Rayleigh-Ritz metoden (a) og
elementmetoden (b). Vi ser at de vertikale forskyvningene omtrent er null langs
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Figur 5.6: Interaksjonskurver for platen med avstivning pa skra

(b)

Figur 5.7: Knekkformen for platen med avstivning pa skra: (a) Rayleigh-Ritz
metoden og (b) Abaqus
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avstivningen, siden fjaerstivheten er stor. I dette tilfellet er ikke Rayleigh-Ritz
metoden eksakt, og vi kan derfor ikke forvente at knekkspenningen er lavere enn
for elementmodellen i Abaqus, men de ligger svaert nzer hverandre. Interaksjons-
kurven som vist 1 figur 5.6 viser at lgsningen fra Abaqus ligger lavere nar vi har
ren aksialspenning.

Det er ogsa interessant a prgve ut Rayleigh-Ritz modellen der platen er be-
lastet med ren skjeerspenning. Ved a variere tykkelsen til platen blir resultatene

som fglger
T;c;it TZIZH
Abaqus (MPa) | Rayleigh-Ritz metoden (MPa)

Platetykkelse 16mm : 150 151
Platetykkelse 17mm : 169 170
Platetykkelse 18mm : 189 190
Platetykkelse 19mm : 211 212
Platetykkelse 20mm : 233 235

Ogsa med en pasatt skjerspenning, samsvarer metodene godt med hverandre.

5.3.5 Fast innspent plate

Langs rendene til platen i Rayleigh-Ritz modellen er det mulig a innfgre rotasjons-
fjeerer. Med en sveert stor fjeerstivhet vil platen tilneermet lik veere fast innspent.
Med en fastinnpenning klarer ikke ett enkelt ledd fra Fourierrekkelgsningen &
beskrive forskyvningsfeltet. Dette medfgrer at vi heller ikke 1 dette problemet
kan finne en enkel analytisk lgsning ved innsetning av en Fourierkomponent i
differensiallikningen. Igjen benytter vi derfor elementprogrammet Abaqus for &
verifisere modellen for egenverdiberegning. Ved & gjore tilsvarende analyser som
i forrige avsnitt finner vi interaksjonskurver som vist i figur 5.8. Knekkformen til
platen illustreres i figur 5.9, bade for Rayleigh-Ritz metoden (a) og for Abaqus
(b). Interaksjonskurven viser at knekkspenningen i Abaqus er noe lavere enn den
som blir beregnet i Rayleigh-Ritz metoden. Det kan vere nyttig a inspisere om
knekkformen er slik vi forventer. Knekkformene i figur 5.9 ser fornuftige ut, siden
rotasjonene er sma langs randen.
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Figur 5.8: Interaksjonskurver for platen med fast innspenning

Figur 5.9: Knekkformen for platen med fast innspenning: (a) Rayleigh-Ritz me-
toden og (b) Abaqus



Kapittel 6

Verifikasjon av skallmodellen

6.1 Innledning

I dette kapittelet blir skallmodellen verifisert og sammenliknet med elementbereg-
ninger i Abaqus. I enkelte tilfeller skal analytisk lgsninger benyttes til a kontrollere
modellen.

6.2 Sammenlikning med analytisk lgsning

For a finne en analytisk lgsning for enkle tilfeller, kan differensiallikningene for en
sylinder benyttes. Forskyvningene i en sylinder kan beskrives ved de tre likningene
2.62-2.64, der den siste av disse likningene er fullstendig koblet fra de andre.
Denne likning styrer forskyvningene radielt og er

1 —p?

2

DV%w, +

a

2 1
Owr,$$$$ - V4 (Nzwr,$z + _Nz‘@wr,zﬁ + 2 Né"wr,6’€> =0 (61)
a a

Ideen er na a finne lgsningen til denne likningen for spesielle tilfeller og sammen-
likne resultatene med egenverdiberegningen ved hjelp av Rayleigh-Ritz metoden.
Enkle analytiske uttrykk kan etableres nar de ytre lastene bestar av en kombina-
sjon mellom aksialspenning og hydrostatisk trykk. Vi vil finne en kritiske verdi
AF# slik at knekkspenningen er

. N, .
O',];Mt — _AkmtT — AkMtSI (62)
. N .
pkrzt — _Akmt_€ — Akrn‘p (63)
a

der S, og p er referansespenninger. Som tidligere 1 oppgaven, krever vi at den
indre spenningen i ringretning er konstant, slik at Ny = ¢S5 = —a p. For a kunne
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benytte teorien for et sylindrisk skall, vil vi kun tillate lgsninger av differensiallik-
ningen som tilfredstiller grensebetingelsene for skallmodellen. For et fritt opplagt
skall ma forskyvningen radielt langs randen vaere null. T tillegg ma forskyvnings-
feltet gjengi momentfri opplagring langs randen til skallet. Matematisk kan dette
skrives som

W, = Wrgy =10 narx =0og z =L (6.4)

(6.5)

w, = Wrgg =10 nar § =0 og 6 =

no | 3

Dette medfgrer at lgsningen ma veere pa formen

mIT

we(z,y) = a;; sin(T)sin(QjQ) (6.6)

Ved innsetning av likning 6.2-6.6 og den antatte lgsningen i differensiallikningen
oppnas

D<ﬂ n @)4+ 1-v  (m)!

L2 a? a? L4 (6.7)
ef o, (mi)? (2)\ ((=i)* | (2)*\° '
—A <Sxt 72 + pa 3 72 + . =0

Na kan en egenverdi A® beregnes for hver knekkform gitt av ¢ og j. Den minste
egenverdien gir knekklasten.

Med samme lastkombinasjon i en egenverdiberegning ved hjelp av Rayleigh-
Ritz metoden blir likningsystemet

(KM, + A K )dag, = 0 (6.8)
U
92 92 0*T
skall 4+ skall Af )dazl =0 (69)

8a¢j8ak1 8aij8akl 8a2-]-8akl
U
N (2))2\*  wEtL )4
KDCLL (7TZ) _I_(.]) _I_”T - (L)Q'
8 L2 a? 8a [(%)2 + (7])2]2
iy at ., .
— Ae(pL]2§ —|— Szfﬁg) 52']'7]“ dakl = 0

Tilsvarende som for platen er matrisen i dette likningssystemet diagonalt, hvilket

(6.10)

medfgrer at hver likningene er uavhengig av hverandre. For a fa ikke-trivielle
lgsninger ma likning 6.7 veere oppfylt. Dette betyr at begge fremgangsmatene gir
samme knekklasten og knekkformen.
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Figur 6.1: Elementmodell av sylinder

6.3 Sammenlikning med elementanalyser

6.3.1 Innledning

I forrige avsnitt fant vi eksakte analytiske lgsninger, der et fritt opplagt skall
var belastet med aksialspenning S, og et ytre hydrostatisk trykk p med en ba-
lanserende spenning Sy = %p i ringretning. I dette avsnittet skal Rayleigh-Ritz
modellen sammenliknes med elementanalyser i Abaqus. Dette er spesielt viktig i
de tilfellene der enkle eksakte lgsninger ikke finnes, som for et skjeerbelastet skall
eller et fast innspent skall.

6.3.2 Elementmodell

Det er hensiktsmessig at elementmodellen er mest mulig lik den som ble utar-
beidet 1 Rayleigh-Ritz metoden. Bakgrunnsteorien i denne egenverdiberegningen
er hentet fra sylindre, der vi benyttet Donnells kinematiske relasjonene og Airys
spenningsfunksjon for sylindre. Som nevnt tidligere tilsvarer Rayleigh-Ritz model-
len, en egenverdiberegning av hel sylinder med en radiell forskyvning pa formen

m n

w,(z,0) = Z Z aijsin(%)sin@jé?) der 8

=1 j=1

L

o (6.11)
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Figur 6.2: Fgrste knekkform til en elementmodell som bestar av en sylinder med

lengde L

Det er derfor naturlig a velge en hel sylinder som elementmodell, lik den som vist
i figur 6.1. Modellen kan belastes, enten med en kombinasjon av en aksialspenning
og et ytre hydrostatisk trykk, eller med ren skjeerkraft. Ved palastning av en aksi-
alspenning vil sylinderens lengde bli mindre. Det medfgrer at radiusen gker, som
en fglge av Poissons tverrkontraksjonsforhold. Hvis radiusen holdes konstant kan
ikke modellen gjenskape en ren aksialspenning. Vi ma derfor tillate at radiusen
kan variere avhengig av de ytre lastene. For a fa samsvar med modellen utviklet
i kapittel 4 krever vi at hvert punkt pa de tykke linjene i figuren har samme av-
stand fra senteraksen til enhver tid. Pa den maten kan vi si at sylinderen 1 figur
6.1 bestar av tolv 90 graders sylindriske skall. Sylinderen er sammensatt av tre
identiske sylindre med lengde L og radius a. Arsaken til at vi bruker en element-
modellen med tre sylindre er for a hindre ugnskede ende-effekter. Med kun en
enkel sylinder med lengde L blir knekkformen til den forste egenverdien urealis-
tisk. De radielle forskyvningene til denne knekkformen er stgrst langs endene til
sylinderen, som vist i figur 6.2. Denne knekkformen vil ikke passe inn i en stgrre
geometri, som for eksempel hvis vi vil modellere overgangen fra bunnen til siden i
et skip. For a lgse dette problemmet kan vi sette visse betingelser pa rotasjonene i
elementmodellen med tre sylindre. Disse betingelsene kan forklares ved & betrakte
figur 6.3, der en bjelke knekker i en symmetrisk (a) og antisymmetrisk (b) form
sett 1 forhold til bjelkens midtpunkt. Som for sylinderen er bjelken sammensatt
av tre andre bjelker. Rotasjonen i opplager 1 og 3 til knekkform (a) er like, samt
at rotasjonene 2 og 4 er like for den symmetriske formen. I den antisymmetrisk
knekkformen (b) er alle rotasjonene i opplagerene like. Dette er tilsvarende for



Figur 6.3: Symmetrisk (a) og antisymmetrisk (b) knekkform for en bjelke

sylinderen. For & tillate bade symmetriske og antisymmetriske knekkformer for
sylideren kan vi kreve at rotasjonene til punkt langs sirkel 1 i figur 6.1 er lik
rotasjonene i et punkt med samme tverrsnittkoordinater i sirkel 3. Pa tilsvarende
mate er rotasjonene til sirkel 2 og 4 like.

[ kapittel 5 benyttet vi trekantelementet STRI3, som bygger pa Love-Kirchhoffs
skallteori. Vi analyserte en plate der avstivningen ikke la parallelt med lengde-
retningen. Trekantelementer er best egnet til & dele inn en slik geometri i et
elementnett, siden de kan beskrive en meget generell flate. Dette problemet opp-
star ikke i elementmodellen med sylinderen, og vi benytter derfor firkantelemetet
S4 1 dette tilfellet. Elementklassen som S4 tilhgrer, er det generelle skall-element.
Bakgrunnsteorien for denne klassen bygger pa teori som er tilfredstillende bade
for tykke og tynne skall. Skjerdeformasjoner blir ikke neglisjert, slik det blir i
Love-Kirchhoffs skall teori. Dette forarsaker at resultatene 1 elementmetoden og
Rayleigh-Ritz metoden avviker noe fra hverandre, men for tynne skall vil resul-
tatene samsvare rimelig godt.

6.3.3 Sylinder belastet med aksialspenning og ytre trykk

I forrige avsnitt viste det seg at Rayleigh-Ritz modellen var eksakt i henhold til
teorien som ligger til grunn, hvis skallet belastes med kombinasjon av en aksial-
spenning og et ytre hydrostatisk trykk. Vi velger dette lasttilfellet som det forste
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Figur 6.6: Knekkformen ved forskjellige belastninger i Abaqus

eksempelet i sammenlikningen. Dimensjonene til modellen er som fglger
L = 3400mm b = 2000mm t=15mm (6.12)

Ved hjelp av flytespenningen o = 315M Pa definerer vi en stgrrelse pr som er

PF = E o (613)
a

I en statisk analyse av en sylinder belastet hydrostatisk trykk er pg stgrrelsen
pa det ytre trykket, nar spenningen i ringretning er lik flytespenningen. Vi kan
na angi et forhold mellom den elastiske knekkspenningen og flytespenningen til
sylinderen. Dette vises med interaksjonskurver i figur 6.4. Som for en flat plate er
kurven stykkevis linear. Dette skyldes at aksialspenningen S, og det ytre trykket
p er linezrt avhengig av hverandre hvis ¢ og 7 holdes konstante i likning 6.7. Den
heltrukne svarte linjen viser Rayleigh-Ritz lgsningen, som er lik den eksakte ver-
dien. Pa linjen er det merket av antall sinus-halvbglger som skallet knekkform har
for hver lastkombinasjon. De stiplede linjene representerer hgyere ordens egenver-
dier. De forskjellige knekkformene er vist i figur 6.5 for Rayleigh-Ritz metoden og
i figur 6.6 for Abaqus. Med en ren aksialbelastning har knekkformen to halvbglger
i x-retning og fire i den sirkulere retningen (a). Omtrent med det samme et hyd-
rostatisk trykk blir pafort endres formen som vist i (b). Ved et rent hydrostatisk
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Figur 6.7: Kritiske verdier for aksialspenningen til sylindre med forskjellige di-
mensjoner: 3200mm < L < 4200mm, 13mm <t < 19mm og a = 2000mm
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Figur 6.8: Kritiske verdier for ytre hydrostatisk trykk pa sylindre med forskjellige
dimensjoner: 3200mm < L < 4200mm, 13mm <{ < 19mm og a = 2000mm

trykk har knekkformen en halv sinus-bglge i x-retning og fire i ringretningen (c).

En annen vanlig mate a fremstille knekkspenningen til sylinderen er vist 1

figur 6.7, der

LQt krat
a — m@'z (614)
er en dimensjonslgs koeffisient for kritisk aksialspenning og
LQ
7 = —t\/l —v? (6.15)
a

Den dimensjonslgse parameteren Z blir ofte kalt for Batdorf parameteren. I en
slik kurve kan mange forskjellige dimensjoner av sylindre presenteres i samme
figur. I denne fremstillingen varierer lengden L mellom 3200mm og 4200mm, og
tykkelsen mellom 13mm og 19mm, samt at radiusen a er konstant lik 2000mm.
Dette er typiske dimensjoner til et sylindrisk skall i overgangen fra skipsside til
bunnen i et skip. Pa tilsvarende mate kan kritiske verdier for et ytre hydrostatisk
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trykk fremstilles ved hjelp av den dimensjonslgse parameteren

L2a Erit
™ 6.16
P (6.16)

]5:

Dette illustreres i figur 6.8.

I de to foregaende fremstillingene sa vi hvordan knekkspenningen til sylinde-
ren endret seg med Batdorf parameteren. Resultatene i Rayleigh-Ritz metoden
og elementmetoden er nesten sammenfallende nar sylindre er belastet med en
kombinasjon av en aksiallast og et ytre trykk. Parameteren Z gar mot null nar
radiusen a gar mot uendelig. De kritiske spenningskoeffisentene &k, og p naermerer
seg da lgsninger av egenverdiberegninger av en uendelig bred plate.

Kurvenes helning endres plutselig langs Z-aksen ettersom geometrien forand-
ret seg. For a forklare denne egenskapen betrakter vi figur 6.9. I denne figur er
det tre kurver med forskjellige knekkformer. Knekkspenningen eller den minste
egenverdien er gitt av den heltrukne linjen i figuren. De stiplede linjene represen-
terer hgyere ordens egenverdier. Vi ser at ettersom Z varierer vil helning til den
heltrukne kurven plutselig endres nar knekkformen endres. Dette er arsaken til at
kurven 1 figur 6.8 svinger opp og ned. Denne egenskapen er ikke like markert for
kurven i figur 6.7 med aksialbelastede sylindre. Dette skyldes at mange av de hgy-
ere ordens egenverdiene ligger nzer den minste egenverdien for en aksialbelastet
sylinder, som vises i fglgende tabell.

Akm’t med Akrit med

aksiallast | ytre trykk

Egenverdi 1 : 2.968 0.6271
Egenverdi 2 : 2.968 0.6656
Egenverdi 3 : 2.968 0.8680
Egenverdi 4 : 2.970 1.2070
Egenverdi 5 : 2.970 1.4540

Egenverdi 10 : 2.979 2.0190

Til hver av de hgyere ordens egenverdiene er det en tilhgrende egenvektor som
bestemmer formen. Denne formen kan representeres i tilsvarende kurver som i
figur 6.9. Siden de hgyere ordens egenverdiene for en aksialbelastet sylinder ligger
tett, vil ikke knekklasten endres like markert ettersom knekkformen endres langs

Z-aksen.

Ettersom egenverdiene for den aksialbelastet sylinderen ligger naer hverandre
kan vi ikke forvente oss at knekkformen i Rayleigh-Ritz modellen og Abaqus lik-
ner pa hverandre, slik det gjorde 1 det foregaende eksempelet. Vi ma ogsa veere
papasselige nar knekkformen benyttes som imperfeksjon i en ikke-lineser knek-
ningsanalyse. En vanlig rutine for a finne kapasiteten til en plate er & benytte
knekkformen til den laveste egenverdien som imperfeksjon. Det er som oftest
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Figur 6.9: Den heltrukne kurven er kritiske knekklaster og de stiplede kurvene
representerer hgyere ordens egenverdier

denne formen som gir lavest kapasitet og denne analysen gir derfor platens mak-
simale evne til & ta opp en ytre belastning. Dette er ikke tilfelle for en sylinder
der egenverdiene ligger forholdsvis tett. For a estimere sylinderens kapasitet ma
vi ogsa utfere ulike ikke-lineare analyser med hgyere ordens knekkformer som
imperfeksjoner. Den analysen som gir lavest kapasitet defineres som sylinderens
kapasitet. Dette problemet er ikke videre analysert 1 denne oppgaven.

I en egenverdianalyse finner vi at knekkspenningen beregnet 1 Abaqus ikke
alltid ligger over Rayleigh-Ritz metoden, som i dette tilfellet er eksakt i henhold
til Love-Kirchhoff plateteori. Dette skyldes at vi benytter element S4, som er
utviklet med en annen plateteori. Denne teorien tar hensyn til skjeerdeformasjoner
og den gir gode resultater bade for tykke og tynne skall. Mer informasjon og
bakgrunnsteori for dette elementet er & finne i teorimanualen til Abaqus [2].

6.3.4 Sylinder belastet med skjarspenning

For en sylinder belastet med en aksialspenning og et hydrostatisk trykk, fant vi
en eksakt analytisk lgsning ved innsetning av komponent fra Fourierrekkelgsnin-
gen til differensiallikningen. Med en skjeerbelastning klarer ikke en enkel kompo-
nent a beskrive forskyvningsfeltet tilfredstillende. Det er derfor vanskelig & finne
en analytisk lgsning. Igjen benytter vi derfor en elementmodell for a verifisere
Rayleigh-Ritz modellen. I forrige avsnitt benyttet vi elementmodell bestaende av
tre sylindre, for & fa knekkformer som passet inn i en stgrre modell. Dette pro-
blemet oppstar ikke nar kun skjeerspenning er pasatt elementmodellen med en
sylinder. Det er derfor ikke ngdvendig & bruke tre sylindre 1 dette lasttilfellet.
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Figur 6.10: Kritiske verdier for skjerspenningen for sylindre med forskjellige di-
mensjoner: 3200mm < L < 4200mm, 13mm <t < 19mm og a = 2000mm

Pa tilsvarende mate som for aksialspenningen og det hydrostatiske trykket
kan kritisk skjeerspenning fremstilles med en dimensjonslgs koeffisient k; som er
LZt krit
72D zf

k= (6.17)
Dette vises i figur 6.10. Kurvene ligger naer hverandre ogsa med en ren skjaer-
belastning. Parameteren Z gar mot null nar radiusen a gar mot uendelig. Den
kritiske spenningskoeffisentene k; naermer seg da lgsningen av en egenverdibereg-
ning av en uendelig bred plate belastet med skjerspenning. Figur 6.11 presen-
terer knekkformen for bade for Rayleigh-Ritz metoden (a) og Abaqus (b). Ved
a sammenlikne en fjerdedel av sylinderen i Abaqus med skallet i Rayleigh-Ritz
modellen ser vi at knekkformene er sveert like.
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(a) (b)

Figur 6.11: Knekkformen til sylinderen med en skjerbelastning der L = 3400mm,
a = 2000mm og t = 15mm: (a) Rayleigh-Ritz metoden og (b) Abaqus



Kapittel 7

Anvendelse av platemodell

7.1 Innledning

I dette kapittelet skal en egenverdiberegning med Rayleigh-Ritz metoden for en
plate vurderes opp mot elementberegninger av en plate med en reell stiver, slik
vi finner 1 skipsskrog.

7.2 Modifisert modell

7.2.1 Motivasjon for & modifisere modellen

I virkeligheten gnsker vi a beskrive reelle stivere som finnes i skip. For enkelhetens
skyld betraktes stivere som er symmetriske, som vist i figur 7.1. I dette tilfellet vil
ngytralflaten ligge midt i platen. Hvis vi har stivere kun pa den ene siden av platen
blir problemet mer komplisert, siden ngytralplanet ikke ligger midt i platen. Det
finnes mange forskjellige profiler pa stivere som benyttes i dag. Figuren viser en I-
profil, L-profil og en T-profil, som er svaert vanlige i skip. Til na har vi modellert
en stiver med fjaerer som motvirket vertikal forskyvning av platen. T modellen
med fjeerer kan det veere vanskelig & bestemme en fjeerstivhet som beskriver en
reell stiver. Vi har kun sett pa det spesielle tilfellet der avstivningen er sa kraftig
at nedbgyningen til platen blir liten langs avstivningen, som kan modelleres med
en sveert stor fjeerstivhet. Dette kan klassifiseres som en lokal knekkform. Denne
formen oppstar nar det er en ustabilitet 1 platen som medfgrer at konstruksjonen
knekker. Nar en konstruksjon knekker globalt skyldes det ustabilitet bade i platen
og stiveren. | en slik knekkform vil ikke forskyvningene til stiveren ut av planet
veere sma. Det blir na problematisk & bestemme en fjeerkonstant som modellerer
den reelle stiveren. For a kunne gjgre en mer direkte sammenlikning med en reell
stiver velger vi a modifisere Rayleigh-Ritz modellen. Vi modifiserer modellen
ved a bytte ut fjerene med en bjelke med en bgyestivhet E1. Ved a la bjelken
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Figur 7.2: stiver 1 deformert tilstand

ha samme arealtreghetsmoment som stiveren i elementmetoden blir det en mer

direkte sammenlikning enn om vi benyttet avstivende fjarer.

7.2.2 Modifisering av modell

I Rayleigh-Ritz modellen kan vi ta hensyn til bjelkens avstivning, ved a legge
til bidrag fra bjelkens tgyningsenergi. Forskyvningene og krumningene i bjelken
er lik platens forskyvning langs linje S. I en slik modell kan ordinaer bjelketeori
benyttes for a ta hensyn til stiveren. Vi betrakter derfor bjelken i figur 7.2.
Bjelken stiver av platen langs linjen S pa tilsvarende mate som modellen utviklet
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i kapittel 4. Ved a anta sma rotasjoner er lengden ds i figuren
ds = Rdf (7.1)

der R er krumningsradiusen og df er en liten vinkel. Ved en omskrivning blir
dette

1 do
— - 7.2
R ds (7:2)
For sma rotasjoner er § = —88—7; = —Vuw - s, der s er en enhetvektor i stiverens
retning. Vi kan da finne at krumningen kg til bjelken er
1 Jw
TTRT T 982 (7.3)
2w 211} 2w .
(22 — 1) 55 + 222 — 21)(y2 — y1) 525 + (v2 — 1) 5 7]

(o —21)? + (y2 — 11)?

der (z1,y1) og (22, y2) er koordinatene til endepunktene til avstivningen. Tillegget
i den potensielle energien pa grunn av avstivningen er lik bgyningsenergien til
bjelken som er

1 1 1
Ubbjelke :§/VUg€bst = §/SE[§ dsS
_1 / E[((:Ez — 1:1)222715 + 2($2 — :m)(yz — yl)aaj—awy + (y2 _ y1)2%>2 o
2 S (Jj2 — $1)2 _I_ (y2 . y1>2

(7.4)

der 0% og ¢% henholdsvis er bgyespenningen og hgyetgyningen i stiverens retning
og w er det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.1. Dette intgralet lar seg generelt
ikke lgse eksakt, og numerisk integrasjon ma benyttes. Som for avstivningen med
fjeerer benytter vi trapes-regelen for numerisk integrasjon.

I den modifiserte modellen ma arealtreghetsmomentet til stiveren oppgis, i-
stedenfor en fjzerstivhet. Begge modellene gir samme resultat nar fjeersivheten og
bgyestivheten blir sveert stor.

I det tilfellet der vi vil modellere en plate med stivere kun pa den ene siden, kan
vi benytte oss av empiriske regelverk, for & bestemme den effektive bgyestivheten
til bjelken. Skipsreglene til DNV [28] er et eksempel pa et regelverk med koder
som kan anvendes til dette.

7.3 Sammenlikning med elementmetoden

7.3.1 Innledning

I dette avsnittet skal den modifiserte Rayleigh-Ritz modellen sammenliknes med
elementanalyser ved hjelp av Abaqus. | denne utprgvingen velger vi & benytte
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Figur 7.3: Elementmodell 1

to forskjellige elementmodeller, som henholdsvis refereres til som elementmodell
1 og 2. Platen i elementmodell 1 er avstivet med en bjelke pa samme mate som
den modifiserte Rayleigh-Ritz modellen. Denne elementmodellen benyttes til a
verifisere om implementeringen er korrekt. Elementmodell 2 har en reell stiver,
slik et vi kan sammenlikne den modifiserte modellen med avstivede plater som
finnes i virkeligheten.

7.3.2 Sammenlikning med elementmodell 1

Det er hensiktsmessig a begynne med en modell, som er mest mulig lik Rayleigh-
Ritz modellen. Elementmodell 1 bestar bade av en plate og en bjelke, som begge er
fritt opplagte. Dette er vist i figur 7.3. Vi benytter som fgr elementtypen ST RI3
i platen. Bjelkeelementet er B33, som er beskrevet mer detaljert i teorimanualen
til Abaqus [2]. Bjelken og linje S er like lange, og har samme plassering. Frihets-
gradene til bjelken er avhengig av frihetsgradene langs linje S i platen, slik at
deformasjonene og krumningene er like. Ved en nedbgyning av linje S, vil ogsa
bjelken deformere seg. Pa den maten blir platen avstivet. Formalet med denne
elementmodellen er & verifisere at den modifiserete Rayleigh-Ritz modellen er im-
plementert korrekt i Fortran. Ved utprgving av forskjellige platedimensjoner og
bgystivheter til bjelken finner vi at elementmodell 1 og Rayleigh-Ritz modellen
samsvarer godt med hverandre. Figur 7.4 viser interaksjonskurvene til en slik
sammenlikning. I denne analysen var dimensjonen pa platen som fglgende

L = 2000mm b = 2000mm t = 20mm (7.5)

og arealtreghetsmomentet

I = 8333333mm’* (7.6)

Avstivningen i dette tilfellet er sa svak at platen knekker i en global knekkform.
En slik knekkform kan ikke beskrives i modellen med avstivende fjeerer.

7.3.3 Sammenlikning med elementmodell 2

Neste steg er a se hvor godt modellen beskriver en reell stiver som anvendes i skip
og liknende konstruksjoner. Vi benytter derfor en elementmodell med en reell sti-
ver. Tverrsnittsprofiler til forskjellige stivere er illustrert i figur 7.1. Vanligvis er
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endene til en stiver sveist sammen med andre barende elementer i et skipskrog.
Sveert ofte blir derfor stiveren belastet med spenninger inn i tverrsnittet. I en-
kelte tilfeller er ikke endene til en stiver koblet med gvrig konstruksjon. Dette er
tilfeller der vi gnsker & unnga spenningskonsentrasjoner som kan oppsta ved inn-
spenningen til stiveren. En slik plate er illustrert i figur 7.5. Det er dette tilfellet vi
forsgker a modellere i Rayleigh-Ritz modellen. Vi velger derfor en elementmodell
der stiveren ikke tar opp ytre spenninger. I en skipsskonstruksjon vil det veere
langsgaende barere og tverrbaerere langs rendene til en plate som vist i figur 1.1.
Siden platen skal passe inn 1 en stgrre skipsskonstruksjon er rendene fritt opplagte
og de holdes rette. Innvirkningen pa resultatene, ved a holde sidekantene rette er
neglisjerbar i linearisert 2. ordens teori. Som tidligere er ytre spenninger pafgrt
langs randen. Bade platen og stiveren deles inn i ST RI3-elementer.

Modellen som definert over refererer vi til som elementmodell 2. Det er enkel-
te forskjeller mellom denne modellen og Rayleigh-Ritz modellen, som vil bidra
til avvik 1 resultatene. Ved en statisk analyse av elementmodell 2 finner vi at
spenningene ikke er konstante i platen. Dette skyldes at spenninger forplanter
seg 1 stiveren ettersom platen deformeres. Den reelle stiveren motvirker derfor i-
planet-forskyvninger. Dette tar vi ikke i hensyn til 1 Rayleigh-Ritz modellen, der
vi antar at de indre spenningene er konstant lik de ytre spenningene i hele platen.
En annen forskjell er at det ikke blir tatt hensyn til at stiveren tipper til siden
1 Rayleigh-Ritz modellen. Det trengs krefter til for a deformere en reell stiver,
slik at den tipper. Stiveren vil derfor motvirke en rotasjon om dens akse, hvilket
betyr at platen stives opp. Tgyningsenergi pa grunn av deformasjoner i stiveren
blir lagret. Dette betyr imidlertid ikke at knekklasten beregnet i Rayleigh-Ritz
modellen ngdvendigvis er lavere. Hvis den tipper til siden vil stiverens evne til
a motvirke en forskyvning ut av planet reduseres. Det fins mange tekstbgker
som omhandler denne vridnings-effekten [4, 8, 27]. Knekklasten i Rayleigh-Ritz
modellen kan derfor bade veere hgyere og lavere enn den vi beregner i elementme-
toden med en reell stiver. Forhapentlig vil ikke resultatene avvike for mye, slik
at Rayleigh-Ritz modellen kan anvendes til & estimere knekkspenning til en slik
plate.

I den modifiserte Rayleigh-Ritz modellen er den oppstivende effekten til stiver
kun avhengig av arealtreghetsmomentet, og ikke formen til tverrsnittsprofilen.
Det vil si at resultatene blir identiske bade for en I-profil og for en T-profil,
dersom arealtreghetsmomentet er det samme. Det er ikke tilfellet for den reelle
stiveren modellert i elementmetoden. Da er den avstivende effekten avhengig av
utformingen pa profilen. I dette kapittelet skal vi se pa tilfeller der to forskjellige
profiler med lik arealtreghetsmomentet sammenliknes. Platens dimensjoner velges
som fglgende

L =2000mm b=2000mm  t=20mm (7.7)

Plasseringen til stiver bestemmes av koordinatene

(z1,11) = (0,400mm), (22,y2) = (2000mm, 1600mm) (7.8)
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Figur 7.6: Interaksjonskurve for plate der stiverens arealtreghetsmoment er I =

38177173.33mm*
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Figur 7.7: Knekkformen for platen med Rayleigh-Ritz metoden (a), I-profil i
Abaqus (b) og T-profil i Abaqus (c), der stiveren har arealtreghetsmoment [ =
38177173.33mm*

som definert 1 figur 4.1. I forsgket benytter vi en T-profil med malene
ty=>5mm  h, =100mm  t;=15mm  b; = 100mm (7.9)
og en I-profil med malene
tw = 20mm hy = 142mm (7.10)

Som definert i figur 7.1 er ¢, og h, henholdsvis tykkelsen og hgyden til steget,
Ly er tykkelsen til flensen og by er bredden til flensen. Begge profilene har det
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samme arealtreghetsmomentet I = 38177173.33mm*. Ved & beregne knekklasten
for forskjellige lastkombinasjoner finner vi interaksjonskurver som vist i figur
7.6. Resultatene viser at den knekkspenningen til platen med en I-profil er noe
hgyere enn den med en T-profil. Dette skyldes at T-profilen ikke motvirker platens
rotasjon om stiverens akse og i-planet-forskyvninger like sterkt som I-profilen.
Arsaken til det er at flensen til T-profilen er tynn i forhold til platetykkelsen, og
er derfor svakere enn I-profilen til & forhindre platens rotasjoner og forskyvninger.
I dette tilfellet er tykkelsen til I-profilen og platen lik. Knekkformen til platen for
de to forskjellige profilene og knekkformen fra Rayleigh-Ritz modellen vises i
figur 7.7. Dette er typisk en lokal knekkform, der de vertikale forskyvningene er
sma langs avstivningen. Denne avstivningen er sa sterk at det ikke hadde veert
noen darligere tilneerming a benytte fjeeravstivningen med sveaert stor fjeerstivhet.
Det kan derfor veere interessant a utfgre analysene pa den samme platen, der
avstivningen er sa svak at vi far en global knekkform. Vi velger en T-profil med
malene

ty, = dmm h, = 60mm ty =15mm by = 50mm (7.11)
og en I-profil med malene
tw = 20mm hy = 72mm (7.12)

Knekkformene til begge profilene fra elementberegningene, samt knekkformen
fra Rayleigh-Ritz metoden illustreres i figur 7.9. Stiveren er sa svak at platen
knekker i global knekkform. I figur 7.8 ser vi at ogsa 1 dette tilfellet ligger inter-
aksjonskurvene til de tre modellene naerme hverandre. Som fgr ser vi at en stiver
med I-profil gir hgyere knekkspenning enn en T-profil. Igjen er dette forarsaket
at flensen til T-profilen er sa svak at den ikke motvirker platens rotasjoner og
forskyvninger i samme grad som I-profilen. Dette medfgrer at knekkspenningene
beregnet ved hjelp av Rayleigh-Ritz metoden i dette eksempelet ligger nzeermere
elementanalyser med T-profilen.
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Figur 7.8: Interaksjonskurver for plate der stiverens arealtreghetsmoment er I =

4964574mm*

Figur 7.9: Knekkformen for platen med Rayleigh-Ritz metoden (a), I-profil i
Abaqus (b) og T-profil i Abaqus (c), der stiveren har arealtreghetsmoment [ =
4964574mm*



Kapittel 8

Anvendelse av skallmodell

8.1 Innledning

I dette kapittelet skal egenverdiberegningen med Rayleigh-Ritz modellen for skall
vurderes opp mot en elementmodell av et sylindrisk skall, slik vi finner 1 overgan-
gen fra skipside til bunn i et skip. Til na er egenverdimodell var sammenliknet
med en hel sylinder, siden teorien som ligger til grunn i beregningen er hentet fra
sylindre.

8.2 Elementmodellen

Som vist i figur 8.1 er overgangen fra bunn til skipsside sveert ofte et sylindrisk
skall. Langs de rette sidene til skallet er konstruksjonen forsterket med stivere.
Skipsskroget er ogsa avstivet med stivere eller sakalte tverrbaerere som gar paral-
lelt med tverrsnittet til skipet. Lengden L til skallet som analyseres er derfor lik
avstanden mellom tverrbarerene. Tverrbarerene 1 hver ende av skallet forhindrer
utbgyning langs endene til skallet. Pa tilsvarende mate som for elementmodellen
med en hel sylinder behandlet i kapittel 6 lar vi denne modellen vaere sammensatt
av tre skall med lengde L. Modellen vises i figur 8.2. De radielle forskyvningene
til punktene pa de tykke linjene i figuren kreves a veere like 1 elementprogrammet.
En annen likhet med den hele sylinderen er betingelsene vi setter pa rotasjonene
til sirkelbuene 1 til 4 som vist 1 figuren. Disse betingelsene var at rotasjonene
i et punkt med samme tverrsnittskoordinater er like i sirkelbuene 1 og 3, og i
sirkelbuene 2 og 4. I figur 8.1 ser vi at det er stivere og plater festet til de rette
rendene til skallet. Vi lar derfor disse rendene forbli rette ved a fastholde de i
ringretning. I Rayleigh-Ritz modellen holdes ikke rendene rette. Dette gjor at
vi forventer at knekklasten i Abaqus vil bli noe hgyere enn i Rayleigh-Ritz mo-
dellen. For & forhindre stivlegemebevegelse holdes modellen fast mot bevegelse
i lengeretning i1 et knutepunkt. De ytre lastene som kan pafgres modellen er en

80



81

8.2 Elementmodellen

Figur 8.1: Sylindrisk skall i overgangen fra bunn til skipsside

Figur 8.2: Elementmodell som modellerer skall i skipsskrog
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konstant aksialspenning og et ytre hydrostatisk trykk.

8.3 Sammenlikning med elementmodellen

Fra utprgving i kapittel 6 fant vi at Rayleigh-Ritz modellen samsvarte godt med
Abaqus analyser av en hel sylinder. I tillegg kunne vi vise at modellen var var
eksakt i tilfellet der skallet kun var belastet med aksialspenninger og et ytre hyd-
rostatisk trykk. Vi kunne derfor konkludere med at resultatene fra beregningene
var tilfredstillende i henhold til de antagelsene som la til grunn. I dette avsnittet
skal vi sammenlikne Rayleigh-Ritz modellen med elementmodellen som beskrevet
i forrige avsnitt. Forst velger vi dimensjonene til skallet til a veere

L = 3400mm a = 2000mm t = 10mm (8.1)

Som i kapittel 6 definerer vi en stgrrelse pp ved hjelp av flytespenningen op =

315M Pa som er ;

_ ! 8.2
PP = —OF (8.2)

I en statisk analyse av en trykkbelastet sylinder er pgp stgrrelsen pa det yt-
re trykket nar spenningen i ringretning er lik flytespenningen. Forholdet mel-
lom knekkspenningen og flytespenningen for de to numeriske metodene vises
med interaksjonskurver i figur 8.3. Som forventet ligger Abaqus resultatene over
Rayleigh-Ritz modellen, siden rendene langs sidene holdes rette. For dette skallet
er forskjellen stgrst nar skallet kun er belastet med et ytre hydrostatisk trykk,
og knekklasten i Abaqus er nesten 25% hgyere. For & forklare forskjellen kan vi
se pa differensiallikningene 2.62-2.64 som beskriver forskyvningene i en sylinder.
Dette er et koblet likningsett som kobler de radielle forskyvningene w, med for-
skyvningene u i lengderetning og vg 1 ringretning. Dette betyr at forskyvingene ut
av sylinderflaten forarsaker forskyvninger langs de andre forskyvningskomponen-
tene. Ved a forhindre disse forskyvningene vil konstruksjonen bli stivere. For en
plate viste det seg at det ikke hadde noen betydning at rendene ble holdt rette.
Dette skyldes at forskyvningene ut av planet var fullstendig koblet fra de andre
komponenten i en linearisert 2.ordens teori. Forskjellen i teorien vi benyttet for a
utvikle Rayleigh-Ritz modellen for en plate og et sirkulert skall ligger 1 antagel-
sene vi gjorde pa tgyningene. Ved a sammenlikne de kinematiske relasjonene til
en sylinder i likning 2.56-2.58 og en plate i likning 2.26-2.31 ser vi at tgyningene
i skallets ringretning har et ledd mer enn tgyningene i y-retning til platen. Det
er dette leddet som bidrar til koblingene mellom forskyvningskomponentene i en
sylinder. Dersom radiusen a blir sveert stor i forhold til de andre dimensjonene vil
effekten av krumning bli mindre. Koblingen mellom forskyvningskomponentene
blir derfor svakere og resultatene naermer seg lgsningen til en uendelig bred plate.
Nar koblingen mellom forskyvningskomponenten er svak vil ikke de rette rendene
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Figur 8.3: Interaksjonskurver for skall der I = 3400mm, a = 2000mm og t =
10mm

i elementmodellen pavirke resultatet 1 like stor grad. Vi prgver derfor et tilfelle
der dimensjonen til skallet er

L = 100mm a = 2000mm t=2mm (8.3)

Her er radiusen a stor i forhold til de andre dimensjonene. Resultatet fra ana-
lysene vises i figur 8.4. Vi ser at Rayleigh-Ritz metoden og Abaqus samsvarer
godt med hverandre 1 dette eksempelet. Knekklasten i Abaqus ligger litt over
resultatene beregnet ved hjelp av Rayleigh-Ritz metoden. Dette betyr at avviket
i resultatene til metodene er sterkt avhengig av dimensjonene til skallet. Det er
derfor nyttig & illustrere analyser av mange forskjellige dimensjoner 1 samme fi-
gur. Som for sylinderen i kapittel 6 benytter vi derfor Batdorf parameteren som
er 12

7 = a\/l — 2 (8.4)
Resultatene vises 1 figur 8.5-8.7. De dimensjonlgse parameterene k,, p og k; i
figurene er definert i kapittel 6. I kurvene er mange forskjellige dimensjoner re-
presentert 1 samme figur. Som 1 kapittel 6 varierer lengden L mellom 3200mm og
4200mm, og tykkelsen mellom 13mm og 19mm, samt at radiusen a er konstant
lik 2000mm. Dette er typiske dimensjoner til et sylindrisk skall 1 overgangen fra
skipsside til bunnen i et skip.

Knekklasten beregnet 1 Abaqus er stgrst for alle verdier til parameteren 7,
og Rayleigh-Ritz modellen er konservativ i forhold til elementanalysene. Overen-
stemmelsen mellom de to metodene avhenger av stgrrelsen pa radius a i forhold
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Figur 8.4: Interaksjonskurver for skall der L = 100mm, a = 2000mm og t = 2mm

til de andre dimensjonene som vi illustrerte tidligere. Forskjellen er stgrst for et
skall belastet med et ytre hydrostatisk trykk.

Som for den hele sylinderen svinger kurvene i fremstillingene med parameteren
7 opp og ned. Analogt med sylinderen skyldes dette at knekkformen varierer
langs Z-aksen som medfgrer svingninger 1 den kritiske lasten. Igjen er ikke disse
svingningene like markerte for et aksialbelastet skall.



8.3 Sammenlikning med elementmodellen

500

85

—u— Abaqus

Rl —u— Rayleigh-Ritz

metoden

300 4

200 4

100 4

250 350 450 550

Z

650

Figur 8.5: Kritiske verdier for aksialspenningen i skall med forskjellige dimensjo-
ner: 3200mm < L <4200mm, 13mm < { < 19mm og a = 2000mm
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Figur 8.6: Kritiske verdier for trykkspenningen i skall med forskjellige dimensjo-
ner: 3200mm < L < 4200mm, 13mm < { < 19mm og a = 2000mm
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Figur 8.7: Kritiske verdier for skjerspenningen i skall med forskjellige dimensjo-
ner: 3200mm < L < 4200mm, 13mm < { < 19mm og a = 2000mm



Kapittel 9

Estimering av kapasitet

9.1 Innledning

I de foregaende kapittelene beregnet vi den elastiske knekklasten eller egenverdien
for to ulike geometrier. En linezr egenverdiberegning ikke kan fastsette styrken
til en konstruksjon. I dette kapittelet skal vi utvikle en forenklet modell som tar
hensyn til at spenningsforholdene kan forarsake flytning av materialet. Denne
modellen kan derfor gi bedre inntrykk av konstruksjonens styrke enn en egenver-
diberegning.

9.2 Modell som estimerer platens kapasitet

Nar vi snakker om kapasiteten til en plate mener vi platens maksimale evne til a
ta opp en ytre belastning. I dette kapittelet estimerer vi kapasiteten, ved a bereg-
ne spenningene i en plate med initielle imperfeksjoner. Vi definerer kapasiteten
til & veere platens tilstand, nar de indre spenningene i ngytralplanet forarsaker
materialflyt. For & bestemme kapasiteten fglger vi en last-forskyvningskurve til en
plate med initielle imperfeksjoner. Ved palastning skaleres imperfeksjonen, slik at
forskyvningene i platen gker. For hvert inkrement i1 palastningen ma vi hele tiden
kontrollere at materialetflyt ikke inntrer. Hvis spenningsforholdene i et punkt i
platens ngytralflate medfgrer flytning, stoppes palastningen. Den maksimale las-
ten som oppnas estimerer grenselasten til platen. Flytkriteriet som benyttes er
von Mises flytekriterium der alle spenningskomponentene i tverretning neglisjeres
i platens ngytralflate (dvs. o7* = 772 = 777 = 0) som i likning 2.20. Vi trenger
derfor & kjenne til de membranspenningene o7, 0. og 7,7 i etthvert punkt pa
ngytralflaten. Som i doktorgradsavhandlingen til Byklum [9] kan membranspen-
ningene for en plate med initielle imperfeksjoner wy bestemmes ved hjelp av
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kompatibilitetslikningen
V4F = E(w?l‘y - w7xz‘w7yy —I_ 2w07ryw7ry - w07l‘l‘w7yy - w07yyw7rr) (9'1)
der F' er Airys spenningsfunksjon som tilfredstiller fglgende

m o __ m o o__ mo__
Ul‘ —F,yy Jy _vaf sz__Fyl"y

(9.2)

I denne beregningen er ikke Airys spenningsfunksjon linearisert, slik at den er av-
hengig av forskyvningene i tverretning og imperfeksjonen. Vi benytter det samme
antatte forskyvningsfeltet w som i likning 4.1. Den initielle imperfeksjonen wqg er
en skalert forskyvning av knekkformen til platen fra egenverdiberegningen ved
hjelp av Rayleigh-Ritz modellen. Ved & finne lgsningen til F'(z,y) som i tillegg A
kan de indre spenningene i alle punkt pa ngytralflaten beregnes. I en numerisk
beregning pa en datamaskin vil palastningen deles opp 1 flere steg med lastni-
vaer, der von Mises flytekriterium benyttes pa hvert niva. For a kunne fglge en
palastning ma vi kunne relatere den ytre lasten til forskyvningene i platen. Som
utledet i tekstboken til Timoshenko og Gere [27]| kan dette gjores ved hjelp av

fglgende utrykk
A

= Akrit _ A

der A er lastfaktoren og A* er den minste egenverdien. Symbolene § og &, er

o do (9.3)

dimensjonslgse amplituder som skalerer stgrrelsen pa henholdsvis forskyvnings-
feltet og den initielle imperfeksjonen. Fra dette uttrykket ser vi at forskyvningene
gar mot uendelig nar lastfaktoren A narmer seg egenverdien A*%. Lastfaktoren
vil derfor aldri bli stgrre enn egenverdien, som igjen medfgrer at kapasiteten til
platen ikke er stgrre enn den elastiske knekklasten. Fra ikke-linezr knekningsteori
vet vi at dette ikke alltid er riktig, siden platen ofte kan ta opp en ytterligere
belastning etter at knekklasten er nadd. Men i mange tilfeller gir var modell et
godt inntrykk av platens kapasitet, og den er konservativ i forhold til ikke-lineaere
analyser.

For hvert steg i palastningen kontrolleres spenningene 1 platen, slik at ma-
terialet ikke begynner a flyte. Fra plateteorien vet vi at spenningen omfordeles
nar en plate knekker, slik at membranspenningene er stgrst langs randen og ved
stiverne. Det er derfor ikke ngdvendig & benytte von Mises flytekriterium i1 ett-
hvert punkt pa platen. For a redusere regnetiden for datamaskinen kontrolleres
spenningene kun langs randen og ved stiverne for hvert lastinkrement. Fgrst nar
kapasiteten til platen er nadd, kan vi beregne spenningene i hele platen, slik at
vi kan tegne figurer med spenningsfordelinger.
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9.3 Utprgvning av modellen

I dette avsnittet skal modellen beskrevet i forrige avsnitt prgves ut med forskjellige
lastkombinasjoner og platedimensjoner. Vi velger fgrst dimensjonene til & vaere

L = 2000mm b = 2000mm t =20mm (9.4)
og plasseringen til stiveren bestemmes av koordinatene
(z1,y1) = (0,400mm), (22,y2) = (2000mm, 1600mm) (9.5)

som definert i figur 4.1. Bgyestivheten til bjelken velges stor slik at arealtreghets-
momentet er I = 100000000mm*, og da blir forskyvningene langs avstivningen
sma. Flytespenningen til materialet er o = 315 M Pa og Youngs elastisitetsmodul
er I/ = 206000M Pa. Den maksimal forskyvning ut av planet til imperfeksjonen
velges til & veere 1mm.

I modellen er det mulig med en ytre belastning som bestar av en kombina-
sjon av aksialspenning, spenning normalt pa aksialretningen og skjarspenning.
Interaksjonskurver for platen kan derfor fremstilles slik som i figur 9.1 og 9.2.
I figurene er det kurver av den elastiske knekklasten, kapasiteten til platen og
von Mises flytekriterium. Kapasitetskurven er for enhver belastning innenfor von
Mises kriteriet og kurven for knekkspenningen. Dette tyder pa at kapasiteten
beregnet 1 modellen var er fornuftig 1 henhold til de antagelsene som ligger til
grunn. Det er ogsa mulig & fremstille kurver med interaksjon mellom to ytre las-
ter der platen er pafgrt en konstant ytre spenning. Den konstante spenningen er
det vanlig & referere til som prespenning. For eksempel kan interaksjonskurver
tegnes for aksialspenning og spenning normalt pa aksialretningen, der en ytre
konsant skjeerspenning virker pa platen. Den konstante skjaerspenning medfgrer
at den elastiske knekkspenningen og kapasiteten til platen reduseres. I figur 9.1
vises en kapasitetskurve med prespenningen 7,, = 100M Pa.

Med vare antagelser styres kapasiteten til en plate av stgrrelsen pa den elastis-
ke knekklasten og flytespenningen til materialet hver for seg, eller som en kombi-
nasjon av de to. Platen som beskrevet over har en forholdsvis slank geometri. I en
slank geometri er platetykkelsen sa liten i forhold til de andre dimensjonene, slik
at kapasiteten til en trykkbelastet plate i hovedsak domineres av elastisk knek-
ning. Da er det den elastiske knekklasten og ikke flytespenningen til materielet
som har stgrst innvirkning pa kapasiteten. For den samme platen finnes det til-
feller der kapasiteten styres av flytespenningen til materialet. Som vist i figur 9.1
kan platen belastes med ren strekkspenning. I dette tilfellet eksisterer det ingen
knekklast, og vi far derfor negative egenverdier. Kapasiteten til platen beregnes
derfor uten en initiell imperfeksjon, og platen kollapser kun som en fglge av at
strekkspenningene medfgrer materialflyt.

Nar platens kapasitet er nadd kan spenningsfordelingen for de ulike spen-
ningskomponentene og ekvivalent spenning o, 1 von Mises flytekriterium tegnes
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Figur 9.1: Den elastiske knekklasten og kapasitetskurve for plate belastet med
bi-aksielle spenninger

opp ved hjelp av Fortran-programmet. Det er vanlig a referere til den ekvivalente
spenningen som von Mises spenningen. Som en illustrasjon belaster vi platen som
beskrevet over, med en ren aksialspenning. I figur 9.3 vises von Mises spenninger,
og det er disse spenningene som avgjgr nar palastningen skal avbrytes. I denne
figuren ser vi at spenningene langs randen medfgrer materialflyt, siden von Mises
spenningene er lik flytespenningen o til materialet. I figur 9.4- 9.6 illustreres ak-
sialspenninger, spenninger normalt pa aksialretningen og skjeerspenninger. Selv
om platen kun var belastet med en ytre aksialspenning ser vi at bade spenninger
normalt pa aksialretningen og skjaerspenninger oppstar i platen.

Imperfeksjonen til platen har ogsa innflytelse pa kapasiteten til en plate. Ka-
pasiteten blir mindre hvis en stgrre imperfeksjon benyttes. For a belyse dette
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Figur 9.2: Den elastiske knekklasten og kapasitetskurve for plate belastet med
aksial- og skjeerspenning
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Figur 9.3: von Mises spenninger for platen med avstivning pa skra
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Figur 9.4: Aksialspenninger for platen med avstivning pa skra
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Figur 9.5: Spenninger normalt pa aksialretningen for platen med avstivning pa
skra

Figur 9.6: Skjeerspenninger for platen med avstivning pa skra
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Figur 9.7: Kapasiteten for var modell og for full ikke-linezer modell

betrakter vi en plate belastet med en ren aksiallast. Ved a variere platetykkelsen
a beregne den elastiske knekklasten og kapasiteten kan kurver som illustrert i
figur 9.7 fremstilles ved hjelp av parameteren

O.kmt

A=

- (9.6)

Parameteren A angir slankheten til en plate. De stiplede kurvene pa figuren re-
presenterer kapasiteten til platen beregnet i modellen var (a) og i en ikke-linezer
knekningsmodell (b). I begge modellene reduseres kapasiteten ettersom imper-
feksjonen gker. For slanke konstruksjonen der A > 1, vil kapasiteten beregnet
i en ikke-linezer modell veere storst, og modellen var er konservativ. I omradet
der A < 1 er det mulig a kalibrere imperfeksjonene slik at modellen samsvarer
godt med en ikke-linezer knekningsanalyse. Til dette formalet kan en ikke-linezer
elementberegning benyttes. Dette er ikke behandlet videre i oppgaven. Vi har
kun sett pa tilfeller der en trykkbelastet plate kan klassifiseres som en slank kon-
struksjon, slik at A > 1. Da vil den virkelige kapasiteten veere stgrre enn den vi
beregnet i var modell.



Kapittel 10

Sammendrag og konklusjon

10.1 Innledning

I denne oppgaven har vi utviklet to forskjellige modeller for egenverdiberegninger.
Den ene modellen analyserer en plate med vilkarlig orienterte stivere. Denne skal
modellere avstivede plater der geometrien og den ytre belastningen er meget
kompleks, slik som 1 akterskip og forskip. Platens avstivning ble utarbeidet pa to
ulike mater, den ene med avstivende fjeerer og den andre med bjelker. Fjeerene var
sveert stive, hvilket medfgrte at vi bare kunne beskrive en lokal knekkform. Med
bjelker som stivere kunne modellen beskrive interaksjon mellom lokal og global
knekkform. Bgyestivheten til de avstivende bjelkene kan velges fritt. Den andre
modellen analyserer et sylindrisk skall. Dette skallet skal beskrive overgangen fra
skipsside til bunn i et skip.

Egenverdiberegningene ble utviklet ved hjelp av Rayleigh-Ritz metoden. I kor-
te trekk gar denne metoden ut pa at vi antar et fornuftig forskyvningsfelt som
bestar av en sum av formfunksjoner som er definert over hele konstruksjonen.
Dette forskyvningsfeltet ma ogsa tilfredstille kinematisk kompatibilitet. Ideen i
Rayleigh-Ritz metoden er a finne den forskyvningen som gjgr den potensielle
energien stasjonzer. Fra beregningene finner vi egenverdier med tilhgrende egen-
vektorer. Den elastiske knekklasten og knekkformen er relatert til den minste
egenverdien.

I denne oppgaven har vi gjort mange analyser for a prgve ut modellene vare.
Det viktigste verktgyet til dette formalet er elementprogrammet Abaqus, siden
det er vanskelig a etablere gode analytiske uttrykk i de fleste tilfeller. Element-
analysene 1 Abaqus samsvarte som oftest godt med egenverdiberegningene ved
hjelp av Rayleigh-Ritz metoden. I enkelte eksempler var avvikene noe stgrre. |
hovedsak skyldtes dette at modellene vi sammenliknet, ikke beskrev ngyaktig det
samme problemet. Bade geometrien og randkravene til elementmodellen kunne
i disse tilfellene veere litt forskjellige fra de som benyttes 1 de matematiske mo-
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dellene vi utviklet. Elementmodellen var noe stivere, og knekklasten beregnet
i Fortran-programmet var derfor konservativ i forhold til elementanalysene. Vi
er derfor pa den sikre siden hvis konstruksjonen dimensjoneres etter Rayleigh-
Ritz modellene. For a belyse dette naermere velger vi & se pa platemodellen og
skallmodellen hver for seg 1 de to neste avsnittene.

10.2 Platemodell

Vi begynner med a vurdere analysene for den avstivede platen, der vi gjgr sam-
menlikninger med en elementmodell med en reell symmetrisk stiver. Geometrien
er forskjellig i denne sammenlikningen, og vi kan derfor forvente at knekklasten
til de ulike metodene avviker litt fra hverandre. Vi fant ut at den elastiske knekk-
lasten 1 Rayleigh-Ritz modellen og i Abaqus 1a narme hverandre, men i noen
tilfeller var den noe stgrre i Abaqus. Dette skyldes at elementmodellen er stivere.
Det er flere faktorer som spiller inn pa at elementmodellen er stivere. Den ene
faktoren er at skjeerspenninger forplanter seg fra platen og opp i stiveren. Den
reelle stiveren motvirker derfor i-planet-forskyvninger. Denne effekten stiver opp
elementmodellen, og vi tar ikke hensyn til dette i Rayleigh-Ritz modellen. En
annen faktorer som vi heller ikke tar i betrakning 1 Rayleigh-Ritz modellen er at
en reell stiver motvirker en rotasjon av platen om stiverretningen. Det er ogsa
effekter som gjgr elementmodellen svakere. Nar stiveren tipper til siden, reduseres
evnen til & motvirke en forskyvning ut av planet. Det viste seg allikevel at det
bare er sma forskjeller i resultatene fra elementanalysene og modellen vi utviklet,
og modellen er konservativ.

10.3 Skallmodell

Rayleigh-Ritz modellen med et skall ble vurdert opp mot en elementmodell som
beskrev overgangen fra bunn til skipsside. I virkeligheten er skallet en del av en
storre konstruksjon med plater og barere langs de rette rendene. Dette motvirker
at rendene til skallet deformeres. Disse rendene ble derfor holdt rette 1 element-
modellen.

[ sammenlikninger finner vi at elementmodellen gir en noe hgyere knekklast.
Dette skyldes at rendene holdes rette i elementmodellen. Et slikt krav har ikke
Rayleigh-Ritz modellen. Vi har utfgrt mange analyser for ulike dimensjoner pa
skallet og elementmetoden gir litt storre knekklast. Forskjellen i resultatene blir
mindre, desto stgrre skallets radius er i forhold til de andre dimensjonene.
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10.4 Estimering av kapasitet til en plate

I oppgaven estimerte vi ogsa kapasiteten til den avstivede platen. Dette estima-
tet fant vi ved a avbryte en palastning nar materialet i et punkt pa ngytralflaten
begynte a flyte. Den maksimale lasten vi oppnadde ved palastningen definerte
platens kapasitet. Forenklingene og antagelsene som ligger til grunn i denne be-
regningen gjgr at kapasiteten ikke overstiger den elastiske knekklasten. Platens
kapasitet er avgrenset av von Mises flytekriterium og knekklasten fra en egen-
verdianalyse. Ved a anvende en fullstendig ikke-lineaer teori vil ikke dette veere
tilfelle, og kapasiteten kan veere stgrre enn knekklasten. Dette betyr at estimatet
pa kapasiteten i denne oppgaven ogsa er konservativ i forhold til ikke-linezre
analyser.

Arsaken til at kapasiteten til platen kan overstige knekklasten i en ikke-lineaer
knekningsanalyse er at platens likevekstilstand ved knekning er stabil, som il-
lustrert i figur 2.11. Den kan derfor ta opp en ytterligere belastning etter at
knekklasten er nadd. Dette er ikke tilfellet for et sylindrisk skall som vist 1 2.12,
der bifurkasjonspunktet er et ustabilt likevektpunkt. Da vil ikke kapasiteten over-
stige knekklasten i en ikke-lineaer knekningsanalyse. For & estimere kapasiteten
til et skall kan vi derfor ikke anvende samme metoden som vi benyttet pa platen,
siden den 1 dette tilfellet ikke er konservativ i forhold til en ikke-linezer analyse.
Vi ma derfor utvikle en ikke-lineaer beregningsmodell for a estimere kapasiteten
til et skall, hvilket krever mye arbeid.

10.5 Forslag til videre arbeid

Som et forslag til videre arbeid og studie kan beregningsmodellene videreutvik-
les og modifiseres, slik at bruksomradet gker og modellene forbedres. 1T denne
sammenhengen er folgende punkter interessante:

- Utvide platemodellen slik at platetykkelsen kan variere, som er vanlig i
skipskonstruksjoner.

- Videreutvikle stiverene slik at torsjonsvridning blir tatt hensyn til. Dette
kan gjgres ved & ta med den potensielle energien p.g.a. torsjonsvridning i
prinsippet om stasjonar potensiell energi.

- Utvide skallmodellen slik at den kan avstives med stivere i ringretning og
lengderetning.
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- Videreutvikle modellene til ikke-linezere modeller for knekningsanalyser som
er gyldig for store deformasjoner. De samme metodene og prinsippene som
anvendes i PULS [9, 23| kan benyttes, men dette krever mye arbeid. Med
en slik modell kan ogsa kapasiteten til skallet estimeres.
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Tillegg A

Knekning av avstivet plate

A.1 Airys spenningsfunksjon for flat plate

Airys spenningsfunksjon F for en flat plate lgser likningen [1,3]

VA = E(w?w — W W ) (A1)
der
o =F,, o) = Fap Toy = —Flay (A.2)

Fremgangsmetoden for & lgse denne likning A.1 er vist av E. Byklum [9]. Med
det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.1 blir lgsningen

1y 2 y’ @ 2 N
F(:L',y):—Sz — (82 -8} )6_b_Sy7_(Sy_Sy)6_L_Szymy
2m  2n - j?T (AA?))
+ Z Z chos(fx)cos(?y)
=0 7=0
der
c
5= 26 i) D b rsng (A.4)
—I_'] rspq
der f§, er definert som null og koeffisientene brqu er
c _ 2 2 : E(r—p) =i ,s+q=
b py = T8pq+r7g°, hvis {T—I—p:i (s —q) = (A.5)
c - .22 . r+p=1 ,S+q=7
brspg = 7TSPG—17q", hvis { tr—p) =i ,t(s—q)=j (A.6)

[ linearisert 2.ordens teori er forskyvningene sma, og derfor neglisjeres kvadratiske
ledd av amplituden a;;:
2 % 22 3

T
Flz,y)=-S'% — (52— 51)66 S;? — (S} - 55)6—L — Spyy (A7)
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Som utarbeidet av Byklum [9] kan kompatibilitetslikningen for en plate med
en initiell imperfeksjon wq skrives som

VAF :E(w?ry — W W gy F 2W00 4y W 1y — W z2W gy — W0 4y W0 )
=E[(wey + wOﬂf@/)Q — (W g+ W0,20) (W gy + W0,y )] (A.8)

- E[wo,r.y - wO,zzer,yy]

Dette viser at lgsningen av spenningsfunksjonen F' kan skrives som differansen
mellom to lgsninger slik at

F = F(w+wy) — F(wo) (A.9)

Dette betyr at med en initiell imperfeksjon

m

- ., mr. . Ty 0 <z< L
wo(z,y) = ; ;bij SIH(T)SIH(T) ,der 0 <y< b (A.10)
kan koeffisientene f; ¢ skrives som
c E c c
fzy :m Z[brqu(aTS + brs)(apq + bPQ) brqubrsb ]
e (A.11)
= 125 1 20y L ]QL Z brqu Arstpg + Arsbyg + apgbrs)

rspq

A.2 Bgyningsenergi

Platens potensielle energi p.g.a bgyning:

e = / / (0,00 + 1033)* — 2(1 = D)Wyt gy — w)dedy  (A12)

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.1 og integrasjon er

bgyningsenergien:
D7r4Lb Nk
Uplate = ZZ [( ) —I_(Z) } a;jaij (A.13)

=1 j7=1

A.3 Membrantgyningsenergi

Platens potensielle energi p.g.a membrantgyningsenergien:

PR A
Uplate = —/ / [(c7 + 0;”)2 —2(1 = v)(oo) — (T;;)Q)] dy dx (A.14)
2E Jo Jo
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Med en omskrivning ved hjelp av Airys spenningsfunksjon A.7 kan membrantgy-
ningsenergien beregnes

= [ [ S0+ 5,0 = 20 = 1SS, () ~ 53] dyd

B Lst
12F

<z<s; LS 428! 4 §7) — 25162 — 2512
+3u(S, 4+ S2)(S, + S7) + 12(1 — V)Sxy2>
(A.15)

Dette viser at i linearisert 2.ordens teori for en flat plate, er U7 . uavhengig

av amplituden a;;. Det betyr at den ikke gir bidrag i prinsippet om stasjonaer
potensiell energi.

A.4 Ytre arbeid

A.4.1 Arbeid fra normalspenningene

Potensialet til de ytre kreftene er lik arbeidet utfgrt. For normalkreftene blir dette

Ts, :/0 1S (y)Au(y) dy (A.16)

Ts, = /OL tSy(xz)Av(z) dy (A.17)

der Au(y) og Av(z) er henholdsvis endeforkortninger i x- og y- retning x-retning.
Sy og S, er den pasatte spenningen, som er lineaert varierende.

L L
Au(y) = / U dr = / (e — %wij) dx (A.18)
0 0

b b
1
Av(z) :/ vy, ds = / (€ — §w?y) dy (A.19)
0 0

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.1 og integrasjon blir
den potensielle energien p.g.a. normalkreftene i x-retning:

T == D035 (G e+ i
i=1 j=1 k=1 I=1

tsl
12F

(A.20)

[4(85 + 52)7 = 3(Sz + 52)(Sy + 8y) — 48, 5]
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der
0 , hvis 7 #£ k
5 (a5 (i) chvisi=k,j=1
wkl (S2 — Sl)%];]kllz) , hvis 1 =k, 7 + [ er oddetall
0 , hvis 2 = k, 7 + [ er partall

og p.g.a krefter i y-retning:

Tl O n(SltL]W

Ts,==3.2.2.

i=1 5=1 k=1 I=1

17,kl + []kl> Q505

tsl
- 1;13 [4(S1 + 52)% — 3(S1 + S2)(S! + S2) — 45157
der
0 , hvis j # 1
s, ) BEBEUTE hisi= k=1
ikl (52— S;)%Z;J_’“]; , hvis y = (1 £+ k er oddetall
0 , hvis y = 1 £ k er partall

A.4.2 Arbeid fra skjeerspenningene

Den ytre potensielle energien p.g.a skjaerkreftene

L b
Ts,, = / / Seyt(ty + v ;) dy dz
o Jo
L b
/ / Syt (Vay — Waw,y) dy dx
o Jo

(A.21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.1 og integrasjon er

den potensielle energien p.g.a skjeerkreftene:

Ts,, = — A Z Z Z Z Sy %[ijklaijakl

=1 j=1 k=1 I=1

2tsL(1 +v)

o

E ry
der
Sm _ L_b cos((i + k)m) —1 N cos((1 —k)m) —1 '
R A i+k ik
(cos((j +Dm)—1 N cos((j — Om) — 1)
J+1 Jg—1

(A.25)

(A.26)
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A.5 Rotasjonsfjerer som stivere pa skra

Tgyningsenergien p.g.a rotasjonsfjeerer med f{jeerstivhet k% langs linjen S er

Trot / krothn dS
S

(A.27)
/ kmt (wa i+ w,j) - n]2 ds
S
d 1 [( Jit (e m)i]  (A28)
er n= Y1 — Y21 Ty — 1)) .
V(w2 — 21)* + (2 — )2

Uttrykket w ,, er den deriverte i retningen normalt pa den skra avstivningen. I det
tilfellet der det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.1 er sammensatt av summen
w=>y ", Z?_l w;; blir dette integralet

Trot — / Lt 3 [(y1 = ya)wijr + (22 — :r:l)wij;,][(yl — Y2)Wite + (T2 — T1)Whiy]
Y (w2 — 21)* + (y2 — 11)?
(A.29)
Dette integralet lar seg generelt ikke lgses eksakt og ma derfor benytte numerisk
integrasjon

A.6 Rotasjonsfjerer ved rendene

A.6.1 Randenx =0

Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjeerer med f{jeerstivhet k7%, langs linjen z = 0

1

b
Uy = 5 / ko2 (wij.2whi 2) =0 dy (A.30)
0

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet 1 likning 4.1 blir dette integalet

Urel = Z Z Z 4k;°t0 WLszka”ak] (A.31)

=1 j=1 k=1

A.6.2 Randenx =1L

Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjaerer med fjerstivhet k7%, langs linjen x = L

1 b
U;OtL - 5/ k;OtL(wm J."TUI:ZJ:)|J::L dy (ASQ)

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet blir dette integalet

ro 1 ro Ter
Uret, = Z Z Z Zkz:tL 7 i k cos(im)cos(km)a;;ar; (A.33)
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A.6.3 Randeny =0

Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjeerer med fjeerstivhet k7%, langs linjen y = 0

1

L
5/ k;itO(wiLywkl,y”y:odﬂf (A.34)
0

rot __

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet blir dette integalet

UyZo = Z Z Z 4%0%6—2][%7@” (A.35)

=1 7=1 I=1

A.6.4 Randeny =b

Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjeerer med fjeerstivhet k;itb langs linjen y = b

1 L
Uy = 5/ k2 (wij Wit y ) ly=b dz (A.36)
0

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet blir dette integalet

ro vor ™AL .
Uy tb - Z Z Z 4ky 7fb bg .] ZCOS(.]W)COS(ZW)GZ']'GH (AS?)

=1 j=1 I=1



Tillegg B

Knekning av skall

B.1 Airys spenningsfunksjon for skall

Airys spenningsfunksjon F for et skall lgser likningen [1,3]

K
V4F = ?(wiz@ — Wyr g Wr 06 + awr,l’l’) (Bl)

der
(3 2
ol = Fog oft = a ' F T = —ak (B.2)

Fremgangsmetoden for a lgse den tilsvarende likningen for en flat plate er vist av
E. Byklum [3]. Uten store forskjeller fra en flat plate, kan vi finne at lgsningen
til likning B.1 med det antatte forskyvningsfeltet 1 likning 4.37 blir

1 1
F(z,0) = ——Spz® — SIHQ + =S q20
a

20,2

+ Z Z fssm x)sin(276) (B.3)

=1 j7=1

2m  2n

+ ZZ ”cos —:z: Jeos(276)

=0 7=0
der

B3y
S _
fl] - i j

S . b spglirstipg B.5
I oY .

rspq
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der f(% er definert som null og koeffisientene b,,, er

_ 2.9 1. - +(r—p)=1 ,s+qg=7J

brspg = rqu—l-TQ,hws{T_l_p:Z. t(s—q) =3 (B.6)
_ 2.2 . r+p=1 S+ q=

brspg = rspq—r-q°, hvis { Lr—p) =i t(s—q) = (B.7)

[ linearisert 2.ordens teori er forskyvningene sma, og derfor neglisjeres kvadratiske
ledd av amplituden a;;:

1
2
+ZZ Ssin(“Z )sin(246 (B8)
5P Z»jsm(La:)sm( 70)
=1 7=1
B.2 Bgyningsenergi
Skallets potensielle energi p.g.a bgyning:
Wr 06 wr 66 wfze
U= 2 [ [ et "0 =201 )~ a0 (39)
Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.37 og integrasjon er
bgyningsenergien:
mDLa 2 721\*1?
Usgant = ZZ K ) +<;> } a3 (B.10)

i=1 j7=1

B.3 Membrantgyningsenergi

Skallets potensielle energi p.g.a membrantgyningsenergien:

aC (V12
Ut ="5 [ [ oz o =20 = orop (Pl dode (B1)

Med det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.37 og integrasjon er membrantgy-
ningsenergien:

TtLE (i)?

skall ;; 16a [ % (2;)2]2
tal 2

t g (Se 4 50)° = 21 = (8285 — S2)]

(B.12)
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B.4 Potensiell energi p.g.a ytre laster langs ran-
den

B.4.1 Potensiell energi p.g.a. aksialspenningen

Potensialet til de ytre kreftene er lik arbeidet utfort. For aksialspenningen blir
dette

s

Ts, = / 15, Au(0)a df (B.13)
0

der Au(#) er endeforkortmingen i x-retning og S, er den pasatte spenningen:

L L
1
Au(f) = / Uy dr = / (e — 51031,) dx (B.14)
0 0

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i1 likning 4.37 og integrasjon
blir den potensielle energien p.g.a. normalkreftene i x-retning:

Tsm _ zm: zn: SI?;GL <%>2aijaij

=1 j7=1

I I m (B.15)
talm , vialw s,
- 2F St WSTS" - ZZ%
=1 j=1
der
0 hvis ¢ eller j er partall
S.r J— i . Y
= { i ep | olen (B.16)

Kun ledd av orden a;ja; gir bidrag i prinsippet om stasjonaer potensiell energi.

B.4.2 Potensiell energi p.g.a. spenningen i ringretning

Med et ytre trykk p, ma en balanserende spenning Sy = %p veere pasatt for at
skallet skal veere i likevekt. Arbeidet som Sy utgjor er

L
Tp = / thA’Ug dzx (Bl?)
0

der Avy er forkortningen av platen i ring-retning

s

Avg(z) = /2 %a do
0

(B.18)
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Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i1 likning 4.37 og integrasjon
blir den potensielle energien p.g.a. det ytre trykket:

m 9
== Z ZP%%;‘%]‘

=1 j=1

. L (B.19)
talm , via 7T
- SE S g W
i=1 j7=1
der
0 hvis 7 eller j er partall
Se = 3 . . ’
b = { SHCLS (1) _ (H)Y] | ellers (B.20)

Kun ledd av orden «a;jay; gir bidrag i prinsippet om stasjoneer potensiell energi.

B.4.3 Potensiell energi p.g.a. skjaerspenningen

Den ytre potensielle energien p.g.a skjaerkreftene

/ / Igt——l—vh)dﬁdzx .

_ / / Soot(y — wpe Ve db do
o Jo a

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.37 og integrasjon er
den potensielle energien p.g.a skjaerkreftene:

Ts,, =— Z Z Z Z Szé’%il[ijklaijakl

i=1 j=1 k=1 I=1 (B.22)
taln(14+v) ,
_ TS@"@
der
_ cos((t+k)m)—1 cos((t —k)m)—1
[”“_< i+k * i —k ) (B.23)
(cos((j +hm)—1 N cos((j —D)m) — 1) '
J+1 J—1

B.4.4 Potensiell energi p.g.a. ytre trykk

Med et ytre trykk p, ma en balanserende spenning Sy = %p veere pasatt for at
skallet skal veere i likevekt. Arbeidet som p utgjer, er



B.5 Rotasjonsfjeerer ved rendene 111

L r3
— / / pw, df dzx (B.24)
o Jo

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.37 og integrasjon
blir den potensielle energien p.g.a. det ytre trykket:

Z Z PaL (cos(mi) — 1)(cos(mj) — 1))ai; (B.25)

2wy
=1 j=1 J

Kun ledd av orden «a;ja; gir bidrag i prinsippet om stasjoneer potensiell energi.

B.5 Rotasjonsfjerer ved rendene

B.5.1 Randen x =0
Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjeerer med f{jeerstivhet k7%, langs linjen z = 0

1 [2
UiZo =5 / kpZo(Wij Wit o) |ls=oa df (B.26)
0

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet i likning 4.37 blir dette inte-

galet
Uret = Z Z Z 8k;°f07@ka”ak] (B.27)

=1 j=1 k=1

B.5.2 Randen x = L
Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjeerer med fjeerstivhet k7%, langs linjen x = L

1 [z
U = 5/0 kL% (wij it 2 )| w=r,a dO (B.28)
Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet blir dette integalet

m n m

3
Uret, = Z Z Z 2 k;OtL% ik cos(im)cos(km)aijar; (B.29)

i=1 j=1 k=1

B.5.3 Randen ¢ =0

Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjaerer med fjerstivhet k5%, langs linjen § = 0

1 1

L
Ugito = 5/ kgitoﬁ(wij,b’wkl,é’”é’zo dl’ (BBO)
0

p4
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Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet blir dette integalet

501‘0 - ZzzkgOtO 2][61” 2l (B31)

=1 5=1 I=1

B.5.4 Randen 6 = %

Tgyningsarbeid p.g.a. rotasjonsfjaerer med fjaerstivhet ks langs linjen § = 7 er
2

1 r rot 1
U@:g = 5 ké;:% _Q(Wij,é’wkl,b’”é:% dzx (B32)
0

Q

Ved substitusjon av det antatte forskyvningsfeltet blir dette integalet

L )
U’"ft_ Z Z Z ke ek, Jlcos(ym)cos(Im)a,jai (B.33)

2
=1 j=1 I=1



Tillegg C

Deler av fortran kode for
platemodellen

C.1 Hovedfil

SUBROUTINE PlateWithStiffener(output, input, stiffOrientation, aEigMat, ULSDeflection, &
StressX, StressY, StressXY, StressEq, almpMat)

'DEC$ ATTRIBUTES DLLEXPORT :: PlateWithStiffener

'DEC$ ATTRIBUTES STDCALL :: PlateWithStiffener

'DEC$ ATTRIBUTES REFERENCE :: stiffOrientation, output, input

'DEC$ ATTRIBUTES REFERENCE :: ULSDeflection, StressEq, almpMat, StressX, StressY,StressXY
USE EigenproblemHandler

USE CalculateStress

USE kind_values, only: wp => Wp_swan

IMPLICIT NONE

REAL(wp) :: L, s, tp, I, E, Hy, kTheta, SIGF

INTEGER :: irow, jrow, stiffType

REAL ,PARAMETER :: PI = 3.141592654

REAL(wp) :: LAM_E, sig_x1, sig_x2, sig_yl ,sig_y2, tau_xy, ULSloadfactor, tolerance, &
aEig_max, xArgument, yArgument, xValue, yValue

INTEGER iLambda, iNumDof, intI, intJ, iBoundCond, M, intS, intL, intK , int0, maxMs, &
maxls, diskretl, diskret2, intM, intN, intP, intQ

Real(wp), dimension(:,:), allocatable :: AA, BB, EigenVec, KKBB, KKEIG
REAL(wp), DIMENSION(1) :: YMU

1 sk ok e ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok kol ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ko sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok skok skok ok kok ko

'% Variable (ut)
1 sk s ek o ks ke ok ks ko o ks o o ks ks ko o ko ok o s ks ko s ok ok ok ok s s ks ke ko ok s sk sk ok sk ook ok ok

type :: userDefinedOutput
sequence

real (wp) :: eigenvalue, ULSloadfactor

113
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end type userDefinedOutput
type(userDefinedOutput), intent(out):: output

stk ok ks ok sk skok ok ok ko ks sk ok ko ok ko ks sk ks skok ok o ks ok ks skok sk ok sk ol s sk ok sk ok ko ks sk ok ki ok ok o ks sk ok sk o ok ok ok
'* Variable (inn)

kb ks s ook s sk ok sk ok ok ko ks s ok sk ok ok ks o ks ks sk ok o ks ks sk ok sk ok ok sk s ks s ok sk ok ok ks ks sk ki sk ok ok ok o ks sk ok ko ok ko ok ok
type :: userDefinedInput

sequence

REAL(wp) :: L, s, tp, I, E, Ny, kTheta, sigXi, sigX2, sig¥1l, sig¥2, tauXV, &
SIGF, tolerance

integer ::  stifftype, irow, jrow, diskretl, diskret2, iBoundCond, MAXM, MAXN
end type userDefinedInput

type(userDefinedInput), intent(in) :: input

1 s s s s s s s s ok o ook o oo ok o K K K Sk o K K K o S R o K Ko S S o K K K SR ok KK K S S o o K K K s s ok ok K Ko o ok o ok K Kk s o kK KK
'* Definerer matriser

1 s s s s s s s s ok o oK o SR o K K K S o K K KK S SR o K o S S o K K K SR o R KK K S S o K K K S o o K K Ko o ok o K K K o o K KK
real(wp), dimension(input.diskretl,input.diskret2)

intent (out) :: ULSDeflection, StressX, StressY, StressXY, StressEq, aEigMat, aImpMat
REAL(wp), DIMENSION (input.irow,input.jrow) :: stiffOrientation

1 s s s s s s s s ok o oK oo oK R o K K Ko o K K KK SR o K K S o K K KK S o K K Ko K K

stk ok ks ok sk kol ok ok ko ks sk ok ko ok ik o ks sk ks sk ok o ks ok ks skl sk ok ko ks sk ok sk ok ko ks sk ok sk ok ok o ok sk ok sk o ok ok ok
'* Initialiserer

stk ks ook skl ok ok ok sk ok ko ok sk ok ks sk ks sk ok o ks sk ks kol sk ok ko ks sk ok sk ok ko ks sk ok ki ok ok o sk ok ko o ko ok ok
L = input.L

s = input.s

tp = input.tp

I = input.I

E = input.E

Ny = input.Ny

kTheta = input.kTheta

sig_x1 = input.sigXi

sig_x2 = input.sigX2

sig_yl = input.sig¥1l

sig_y2 = input.sigV¥2

tau_xy = input.tauXY

SIGF = input.SIGF

tolerance = input.tolerance
stiffType = input.stifftype
irow = input.irow

jrow = input.jrow

diskretl = input.diskretl
diskret2 = input.diskret2
iBoundCond = input.iBoundCond
maxMs = input.MAXM

maxNs = input.MAXN

Allocate(EigenVec(maxMs*maxNs,1))
Allocate (KKBB(maxMs*maxls ,maxMs*maxNs))
Allocate (KKEIG(maxMs*maxls ,maxMs*maxHNs))
Allocate (AA(maxMs*Maxls,1))

Allocate (BB(maxMs*Maxlls,1))

KKBB = 0O
KKEIG

=0
StressX =

0
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StressY = 0
StressXY = 0
StressEq = 0
aEigMat = O
almpMat = O
ULSDeflection
Eigenvec = 0
ULSloadfactor
LAM_E = O
aEig_max = 0

n
(=]

n
[=]

1 s s s s s s s s ok o ook o oo ok o ok K K S o o oK K K o o R o K Ko S S o K K K SR o R K K Ko S S o o K K K s s ok o KK o ok o K K K s o o kK KK
'* Frihetsgrader

1 s s s s oSS So o oK  S S R o K K K S SKo K KKK SR SR o K K S K KKK SR o K K KSR K K KK S S o o KK K ok o K K KK Ko o R K KK
iNumDof = maxMs*maxNls

Uik ok sk sk sk ok ok stk ks ko sk o sk sk s ok sk s sk sk s ol e sk sk ok sk kol ks sk ok sk o ok sk kol ok sk o sk ok
'* Nummer p& egenverdien

stk sk sk ko s ok sk ok sk ks sk ok sk sk ok sk e sk s sk ok sk s ol e sk ks ke ok sk ko e sk ko e ok sk ko ks e o sk ok
iLambda = 1

Utk ook sk ok ook sk ok ok o ok o ok sk ok ik o ok o sk ks sk ok ok o o sk ks sk ok ok o Kok o sk sk ko o Kk o sk ksl ok ok o ok ok ok sk Kok ok
'* Bidraget fra stiverene
1k ook sk ko sk ok sk o ok o sk sk ok sk o ok o ook ks sk ok ok o oo sk ks sk ok ko o ok o sk sk ok ko o ok o sk ok koo ok ok o ok ok ksl ok sk ook
DO intI = 1, irow

Call CalculateStiff(L, s, tp, E, iNumDof, maxMs, &

maxls, stiffOrientation(intI,1), &

stiffOrientation(intI,3), stiffOrientation(intI,2),&

stiffOrientation(intI,4), I, kTheta, KKBB)
END DO

1 s s s s s s s s ok o o ok o oo ok o ok K Ko s ok o ok K Ko o o ok o ok Ko s S ok o K K Ko S ok o o K K Ko s s ok o K K K s s ok o ok kKo o sk o ok K K s ok o K KK

'* Bidraget fra platen

1 s s s s s s oS o o oK K oS o K K Ko o K K KK S SR o K Ko S S o K K KK SR o R K K Ko S S o K K K S S o o KK K ok o K K KK o o R K KK

Call CalculatePlate(L, s, tp, E, Ny, iNumDof, maxMs, maxNs, iBoundCond, sig_x1, sig_x2, &
sig_y1, sig_y2, tau_xy, KKBB, KKEIG)

stk ks ook skl ok ok ok sk ok ko ok ik ok ks sk ks sk ok o ks sk ok ks skl sk ok ks ks sk ok sk ok ko ks sk ki ok ok o ko sk ok ko o ko ok ok
'* Lgser egenverdiproblemet

1 sk ks s ook s sk ok sk ok ok ko ks s ok sk ok ok ks o ks ks sk ok o ks ks sk ok sk ok ok ks s ks s ok sk ok ok ks o ks ki sk o ok ok ok ks sk ok ks ok ok sk ok ok ok
CALL GiveInPutData(ilLambda , ’M’ , iNumDof, M , -KKEIG, KKBB)

CALL GetOutPutData( YMU , Eigenvec ) LAM_E = 1 / YMU(1)

Dok oK KRR KK KKK KR AR KK KK KR R KR Ko KKK K KKK KK KK K KR KK
!* Skalerer egenvektoren
Voo oo K KRR KK KK KK KR KKK KK KK o KKK Ko KKK K KKK KK KK KK KR KR kK
DO intL = 1 , diskret2; DO intK = 1 , diskretil
xValue = (intK -1)*L/(diskreti-1)
yValue = (intL - 1) *s/(diskret2-1)
intM = 0
DO intN = 1 ,maxMs; DO int0 = 1 ,maxls
xArgument = PI*intN*xValue/L
yArgument = PI*intO*yValue/s
intM = intM + 1
aEigMat (intK,intL) = aEigMat(intK,intL)+Eigenvec(intM,1)#*sin(xArgument) * &
sin(yArgument)

END DO; END DO
END DO; END DO
DO intQ = 1 , diskret2; DO intP = 1 , diskretil
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IF(aEig_max < Abs(aEigMat(intP,intQ)))Then
aEig_max = Abs(aEigMat(intP,intQ))
END IF
END DO; END DO

IF(aEig_max /= 0)Then

aEigMat = (1/aEig_max) * aEigMat Eigenvec = (1/aEig_max) * Eigenvec
END IF

1 sk ok ke s s ok ok K Rk ok o ok sk ke s oo Ko sk Kk K KK K K o s ok s ok s o s s ks sk ki ok Kk kK ok s s ok s ok o s s sk ko sk Kk Kk ok ok o ok s sk ok sk ok sk sk ok ok oK
!* Beregner spenninger
1 sk ok ke s ook kK K ok ok ok ok s skl Sk ok o Ko ok Kk K KK K ok ok s ok s ok s s s sk ks sk ok ok ok Kok ok s s ok s ok s sk s sk ko sk ok sk Kok ok ok ok ok s sk ok sk ok sk sk ok ok ok
CALL CalcStress(Eigenvec, aEigMat, LAM_E, ULSloadfactor, L, s, maxMs, maxNs, E, Ny, &
sig_x1, sig_x2, sig_yl, sig_y2, tau_xy, SIGF, tolerance, stiffOrientation, irow, &
jrow, diskretl, diskret2, AA, BB, StressX, StressY, StressXY, StressEq)

sk ks ook ook ok sk sk sk o o ok o o ok sk sk s o ok ok o s s ok s e ke o ok sk sk sk ok s sk sk ok sk sk o ko ok K
'* Imperfeksjonen lagres i en matrise som kan fremstilles grafisk
sk ks ook ook ok sk ook o o o ok 3 o ok sk s ok s o o ok ok o ok sk s ok s o o e ke o ko sk s ok sk ok s o o ok sk sk ook ok s o ok ok o ko
DO intL = 1 , diskret2; DO intK = 1 , diskretil
xValue = (intK - 1)*L/(diskreti-1)
yValue = (intL - 1)*s/(diskret2-1) intM = O
DO intN = 1 ,maxMs; DO int0 = 1 ,maxls
xArgument = PI*intN*xValue/L
yArgument = PI*intO*yValue/s
intM = intM + 1
almpMat (intK,intL) = aImpMat(intK,intL)+BB(intM,1)*sin(xArgument)*sin(yArgument)
END DO; END DO
END DO END DO

sk koo ks o oo o o K ook s ok s o o K K sk s o s s o o s K sk sk s ok o ko ok sk s e e ke ok o ok sk ok sk ek s ok o
'* Forskyvning ved platens kapasitetstilstand lagres i en matrise
0 sk ok ook oo e o ok oo o ok KooK S o o o ok ok K o ok s o e o o o ok s ok s ok s o ok o ok ok Kk K ook s e e ke o o ok sk ok s e sk o ok o
DO intL = 1 , diskret2; DO intK = 1 , diskretil
xValue = (intK - 1)*L/(diskreti-1)
yValue = (intL - 1)*s/(diskret2-1)
intM = 0
DO intN = 1 ,maxMs; DO int0 = 1 ,maxls
xArgument = PI*intN*xValue/L
yArgument = PI*intO*yValue/s
intM = intM + 1
ULSDeflection(intK,intL) = ULSDeflection(intK,intL)+ &
AA(intM,1)*sin(xArgument)*sin(yArgument)
END DO; END DO
END DO; END DO

stk ok ks ok s ok s ok sk s ok ok sk ks s ks ok ok s ok ks o s ks sk ks ok ks ok s o s ok sk stk s ok o sk o ok sk ok ok ok
!* Avslutter

sk ek ok s ko s ok ks ok s ks ko sk ok sk ks ks ks ok ks ko ks ks ks sk ks ok ks ks ok s ok s ok sk sk s ok ok s o sk ok sk ok ok sk ok
deallocate(EigenVec)

deallocate (KKBB)

deallocate (KKEIG)

deallocate(AA)

deallocate(BB)

output.eigenvalue = LAM_E
output.ULSloadfactor = ULSloadfactor

END SUBROUTINE
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SUBROUTINE CalculatePlate(L, s, tp, E, Ny, iNumDof, maxMs, maxNs, iBoundCond,sig_x1, &
sig_x2, sig_yl, sig_y2, tau_xy, KKBB, KKEIG)

USE kind_values, only: wp => Wp_swan
USE AVVIEWER

IMPLICIT NONE

REAL(wp) :: L, s, tp, E, Ny, D , sig_x1, sig_x2, sig_yl , sig_y2, tau_xy, Intilshear, &

Int2shear, Int3shear, Int4shear , k_rotl, k_rot2, k_rot3, k_rot4d

INTEGER maxMs, maxNs, ilumDof, oddl, odd2, odd3, odd4, &
rowlr, columlNr, intI, intJ, intP, intQ, iBoundCond

REAL ,PARAMETER :: PI = 3.141592654
REAL(wp), DIMENSION (iHumDof,iNumDof) :: KKBB, KKEIG
D = (Extp**3)/(12%x(1-Ny**2))

rowlir = 1

oddl = -1
odd2 = -1
odd3 = -1
odd4 = -1

ke sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok sk ok ok ok ok skok sk sk ok 3k ok 3k ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok skok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

!* Bidrag til den geomatriske stivmatrisen og materialstivhetmatrisen

ke s ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok skok ok ok ok 3k oK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok skok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

DO intI = 1, maxMs; 0odd3 = -1 * odd3 ;D0 intJ = 1, maxHls
oddl = -1 * odd1l
columlNr = 1

117

KKBB(rowlir,rowlir) = KKBB(rowNr,rowlir)+(D*PI**4*(intI**2+(L*intJ/s)**2)**2)/(4*xL**3/s)

KKEIG(rowlir,rowlir) = KKEIG(rowlr,rowllr) - (sig_x1l*tp*s*(intI*PI)**2)/(4*L) - &

(sig_x2-sig_x1)*s*tpx (PI*intI)**2/(8*L) -(sig_yl*tp*L* (intJ*PI)**2)/(4*s)- &

(sig_y2-sig_y1)*Lxtp* (PI*intJ)**2/(8*s)

DO intP = 1, maxMs
odd4 = -1 * odd4
DO intQ = 1, maxls
0dd2 = -1 * odd2

1 sk ke ke ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ke ok ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok skok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok

'* Rotasjonsfjzrene langs randen

1 sk ke ke sk sk ok ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk sk sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok skok sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok skok sk sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok

IF(intJ == intQ)Then
'**%x Randen x=0 ***
KKBB(rowlir,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + 0.5 * k_rotl * &
intI*intP*s*(PI/2%L)*%2
'**%x Randen x=L ***
KKBB(rowlir,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + 0.5 * k_rot2 * &

intI*intP*s*x(PI/2%L)**2 * cos(intI*PI)#*cos(intP*PI)

END IF
IF(intI == intP)Then
!*%% Randen y=0 **x*
KKBB(rowlir,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + 0.5 * k_rot3 * &
intJ*intQ*L*(PI/2%s) **2
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!*%% Randen y=L **x*
KKBB(rowlir,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + 0.5 * k_rotd * &
intJ*intQ*L*(PI/2%s)**2 * cos(intJ*PI)*cos(intQ*PI)
END IF

1ok o koo koo sk ok ook o stk ok ok sk s sk ok ook o sk sk ok sk ok sk ko ok ok sk ko sk sk ek sk ko ook o ok ok sk ok sk ek sk ok ok ok
'* Bidraget fra normalspenningene
sk o ks o ks o oo ok ook ok sk ks ks s s ok ook ok sk ks ks ks ok ok ok sk ok ko ok sk s s s ko ook o sk ok sk ok sk sk sk ok ok ook
IF(intI== intP)Then
IF(intJ /= intQ)Then
IF (odd1*0dd2 < 0)Then
KKEIG(rowlr,columlir) = KKEIG(rowlr,columlir) + 2 * s/L * tp * &
(sig_x2-sig_x1)*intI**2*%intJ*intQ/((intJ**2-intQ**2)**2)
END IF
END IF
END IF
IF(intJ== intQ)Then
IF(intI /= intP)Then
IF (0odd3*0dd4 < 0)Then
KKEIG(rowlr,columlir) = KKEIG(rowlr,columlir) + 2 * L/s * tp * &
(sig_y2-sig_y1)*intJ**2%intI#intP/((intI#*2-intP**2)**2)
END IF
END IF
END IF

1ok o ok o koo ok ok ook o stk ook ok s sk sk ook o skok ks sk ko ok ook ok ook sk sk sk ook ook o ok sk ok sk ek ko ok ok
'* Bidraget fra skjarspenningene
1ok o ks ok ks o ook ok ook o sk koo s sk ok ook o sk sk sk ks ks ko ok ook ok ko ok sk sk sk sk ko ook o skok ok sk ok sk ks ok ok ok
Intishear = L/(intI+intP)*(cos((intI+intP)*PI)-1)
Int3shear = s/(intJ+intQ)*(cos((intJ+intQ)*PI)-1)
IF(intI /= intP)Then
Int2shear = L/(intP-intI)*(cos((intP-intI)*PI)-1)
ELSE
Int2shear = 0O
END IF
IF(intJ /= intQ)Then
Int4shear = s/(intJ-intQ)*(cos((intJ-intQ)*PI)-1)
ELSE
Int4shear = O
END IF
KKEIG(rowlr,columlr) = KKEIG(rowlr,columlr) + tp*tau_xy/(4*Lks)*&
(intI*intQ*(Intishear+Int2shear)*(Int3shear+Int4shear) + &
intP*intJ*(Intlshear-Int2shear)*(Int3shear-Int4shear) )

columlr = columAr + 1
END DO
END DO
rowlNr = rowlr + 1
END DO ;END DO
END SUBROUTINE



C.3 Bidrag fra stiverne 119

C.3 Bidrag fra stiverne

SUBROUTINE CalculateStiff(L, s, tp, E, iNumDof, maxMs, maxNs, x1, x2, yl, y2, I, kTheta,KKBB)

USE EigenproblemHandler

USE kind_values, only: wp => wp_swan ! Defines numeric precision
USE AVVIEWER

IMPLICIT NONE

REAL(wp) :: L, s, tp, E, I, kTheta, x1, x2, y1, y2, L_st, h, &
diskretX, intl_stiffener, int2_stiffener, int3_stiffener

INTEGER maxMs, maxHs , iNumDof, intPoints, DifferentPoint, &
rowlr, columlNr, intI, intJ, intP, intQ, intR
REAL ,PARAMETER :: PI = 3.141592654

REAL(wp) ,intent(out), DIMENSION (iNumDof ,iNumDof) :: KKBB

intl_stiffener 0
int2_stiffener 0
int3_stiffener = O

rowlir = 1

intPoints = 100.
h = 1.0 / intPoints

L_st = sqrt((x1-x2)**2 + (yl-y2)**2)

Voo kKRR ook ok K KR KK KKK Kok o K KK KKK KKK KKK KK KK KR KR KKKk K K KR K kK

'* Numerisk integrasjon av bidraget til stiveren

Voo oo KR KR KR KK K KR Ko Ko K KK KKK KK KK KKK R KKK R K o K KR KKK

DO intI = 1, maxMs; DO intJ = 1, maxls

columfir = 1
DO intP = 1, maxMs; DO intQ = 1, maxls

intl_stiffener = h * E * I / ( 4%((x2-x1)**2+(y2-y1)**2)**2 ) &
*((x2-x1)#*2 * (intI*PI/L)**2 * sin(intI*PI/L*x1)*sin(intJ*PI/s *yl) &
-2%(x2-x1)*(y2-y1)*(intI*PI/L)*(intJ*PI/s)* cos(intI*PI/L#x1)*cos(intJ*PI/s*y1)&
+(y2-y1)**2 * (intJ*PI/s)**2 * sin(intI*PI/L*x1)*sin(intJ*PI/s *y1) )&
*((x2-x1)#*2 * (intP*PI/L)**2 * sin(intP*PI/L*x1)*sin(intQ*PI/s *yl1) &
-2%(x2-x1)*(y2-y1)*(intP*PI/L)*(intQ*PI/s)* cos(intP*PI/L#x1)*cos(intQ*PI/s*y1)&
+(y2-y1)**2 * (intQ*PI/s)**2 * sin(intP*PI/L*x1)#*sin(intQ*PI/s*yl1)) * L_st

KKBB(rowlir ,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + intl_stiffener
KKBB(columlir ,rowlir) = KKBB(columlr,rowlir) + intl_stiffener

DO intR = 1, (intPoints-1)

diskretX = h*intR

IF(I /= 0)Then
int2_stiffener = h * E * I / ( 2%((x2-x1)%*2+(y2-y1)**2)**2 ) &
*((x2-x1)%%2 *(intI*PI/L)**2 * sin(intI#PI/L*(x1+(x2-x1)*diskretX))*sin(intJ*PI/s*&
(y1+(y2-y1)*diskretX))-2*(x2-x1)*(y2-y1) *(intI*#PI/L)*(intJ*PI/s)* cos(intI*PI/L*&
(x1+(x2-x1)*diskretX))*cos(intJ*PI/s *(y1+(y2-y1)*diskretX))&+(y2-y1)**2 *&
(intJ*PI/s)**2 * sin(intI*PI/L*(x1+(x2-x1)*diskretX))*sin(intJ*PI/s *&
(y1+(y2-y1)*diskretX)) )*((x2-x1)**2*(intP+PI/L)**2 * sin(intP*PI/L*(x1+(x2-x1)&
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*diskretX))*sin(intQ*PI/s *(y1+(y2-y1)*diskretX))-2+(x2-x1)*(y2-y1)*(intP*PI/L)*&
(intQ*PI/s)*cos (intP*PI/L*(x1+(x2-x1)*diskretX))*cos(intQ*PI/s *&
(y1+(y2-y1)*diskretX))+(y2-y1)**2% (intQ*PI/s) **2*sin(intP*PI/L*&
(x1+(x2-x1)*diskretX))*sin(intQ*PI/s *(y1+(y2-yl)*diskretX))) * L_st

KKBB(rowlir,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + int2_stiffener
KKBB(columlr ,rowlir) = KKBB(columlir ,rowlir) + int2_stiffener

END IF

END DO

int3_stiffener = h*E*I/(4%((x2-x1)#*2+(y2-y1)**2)**2)* ((x2-x1) #*2* (intI*PI/L)**2 * &

sin(intI#PI/L*x2)*sin(intJ*PI/s *y2)-2%(x2-x1)*(y2-y1)*(intI*PI/L)*(intJ*PI/s)* &
cos(intI*#PI/L*x2)*cos (intJ*PI/s*y2)+(y2-y1)**2*(intJ*PI/s)**2%sin(intI*PI/L*x2)*&
sin(intJ*PI/s*y2))*((x2-x1)**2%(intP*PI/L)**2%sin (intP+PI/L#x2)*sin(intQ*PI/s *y2)&
-2%(x2-x1) *(y2-y1)*(intP*PI/L)*(intQ*PI/s)* cos(intP*PI/L#x2)*cos(intQ*PI/s *y2)&
+(y2-y1)**2 * (intQ*PI/s)**2 * sin(intP*PI/L*x2)#*sin(intQ*PI/s *y2)) * L_st

KKBB(rowlir ,columlir) = KKBB(rowlr,columlir) + int3_stiffener
KKBB(columlir ,rowlir) = KKBB(columlr,rowlir) + int3_stiffener

columlr = columlr + 1

END DO;END DO
rowlr = rowlr + 1

END DO;END DO

END SUBROUTINE

C4

Spenningsberegning

MODULE CalculateStress

use kind_values, only: wp => wp_swan
implicit none
private

public::CalcStress

INTEGER :: M, MH, N, ID, inc

REAL(wp) :: Mi111, M2222, M1212, M1122, DET, CMAT(3,3),MMAT(3,3) ,DUM1(3),DUM2(3,3), Fi, &

sigXFAC, sigYFAC, sigXYFAC

Real(wp), dimension(:), allocatable :: FFMN

Integer, dimension(:,:), allocatable :: MEME1,MNMN2
REAL ,PARAMETER :: PI=3.14159
contains

SUBROUTINE CalcStress(Eigenvec, aEigMat, LAM_E, LAM, L, s, MAXM, MAXN, E, NY, sig x1, &
sig_x2, sig_yl, sig_y2, tau_xy, SIGF, tolerance, stiffOrientation, irow, jrow, diskretl, &
diskret2, AA, BB, SigXStress, SigYStress, SigXYStress, MisesStress)
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use kind_values, only: wp => wp_swan ! Defines numeric precision
implicit none

REAL(wp) ,intent(in) :: L, s, E, NY,sig_x1, sig_x2, sig_yl, sig_y2, tau_xy, SIGF, tolerance
INTEGER,intent(in) :: irow, jrow, MAXM, MAXN

REAL(wp):: X, Y, sigX, sig¥, sigXY, sigEQ, Cii111, C2222, C1212, C1122, SNXA, SNXB, SNYA, &
SHYB, SHXY, deltaO, deltal, inc_LAM, SIGEQ_max, diskret_stiff, &
DifferFromYieldAbs, LAM_E, LAM

INTEGER F,G,H, diskretl, diskret2, NNN, intI,intJ, row, intK, intL, stiff_points, Buckling

REAL(wp), DIMENSION(diskretl,diskret2) :: MisesStress, SigXStress, SigYStress, SigXYStress
REAL(wp) ,intent(in) ,DIMENSION(irow,jrow) :: stiffOrientation
REAL(wp), DIMENSION (MAXM*MAXN,1) :: EigenVec, BB, AA

real(wp), dimension(diskreti,diskret2) :: aEigMat

sk ko ook s ok sk s o o ok K ok s ok s o o ko ok ok sk s s o ko ok sk s sk s s o o ok sk sk sk s ok o ko ok ok ok sk ok
'* Beregner forskjellig koeffisienter

sk o ko ok ook ok s ok o oo o ok 3K ok o o ok s o o ok K K ok o oo o ok ok oK o s s ko o o ok ok ok s ok o ok ok ok ok o ok ok ok
NNN = (2*MAXM+1)*(2+MAXN+1)-1

Call ComputeStiffnessParameters(C1111,C2222,C1212,C1122, E, HY)

CMAT(1,1)=C1111
CMAT(1,2)=C1122
CMAT(1,3)=0
CMAT(2,1)=C1122
CMAT(2,2)=C2222
CMAT(2,3)=0
CMAT(3,1)=0
CMAT(3,2)=0
CMAT(3,3)=C1212

MMAT=CMAT

DUM1=1

CALL MATINS(MMAT,3,3,DUM1,1,1,DET,ID,DUM2)
M1111=MMAT(1,1)

M1122=MMAT(1,2)

M2222=MMAT(2,2)

M1212=0.25%MHAT(3,3)

call AllocateMatrices(MAXM, MAXN, NNN,diskretl,diskret2)

MNME1=0
MNMN2=0

CALL MNM(MNMN1,MEMN2 ,MAXM,MAXN ,NNN)

1 sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok sk ok o sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok kol ok sk ok sk ok sk sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok dkok ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok

'* Initialiserer
1 e s s s s o s s s ok o oK o S SR o K K KSR o K K K SR SR o K Ko S S o K K KK SR o R KK K S S o K K K S S o ok KK o Sk o K K K o o R K KK

AA =0
BB = 0
X=0
Y=0

LAM
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SIGX=0
SIGY=0
SIGXY=0
inc_LAM = SIGF/2
SIGEQ_max = O

SIGEQ = O
DifferFromYieldAbs = SIGF
SHXA = O

SHXB =
SHYA =
SHYB =
SHXY =

©c © OO

1 sk ok ok sk sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk ok o sk ok sk ok ok sk ok sk sk sk sk ok ok ok sk ok skok ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok

'* Imperfeksjonen i en vektor
sk ko ok ook ok s ok o oo o ok 3K ok s ok s o o ko oK K ok o o o ok o oK o s s ko o o ok sk e ok s ok o ko ok ok ok K ok ok ok

'TMP-vector
delta0 = tolerance
BB = delta0 * Eigenvec

U skesok ok sk sk ok sk ko ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk s ook ok sk ok sk s ok ok sk sk sl sk sk sk sk ok ke sk ok sk ok sk ok sk ok ook
'* Kontrollerer om egenverdiene er positive (de er negative ved strekk)
sk ok sk sk ok sk ok sk sk ok sk ok ks ok sk s ok sk s ok ks sk s ok sk ok sk sk s sk ok sk sk ok sk ke ke ks sk ok sk ko ok sk ok ook
Buckling = 1
IF(LAM_E < O .0R. LAM_E == 0)Then

Buckling = O
END IF

1 sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok sk ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok sk ok ok sk ok sk ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok dkok ok sk ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok

'* P&lastning
sk sk sk sk ok sk sk sk s ok sk ek ks sk s ok s s ook ks sk ks ok sk ks ke s sk ok sk sk ks ko ek ks sk ok sk ko ok sk ok ook

inc = 0O
DO WHILE (DifferFromYieldAbs > 0.1)
inc = inc + 1

DifferFromYieldAbs = Abs(SIGF- SIGEQ_max)
IF(SIGEQ_max >= SIGF .0R. Abs(LAM) >= Abs(LAM_E))Then
LAM = LAM - inc_LAM
inc_LAM = inc_LAM/2
END IF

SIGEQ_max = O

LAM = LAM + inc_LAM

SHXA = LAM*sig_x1
SHXB = LAM*sig_x2
SHYA = LAM*sig_yl
SHYB = LAM*sig_y2
SNXY = LAM*tau_xy

IF(LAM /= LAM_E .AND. LAM_E > 0)Then
deltal = LAM/(LAM_E-LAM) * deltaO
AA = deltal * Eigenvec

CALL FMEN(FFMN,MAXM,MAXN,AA,BB,L,s,M1111,M2222,M1122,M1212)
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stk ks sk ok ks ok skok sk sk ko sk ks kol sk sk ok sk ki s sk sk sk ik o ks sk sk sk skok ok ok sk ok sk sk sk ok sk ok ok o ok sk ok sk o ok ok ok
'* Kontrollerer spenningen langs randen
stk ks ok ks ook s sk sk sk ko ks ks sk ok sk sk kol sk ok s sk ok sk sk ks o ks sk sk sk ok ok ks ok sk sk sk ok sk ok ok ok o ks sk ok ksl o ko ok ok
'THE EDGE
DO F=1, diskretl; DO G=1, diskret2
IF (F .eq. 1 .or. F .eq. diskretl .or. &
G .eq. 1 .or. G .eq. diskret2)Then

X = L/(diskret1-1)*(F-1)
Y = s/(diskret2-1)*(G-1)

CALL ComputeStress(X,Y,SHXA, SNXB, SNYA, SHYB, SNXY, L, s, NNN,&
SIGX, SIGY, SIGXY, SIGEQ, Buckling)
IF(SIGEQ_max < SIGEQ)Then
SIGEQ_max = SIGEQ
END IF
END IF
END DO;END DO

sk ook ok ook ok sk sk sk sk ok ok ook ok sk sk sk ok ol ok ok ok ko sk sk sk ok sk ok ok ook ok sk ok ok sk sk ok sk sk ko ok o skok sk sk ok sk ko ok ok ok
!* Kontrollerer spenningen langs stiveren

sk ook ok ook ko sk ook ok ook ok sk s skkok o ook ook ok sk sk sk sk ok sk ok ok ook ok ko ko sk sk ok sk ok ook ok ok sk sk sk ks ok ok ok
stiff_points = 40

DO intK = 1, irow; DO intL = 1, stiff_points

diskret_stiff = (intL-1)/(stiff_points-1)

X = stiffOrientation(irow,1) + (stiffOrientation(irow,3)&
- stiffOrientation(irow,1))*diskret_stiff
stiffOrientation(irow,2) + (stiffOrientation(irow,4)%&
- stiffOrientation(irow,2))*diskret_stiff

Y

CALL ComputeStress(X,Y,SHXA, SNXB, SNYA, SHYB, SNXY, L, s, NNN,&
SIGX, SIGY, SIGXY, SIGEQ, Buckling)

IF(SIGEQ_max < SIGEQ)Then
SIGEQ_max = SIGEQ
END IF
END DO;END DO

ELSE

skt ok ok sk sk ik sk ok ok sk ok sk s ok sk kol ks ol ok sk ko sk ko ok sk kol ks sk ok sk s ok sk kol e o ok sk s ok sk ko ok sk ok ook
!* Kapasiteten er n&dd og spenningsfelt beregnes
sk ok ks ok sk ik s ok ok sk e o sk e ok sk ks ol o sk sk sk ok sk ks sk ok sk s ok sk ko e ok ks ok sk ko ok sk ok ok
CALL ComputeStress(X,Y,SNXA, SNXB, SHNYA, SNYB, SHXY, L, s, NNN,%
SIGX, SIGY, SIGXY, SIGEQ, Buckling)

IF(SIGEQ_max < SIGEQ)Then

SIGEQ_max = SIGEQ
END IF

END IF
END DO

Vakesok sk sk ok stk sk ok sk ok sk ok sk sk sk kol sk s ook ok sk sk s ok ok sk ok sk sl sk sk stk sk ke ko ok sk ok sk ok sk ok ook
'* Lager matriser med spenningsfelt
sk sk ok sk ok sk ok sk sk ok sk ok s ook s ok sk s ok ks sk s ok sk ok sk s sk ok sk sk ok sk ke ke ks sk ok sk ko ok sk ok ook
DO F=1, diskretl; DO G=1, diskret?2

X = L/(diskret1-1)*(F-1)

Y = s/(diskret2-1)*(G-1)
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CALL ComputeStress(X,Y,SHXA, SNXB, SNYA, SHYB, SNXY, L, s, NNN,&
SIGX, SIGY, SIGXY, SIGEQ, Buckling)

MisesStress(F,G) = SIGEQ

SigXStress(F,G) = SIGX

SigY¥Stress(F,G) = SIGY

SigX¥Stress(F,G) = SIGXY
END DO; END DO

sk ko ook s ok sk s o o ok ok ok s ok s o o o ok ok ok s s o ok o sk s s s s s o ok sk sk sk s ok o ko ok ok ok sk ok
'* Spenningen uten imperfeksjon (ved f.eks. stekkspenninger)

sk ko ok ook s ok s ok o oo o ok 3Kk s ok s o o K ok K ok s o o ko o ok o s s s o o ok sk ek sk s ok o ok sk ok ok ok ok ok ok
IF (Buckling==0)Then

AA=0
BB=0
Eigenvec=0
aEigMat = O

MisesStress = SIGEQR

SigXStress = SIGX

Sig¥Stress = SIGY

SigXYStress = SIGXY
END IF

call DeallocateMatrices

END SUBROUTINE

SUBROUTINE AllocateMatrices(MAXM,MAXN ,NNN,diskretl,diskret2)
INTEGER, intent(in) :: diskretl, diskret2, MAXM, MAXN, NON
allocate (FFMN(HNN))

Allocate (MUME1 (O:2*MAXM,0: 2%MAXN))
Allocate (MEMN2 (NEN,3))

END SUBROUTINE

SUBROUTINE DeallocateMatrices
deallocate(FFMN)
deallocate(MNMH1)
deallocate(MHNMH2)

END SUBROUTINE



