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Sadržaj – U radu je primenom programskog paketa FEMM 
4.0 određena raspodela potencijala i jačine električnog polja 
u šupljem dielektričnom telu cilindričnog oblika koje se nalazi 
u spoljašnjem homogenom elektrostatičkom polju. Razmatrana 
su dielektrična tela i šupljine različitog, ali unapred poznatog 
poprečnog preseka. Dobijeni rezultati upoređeni su sa rezul-
tatima koji su dobijeni primenom metoda fiktivnih izvora. 
 
1. UVOD 

Poslednjih godina razvijen je veliki broj programskih pa-
keta za rešavanje problema iz elektromagnetike. Oni olakša-
vaju računanje, a predstavljaju i veoma dobar način za prove-
ru rezultata dobijenih korišćenjem analitičkih ili numeričkih 
metoda. Neki od tih programa mogu se pronaći i preko inter-
neta, tako da su dostupni širokom krugu korisnika. Pre svega, 
mogu se naći studentske verzije programa, kao npr. Quick-
field i Maxwell, sa limitiranim brojem čvorova (kod metoda 
konačnih elemenata), što utiče i na tačnost dobijenih rezulta-
ta. Sa druge strane, postoje i full verzije znatno preciznijih 
programa, poput programskog paketa FEMM (verzija 4.0), 
razvijenog od strane Davida Meeker-a [1].  

U ovom radu je primenjen programski paket FEMM za 
određivanje raspodele potencijala i jačine električnog polja u 
šupljini dielektričnog tela koje se nalazi u homogenom elek-
trostatičkom polju. Posmatrana su tela i šupljine proizvolj-
nog, ali poznatog oblika. Rezultati prikazani u ovom radu sa-
mo su deo istraživanja obavljenih na Tehničkom univrzitetu u 
Ilmenauu, Nemačka [2]. Dobijeni rezultati upoređeni su sa 
rezultatima koji su dobijeni primenom metoda fiktivnih izvo-
ra. Problem određivanja raspodele potencijala i jačine elek-
tričnog polja u šupljim telima je razmatran i ranije, na pret-
hodnim konferencijama ETRAN-a [3,4], kao i na međunarod-
nim skupovima [5,6] i časopisu [7], gde je, za rešavanje prob-
lema, primenjen metod fiktivnih izvora. 

2. PROGRAMSKI PAKET FEMM 

Programski paket FEMM (Finite Element Method Mag-
netics) je od 1998. godine do danas imao više verzija. Ova 
poslednja verzija 4.0, donosi sjedinjavanje prethodnih, name-
njenih rešavanju elektrostatičkih (BELA) i magnetostatičkih 
problema (FEMM). Ovaj programski paket omogućava reša-
vanje niskofrekventnih dvodimenzionalnih elektromagnetnih 
problema, problema sa aksijalnom simetrijom, linearnih i ne-
linearnih elektrostatičkih i magnetostatičkih problema, kao 
magnetnih problema u vremenskom domenu. Programski pa-
ket se zasniva na primeni metoda konačnih elemenata. 

3. METOD FIKTIVNIH IZVORA 

Metod fiktivnih izvora je jedan od najčešće korišćenih 
metoda za numeričko rešavanje elektrostatičkih problema [8]. 
Osnovna ideja kod ovog metoda je da se početni sistem za-
meni sistemom fiktivnih izvora (FI) tj. naelektrisanja. Da bi 
se odredile nepoznate vrednosti naelektrisanja i položaj fik-

tivnih izvora treba rešiti sistem nelinearnih jednačina. Jedna-
čine se postavljaju tako da, u svakom trenutku, budu zadovo-
ljeni granični uslovi na razdvojnoj površini. Da bi se izbeglo 
rešavanje nelinearnih jednačina, unapred se usvaja položaj 
fiktivnih izvora, tako da su nepoznate veličine samo vrednosti 
naelektrisanja fiktivnih izvora [9]. Rešavanjem ovako formi-
ranog sistema linearnih jednačina i zamenom dobijenih vred-
nosti u standardne izraze za određivanje potencijala i jačine 
električnog polja dobijaju se tražene vrednosti.  

Veoma je bitan pravilan izbor oblika i broja fiktivnih iz-
vora. Povećavajući njihov broj, povećava se i tačnost izraču-
navanja. Međutim, kada je broj fiktivnih izvora isuviše veliki, 
fiktivni izvori bivaju veoma blizu jedan do drugog, pa tačnost 
dobijenog rešenja opada. Što se tiče oblika, za rešavanje tro-
dimenzionalnih problema, kao fiktivni izvori se koriste tač-
kasta opterećenja. Podužna naelektrisanja se primenjuju kada 
se radi o planparalelnim problemima, dok se lineični obruči 
sa kružnim poprečnim presekom koriste kod sistema sa aksi-
jalnom simetrijom. Međutim, za fiktivne izvore mogu biti 
uzeti i neki drugi oblici, što zavisi od geometrije problema i 
iskustva samog istraživača. 

4. NUMERIČKI REZULTATI 

Primer 1 
Dielektrični cilindar, kružnog poprečnog preseka, polu-

prečnika mm100=a , sa ekscentričnom kružnom šupljinom 
poluprečnika mm25=b  i ekscentriciteta mm45=c , nalazi 
se u poprečnom spoljašnjem elektrostatičkom polju, 

yE ˆ00 E= , gde je mV/1000 =E . Centri cilindra i šupljine 

leže na y -osi, koja je upravna na osu sistema. Kako je prob-

lem simetričan, dovoljno je posmatrati samo polovinu siste-
ma. Relativna dielektrična konstanta cilindra je 3r =ε . Pošto 

programski paket FEMM može da rešava samo zatvorene sis-
teme, potrebno je definisati granične oblasti, dovoljno udalje-
ne od cilindra, tako da ne remete postavku problema. Formi-
rana je mreža sa 5729 čvorova. Radna površina, sa zadatim 
granicama oblasti prikazana je na Sl.1.  

 
Sl.1. Radna površina programskog paketa FEMM, sa 

zadatim problemom i primenjenom mrežom. 
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Potrebno je definisati i granične uslove. FEMM omogu-
ćava primenu Dirichlet-ovog i Neumann-ovog graničnog us-
lova. 

Kod Dirichet-ovog graničnog uslova magnetni ili elek-
trični skalar potencijal je eksplicitno definisan na granici. 
Konkretno, za posmatrani primer, na vertikalnim granicama 
odabrane oblasti važi uslov 0d/d =nV , na donjoj  horizon-
talnoj granici V0=V , a na gornjoj V100−=V , gde je 
V potencijal, a n  jedinični vektor normale. 

Neumann-ov granični uslov se odnosi na normalni izvod 
potencijala po graničnoj oblasti. Za posmatrani primer, na 
vertikalnim granicama važi uslov 0d/d =nV , na donjoj ho-
rizontalnoj granici mV/100d/d 0 == EnV , a na gornjoj 

V/m100/dd 0 −=−= EnV . 

Na Sl.2 prikazana je raspodela potencijala i ekvipotenci-
jalne linije za slučaj dielektričnog cilindra kružnog poprečnog 
preseka, kada je primenjen Dirichlet-ov granični uslov. 

  
Sl.2. Raspodela potencijala i ekvipotencijale. 

  
Sl.3. Raspodela jačine električnog polja i vektor jačine 

električnog polja. 

Sl.3 i Sl.4 prikazuju raspodelu jačine električnog polja 
za slučaj dielektričnog cilindra kružnog poprečnog preseka, 
kada je primenjen Dirichlet-ov granični uslov. Primenom 
Neumann-ovog graničnog uslova, dobijaju se slične vrednosti 
[2], a zbog ograničenog prostora, ovde neće biti ni prikazane. 

 

Sl.4. Raspodela jačine električnog polja duž y -ose. 

Ako se problem posmatra kao aksisimetričan, dobijaju se 
rezultati prikazani na Sl.5 i Sl.6. Ove vrednosti su dobijene uz 
zadovoljenje Neumann-ovog graničnog uslova na granicama 
oblasti. 

  
Sl.5. Raspodela jačine električnog polja i vektor jačine 

električnog polja. 

 
Sl.6. Raspodela jačine električnog polja duž y -ose. 

Primena metoda fiktivnih izvora za rešavanje ovog prob-
lema, detaljno je objašnjena u radovima [3-7]. U ovom radu 
će biti prikazana samo promena jačine električnog polja za 
različit broj fiktivnih izvora i zadate vrednosti faktora uvlače-
nja f (Sl.7). Ulazni podaci su: 8.01 =f , 2.12 =f , 8.03 =f , 

2.14 =f , 25.0/ =ab , 45.0/ =ac  i 3r =ε . 
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Sl.7. Raspodela jačine električnog polja duž y -ose cilindra, 

sračunata primenom metoda fiktivnih izvora. 

Primer 2 

Dielektrični cilindar, poprečnog preseka oblika kvadrata, 
stranice mm100=a , sa ekscentričnom cilindričnom šuplji-
nom kružnog poprečnog preseka poluprečnika mm25=b  i 
ekscentriciteta mm45=c , nalazi se u poprečnom spoljašnjem 
elektrostatičkom polju, yE ˆ00 E= , gde je mV/1000 =E . 

 Postavka problema u programskom paketu FEMM pri-
kazana je na Sl.8, dok su na Sl.9-11 prikazane promene po-
tencijala i jačine električnog polja, kao i ekvipotencijalne lini-
je dobijene primenom Neumann-ovog uslova, kada se prob-
lem posmatra kao planarni. Formirana je mreža sa 7086 čvo-
rova.  

 

Sl.8. Radna površina programskog paketa FEMM, sa 
zadatim problemom i primenjenom mrežom. 

Na Sl.12 prikazana je promena jačine električnog polja 
duž y -ose, kada se problem posmatra kao aksisimetričan, a 

uslov je Dirichlet-ov. Ni ovde, zbog ograničenog prostora ni-
su prikazane ekvipotencijale i linije vektora jačine električ-
nog polja, kao ni rezultati dobijeni primenom Neumann-ovog 
uslova. 

Na Sl.13 prikazana je promena jačine električnog polja 
duž ose cilindra, za različit broj fiktivnih izvora, kada su 
ulazni podaci isti kao u prethodnom primeru.  

 
Sl.9. Raspodela potencijala i ekvipotencijale. 

  
Sl.10. Raspodela jačine električnog polja i vektor jačine 

električnog polja. 

 
Sl.11. Raspodela jačine električnog polja duž y -ose. 

U Tablici 1, prikazana je jačina električnog polja u dve 
karakteristične tačke, )0,0(  i mm)45,0( − , za sve razmatrane 

slučajeve, uz napomenu koji je granični uslov primenjen. 

5. ZAKLJUČAK 

U radu su prikazani rezultati dobijeni primenom pro-
gramskog paketa FEMM4.0 za određivanje raspodele poten-
cijala i jačine električnog polja u šupljem dielektričnom telu.  
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Sl.12. Raspodela jačine električnog polja duž y -ose. 

 

Sl.13. Raspodela jačine električnog polja duž y -ose cilindra, 

sračunata primenom metoda fiktivnih izvora. 

Tablica 1. Jačina električnog polja u tačkama )0,0( i  

mm)45,0( − cilindričnog provodnika sa kružnom  

ekscentričnom šupljinom. 

Vrsta Jačina polja (V/m)E u tačkama 

problema/ gran. uslov )0,0(  mm)45,0( −  

FEMM, planarni, krug/ 
Dirichlet gran. uslov 

43.87 78.29 

FEMM, planarni, krug/ 
Neumann gran. uslov 

42.45 75.83 

Metod fiktivnih izvora, 
krug 

42.91 76.89 

FEMM, aksisim., krug/ 
Dirichlet gran. uslov 

54.76 78.07 

FEMM, aksisim., krug/ 
Neumann gran. uslov 

54.62 77.89 

FEMM, planarni, kvadrat/ 
Dirichlet gran. uslov 

44.89 76.77 

FEMM, planarni, kvadrat/ 
Neumann gran. uslov 

43.06 73.63 

Metod fiktivnih izvora, 
kvadrat 

39.75 70.34 

FEMM, aksisim., kvadrat/ 
Dirichlet gran. uslov 

59.18 79.24 

FEMM, aksisim., kvadrat/ 
Neumann gran. uslov 

58.75 78.69 

Dobijeni rezultati upoređeni su sa rezultatima dobijenim 
primenom metoda fiktivnih izvora. Povećanjem broja fiktiv-
nih izvora ostvarena je veća tačnost. Postignuto je dobro sla-
ganje sa rezultatima koje je dao programski paket, za slučaj 
kada se problem posmatra kao planarni. Određeni nedostatak 
je u tome što se mogu rešavati samo planparalelni i problemi 
sa aksijalnom simetrijom, ali ne i trodimenzionalni problemi. 
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Abstract – In this paper, the calculation of the electric field 
strength and the potential in the arbitrary shaped cavity of the 
dielectric body is presented. The results are obtained using 
program’s package FEMM4.0 and Charge Simulation Met-
hod.  
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